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SUR LA CONSTRUCTION DE MESURES ASSOCIEES AUX
CONTRACTIONS ASYMPTOTIQUES DES INTERVALLES

e

0. INTRODUCTION — En 1967, Janos a montré le théoréme
suivant (%) :

Théoréme A : Soient E un espace compact métrisable,

a € ]J0,1[, et f une application continue E—E telle

que FE) = {c}.

nEN
Alors, il existe une distance d sur E, définissant
la topologie de E, et telle que :

vix,y) €% d(f(x),Ffly)) < a.dlx,y) c1).

On dira qu’une application vérifiant (1) est contractante
de rapport o par rapport @ d.

Par ailleurs, si E est un il:xtervalie compact I de R, on a

le théoréme suivant (3] :

Théoréme B : Soient I= [a,b] un intervalle compact de IR,

f une application continue I —~1I, et c un point de I.
Soit G(F) le graphe de f : G(F) = {(x,F(x])), x€13}.

Posons Qg[F] = {(x,F(x])), x€[a,c] }
QdCFJ = {(x,F(x])), x€[ec,b] }
glFl = ((Fx1,x), x€[a,e] )

et de méme pour § '(F), & '(F).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) vx€1, lim F'(x) = c .
Cii) @FH(I] = (e} .

(iii) Q;I(FJn §,(F) = {(e,e]]
(iv) G ' (FIq8C(F) = {(c,ed)

On dira gu’urme telle fonction est une contraction asymptotique.
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Une fonction F:I =1 vérifiant la condition (ii) satisfait
aux hypothéses du théoréme A, de sorte qu’il existe une
distance d pour laquelle la relation (1) est vérifiée. Or,
si d est la distance habituelle, la fonction f est Lipschit-
zienne, et par suite presque partout dérivable, le terme
«presque partout» étant pris relativement & la mesure de
Lebesgue, qui est la mesure naturellement associée a la
distance usuelle. Mais la relation (iii) montre que f n’a

aucune raison d’atre dérivable, en quelque point que ce soit.

Nous allons ici étudier la question suivante :

Etant donnée une fonction f : I—=1I veérifiant (1) pour
une distance d, existe-t-il une mesure kg vis-a-vis de
laquelle f satisfasse a une condition particuliére ?
Si oui, comment construire cette mesure, et quelle est

cette condition 7?7

Si d est la distance usuelle, et si A est la mesure de

Lebesgue, Fleissmer et Foran ont montré le résultat suivant:

Théoréme C (') : Soit f une application continue I -1 .

Les assertions suivantes sont équivalentes

a) Il existe un homéomorphisme g: R—~IR tel que gbo f

soit Lipschitzienne.

b)] Il existe un homéomorphisme h: R-IR tel que hof

ait une dérivée borneée.

c] Pour tout intervalle J<Im(f) , il existe 7 >0 tel
que, pour tout ensemble mesurable E vérifiant J< f(E]),

on ait : A(E)>7n (condition S’).

C’est cette condition S’ que l’con va adapter pour répondre

3 la question posée,
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1. PRELIMINAIRES TOPOLOGI'QUES — Soit I= [a,b] un intervalle
de RH.

Convention 1 — Les seules distances que nous considérerons

ici sont des distances définissant la topologie usuelle,

Nous omettrons donc de préciser «définissant la topologie
usuelle» quand nous parlerons de «distances sur I».

En outre, nous emploierons les notations topologiques '
habituelles : si A<I , on note X 1’intérieur de A, A son

adhérence.

Définition 2 — On dira qu’une distatce d sur I est’ compatible

avee 1'ordre si, pour tout [x,y,z]él3 vérifiant x<y<z,
on a : d(x,y)<d(x,z) et d(ly,z)<d(x,z]) .

Exemple et définition 3 — Soit @ une application continue

strictement croissante I-R . Alors, la fonction d: Ia-'lFi,
[x,y)u—n-lq)[y] -@(x])| est une distance sur I, qui est
compatible avec l’ordre. On dira qu’une distance ainsi obtenue

est une distance paramétrique.

Aaccordement des ;:iistances locales — Soient

. 9212
[aanelN et EannGJN deux suites monotones d’éléments de I,
respectivement croissante et décroissante, convergeant toutes

Q
deux vers c€I= Ja,b[ , et talles que : s3;=2 , by=b. Soit,

(u}
-n=1 ] a_n]
si n€Z*, sur [bn , bn-1j si n€ Z* . On suppose en outre que

pour tout n€ Z*, dn une distance définie sur [a

les dn sont compatibles avec l’ordre, et que la série double

nGZ: dﬁCa_ﬁ_1 ’ a_nJ + nGZZ: dn[bn ’ bn-1] est convergente,
Soit d: Ia—m+ la fonction ainsi définie :
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=
vneEZ*,vix,yl€ [a_n_1 , a_n] , dlx,y) = dan,y]
‘ 2 ;

Vnéz;,vfx,ylé [bn, bn-1] , dlx,y) = dn(x,y]
v(n,p) 62:_2, n>p, ¥YxE€ ann-% , a_n] , VY€ [a_p_1 , a_p] ,

dlx,y) = 4 e ) B dla e v d e,y
VnezZ», VpeZr , YxE Ei';n"' , a_n] y VY€ [bp, bp_1],

dix,y]) = dn(x,a_n) + m2;-1 dm[a_m_1, a_m)

+00
* k2%+1 Al 1 Breoqd * iy, v]

2 .
VC“,P)éZ_: s N>p, VxGEbn? bn-1]’ Vyefbp, bp_1],
n=1
d(x,y) = d_(x,b_ ] + d (b
! n " n=1 k=%+1 k

vix,y) €Ia , dlx,y) = d(y,x).

< ? bk_1] + dp[bp, 2

Lemme 4 — La fonction d aimsi définie est ume distance:
sur I, compatible avec l’ordre.'ﬂébplus, si les dn ’
n € Z*, sont des distances paramétriques, il en est de

meme de d.

La premiére partie de ce lemme s’étend aux espaces métriques

quelconques, mais une telle généralité serait ici sans objet.
La démonstration est ume simple vérification que nous

omettrons,

Remarque : le lemme est bien sur vérifié pour ure distance

d construite 3 partir d’un nombre fini d’intervalles et de

distances dn'

Supposons a présent que les dn sont des distances paramétri-

ques. Soit f une application continue I -1 vérifiant
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«vn€N, f([a_,b 1=, b4y
e3a€]o,1f,vneN, vix,y)€ ([=,, o, TPy [b., + 5. FF)
3[3(z,t]€([a,anjau [bn, bja) , Flzl=x et F(tJ'—'y]
= [d(x,y]ﬁa.. d(z,t) ]2

Lemme 5 — Sous ces hypothéses, f est contractante de
constante o par rapport a d:

2

¥(z,t) € 12, d(F(z]),F(t)) < a. d(z,t)

Démonstration : Soient 2z, t deux points de I, x= f(z)
et y= f(t) leurs images par f. Quitte & échanger z et t,

supposons 2< €,
- S’il existe n€ IN* tel que
2 2 R ..
(x,y) € ([an, an+1] u Ebﬂ.‘” s bn] ) E c’est ferminé,
- Sinon, il faut distinguer différents cas :

'3(9,“)61‘1’2; p>n’ xe[an’an+1] Et. ye[ap!ap+1j °

O’aprés ls théoreéme des valeurs intermédiaires, il existe

une séquence u__,<u . o<...Su, dans [z,t] telle que :
F[“i) =a; , pour m+1<igp
Puisque la distance d est paramétrique, on a :
dCx,y) = ch’an+1J + d[an+1 ’ an_’_a) + ... * d[ap_,' ’ ap)
+ dla_, y)
et =)
d(z,t] = d(z,un*13 + d[uﬂ_’.1 . un+2) * ..+ d(up_1 ' up)
+ d(up , )

De plus, en raison des hypothéses faites sur f :

dix,a_,,) <a.dlz,ua ]

d[an+1 , an*E) <a. c!(u'__r._1 . un+23

dﬁar__,__1 ’ ap] <a. dCup_1 ) up)

d ) <a.d t

Eap y Y <a (up , t)

On en déduit : d(x,y) < a. d(z,t] , ce qui est 1l’inégalité
cherchée.
* Les autres cas se traitent de facon similaire, a
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2. PRELIMINAIRES SUR LES MESURES — Nous suivons ici la

construction de M. Bruneau (2).

Définition 6 — Soit h unme fonction définie sur l’ensemble

des couples (x,y) d’éléments de I tels que x<y, & valeurs
dans R_. On dira que h est une fonction déterminante de
Carathéodory si, quels que soient x<y<z<t dans I, ona :

(i) hly,z) < hix,t)

(ii) h(x,t]) < h(x,z) + h(y,t]

Exemple 7 — Une distance d sur I, compatible avec l’ordre,
est une Fonction détermimante de Carathéodory. En effet, si
X, ¥, 2, t sont des éléments de I tels que x<y<z<t , du

fait de la compatibilité de d avec l’ordre, on a d’urne part:
dly,z]) < d(x,z] < dlx,t] ,

et d’autre part :
d(x,t) < d(x,y} + dly,t]

< d(x,z) + dly,t)

Etant donnée une fonction déterminante de Carathéodory h,
soit u*‘g la fonction d’ensembles définie sur l’ensemble J(I)
de toutes les parties de I par :

o0
» - .
VACSI, u.th] = lim k§1 hl:x'< s yk]
ol {]xk , ykl: y KEIN} est un recouvrement dénombrable de A,

et ot la limite inférieure est prise lorsque la borne supé-

rieure des mnombres devient arbitrairement petite.

Ve T *k

Définition 8 — Pour toute fonction déterminante h , on dit

que p.‘;_‘ est la mesure e;:térieure de Carathéodory de fonction
déterminante h . La restriction "J'h de .U-L a la tribu B des
boréliens de I est appelée la mesure de Carathéodory  de
fonction déterminante h . Une mesure de Carathéodory est
positive,

122



Sait da la distance de Hausdorff d’ordre « sur I:
daCx,y] = Ix-yla . La mesure p, est la mesure de Hausdorff
dans la dimension a . On sait qu%, pour tout intervalle JcI,
on a : (J) = +0 si 0<a<1 ; cela exprime que la dimen-

a
sion de Hausdorff d’un intervalle est supérieure a 1 .

Probléme 89— Quelles sont les distances d sur I compatibles

avec l’ordre et telles que : pd[I] <o 7

Faute de connaitre la réponse de cette question, nous dirons

qu’une telle distance est de poids fint.

Lemme 10 — Soit d une distance sur I , compatible avec

l’ordre, Soient z et t deux éléments de I. On a :

1qtIz.50) = b (Lz,e]) 2 alz,%)

LTI

Démonstration : L’égalité ud[‘['z,tjlzud[]z,t[]
résulte de la proposition 3 de (2] (p. 103]).

Soit C]xk y ykE]kéN un recouvrement de [z,t] par des

intervalles ouverts, On peut en extraire un sous-recouvrement
fini X, .
in1 c] i? yll:]

1<igr
On a alors :
0 r
2 dlx_,y ] > 2 dlx.,y.) (somme de nombres positifs])
k=1 k k i=1 1 1
> d(z,t] (1) (Par définition d’ure

distance])
On en déduit u.;[[z,t]] > d(z,t) . En effet, l'inégalité (1)
étant vérifiée pour tout recouvrement de I:z ,t] , elle l’est
aussi pour la lim des termes du premier membre, Enfin, Ky

étant la restriction de p.z’ aux boréliens, on a aussi

wflz,£]) > dC=z,t] . o

En particulier, ce lemme montre que la mesure de Carathéo-
dory associée & une distance compatible avec l’ordre charge

tout intervalle non réduit 3 un point.
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3. THEOREME 11 — Soit f une contraction asymptotique de

I=[a,b] , de point fixe c.

Les cing assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout a€ J0,1[ , il existe unme distance
paramétrique sur I pour laquelle f est contrac-

tante de rapport a .

(ii) 11 existe: a € J0,1[ , et une distance paramétrigue

sur I pour lagquelle f est contractante de rapport a.

(iii) Pour tout a€ J0,1[, il existe une distance sur I,
compatible avec l’ordre, de poids fini, et pour

laquélle f est contractante de rapport a .

(iv) Il existe a€ ]J0,1[ , et une distance sur I ,
compatible avec l’ordre, de poids fini, et pour

laquelle f est contractante de rapport a .

(v] Il existe une mesure de Carathéodory u sur I ’
diffuse, finie, qui charge tout intervalle non
réduit & un point, et qui est reliée a f par
la condition suivante :
(S") VREIN*, n>1,3 k_€R},vJd=[x,y]= (FCzI~f"crl),
vsem,?[sc (1~fF""11)) ext = FCEJ]

= [kn . uld) < u[EJ]%-

Démonstration : On a clairement :

4] gCtiiiii]] 3 Civ]

On va montrer : (iv]) = (v])] et (v] = (i] .

(ivl] = (v]) —Socient a€ J0,1 et d une distance sur I
compatible avec l’ordre, de poids fini, et pour laquelle f
est contractante de rapport A . 0’aprés ce qui précéde
(lemme 10), il suffit de montrer que (S") est vérifiée

avec la mesure Ky

Soient Nn€IN*, x et y deux é&léments de FCIINFT(I)
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tels que : J = [x,y] < (FCII~NFC1))

Soit E un borélien tel que : EC(I\Fn[I]), F(E)>J .

Soit 7 >0 . Par définition de p*(J) , il existe >0 tel
gue, pour tout recouvrement ]ak ’ Bk[ KEN de J par des

ouverts de longueur (pour la distance habituelle: |.|] <7,

uc‘!’CJ]-'rs';quak,BkJ 1)

Par ailleurs, puisque d définit la topologie habituelle,

on ait @

la distance usuelle |.| est continue, et par suite unifor-
mément continue sur le compact I ., Il existe domc 6 >0 ¢tel

que : 5
vix,yl €I1%, dlx,y)<8 = |x-y|<n (2]

Puisque E estun borélien, on a : u, (E) = u.; (el .
Soit §>0 . Soit (]xk s yk[)kélN un recouvrement ouvert de

E, —c’est-3-dire une suite d’intervalles telle que :

eEc\U_ Ix ,y. [ —, vérifiant :
KEN~ k' Tk

VkE€N, dlx_,y )< o (3)
wi(E)+ 6 > kgn dlx, s ¥, ] (4]

Les intervalles F(]xk ’ yk[] forment un recouvrement de
[x,y]. Ces intervalles F(]xk , yk[J peuvent étre ouverts,

fermés, ou semi-ocuverts. Posons :

F(]Xk ’ YkEJ = Ezk ’ tk] .

L’application f étant contractante de rapport a par rapport
a d, on a :

dlz, ,t. ) 2 a.dlx ,y]) (s)

puis, d’apras (3] :
d(zk , tk) < a.9 (s)
<8 car a<Ht (7]

Cela étant, soit (>0, Définissons, pour tout k€ N, un

intervalle ]uk , vk[ satisfaisant 3 :
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[.zk ’ tk] < Juk ' Vk[ (8]
d(u'< , vk] < 8 (possible d’apres (7)) (9]
dlu,_, v I<C1+¢).dlz , £ ] (10)
La suite (]uk , vk[ keN orme un recouvrement de J par des

ouverts de longueur <7 (d’aprés (8] et (2)). On a successi-

vement les inégalités suivantes

“5“”"5.{% dlu,_, v, ] (d’apres (8], (2) et (1))
sk;INU +£) . dlz,, ) (gréce a (10))
SC+8)a. 2 dlx, vy ) (par’ (5))

k€N
SC1+¢).a. (RiCEI+8 ) (par (4)).

En faisant tendre successivement vers 0 les réels (,§ et T,

on obtient : u,; (JD<a. ""J (E), ce gqui montre (S").

(vl = (i) — soit a € ]0,1[ . Supposons que (v) soit vérifié.
On va construire par récurrence une distance d sur I pour
laquelle f est contractante de rapport o .

Pour cela, posons

vraews, £(1) =[a_,b]=1_

I,=1= [ao,boj = [a,b] .

VAEN, J_ = [an,an+1]
Kn = Ebn*-l’br;].
L= [=sa,,,]1 = Joudu - u s
Mn = Ebn+1’ b] = KQUKJ.U "'UKn

P =LnuMn.

Ces définitions sont justifiées par l’assertion (ii) du

théoréme B.

Pour tout xE€ Jn posons

+1 !

@, (x)=inf{g|3E<P ,E€B,ulE)=0 et [s__ ,x] =F(E)

, Xx] est, pour tout ><;-"ah un intervalle non

Comme [a +1

n+1
réduit a8 un point, et que u charge un tel intervalle, la
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condition S" montre que l’on a

p(E) > k_ . . u[[an_,_l y )

Cela justifie l’existence de (Pn-!-a. y qui est en outre une
application strictement croissante. De plus, p étant diffuse,

q’n"'l est continue,

Si hn est un réel >0, l’application (1/hn3'¢n-'-1 a les
memes propriétés, et [x,y)""h—1' Iq}n*IEXJ - (pn_n[y]I définit
n

sur J__, une distance ‘paramétrique.

1l

De méme, on définit sur K. ., une distance paramétrique &

1
partir de l’application ¢n-0-1 :

Pre,(x) = inf{g| ;ESP_ ,EEB, ulEl=0g, et [b  ,x]=flE)]

Pour toute suite double [thnGZ’ de réels strictement

positifs, la construction du lemme 4 fournit sur I une

distance paramétrique d construite a partir des
A 3 »
Cxyy) e lg, _, 0x) Q‘n_lty)l si nez’

d_ :
1
Ex,y)*—-—hn-lqbn,,,l (x) - ¢, y)l si nez

Nous allons conmstruire par récurrence urme suite CthnGZ"

permettant d’appliquer le lemme 5.

On pose : d_lfx,y] »u[[x,y]J , V[x,yJGJz

d, (x,y) = ullx,y1) , vix,y) €2

Supposons la distance d construite sur Liu Mi (cf. 1la
remarque suivant le lemme 4), et telle que l’on ait

[3[2,1:)6(1.2 uMa ), Fl(z)=x

/ < (2 2
-.vn_h,vtx,yJG quKp): p=1" 'p=1

{ et F[t):y] = [d(x,y]ﬁa. d(z,t)]%

. gjn>o , v(z,t) € (Liu Mi) , dlz,t) > jn. wllz,t]) .

Soit (x,y,z,t3614 vérifiant

(x,y)édi*l ; (z,t)¢€ (Miu Lra_‘); x<y; fFlz)l=x ; Fltl=y
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On a :

Iq)n+1(x]- ¢n+1[y]| = inF{o’IBECFn , u(E)=0 et [x,y]<= F(E] }
Comme f(z)l=x , et f(tl=y , ona [x,y]J=f([z,t]) , et
donc, p([z,t]) > |¢H+1CXJ - ¢B+1[y]| , et, d’aprés
1l’hypothése de récurrence :

dlz,t) 2 .+ |, (x)- @, (¥]]

_ 1
Posaons @ h-n = O...in
On a alors : a.dlz,t) > d_n[x,y] ,
-1 -
avec d_n(x,yJ = A I(Pn_'_lfxl ‘Pn+1cy]'

A PP 2
De meme, on définit hn , et dn sur Kn .

D’aprés S" , on a alors :

wCE) ,

IJ-EEX’)':IJ<|<
N+l
2 2
pour tous (x,y)€ (Ln+1U Mn+1) et EcP_ (E€B), tels que
[x,y]=f(E) . On en déduit l’existence de Jpey dans

1’hypothése de récurrence.

Le lemme 5 s’applique donc, ce qui acheve la démonstration.Od

Corollaire 12 — Les contractions asymptotiques Lipschit-

ziennes pour la distance usuelle sont contractantes pour

une distance paramétriqgue.
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