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 SUR LA CONSTRUCTION 0E MESURES ASSOCIEES AUX

 CONTRACTIONS ASYMPTOTIQUES OES INTERVALLES

 0. INTRODUCTION - En 1S67, Janos a montré le théorème

 suivant C*] î

 S Théorème A : Soient E un espace compact métrisable ,

 3 a € 3ūj1|Ij e-c ^ une application continue E -* E telle

 I que : n€l) f"CE3 = t=}.
 s Alors, il existe une distance d sur E, définissant

 1 la topologie de E, et telle que :

 I vCx,y]€E8, d(fCx],fCy}) <a.dCx,y] CO.

 On dira qu'une application vérifiant CO est contractante

 de rapport a par rapport à d.

 Par ailleurs, si E est un intervalle compact I de B, on a
 le théorème suivant C3] î

 s Théorème B : Soient 1= Caj'3l un intervalle compact de ]R ,
 5 f une application continue I -• I , et c un point de I .

 5 Soit QCfD le graphe de f : §Cf] = £Cx,fCx]], x€l}.

 I Posons : §gCf] = (Cx.fCx]], x€[a,c] }
 I = CCx.fCxD], X 6 [c , b] }
 I 9~Čf] ~ CCfCx],x], x€[a,c] }
 S A - ļ - ļ
 1 et de même A pour § - C f D , S, - ļ Cf].

 1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

 i Ci D V X € I , lim fnCx] = C .
 s n

 I cu3 Qfn|:i3 = w-
 I Ciii] S~xCf] n ^jCf] = CCc,c]}
 I Civ] S_1Cf] n SCf] = [Cc.c]}

 On dira qu'une telle fonction est une contraction asymptotique .

 117



 Une Fonction F:I-*I vérifiant; la condition CiiD satisfait:

 aux hypothèses du théorème A, de sorte qu'il existe une

 distance d pour laquelle la relation C i D est vérifiée. Or,

 si d est la distance habituelle, la fonction f est Lipschit-

 zienne, et par suite presque partout dérivabla, le terme

 «presque partout» étant pris relativement à la mesure de

 Lebesgue , qui est la mesure naturellement associée à la

 distance usuelle. Mais la relation Ciii] montre que f n'a
 aucune raison d'être derivable, en quelque point que ce soit.

 Nous allons ici étudier la question suivante :

 Etant donnée une fonction f : I -• I vérifiant ClD pour

 une distance d, existe-t-il une mesure u, ' vis-à-vis de ' d

 laquelle f satisfasse à une condition particulière ?

 Si oui, comment construire cette mesure, et quelle est
 cette condition ?

 Si d est la distance usuelle, et si ' est la mesure de

 Lebesgue, Fleissner et Foran ont montré le résultat suivant:

 s

 S Théorème C C1] s Soit F une application continue I -» ]R .
 3 Les assertions suivantes sont équivalentes :

 S a] Il existe un homéomorphisme g : P -* 1R tel que g b F
 3 soit Lipschitzienne.

 1 b] Il existe un homéomorphisme h : H - ]R tel que ho F
 5 ait une dérivée bornée.

 2 c] Pour tout intervalle J<= ImCF] , il existe ij > 0 tel
 s que, pour tout ensemble mesurable E vériFiant JcFCE],
 S on ait : 'CE]>t7 [condition S').

 C'est cette condition S' que l'on va adapter pour répandre
 à la question posée.
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 1. PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES - Soit I = [a,b] un intervalle
 de ]R .

 Convention 1 - Les seules distances que nous considérerons

 ici sont des distances définissant la topologie usuelle.

 Nous omettrons donc de préciser «définissant la topologie
 usuelle» quand nous parlerons de «distances sur I».

 En outre, nous emploierons les notations topologiques
 o

 habitue 1 les : si A <= I , on note A l'intérieur de A , A son
 adhérence.

 Définition 2 - On dira qu'une distance d sur I est" compatible
 3

 CBOec l'ardre si, pour tout Cx,y,z]€I vérifiant x<y<z,
 on a : dCx ,y] < dCx ,z] et dCy ,z3 < dCx ,z} .

 Exemple et définition 3 - Soit 0 une application continue
 2

 strictement croissante I -• B . Alors, la fonction d : I -*3R,

 Cx,y]»- #-|^>Cy] -ęM | est une distance sur I, qui est
 compatible avec l'ordre. On dira qu'une distance ainsi obtenue

 est une distance paramétrique .

 Raccordement des distances locales - Soient

 Ca ] et Cb ] deux suites monotones d'éléments de I,
 n ncJN n ncJN

 respectivement: croissante et décroissante, convergeant toutes
 0 i p-

 deux vers c€l = Ja,b(_ i p- , et telles que : aQ = a , bQ=b. Soit,
 pour tout n 6 7Z*f •' d une distance définie sur Ta u , ' a 1 •' n u -n-1 , ' -nJ
 si n€ TL* , sur f"b , b ,1 si n € Z* . On suppose en outre que

 - n n- 1

 les dn sont compatibles avec 1 ' ordre , et que la série double
 y y
 n€ZZ* dnCa-n- 1 ' a-n3 + n ks* y dnCbn ' bn-1] eSt conver9ente.

 2
 Soit d : I la fonction ainsi définie :
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 I« • • • • .Vn€Z*,Vp€2Z»,Vx€ Vn V V VCx,y3€I^ VCn.pJ dCx.y] n dCx,y3 dCx,y3 Cn, € € TL* ~Z£ p] € 6 , , V V = = = 2Ç2, 7zļ Cx,y] Cx,y] dnCx,a.nļ dnCx,bn_13 dnCx,a.n3 , , n n> dCx,y3 > € € p, p [ąn_1 [bn * , V »x6 JļLl , - - - x - bn-1]2 6 > JT^ dCy,x3. [a_n-1 a„n32 [b^ «■OO [a_n-1 dkCb|< , dmCa.m.1 bn_.,]> dja^ » , , , a_n dCx,y] d[x,y] ' a_R] "K"^ ] , W , b^] » Vy , , = = e V a_J a_J * dnCx,y] y dnCx,y] Cbp € dpCbp' € [bp ♦ O > » ,

 • V n € ~Z£ , V Cx,y] € [bn , bn-1]2 , dCx,y] = dnCx,y]

 • V Cn, p] € 7zļ , n > p , V x 6 [a_n-1 , a_R] » V y € O .p.., > a_p] >

 dCx,y3 = dnCx,a.nļ - dmCa.m.1 , a_J » dpCa.p.1 , y3

 .Vn€Z*,Vp€2Z»,Vx€ [a_n-1 , a_n ] , Vy € [bp ,
 «■OO

 dCx,y3 = dnCx,a.n3 - JT^ dja^ , a_J

 * JļLl dkCb|< ' "K"^ * dpCbp' y5

 • VCn.pJ 6 2Ç2, n> p, »x6 [b^ , bn_.,]> W e Cbp > bp--|]'

 dCx.y] = dnCx,bn_13 - , b^] ♦ dpCbp , y3
 • VCx,y3€I^ , dCx,y3 - dCy,x3.

 I Lemme 4 - La fonction d ainsi définie est une distance

 S sur I, compatible avec l'ordre. De plus, si les d^ ,
 s n € Z*, sont des distances paramétriques , il en est de

 Ķ même de d.

 La première partie de ce lemme s'étend aux espaces métriques

 quelconques, mais une telle généralité serait ici sans objet.

 La démonstration est une simple vérification que nous
 omettrons .

 Remarque : le lemme est bien sûr vérifié pour une distance

 d construite à partir d'un nombre fini d'intervalles et de
 distances d .

 n

 Supposons à présent que les d sont des distances parametri-
 n

 ques . Soit f une application continue I -* I vérifiant :
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 . Vn€W, fC[an , bn]]= [an+1 , bn+1]

 • 3CL € ]0,1[ , Vn€ IN , vCx,y] € (|>n , a^]2 u [bn+j_ , bn]2) ,

 ^ 1[aCz,t] € ([a,an]2u [bn,b]2y , FCz]=x et FCt] = y]

 £ dCx,yD < a . dCz,t] ļļ.
 V
 S Lemme 5 - Sous ces hypothèses , F est contractante de

 E constante a par rapport à d :

 I V[z,t3€I2, dCFCz] ,f[t]3 < a . dCz,t]

 Démonstration : Soient z, t deux points de I, x=F[z]

 et y=f[t] leurs images par F. Quitte à échanger z et t,
 supposons z < t .

 - S'il existe n€ ll* tel que

 Cx,y] € (On> an+1]2u Cbn+1 » bn^2) » c'esJt ««'«iné.
 - Sinon, il Faut distinguer di FFér e nts cas :

 ■3Cp,n]€]N^, p > n , x€[an,an+(ļ] et* y€[ap,ap+1] •
 □'après le théorème des valeurs intermédiaires , il existe

 une séquence un+,ļ<un+2< • • • ^ up dans £z,t] telle que :
 FCu^] = , pour n-M<i<p

 Puisque la distance d est paramétrique , on a :

 dCx.y] = dCx.a^] - dCan+1 , an+2] - ... + dCa^ , ap]
 * dCa , y]

 et p

 dCz.t] = dCz,un+1D + dCun+1 , un+2] - ... - dCup-i , up]
 + dCu , t]

 P

 De plus, en raison des hypothèses Faites sur F :

 ļ dt* , < a . dCz , um(]
 I dCon+1 ' - a * d^urrM 1 un+23

 I dCap-1 • "p3 S a . dCup_1 , up)
 I dCa , y] < a . dCu , t]
 l P . P

 On en déduit : d[x,y] < a . dCz,t] , ce qui est l'inégalité
 cherchée.

 ■ Les autres cas se traitent de Façon similaire. □
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 2. PRELIMINAIRES SUR LES MESURES - Nous suivons ici la

 construct: ion de M. Brunéau C33.

 Définition S - Soit h une Fonction définie sur l'ensemble

 des couples Cx,y] d'éléments de I tels que x<y , à valeurs

 dans . On dira que h est une fonction déterminante de
 Carathéoclory si, quels que soient x<y<z<t dans I, ona :

 CiD hCy,z] < hCx,t]

 Cii] hCxjt] < hCx ,z3 *■ hCy ,t]

 Exemple 7 - Une distance d sur I, compatible avec l'ordre,

 est une fonction déterminante de Carathéodory . En effet, si

 X, y, z, t sont des éléments de I tels que x<y<z<t , du

 fait de la compatibilité de d avec l'ordre, on a d'une part :

 dCy,z] < dCx,z] < dCx,t] ,
 et d'autre part :

 dCx,t] < dCx,y:} + dCy,t]

 < dCx ,z] + dCy,t]

 Etant donnée une fonction déterminante de Carathéodory h,
 soit tr» la fonction d'ensembles définie sur l'ensemble iTCl]

 n

 de toutes les parties de I par :
 oo

 VA c I , u^Ca] = lim X hCxk S yk3

 où Gxk » ykC , k €3N } est un recouvrement dénombrable de A ,
 et où la limite inférieure est prise lorsque la borne supé.-

 rieure des nombres y^ - x^ devient arbitrairement petite.

 Définition 8 Pour toute fonction déterminante h , on dit

 que est la mesure extérieure de Carathéodory de fonction
 déterminante h . La restriction u,. de u,* à la tribu 3 des

 n h

 bor é liens de I est appelée la mesure de Carathéodory de

 fonction déterminante h . Une mesure de Carathéodory est

 positive .
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 Soit: d la distance de Hausdarf F d'ordre a sur I :
 a

 daCx,y] = |x-y| .La mesure [l^ est la mesure de Hausdorff
 dans la dimension a . On sait que, pour tout intervalle J<=I,

 on a : a. CJ] = •*» si 0<a<1 ; cela exprime que la dimen-
 aci

 sion de Hausdorff d'un intervalle est supérieure à 1 .

 Problème 9 •- Quelles sont les distances d sur I compatibles

 avec l'ordre et telles que : Cl D < 00 ?

 Faute de connaître la réponse de cette question, nous dirons

 qu'une telle distance est de poids fini •

 S Lemme 10 - Soit d une distance sur I , compatible avec

 = l'ordre. Soient z et t deux éléments de I. On a :

 I = [AdC[z,t]] > dCz,t]

 Démonstration : L'égalité UjCQz ,t]] = UyC ļz ,t£]
 résulte de la proposition 3 de Cs] Cp. 103].

 Soit un recouvrenierTC de Par des

 intervalles ouverts. On peut en extraire un sous-recouvrement

 fini C]xŁ , yi[31¿l¿r .
 On a alors :
 00 p

 2 dCx , y ] > X dCx. , y. D [somme de nombres positifs]
 k=1 * i= 1 1 x

 > dCz,t] C 13 CPar définition d'une
 distance]

 On en déduit UdC£z,tļ]> dCz,t] . En effet, l'inégalité CO
 étant vérifiée pour tout recouvrement de £z ,tļ , elle l'est

 aussi pour la lim des termes du premier membre. Enfin, ^
 étant la restriction de |i* aux boréliens, on a aussi

 ^[z,t]] > dCz.t] . □

 En particulier, ce lemme montre que la mesure de Carathéo-

 dory associée à une distance compatible avec l'ordre charge

 tout intervalle non réduit à un point.
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 ¡¡ 3. THEOREME 1 1 - Soit F une contraction asymptotique de
 Ē I = point Fixe c.

 = Les cinq assertions suivantes sont équivalentes :

 1 Ci 3 Pour tout (X€ 10,1Q , il existe une distance
 s paramétrique sur I pour laquelle F est contrac-

 Ü tante de rapport a .

 1 Cii3 II existe - Ct€ 3o,l£ » et une distance paramétrique
 j§ sur I pour laquelle F est contractante de rapport a.

 jjj CiiiD Pour tout a€ ļO,l£, il existe une distance sur I,
 = compatible avec l'ordre, de poids Fini, et pour

 5 laquelle F est contractante de rapport a .

 = Civ] Il existe a€ ]]0,l£ , et une distance sur I ,
 H compatible avec l'ordre, de poids Fini, et pour
 s laquelle F est contractante de rapport a .

 = Cv] ji existe une mesure de Carathéodory |i sur I,
 2 diFFuse, Finie, qui charge tout intervalle non

 5 réduit à un point, et qui est reliée à F par
 = la condition suivante :

 I Cs"] Vn€3N*, n> 1 , 3 kn€]R* , VJ= [x,y]c (FCl]^FnCl]) ,

 I V E ,|[e«= (i ^ Fn~1Cl]) et je FCedJ
 J =#► [kn . nCJ] < |LL CE] .

 Démonstration : On a clairement :

 Cl3 r • 1 ^ C 1 i ] Clv] r • ■» Cl3 r • 1 ?ciu) ^ C 1 i ] W- Clv] r • ■»

 On va montrer : Civ] =£► Cv] et Cv] Ci] .

 Civ] Cv] - Soient a € ļo , l£ et d une distance sur I
 compatible avec l'ordre, de poids Fini, et pour laquelle F
 est contractante de rapport a . D'après ce qui précède

 C lemme 10], il suFFit de montrer que CS" D est véri Fiée

 avec la mesure Py .

 Soient n € IN* , x et y deux éléments de FCl]*^FnCl]
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 tels que : J = £x,y1 <= ( f Cl 3 ^fn[I 3 ) .

 Soit E un borélien tel que : E <= ( I v»fn[x ] ) f f[E3 = J .

 Soit t>0 . Par définition de (I*[j3 , il existe tj> 0 tel

 que, pour tout recouvrement ^ ]ak , de J Par des
 ouverts de longueur Cpour la distance habituelle: |.|3 <V ,
 on ait :

 U* C J] - r < dCa. , ß.3 C 1 3
 k€3N

 Par ailleurs, puisque d définit la topologie habituelle,

 la distance usuelle. |.| est continue, et par suite unifor-
 ♦ -

 mément continue sur le compact I . Il existe donc 0>O tel

 que : _
 V[x,y3 € I , dCx ,y 3 < 0 =>|x-yļ<i? [23

 Puisque E est un borélien, on a : Ce3 = CE 3 .

 soit ô>o . soit (lxk > ykC)k€]N un recouvrement ouvert de
 E , -c'est-à-dire une suite d'intervalles telle que :

 E <= KJ ]x. , yJI -, vérifiant : k€H k , k
 Vk € H , dCxk , yk3< 0 C33
 U* Ce3 + ô > S dCx , y 3 [43
 d k€JJ * *

 Les intervalles f[]]xk , y^C^ forment un recouvrement de
 [x,y] . Ces intervalles f[]}xk , peuvent être ouverts,
 fermés, ou semi -ouverts . Posons :

 ykU = , «k: .
 L'application f étant contractante de rapport a par rapport

 à d , on a :

 d[zk ' ^ - a * d^xk ' yk^ ^
 puis, d'après [3 3 :

 d[zk , tk3 < a.0 [63
 < 0 car a < 1 [73

 Cela étant, soit f>0. Définissons, pour tout k € ]N , un

 intervalle ļuk , vk£ satisfaisant à :
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 I [?k . tk]=]uk , vkC ca}
 J dCu^ , v^] < 0 [possible d'après [733 [93
 / dCuk , vk] < C1 + f 3 . dCzk , tk3 C 10 D

 La suite (-luk ' vk^-)k€]N ^orme un r e couvre ment de J par des
 ouverts de longueur <ij Cď après [9] et [2] 3. On a successi-
 vement les inégalités suivantes :

 u£Cj3-t< dCu. K , v K 3 [d'après [93, [23 et [ 1 3 3 d k€]N K K

 < £ [l+f3 . d[z. * , t. * 3 [grâce à [ 10 3 3 k?lN * *

 <[l + <3.a. S d[x , y 3 [par' [-533
 k€]N k k

 < [ 1 + Ç 3 . a . [(i^ [E3 +Ó 3 [paf [43 3 .
 En Faisant tendre successivement vers 0 les réels ç, 6 et r ,

 on obtient : |i* [ J3 - < <Z . o? [E3 . ce qui montre [S"3. d - a

 [v3 [i3 - Soit OC€]0,l£ . Supposons que [v3 soit vérifié.
 On va construire par récurrence une distance d sur I pour

 laquelle f est contractante de rapport a .

 Pour cela, posons :

 V n € Ji», Fn[l 3 = [a , b ] = I
 n n n

 I0 = I = [■„ . b0] = >,b] .
 V n € ]N , J„ = £■„, anłl]

 K = [b L , ' b'] nJ n L n+x , ' nJ

 Ln'= C«.«n+1] = Jo U Jx U • • • U Jn

 M = [b t-n+i ,b]=KuKu...uK ouiu un n t-n+i ouiu un

 P = L n u M . n n n u n
 Ces définitions sont justifiées par l'assertion [ii3 du
 théorème B.

 Pour tout X € J , posons :
 n+i

 Ģ Cx] = inf ( rf | 3 E<= P n , E6J5,u,[E3=rf et [a rv* i > c FCeD } rn+ 1 n rv* i

 Comme Ta •- , xl J est, pour tout x^a un intervalle non •- n+x , J n+x

 réduit à un point, et que a charge un tel intervalle, la
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 condition S" montre que l'on a :

 MCE] > kn+i . nC[an+i , x]3

 Cela justifie l'existence de Ç>n+1 » ciui es-t en outre une
 application strictement croissante. De plus, [X étant diffuse,

 Q est continue, rn+l

 Si h est un réel >0 , l'application C 1/h ].û) a les
 n ^ n rn+i

 mêmes propriétés, et Cx,y]< * ^ | ffnl_ Ł Cx] - ^n+1Cy3l définit
 n

 sur J , une distance paramétrique .
 ru- , 1

 De même, on définit sur K Ł une distance paramétrique à
 partir de l'application ^n+1 :

 ^n+1 Cx] = infCtfl 3E<=Pn,E6Ä, uCE] = d, et [b^ , x] <= f CED }
 Pour toute suite double Ch ] de réels strictement

 n nc2

 positifs, la construction du lemme 4 fournit sur I une

 distance paramétrique d construite à partir des

 iCx,y] Cx, y] •- nn n . I I fl> f r-n-i Cx] Cx] - - <o 0 7n-i Cy] CyDl I si ai n n € € Z* z£
 nn r-n-i 7n-i

 Cx, y] I f Cx] - 0 CyDl ai n € z£
 n

 Nous allons construire par récurrence une suite Ch ]
 n r'*z ¿L

 permettant d'appliquer le lemme 5.

 On pose : d_ŁCx,y] = aCCx,y3] , VCx,y] € jjļ

 dŁ Cx,y] s uC[x,y]3 , VCx,y]€K^
 Supposons la distance d construite sur n ^ Cef. la

 n n

 remarque suivant le lemme 4], et telle que l'on ait :

 !• •3jn>0 VP< n , vCx,y] , vCz,t] € (jpU € et Kp),j£ f Ct] 3Cz,t] , = dCz,t] yj => € > ļdCx,y]<a. jn U . |iC[z,t]D , dCz,t]jļ fCz]=x .
 et f Ct] = yj => ļdCx,y]<a. dCz,t]jļ

 •3jn>0 , vCz,t] € , dCz,t] > jn . |iC[z,t]D .

 Soit Cx,y,z,t]€I^ vérifiant :

 Cx,y] € ; Cz,t] € Lp]> x< y ; fCz] = x ; fCt] = y
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 On a :

 |<pn+iCx] - 9>n+iCy]l = inf ^ Cf,3EC:Pn ' ^CE3 = d et Cx»y3c fCE] }

 Comme f[z]=x , et fCt] = y , on a [x , y] <= f C[z , t] 3 , et
 donc, ļlC[z,t]] > |ç>n+1CxD - ' B1! ' d'aPrès
 l'hypothèse de récurrence :

 dCz,t3 > jn. |?>n+1Cx] - ?n+1Cy3|
 Posons : h _ =

 "™ _ * Jn
 On a alors : a . dCz,t3 > d_nCx,y] ,

 avec t d-nCx.y) = ¿ |Pn-iC><3
 De même, on définit h , et d sur .

 n n n

 D'après S" , on a ólors : _ a ,
 uC[x,y]]<îr!- _ a (iCe3 , ,

 n+i

 pour tous Cx,y3 € ļL^+ļyM^+J et E <= P^ CE €33 , tels que
 Cx»y3c:^CE3 . On en déduit l'existence de J*n^x dans
 1 ' hypothèse de récurrence .

 Le lemme 5 s'applique donc, ce qui achève la démonstration.û

 S

 S Corollaire 12 - Les contractions asymptotiques Lipschit-

 S ziennes pour la distance usuelle sont contractantes pour

 5 une distance paramétrique .
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