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 SUR LE PRODUIT DE DEUX DERIVEES VECTORIELLES

 Dans l'article [2] l'auteur a generalise les

 théoremes de Iosifescu de l'article [4] étant certaines

 conditions suffisantes et nécessaires pour que le

 produit des derivees de deux fonctions reelles d'une

 variable reelle soit de nouveau la fonction dérivee.

 La generalisation de [2] concerne des derivees reelles

 de fonctions d'ensemble.

 Dans le present article nous généralisons les

 résultats de Iosifescu de [4] au produit scalaire

 de deux derivees de fonctions d'ensemble admettant

 ses valeurs dans un espace complexe de Hilbert et au

 produit d'une derivee complexe et d'une dérivée aux

 valeurs dans un espace complexe de Banach.

 Soit un espace mesuré de mesure a-finie
 ' /

 et complete. On appelle base de differentiation dans

 l'espace (X, tout couple ($, =>). où fc 7^ est une
 famille d'ensembles de mesure |j positive finie et =»

 designe la convergence des suites (de Moore-Smith)

 d'ensembleé de la famille $ vers les points x ç X,

 definie de manière que deux conditions suivantes

 soient satisfaites:

 (i) Il existe pour tout point x ç X un ensemble

 dirige T et une suite (de Moore-Smith) d'ensembles
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 {lì- de la f amile $ qui est convergente au
 L a£T
 sens ä vers le point x.

 (ii) Toute sous-suite cofinale d'une suite

 convergente vers un point x ç X converge également

 vers ce point (v.[l],p.30) .

 Fixons la base de differentiation ($, *) dans

 l'espace (X, p)* Soient Y un espace separable

 de Banach avec la norme ||.ļ| et f : § Y une fonction.

 Introduisons la designation suivante:

 a = lim f(l), lorsque pour toute suite de Moore-Smith
 L»x

 -f I } , convergente au sens => vers le point x, on a
 l aJaçT

 a = lim f(l ) .
 a6T a

 Rappelons maintenant quelques notions dont nous ferons

 usage dans cet article (v.[l] et [3]).

 Soit un ensemble (^-mesurable A c X et le point

 x fixe, la borne supérieure (resp. inférieure), de
 l'ensemble de tous les nombres

 f n(Anit) ^ i / I u(Anit) 1
 t lim sup

 t€T M(lt) t€T n(it)

 pour toutes les suites de la forme où Ij. s x
 est dite densité supérieure (resp. inférieure), de
 l'ensemble A au point x, relativement a la base de

 differentiation ($, =»). Si ces deux densités, supérieure
 et inférieure, sont égales, leur valeur commune s'appelle
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 la dens ite tout court de l'ensembel A au point x,

 relativement à la même base de differentation. Dans

 le cas, où la dens ite en question est egale à 1, le

 point X est dit point de dens ite de l'ensemble A

 relativement à la base de differentiation ($, =>)
 ✓ % /

 et dans le cas appose ou la densite en ce point

 est nulle, il est dit point de dispersion de l'en-

 semble A relativement à la même base de

 differentiation .

 Une fonction (a -mesurable f:X->Y, qui est inte-

 grable relativement à la mesure H sur tout ensemble

 de la famile $, est dite fonction derivee relative à

 la base de differentiation ($, =») lorsque, quel que

 soit l'ensemble ouvert U c Y tel que f(x) ç U,

 X est un point de densite de l'ensemble f~^(U)

 relativement à la base ($, =»).
 Soit f: X-»Y une fonction integrable relative-

 ment à la mesure p. Un point x ç X est dit point

 de Lebesgue de la fonction f lorsqu'on a l'égalité

 1

 lim 17TTT
 L»x I

 Soit maintenant f: X-*Y une fonction telle que la

 fonction D f ||2 (t-»||f ( t) y 2 ) soit integrable relativement

 à la mesure p. Un point x ç X s'appelle point de
 Lebesgue d'ordre deux de la fonction f lorsqu' on
 TJ L'intégrale dont nous appliquons est l'intégrale

 de Bochner.
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 a 1' égalité

 S ^fry /if^) - fW IIs « u (t) - o .
 Lemme 1. Soit f: X-»Y une fonction u-mesu-

 2
 rabie telle que ipf 2 est integrable relativement à

 la mesure ^ . Si un point x ç X est un point de

 Lebesgue d'ordre deux de la fonction f, le point

 X est également un point de Lebesgue de la fonction
 f .

 Démons tration . On a pour tout I 6 $

 jJliftt) - f(x)||du(t) sXTîT- ■J,||f(t)-f(x)||2<ju(t)',

 d'où il vient notre lemme.

 Théorème 1. Soit f : X-»Y une fonction ^ -me-
 surable et bornee. Pour qu'un point x € X soit un

 point de Lebesgue de la fonction f , il faut et il

 suffit qu'il soit un point de Lebesgue d'ordre deux

 de la fonction f.

 Demonstration. Il suffit de remarquer que

 I| |f (t )-f (x) I 1 2du ( t ) * 2Mf J| [ I f ( t ) -f (x)| J (V (t ) ,

 où le nombre Mf satisfait à l'inégalité | | f ( t) | |

 pour tout t í X et notre théorème résulte immédiate-

 ment du lemme 1.

 Théorème 2. Soit f : X-»Y une fonction ^me-
 surable et bornee. Pour qu'un point x ç X soit
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 un point de Lebesgue de la fonction f, il faut et il

 suffit que la fonction f soit approximativement,

 continue au point x relativement à la base de

 differentiation ($, =» ).

 Demonstration. Remarquons, d'abord, que la

 fonction f est approximativement continue an

 point x relativement à la base ($, =») si et
 seulement si le point x est un point de dispersion

 relativement, à cette base ($, =») de l'ensemble

 E = {teX;|| f(t) - f(x)|| * e)
 W

 quel que soit le nombre e > 0 .

 Désignons par Mf le nombre tel que ļļf(t)ļļ^M^. pour

 tout point t i X.

 Si la fonction f est approximativement continue

 au. point x relativement à la base ($, =>), on a

 i/)ř(t)-'(«)ih.(t) „ u(B.nl)
 'u(î) s e + „ 2 • u w Mf

 d'où il vient que x est un point de Lebesgue de
 la fonction f .

 D'autre part, si x est un point de Lebesgue

 de la fonction f , alors on a

 I'E f(x)IMt) ÍTl|f(t)-f(x)|^(t)
 lim L*x mW 7-5TT Lx ut1) r^rr

 De plus ,
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 B-JlFW-iCOIW) u(Ejni)

 d' ou il vient que la fonction f est approximative-

 ment continue au point x relativement à la base

 ($ > => ) •

 I. LE PRODUIT SCALAIRE DE DEUX DERIVEES.

 Dans cette partie nous admettons que Y soit un

 espace complexe hilbertien separable.

 Théorème 3« Si une fonction f: X-*Y est

 bornee et approximativement continue au point x ç X

 relativement à la base de differentiation ($,=>) ,
 la fonction f est une dérivée au point x relative

 à la même base ($, =>).

 Demonstration. D'après le théorème 2, le point

 x est un point de Lebesgue de la fonction f et

 par consequent la fonction f est une derivee au

 point x relative à la base ($, ^).
 Theoreme 4. Soit f: X-*Y une fonction n-me-

 surable et telle que la fonction ||f||2 soit inte-
 grable. Pour que les fonctions f et ļļfļļ2 soient
 des dérivées, il faut et il- suffit, que chaque point

 x ç X soit un point de Lebesgue d'ordre deux de la

 fonction f.

 Demonstration. On a l'égalité
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 ~ Hf(x)|f)alJ(t) _ I^(ffx)lfftļ-ffxļļdūft) +
 (1) u(I) w(I)

 TJ(f(t)-f(x)|f(x))d.I(t) -, l' 2
 + TJ(f(t)-f(x)|f(x))d.I(t) ¿(I) + ^ -, iJ||f(t).f(x)ļ|%(t), l' 2

 (où fļg est le produit scalaire).

 Si les fonction f et ļļfļļ2 sont des dérivées, on
 a les égalités

 (2) lim jJ[f (t)-f (x)]dM(t) = 0 ,

 (3) ÌS ÍTTJ iWcOlf - llfwifwt) = 0

 pour tout point x ç X. Les égalités (1), (2) et (3)
 A

 entraînent

 (3') lim 4tt tJ 11 f(t)-f(x)|f an(t) = c ,
 I=»X ^ v '

 d'où x est un point de Lebesgue d' ordre deux de la
 fonction f.

 D' autre part, si x est un point de Lebesgue

 d'ordre deux de la fonction f, x est également un

 point de Lebesgue de la fonction f et par consequent

 on a (2). Les égalités (1), (2) et (3*) entraînent l'-
 égalité (3) i qui suffit pour que la fonction ļļfļļ2
 soit une dérivée.

 Théorème 5. Soient f: 3UY et g: X-»Y des

 dérivées bornées. Pour que le produit scalaire

 (fļg) [t-»(f (t) ļ g ( t ) ) ] soit une dérivée, il suffit
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 que, quel que soit le point x € X, au moins une

 de deux fonctions f et g soit approximativement

 continue à point x .

 Demonstration. Soit x 6 X. Supposons que la

 fonction f soit approximativement continue au point

 x . On a

 ... 1 .]/[(f(t)|g(t)) -(f(x)|g(x))] dn(t) =
 (4) |iW

 = ¡JJYJ ]/(f(x)|[g(t) - g(x)]) <%i(t)+

 îâTTT rf([f(t)-f(x)]|g(t))dM(t)

 Puisque la fonction g est une derivée bornee, ainsi
 on a

 (5) lim Jt&W - s(x)l dn(t) = 0 •

 D'autre part, d'après le théorème 2, x est un point

 de Lebesgue de la fonction f. Alors,

 iïïTJ JV(t) - f (x) Il aw(t) = o.

 Il en re suite que

 (S) S iïïTJ I ri([f(t)-f(x)]|g(t))dM(f)| =
 M f

 * lim jJ |ļf(t)-f(x)|^(t) = 0 ,
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 où le nombre M_ est tel que ļ!g(t)|| ¿ M_ pour tout
 S o

 t 6 X. De (k) j (5) et (6) il résulte que

 lim jjpry [ (f (t) |g(t) )-(f (x) |g(x) )] d|j(t) =0.

 Ainsi la fonction (f |g) est une dérivée au point
 x et le théorème 5 est démontré.

 Théorème 6~ Soit f: X-»Y une fonction bornée.

 Pour que le produit scalaire de la fonction f avec

 une fonction dérivée bornée soit une dérivée, il

 faut et il suffit que la fonction f soit approxima-

 tivement continue relativement à la base de differen-

 tiation (§ j =») .

 Démonstration. La suffisance de cette condition

 resuite des theoremes 4 et 5« Nous démontrerons

 sa nécessité. De l'égalité (fļf)=^ļfļļ^ il résulte
 2 ✓ ✓

 que la fonction ļļfļļ est une dérivée. ✓ ✓ Puisque les

 fonctions (f(x)|f(t)) et ļļf(x)||^ sont des dérivées
 (x étant fixé), on a

 rIV(t)|l2 - ¡|f(*)lńdu(t) rfVwKf^-fW))^)

 xltfrtto-ftx^lfťxjjduít) iL,,, »u 2 , ,
 + -

 ££ jJtlUftìlf - llf(xļ H2] duít) ?
 LU1)
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 IJ,((f(t)-f(x))|f(x))dM(t)
 i=x ímD

 /(ftxJKfCtj-ftxjjjauCt)
 lim=

 I=x

 II en resulte que

 iüTTJ jJilíCt) - f(x)ll2,i|i(t) = °

 et d'après les théorèmes 1 et 2S on obtient notre

 théorème .

 Théorème 7. Soient f: X-»Y une dérivée bornee

 (relative à la base de differentiation (§, »)) et

 g: X-» Y une dérivée integrable. Pour que le produit

 scalaire (f|g) soit une dérivée il suffit que chaque
 point X 6 X soit un point de Lebesgue de la fonction g.

 Démons tration . Soit x € X un point de Lebesgue de

 la fonction g. Alors

 lim ŪTĪ7 ^ v ' r|)|ls(t)"s(x)lldu(fc) =0 • I=»x ^ v ' •

 Evidemment

 (7) I ^(fCtJlgít) - g(x))<fc(fc)| *

 s llm 7TTT7 v xJ*l!s(t) - g(x) Il dn(t) = o . I=»X ** v '

 Puisque la fonction f est une dérivée bornée, alors

 104



 on a

 (8) lim 777TT ■ x -J[f(fc) * f(x)]dn(fc) =° • I=»x ■ x

 De (7)i (3) et de l'egalite

 I/[(f(t)|g(t)) - (f(x)|g(x))]dM(t) =

 jJ^ĪJ Ii,((f(t)-f(x))|g(x))dy(t)+

 1 rf(f(t)|g(t)-g(x))dM(t) ,
 U(I)

 puisque

 rÍ((f(t)-f(x))|g(x))du(t) = (II(f(t)-f(x))dM(t))|g(x)

 il resulte que

 lim J>t(f(t)|g(t))-(f(x)|g(x))]dM(t) =0 ,

 ce qui termine la demonstration du théorème 7.

 Supposons maintenant que X = Rm (l'espace

 euclidien de m dimensions) et jj soit la mesure

 de Lebesgue. Soit $ la famille de toutes les sphères

 de l'espace Rm et la convergence => soit définie par

 la condition K(x,rn)^x (K(x,rn)={ t€Rm:^ (t,x)<;rn}, où ^
 designe la distance euclidienne dans l'espace Rm) ,

 lorsque la suite de nombres {rn3^= es^ convergente
 vers 0.

 Soit f: r2y une fonction. Un point x £ Rm est

 dit point de Lipschitz de la fonction f lorsqu'il
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 existe des nombres positifs rß et a tels que

 ļļf(t) - f(x) ļļ ¡s a[ç (t,x)]m pour tout point

 t € K(x,rn) .

 Theoreme 8, Soient f: X-*Y et g: X-»Y

 des dérivées integrables. Pour que le produit

 scalaire (f|g) soit une derivée il suffit que tout
 point X 6 X soit un point de Lipschitz de la fonction

 f .

 Demons trat ion . Admettons que x 6 X est un

 point de Lipschitz de la fonction f. Alors il

 existe des nombres positifs a et rn tels que

 ļļf(t) - f(x) ļļ ¿ a*J m(t,x) pour tout t€K(xarn) .

 Puisque la fonction g est une derivee, alors

 (9) lim ij^Tj jf[g(t) - g(x)] dM(t) = 0 .

 D'autre part, si r < rn, alors

 |i(K(x,r)) J,((f(fc)-f(x))ls(t))dM(t)N
 K(x,r)

 ta;vm I II s(t) II du(t) * I *1 j ||s(t) ||dM(t) , irTO^rjy K(*>r) *1 K(x,r)

 (K uiSŁill) .
 r

 Puisque 1 1 integrālie de Lebesgue est continue, alors
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 <10) llm „IkIx UlMx>r^ rll «T (Cí<fc)-fCx))l«(t))du(fc) = 0 • r_0 UlMx>r^ rll K(x,r)

 De (4), (9) et (10) on a

 1Łm MvMXít;; u/K lx rll I Ķ(t)lē(t))-(f(x)ls(x))^dn(t) = 0 > r-»0 u/K MvMXít;; rll K(x,r)

 ce qui achève la demonstration.

 Il resuite des théorèmes 7 et 8 le théorème

 suivant.

 Théorème 9« Soient f: Rm-»Y une dérivée bornée

 et g: Rm-»Y une dérivée integrable. Pour que le

 produit scalaire (fļg) soit une dérivée, il suffit
 que tout point x ç Rm soit un point de Lipschitz

 de la fonction f ou bien un point de Lebesgue de la

 fonction g .

 II. LE PRODUIT D'UNE DERIVEE f: X-£ ET D'UNE

 DERIVEE g: X-VY, OU Y EST UN ESPACE COMPLEXE

 SEPARABLE DE BANACH.

 Théorème 10. Soient f: X-»C et g: X-»Y des

 dérivées bornées. Pour que le produit f-g soit une

 dérivée, il suffit que, quel que soit le point x ç. X,

 au moins une de deux fonctions f et g soit approximative-

 ment continue au point x.

 La démonstration de ce théorème est analoque qui

 la demonstration du théorème 5.

 Théorème 11. Soit f: X-*C une fonction bornee.
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 Pour que le produit de la fonction f avec chaque fonction

 dérivée bornée g: X-»Y soit une dérivée, il faut et il

 suffit que la fonction f soit approximativement con-

 tinue .

 Démons trat ion . La suffisance de cette condition

 résulte des théorèmes 3 et 10. Nous démontrerons

 sa nécessité. Fixons le point x 6 X et un élement

 yQ € Y (yQ ¿ 0) et remarquons que les fonctions

 f*y0 s 7*y0 et |f|2*y0 (^(k) designe, comme

 d'habitude, le nombre conjugué à f(t)) sont des
 dérivées. Par conséquent

 jJfitJ-y dļi( t )
 £

 et IJ|f|2(t)-y0 dy(t) a
 ÌS - m

 2 ^ ^
 et f et ļfļ 2 sont des dérivées. ^ ^

 La fonction f est donc d'après le théorème 5, approxi-
 mativement continue.

 Théorème 12. Supposons que Y soit un espace

 complexe de Banach de dimension finie. Soit

 g: X-*Y une fonction bornée. Pour que le produit f'g

 soit une dérivée pour chaque dérivée bornée f: X-»C,

 il faut et il suffit que la fonction g soit approxima-

 tivement continue.

 Demons trat ion . Comme Y est un espace de dimension
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 finie, il existe donc une base finie e^, e2, ... ,
 . . . , e dans cet expace et

 ë(^) = Sļ_(^)®2. *** ł

 où les fonctions g^: X-»C. Remarquons que le produit
 f*g est une derivee si et seulement si toutes les

 produits f,Sj_ (i = 1*2,..., k) sont des derivees.

 D'après le theoreme 12 toutes les produits f'g^
 (i=l, 2, . .., le et f: X-»C est une derivee bornee)

 sont des derivees si et seulement si les fonctions

 g^ (i=l,2, . . . ,K) sont approximativement continues,
 ce qui est equivalent à la continuité approximative

 de la fonction g.

 Problème . Le théorème 12 reste - t - il vrai,

 si l'espace Y sera un espace complexe, separable

 de Banach (ou même de Hilbert) de dimension infinie?

 Théorème 13. Soient f: X->C une derivee bornee

 (integrable) et g: X-»Y une derivee integrable (bor-

 née). Si tout point X € X est un point de Lebesgue

 de la fonction g (f), le produit f*g est également

 une dérivée.

 La démonstration est analogue que la demonstration

 du théorème 7.

 Theoreme 14. Soient f: X-»C et g: X-*Y des

 derivees integrables. Si tout point x 6 X est un

 point de Lipschitz de la fonction f ou bien g, le

 produit f«g est également une derivee.
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 La demonstration est analogue que la demonstration

 du théorème 8.

 Il resuite des théorèmes 13 et 14 le théorème
 suivant :

 Theoreme 15. Soient f: Rm-»C une dérivée bornee

 ( integrable) et g: Rm-iY une derivee integrable

 (bornée). Si tout point x £ X est un point de

 Lipschitz (de Lebesgue) de la fonction f (g) ou bien

 un point de Lebesgue (de Lipschitz) de la fonction

 g (f), la fonction f*g est une derivee.
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