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SUR LE PRODUIT DE DEUX DERIVEES VECTORIELLES

Dans l'article [2] l'auteur a généralisé les
théoremes de Iosifescu de l'article {4] étant certaines
conditions suffisantes et nécessaires pour que le
produit des dérivées de deux fonctions réelles d'une
variable réelle soit de nouveau la fonction dérivée.
La généralisation de [2] concerne des dérivées réelles
de fonctions d'ensemble.

Dans 1le présent article nous généralisons les
résultats de Iosifescu de [4] au produit scalaire
de deux dérivées de fonctions d'ensemble admettant
ses valeurs dans un espace complexe de Hilbert et au
produit d'une dérivée complexe et d'une dérivée aux
valeurs dans un espace complexe de Banach.

Soit (X,?Q,“) un espace mesuré de mesure o-finie‘

et compléte. On appelle base de différentiation dans

l'espace (X,M,,,) tout couple (3, =), ou $c 7 est une
famille d'ensembles de mesure  positive finie et =
désigne lalconvergence des suites (de Moore-Smith)
d'ensembled de la famille § vers les points x € X,
definie de maniére que deux conditions suivantes
soient satisfaites:

(1) Il existe pour tout point x € X un ensemble

dirigé T et une suite (de Moore-Smith) d'ensembles
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{I } de la famile § qui est convergente au
O.QET

sens = vers le point x.

(11) Toute sous-suite cofinale d'une suite
convergente vers un point x € X converge également
vers ce point‘(v.[l],p.30) .

Fixons la base de différentiation (3, =) dans
l'espace (X,?ﬂ_,ti). Soient Y un espace separable
de Banach avec la norme ||| et f: § » Y une fonction.
Introduisons la designation suivante:

a = 1im £(I), lorsque pour toute suite de Moore-Smith
Isx

I , convergente au sens = vers le point x, on a
Qa
acT

a =1lim £(I_) .
a€T @

Rappelons maintenant quelques notions dont nous ferons
usage dans cet article (v.[1l] et [3]).

Soit un ensemble | -mesurable A < X et le point
x fixé, la borne supérieure (resp. inférieure), de

l'ensemble de tous les nombres

(AnI,) 1 (AnI,)
{ lim sup H t } (resp. { lim inf ——e——E—— } s
teT n(I) teT r(I)

. \
pour toutes les suites de la forme {It}teT’ ou It = X

est dite densite supérieure (resp. infé}ieure), de

1'ensemble A au point x, relativement 3 la base de
différentiation (3, »). Si ces deux densités, supérieure

e o ’
et 1nfér1eure, sont egales, leur valeur commune s'appelle
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la densité tout court de l'ensembel A au point x,
relativement & la méme base de différentation. Dans
le cas, ol la densité en question est égale & 1, le

point x est dit point de densite de l'ensemble A

relativement & la base de différentiation (3, =)
et dans le cas appose ol la densité en ce point

est nulle, il est dit point de dispersion de l'en-

semble A relativement 2 la méme base de
différentiation.

Une fonction u-mesurable f:X-Y, qui est inté-
grable relativement a la mesure M sur tout ensemblg
de la famile §, est dite fonction dérivée relative a
la base de différentiation (8, =) lorsque, quel que
soit l'ensemble ouvert U « Y tel que f(x) € U,

x est un point de densité de l'ensemble f-l(U)
relativement & la base (3, =).

Soit f: X5Y une fonction intégrable relative-
ment & la mesure M. Un point x ¢ X est dit point

de Lebesgue de la fonction f lorsqu'onva l'egalité

1

1)
e 5007 [ Je(e) - 260Nl due) = o,

Soit maintenant f: XsY une fonction telle que la
fonction ||f‘||2 (t-;”f‘(t)"2 ) soit integrable relativement
d la mesure Me Un point x € X s'appelle point de

Lebesgue d'ordre deux de la fonction f 1lorsqu' on
1) L7intégrale dont nous appliquons est 1l'intégrale

de Bochner.
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a l'egalité

Tox mlfy Ifltf(t) -f(x) P du(t)=o0.

Lemme 1. Soit f: X5Y wune fonction |,-mesu-
rable telle que |¢"2 est intégrable relativement 2
la mesure i+ Si un point x € X est un-point de
Lebesgue d'ordre deux de la fonction f, 1le point
X est également un point de Lebesgue de la fonction
f.

Démonstration. On a pour tout I ¢ &

Ifo(t) - 20| [au(t) s JaTD) A1 12(6)-£(x) |20y (8)

d'od il vient notre lemme.

Théordme 1. Soit f£: XY une fonction ,-me-

surable et bornee. Pour qu'un point x € X soit un
point de Lebesgue de la fonction f, il faut et il
suffit qu'il soit un point de Lebesgue d'ordre deux
de la fonction f.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

2
Inewr-2e012ae) < 2 [l1ze-sena
ou le nombre M, satisfait d 1'inégalité [1£(t)] ]| <Mp

pour tout t € X et notre théoréme résulte immédiate-

ment du lemme 1.

Théoréme 2. Soit f: XaY une fonction jy-me-

surable et bornee. Pour qu'un point x € X soit
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un point de Lebesgue de la fonction f, il faut et il
suffit que la fonction f soit approximativement,
continue au point x relativement & la base de
différentiation (&, = ).

Démonstration. Remarquons, d'abord, que la

fonction f est approximativement continue an
point x relativement a la base (8, =) si et
seulement si le point x est un point de dispersion

relativement, d cette base (3, =) de l'ensemble
Ee='{teX;||f(t) - £(x)]| = €}
quel que soit le nombre ¢ > Ou.

Désignons par My le nombre tel que ||f(t)||sMf pour

tout point t € X.
Si la fonction f est approximativement continue

au point x relativement a la base (3, =), on a

I (6)-00) o) VERE) ,
- - ’Ll(I) — < € hd u f

d'ou il vient que x est un point de Lebesgue de
la fonction f .

D'autre part, si x est un point de Lebesgue

de la fonction f , alors on a

e fle-ceo e | Jee-rmme

lim m
De plus ,
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oo ()= () au(6) u (EenT)
mey > . —IT

d'ou il vient que la fonction f est approximative-

ment continue au point x relativement 3 la base

(8, =).

I. ILE PRODUIT SCALAIRE DE DEUX DéRIVéES.

Dans cette partie nous admettons que Y soit un
espace complexe hilbertien separable.

Théoréme 3. Si une fonction f: XoY est

bornee et approximativement continue au point x ¢ X
relativement 3 la base de différentiation (3, =) ,

la fonction f est une dérivée au point x relative
a la méme base (§, =).

Démonstration. D'aprés le théoreme 2, le point

X est un point de Lebesgue de la fonction f et
par conséquent la fonction f est une derivee au
point x relative & la base (3, =).

Theoreme 4. Soit f: XaY une fonction M-me-

surable et telle que la fonction "f”2 soit inté-
grable. Pour que les fonctions f et ”flf soient
des dérivées, il faut et il -suffit, que chaque point
X € X soit un point de Lebesgue d'ordre deux de la
fonction f.

Démonstration. On a 1l'égalité
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If(lﬁ(t)lﬁ - [ (x)IF )au(e) _ If(f(x)lf(t)~f(x))dg(t) +

(1) u(I) u(I)
£f(t)-f f t
dew WIDNB | ey-eanPa

(ol fig est le produit scalaire).
Si les fonction f et |E|F sont des dérivées, on
a les égalités

@) un gy Jtee-celme o

@ um L e - e Piae = o
pour tout point x ¢ X. Les égalités (1), (2) et (3)

entrainent
' 1 - -
) gy Jiseref ae = o

d'ou x est un point de Lebesgue d' ordre deux de la
fonction f.

D' autre part, si x est un point de Lebesgue
d'ordre deux de lg fonction £, x est également un
point de Lebesgue de la fonction f et par consequent
on a (2). Les egalites (1), (2) et (3') entrainent 1'-
égalité (3), qui suffit pour que la fonction |F|F
soit une dérivée.

Théoréme 5. Soient f: X5Y et g: XY des

dérivées bornées. Pour que le produit scalaire
(flg) [t=(£(t)|g(t))] soit une dérivée, il suffit
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que, quel que soit le point x € X, au moins une
de deux fonctions f et g soit approximativement

\
continue a point x .

Démonstration. Soit x € X. Supposons que la

fonction f soit approximativement continue au point

X. On a

(4) E(%T 'rr[(f(t)'g(t)) -(£(x)le(x))] du(t) =

- dewtee - sen a-

l .
mes) If([f(t)-f(x)]|g(t))du(t)

Puisque la fonction g est une dérivée bornée, ainsi

on a

(5) 1lim E%TT If[g(t) - g(x)] du(t) =0 .

I=x
D'autre part, d'aprés le théoreme 2, x est un point

de Lebesgue de la fonction f. Alors,

1
1n ity Jliece) - 2001l auce) = o.
Il en résulte que
~ . 1
6) m oy | fte(o)-c001le(s)au(s)] <

M
< 1m Lo lpuce) = o

I=x
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ou le nombre M, est tel que Hs(t)]] < M, pour tout

t € X. De (4), (5) et (6) il résulte que

1
lim If[ £(t)]|g(t))-(£(x)|g(x))] du(t) = O.
Lim 2Ty (£(t)[e(t))-(£(x)|e(x))
Ainsi la fonction (f|g) est une dérivée au point

x et le théoréme 5 est demontré.

Théoréme 6. Soit f£: X-Y une fonction bornde.

Pour éue le produit scalaire de la fonction f avec
une fonction dérivée bornde soit une dérivée, il
faut et 11 suffit que la fonction f soit approxima-
tivement continue relativement & la base de différen-
tiation (3, =) .

Démonstration. La suffisance de cette condition

resulte des theoremes 4 et 5. Nous démontrerons
sa nécessité. De 1'égalité (£|f)=|f|° il résulte
que la fonction Hﬂ|2 est une dérivée. Puisque les
fonctions (f£(x)|f£(t)) et ||f(x)||2 sont des dérivées

(x étant fixé), on a

S - et S -re)we)

u(l) u(L)

. Jieweenieenae |

u(L) ET%T Iﬂlf(t)-f(x)u2dg(t)

I=x

et
Ln ofr pe(e)iP - e 12] au(t) _
u(l)
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t
) . J(e®)-200) e0)au(s)
I:? “-(I) B
limJ(f(x)l (£(6)-£(0)))au(t)
I=x l-l(I) B

I1 en résulte que
1
lim 2
I=x H(I) I’r“f(t) = f(x)" dH(t) =0

et d'aprés les théorémeg 1l et 2, on obtient notre
théoréme.

Théordme 7. Soient f: X-»Y une dérivée bornée

(relative & la base de differentiation (&, =)) et

g: X» Y une dérivée intégrable. Pour que le produit
scalaire (flg) soit une dérivée il suffit que chaque
point x € X soit un point de Lebesgue de la fonction g.

Démonstration. Soit x € X un point de Lebesgue de

la fonction g. Alors

lin g Jile®)-etallau(s) = o .

Evidemment

(7) 1im ET%T | II(f(t)lg(t) - g(x))du(t)] =

I=x
Mf If
< lim t) - X du(t) =0 .
i o7y lg(t) - e(x) || du(t)
Puisque la fonction f est une dérivée bornée, alors
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on a
(8) %iﬁ E%TTA If[f(t) - £(x)]du(t) =0 .

De (7), (8) et de l'egalite

E%TT If[(f(t)lg(t)) - (£(x)|e(x))ldu(t) =

mes) If((f(t)'f(x))|g(X))dg(t)+
—%TT II(f(t)lg(t)'S(x))dg(t) ,

M

puisque

I!((f(t)-f(X))Ig(X))du(t) = (If(f(t)-f(X))du(t))Is(X)

il resulte que

1m 2 J1(e(e) (6= (20 18(0)) () = 0

I=x

ce qui termine la démonstration du théoreme 7.

Supposons maintenant que X = R®

(1'espace
euclidien de m dimensions) et  soit la mesure

de Lebesgue. Soit & 1la famille de toutes les sphéres
de l'espace R" et la convergence = soit définie par
la condition K(x,r)=x (K(x,rn)={teRm:3 (t,x)=r ), ou L4
designe la distance euclidienne dans l'espace Rm) R
lorsque la suite de nombres {rn}:=l est convergente
vers O.

Soit f: RBY wune fonction. Un point x € " est

dit point de Lipschitz de la fonction f lorsqu'il
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existe des nombres positifs r, et a tels que

N£(t) - £(x) || = ale (t,x)]™ pour tout point
t € K(x,r,) .

Théoréme 8. Soient f: XY et g: X»Y

des dérivées intégrables. Pour que le produit

scalaire (f|g) soit wune dérivée il suffit que tout
point x € X soit un point de Lipschitz de'la fonction
f.

Démonstration. Admettons que x € X est un

point de Lipschitz de la fonction f. Alors il

existe des nombres positifs a et r tels que

n

fe(t) - £(x) || = a*§ M(t,x) pour tout teK(x,r ) .

Puisque la fonction g est une dérivée, alors

(9 13 fla(e) - 801 w(e) =0 .

I=x

D'autre part, si r <« ros alors

m%;;;yy I f((f(t)-f(x))|g(t))du(t)|s
K(x,r)
. m < a ,
oL K{x,ll)g(t) lauce) < & K{x'!%t) lldu(t)
(X = “Luri =)

Pulsque 1'intégralle de Lebesgue est continue, alors
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(10) 1lm—(—(——)7 f((f(t)'f(x))lg(t))du(t)

De (4), (9) et (10) on a

lim-m—)-)' »r[(f(t)lg(t)) -(£(x)|e(x))ldu(t) =

r-0 ¥

ce qui achéve la démonstration.
I1 résulte des théorémes 7 et 8 le théoréme
suivant.

Théoréme 9. Soient f: R"-Y une dérivée bornée

et g: R™5Y une dérivée intégrable. Pour que le
produit scalaire (f|g) soit une dérivée, il suffit
que tout point x € R® soit un point de Lipschitz

de la fonction f ou bien un point de Lebesgue de la

fonction g .

IT. LE PRODUIT D'UNE DERIVEE f: X~C ET D'UNE
DERIVEE g: XY, OU Y EST UN ESPACE COMPLEXE
SEPARABLE DE BANACH.

Théoréme 10. Soient f: X-C et g: XY des

dérivées bornées. Pour que le produit f-g soit une
dérivée, il suffit que, quel que soit le point x € X,
au moins une de deux fonctions f et g soit approximative-
ment continue au point x.

La démonstration de ce théoréme est analoque qui
la demonstration du théoréme 5.

Théoréme 11. Soit f: X-C une fonction bornée.
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Pour que le produit de la fonction f avec chaque fonction
dérivée bornée g: X-Y soit une dérivée, il faut et il
suffit que la fonction f soit approximativement con-
tinue.

Démonstration. La suffisance de cette condition

résulte des théorémes 3 et 10. Nous démontrerons
sa nécessité. Fixons le point x € X et un élement

Yo € Y (yO # 0) et remarquons que les fonctions

£y, » ?“yo et |f|2’y0 (T(t) designe, éomme

d'habitude, le nombre conjugué a f(t)) sont des

dérivées. Par conséquent

£(t) vy du(t)
ve SO - w0,

et
L Jlflz(t)'yo du(t)
I==I}!: m(L)

- 201,
= |£]1%(x) ¥,

et £ et |£|° sont des dérivées.
La fonction f est donc d'apres le théoréme 5, approxi-
mativement continue.

Théordme 12. Supposons que Y soit un espace

complexe de Banach de dimension finie. Soit

g: X»Y une fonction bornée. Pour que le produit f-g
soit une dérivée pour chaque dérivée bornée f: X-C,

il faut et il suffit que la fonction g soit approxima-
tivement continue.

Démonstration. Comme Y est un espace de dimension
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finie, il existe donc une base finie €15 €53 eee s

cees € dans cet expace et
g(x) = gy(x)e; + .o + g (x)e.

ou les fonctions gi: X-C. Remarquons que le produit
f*g est une dérivée si et seulement si toutes 1les
produits f-g; (i =1,2,...,k) sont des dérivées.
D'apres le theoreme 12 toutes les produits f~gi
(i=1, 2, ..., k et £: X»C est une dérivée bornée)
sont des dérivées si et seulement si les fonctions
8; (i=1,2,...,k) sont approximativement continues,
ce qui est équivalent & la continuité approximative
de la fonction g.

Probldme. Le théoréme 12 reste - t - il vrai,
si l'espace Y sera un espace complexe, separable
de Banach (ou méme de Hilbert) de dimension infinie?

Théoréme 13. Soient f: X-C une dérivée bornée

(integrable) et g: X»Y une dérivée intégrable (bor-
née). Si tout point x € X est un point de Lebesgue
de la fonction g (f), le produit f-g est egalement
une dérivée.

La démonstration est analogue que la démonstration
du théoréme 7.

Theoreme 1lU4. Soient f: X-C et g: X=Y des

dérivées intégrables. Si tout point x € X est un
point de Lipschitz de la fonction f ou bien g, le

produit f.g est également une dérivée.
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La démonstration est analogue que la démonstration
du théoréme 8.

I1 resulte des théorémes 13 et 14 1le théoreme
suivant:

Theoreme 15. Soient f: R%sC une dérivée bornée

(intégrable) et g: R"sY une dérivée intégrable
(bornée). Si tout point x € X est un point de
Lipschitz (de Lebesgue) de la fonction f (g) ou bien
un point.de Lebesgue (de Lipschitz) de la fonction

g (f), la fonction f+g est une dérivée.
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