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 Quelques remarques sur un théorème de Kamke

 et les fonctions sup-mesurables

 Dans l' article [6] Kamice a demontre le theorème

 suivant :

 Théorème 0. Si. une fonction f : R-»R, ou R désigne

 l'espace des nombres reels , satisfait a la condition

 suivante :

 (A) l' ensemble. A(f ) de^ tous les points x ç R pour

 lesquels il existe un ensemble E(x) mesurable

 (au sens de Łebesgue ) tel que x g E(x) , la densité

 inférieure de 1/ ensemble E(x) au point x est

 positive et la fonction partielle f/E(x) est

 semicontlnue supérieurement au point x, est de

 mesure pleine (c 'est-à-dire la mesure du

 complémentaire R - A(f) est égale a zéro);,

 alors la fonction f est- mesurable (au sens de Łebesgue) .

 Dans la première part de cet article Je démontre

 quelques remarques concernant de ce théorème et dans la

 deuxieme je résous un problème concernant la mesurabilité

 de la superposition F(x,f(x)).

 SI. Remarque 1. Dans la condition (A) du théorème
 0 on peut remplacer les mots " la densité inférieure de

 l'ensemble E(x) " par les mots 11 la dens lté supérieure de

 l'ensemble E(x) " et le théorème modifié reste vrai.
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 Dans la demonstration de cette remarque 1 nous

 appliquerons le lemme suivant:

 Lemme 1. ([1], Lemme 2 et [3]j Lemme 1). Soit

 (X,M,^) un espace mesurable avec la mesure g-flnie
 Si une fonction f : X*R satisfait a la condition suivante :

 (B) il existe pour tout ensemble A ç M de. mesure

 „positive et pour tout nombre g > 0 un ensemble

 B g M tel que ļi(B) > 0, B c A et_ ose f s gj,
 B

 alors la fonction f est jj-mesurable, ou y' désigne le

 complète de la mesure ļj .

 Démonstration de la remarque 1. Soient Ac R un

 ensemble mesurable (au sens de Lebesgue) de mesure

 positive et e un nombre positive. Sans restreindre la

 généralité on peut supposer que la fonction f soit

 bornée. Posons a *= inf ess f(x). Comme l'ensemble C =
 xÇA

 {x£A: a ^ f(x) < a + e/2} est de mesure extérieure
 positive, il existe donc un point x € C étant un point
 de densité extérieure de l'ensemble C et un ensemble

 E(x) mesurable, contenant x, ayant la densité
 supérieure positive au point x et tel que

 f(t) - f(x) < e/2 pour tout point t Ç E(x). Posons

 B = [A - [x€A: f(x) < a} ] n E(x) et remarquons que

 l'ensemble B est mesurable, contenu dans l'ensemble A

 et que ose f ^ e. Comme, de plus, x est un point de
 B

 densité extérieure de l'ensemble C c A et un point

 auquel la densité supérieure de l'ensemble E(x) est
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 positive, la mesure de l/ensemble B est donc positive

 et par consequent, d'après le lemme 1, la fonction f est

 mesurable.

 Remarque 2. Dans le theorème 0 on ne peut pas

 remplacer l'hypothèse, que la densité inférieure de

 l'ensemble Ê(x) au point x est positive par

 l'hypothese que l'ensemble E(x) est de mesure positive

 dans tout entourage ouvert du point x.

 Cette remarque résulte de l'exemple suivant:

 Exemple 1.. Soit A l'ensemble de Cantor de mesure

 positive. Il existe deux ensembles B et C nonmesurables

 et tels que BuC=AetBnC=0. Rangeons toutes

 les composantes de l'ensemble R - A en une suite

 C(anj0n)} et P°sons

 Í0 1 pour pour x x ç ç C B u u n=l Û Û ((an (an>(an + 0.n)/2>0n) + Pn)/2]

 n=l

 1 pour x ç C u Û ((an + 0.n)/2>0n) •
 n=l

 Théorème 1. SJL une fonction f : R-»R satisfait a la
 condition suivante :

 (H) l'ensemble H(f ) de tous les points x ç R pour

 lesquels il existe un ensemble E(x) contenant x,

 ayant la propriété de Baire, étant de deuxième

 catégorie dans tout entourage ouvert du point x

 et tel que la fonction partielle
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 f/E(x) est semicontinue supérieurement au point

 X, est résiduel; ,

 alors la fonction f a la propriété de Balre .

 La démonstration du théorème 1 resuite du lemme 2.

 d ''une façon analogue que la démonstration de la remarqu
 1 du lemme 1.

 Lemme 2. ([4], Th. 1) Solent X uņ espace métrique ,

 separable et f : X-»R une fonction. Pour que la fonction-

 f possède la propriété de Baire , il faut et il suffit

 qu'elle satisfasse la condition suivante:

 ( J) il existe pour tout ensemble A e X ayant la propriété

 de Balre et de deuxième catégorie et pour tout

 nombre e > A ayant la propriété de Balre et dS

 deuxième catégorie tel que ose f ^ s •
 B

 Remarque 3» L'exemple 1 montre qu'il existe une

 fonction dont l'ensemble H(f) = R et qui n'est pas

 mesurable.

 Théorème 2. Il existe une fonction f : R-»R n 'ayant

 pas de la propriété de Baire telle que, quel que soit

 le point X € R, il existe un ensemble mesurable E(x)

 tel que x 6 E(x), la densité supérieure de 1 'ensemble

 E(x) au point x est positive et la fonction partielle

 f/E(x) est continue au point x.
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 Demonstration. Soit C c R l'ensemble dense du

 type G et de mesure zero. Il existe deux ensembles
 ô

 D et E n'ayant pas de la propriété de Baire et tels

 que D u E = C et D n E = 0. Il existe également une

 suite [Un} d'ensembles ouverts tels que les conditions
 suivantes soient satisfaites:

 1/ Un 3 Un+1 pour n = 1,2,... ;

 2/ C = n U :
 n

 3/ en désignant par les composantes

 de l'ensemble Un (n=l,2,...) et par m la mesure
 de Lebesgue, on ait

 m((an'8n>> n
 "Cn+i0

 Soit Fn^ l'ensemble fermé contenu dans l'ensemble

 -Gni - (<4n'4n> - u2n+l tel "îue > 1 " 1/lK
 Désignons par H l'ensemble des points de densité de

 l'ensemble u U Fni et posons

 'l pour x Ç H u E

 f(x) = .

 0 pour x ¿ H U E .
 v.

 La fonction f satisfait à toutes les conditions exigées

 dans le theorème 2.

 Remarque 4-, Cependant toute fonction f: R-»R telle

 qu'il existe pour tout point x ç R un ensemble mesurable
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 E(x) tel que x ç E(x), la densité inférieure de l'ensemble

 E(x) au point x est positive et la fonction partielle

 f/E (x) est continue au point. x, a déjà la propriété de

 Baire, comme elle a la propriété (G) définie dans le

 travail [5], plus forte que la propriété "être

 ponctuellement discontinue " (voir [5 ], Th. 2),

 Démontrons encore le théorème suivant:

 Théorème 3- Si la fonction f : R-»R satisfait a la

 condition suivante :

 (K) l'ensemble de tous les points x e R pour lesquels

 il existe un ensemble mesurable E(x) contenant x,

 ayant la densité inférieure positive au point x

 et tel que la fonction partielle f/E(x) est

 continue au point x, est 'résiduel;,

 alors la fonction f a la propriété de Balre .

 Demonstration. Supposons, au contraire, que la

 fonction f n'ait pas de la propriété de Baire. Il

 existe donc un nombre réel a tel que l'ensemble
 #

 A = {x: f(x) < a} n a pas de la propriété de Baire.

 Soit {Un} la suite de tous les intervalles d'extrémités
 rationnelles. Désignons par B la différence de

 l'ensemble A et de la somme de tous les intervalles

 Un € clans lesquels l'ensemble A possède la
 le

 propriété de Baire. Comme l'ensemble A n 'a pas de la

 propriété de Baiře, il existe donc un intervale ouvert

 J tel que les deux ensembles B et R - A sont en même
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 temps de deuxième catégorie dans tout intervalle I contenu

 dans J. Désignons par An(n=l,2, . . . ) 1 ''ensemble de tous
 les points X ç B tels que f(x) < a - 1/n et la densité

 moyenne de l/ensemble [x: f (x) < a - 1/n} (c 'est-à-dire

 d'un sous-ensemble mesurable de cet ensemble) dans tout

 'intervalle ouvert contenant x et contenu dans l'intervalle

 (x-l/n,x+l/n) est plus grande que 1/n. Remarquons que
 as N

 B = (J A . Comme l'ensemble B est de deuxieme categorie
 n=l

 dans J. * au moins l'un des ensembles A . n=l,2,... est * a

 donc le même. Désignons cet ensemble par Aß . Il existe
 un intervalle ouvert IÄ c J dans lequel l'ensemble A

 o- n0
 est dense. D'autre part, comme l'ensemble R-A est de

 deuxième catégorie dans l'intervalle IQ, il existe donc,

 d'après l'hypothese du théorème 3» un point xQ ç I0

 tel que f(xQ) s a et qui est un point de densité de

 l'ensemble D = {x: f (x) > a - l/2nQ} . Soit fxfc} e Aß
 O

 la suite de points convergente vers le point xQ ♦
 Il existe un nombre r > 0 tel que lá densité moyenne d'un

 sous-ensemble mesurable de l'ensemble D dans tout intervalle

 ouvert contenant xQ et contenu dans l' intervalle (xQ-r,x0+r)

 est plus grande que l-l/2nQ. Posons s = min(r,i/n0).

 En désignant par m^. la mesure intérieure et par F l'ensemble

 {x: f(x) < a - l/nQ] on a

 mi (F n (xt-s,xk+s)) i
 o
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 et par conséquent

 m^F n (xo-s,xo+s)) lim mi(Pn (xfc-s ,xfc+s) )

 ^ - r- . en contradiction avec les faits que
 no

 -± mi(D n (x -s,x 2 +s))
 -±

 Remarque 5- Le théorème -3 ne reste pas vrai, si

 remplacer dans la condition (K) la continuité de la

 fonction partielle f/jE(x) au point x par sa semicontinui té

 supérieurement en ce point x. Ceci résulte de l'exemple

 suivant :

 Exemple 2. Soit A c R un ensemble de mesure zéro

 quî n'a pas de la propriété de Baire. Posons

 'l pour x € A

 f(x) =

 ^0 pour x ¿ A.
 2 2

 §11. Soit R = RxR. Une fonction F: R -»R est dite

 sup-mesurable (voir [9]) lorsque, quelle que soit la

 fonction mesurable (au sens de Lebesgue) f : R-*R, la

 superposition g^(x) = F(x,f(x)) est une fonction
 mesurable .

 Dans le travail [5] «3 'ai posé le problème suivant:

 Problème. ([5]» Probleme 4). Soit F: R -»R une

 fonction mesurable dont toutes les sections F (t) = F(x,t)
 JrL
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 sont des dérivées. La fonction F doit-elle etre sup-

 mesurable?

 Dans le cas, où la fonction F est bornée, la
 répons e affirmative a été donne e par Ryll-Nardzewsfci

 (voir [5], Addition). Dans cet article je démontre que
 la réponse est également affirmative dans le cas général.

 La méthode appliquée ici est la méthode de Ryll-Nardzewslci

 modifiée par 1' introduction de l'integrale de Denjoy.

 Théorème 4. Soit F: R^-+R une fonction mesurable ♦

 Si toutes les sections F,„(y) = F(x,y) sont des dérivées .

 la fonction F est sup-mesurable .

 Dans la démonstration de ce théorème nous appliquerons
 «•

 le théorème suivant de Lac z kov ich:

 Théorème 5. ([7] , Th. 2) . Let, J be a finite closed

 interval and let f be a measurable on JxI(I=[0,l] ) .

 Suppose that for every fixed y g I, f^(x) = f (x,y) is
 Den joy- integrable in the restricted sense on J. Then

 the function

 g(y) = (D*) i f7 dx
 J

 is measurable on I.

 Dans le théorème 5 l'intervalle I peut être

 remplacer par R.

 Demonstration du théorème 4. Remarquons que
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 v y+i/n
 F(x,y) = lim gn(x,y), ou gn(x,y) = n-(D*) j' F(x,t)dt

 II-»« y

 (voir [8] , p. 24l).

 Considérons maintenant la fonction gn- Par raison
 de symétrie, il résulte du théorème 5 que toutes les

 sections (gn)^ sont mesurables. D'autre part toutes

 les sections (gn) (y) = gn(x,y) sont continues. Les
 X

 fonctions gn sont donc, d'après bien connu le théorème
 de Carathéodory [1], sup -mesurables et par conséquent

 la fonction F est la même.
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