DIE KRUMMUNGSTHEORIE IM FINS.
LERSCHEN RAUME

Von

Hitoshi HOMBU

Im n-dimensionalen FINSLERschen Raume K,® wird eine m-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit als Ort ihrer tangierenden Linienelemente K,
betrachtet. In der Kriimmungstheorie von K,, in K, tritt die Unbe-
quemlichkeit ein, dass die CARTANsche {Jbertragung C,® in K, nicht
im allgemeinen aus der C, in K, durch die Projektionsmethode in eine
pseudonormale Richtung erhalten wird (§§1, 2), und noch dass die
kovarianten partiellen Ableitungen, die der durch die letzte Projektion
erhaltenen Ubertragung in K,, zugehorig sind, nicht als die K,,-Kom-
ponenten der kovarianten Ableitungen in C, definiert werden sollen (§ 3).

Schon haben J. A. SCHOUTEN und E. R. vAN KAMPEN die D-Symbolik,
die in Gedanken auf VAN DER WAERDEN und BORTOLOTTI zuriickfiithrt,
in vollstindiger und priagnanter Gestalt vorgelegt und gezeigt, dass
mit deren Hilfe die Behandlung der Kriimmungstheorie von V,, und
Vi 'in V, sich besonders einfach gestaltet.® Im Falle von V,, in V,
wird aber die D,-Operator allein verwendet, und die D,-und die D,-
Operator spielen keine wichtige Rolle. Dieser Umstand beruht darauf,
dass in dieser Theorie nur die Grossen, welche in den Punkten von
Vm und nicht von V, definiert sind, in Betracht gezogen werden, und
dass fiir solche Grossen die beiden Operatoren D, und D, nicht sinnvoll
sind, d.h. keine bestimmte Bedeutung haben. Die verschiedenen D,-
Ableitungen einer Grisse A sind alle von den Komponenten B F. A des
Differentials §A4

8A =p,A-de* = Bip,A-dy

(1) A.KawacGucHl, Die Differentialgeometrie in der verallgemeinerten Mannig-
faltigkeit, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 56 (1932), S. 245~
76, insbesondere S. 249. Wir lassen einfachheitshalber den Index (1) von Kp()
und K, weg. , .

(2) E. CARTAN, Les espaces de FINSLER, Paris, 1934.

(3) J. A.ScHOUTEN und E.R. VAN KAMPEN, Zur Einbettungs- und Krummungs-

: theorie nichtholonomer Gebilde, Math. Annalen, Bd. 103 (1980), S. 752-83;
Uber die Kriummung einer Vi, in V5, ; eine Revision der Kriimmungstheorie,
Math. Annalen, Bd. 106 (1980), S. 144-159.
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gebildet. Da im Falle der nichtholonomen Gebilde V*in V, dagegen
die in allen Punkten der V,, definierten Griossen hervortreten, so werden
die D-Operatoren dreier Arten sinnvoll und unentbehrlich. Uns auf
diese Betrachtung stiitzend, konnen wir die D-Symbolik filr K,, und
die nichtholonomen Gebilde in K, verallgemeinern (§3 bzw. 6) und auf
ihre Kritmmungstheorie verwenden (§§ 4-6). In der Theorie von K,
konstruieren wir in jedem Elemente zu K, senkrechte lokale Richt-
ungen aus den Indizesgebieten” derjenigen Grossen, welche mittels
sukzessiver Dj-Ableitungen zweier Arten aus der tangierenden Richtung
hergeleitet werden. Die gesamten Richtungen werden nicht notwendig
aufgespannt von sukzessiven gewohnlichen partiellen Differentialquoti-
enten der Parameterdarstellung von X,,:

dxY %Y 'Y ‘
: y eeee y eoee (br: abgedrosselt)® .
dyh ’ yhdybe dybioyb:. .. . 3ybi (B £ )

Offenbar entsprechen unter Verwendung der D-Symbohk diese gewdhn--
hchen Tangentialrdume hoherer Ordnung den D,,-Ableltungen

'Db‘xu 3 Dbnglxv ’ oo 00 9y Db‘l:Db‘i—l eee onlxv 9 e eee
(b : abgedrosselt) ;
in unserer Bestimmung der lokalen Richtungen treten noch die anderen

1 1) .
ein, z.B. DB, = H;,;® (a, b: abgedrosselt), die von der Torsionsgrisse
A, von K, gebildet wird (vgl. (41)).

Fiir den Fall m = n—1 hat schon M. Hamovicl die Krummungs—
theorie entwickelt.®

§1. Allgemeines.

In einer n-dimensionalen FINSLERschen Mannigfaltigkeit, deren
Urvariablen mit ¥, v=1,2, ...., n bezeichnet werden, sei eine
. m-dimensionale Manmgfaltlgkelt Xm>, m<n, gegeben mittels der
Parametergleichungen ' :

(1) xv=xv(ya1’ n.-.,ya”), a, ooo.,g=a1,a2, oooo,am;

(1)) Siehe: ' J. A. SCHOUTEN und D. J. STRUIK, Einfihrung in die neueren Methoden
der Differentialgeometrie, Groningen, 1935.
2) M Hamvovicl, Les formules fondamentales dans la‘théorie des hypersurfaces
: ‘d’un espace général, Annales scientifiques de .l’Université de Jassy, Bd. 20
(1936), S.39-58. Vgl. auch L. BERWALD, Uber die Haurtkrimmungen einer
3 Pliche im dreidimensionalen FINSLERschen Raum, Monatsh. fir Mathematik
und Physik, Bd. 43 (1936), S. 1-14. ,
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diese Parameter y° konnen als Urvariablen in X,» verwendet werden.
Bekanntlich vermitteln die ( ; )-Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors
B von X, ' :

dx’
2 B =
(2) oy°

die Beziehungen zwischen den »- und a-Bestimmungszahlen eines
kontravarianten Vektors, der in X, liegt:

(3) v’ = Bgv*.

In iiblicher Weise wird die X, zu der Mannigfaltigkeit K, der
Linienelemente erster Ordnung erweitert und mit der sogenannten
CArTANschen Ubertragung mit dem Fundamentaltensor o (2, 2')
ausgestattet. Die K, , die Erweiterung von X, , ist sodann eine
Untermannigfaltigkeit von K, , deren Elemente die X,, tangieren:

(4) | x" = Biy” .

Aus der FINsLERschen Metrik, die sich in X, unmittelbar induziert,
lasst sich der Fundamentaltensor ¢, von K, bilden. Man iiberzeugt
sich leicht, dass besteht

(5) 9 = Bt gy, (BY = B.B}).
Man sagt, dass die K,, in K, (mit der CARTANschen Ubertragung
C.) eingespannt ist, wenn in jedem Elemente von K,, eine bestimmte
pseudonormale (n—m)-Richtung £~ und somit die (g )-Bestimmung's-

zahlen BY des Einheitsaffinors B angegeben werden. Dabei hat E»-™
mit der tangierenden m-Richtung von X, (der lokalen E,,) keine Richt-

ung gemeinsam. Aus B? lassen sich die (ﬁ)-Bestimmungszahlen des

Einheitsaffinors und der Einheitsaffinor C} in E 7™ mittels der folgenden
Formeln berechnen : ' '

(6) B = B\B2,
(7) Al = B,+C>.

Sie vermitteln erstens die Beziehungen zwischen den K,,.- und den K,-
Bestimmungszahlen eines kovarianten Vektors in K, :

%) w, = Bw, ,
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und zweitens die K,.- und die E2 ™-Komponenten eines ko- oder kon-
travarianten Vektors in K, , der in K,, definiert ist:

v =", o = By, o' = Clv¥;
(9)
w, = wi+wY, wy= Blw,, w)=Cw,.

Ein Vektor heisst in K,, bzw. E? ™ liegend, wenn die E7 ™- bzw.
K,.-Komponenten verschwinden.

Aus C, leitet sich eine Ubertragung in K,, durch die Projektions-
methode in E%2 ™ oder durch die Gleichungen ab:

Sv* = B v = B dv¥ + (IYudx” + Cloda)v* |
10) f [ v + (I Yo da)o* |
oder dv* = Bi&vY,

daraus ergeben sich die Ubertragungsparameter
{ Ig = BB+ B4 I+ B Biy? Cl.

égc = B%;éu C:-w ’ (Bgc = 3 Bz) .
. ayc

1)

Wenn als die Parameter G2 der Grundiibertragung
(12) Sy = dy* + Gedy®

die Funktionen

| Gr=T2y” = BLBLy” + B Gl

verwendet werden, so ist die Ubertragung (10), (12) eine allgemeine
lineare. ‘ -

Wihlt man nun die im Sinne der Metrik g,. zu E, senkrechte
Richtung als die pseudonormale, so ist

13) B2 = g"® B0, -

Die zugehorige tJbertragung heisst die induzierte_Ubertragung C? und
wird mit dem Stern * angedeutet (z.B. 8* statt 3). Da

8*9:111 = B;gB(BKﬁgPo)Q = ZB?:b)QPOSB;
= —2ng:.(aBg')8Cg = ZBS Cﬁg;(aSB,j) =0 s

ist die induzierte Ubertragung C™ metrisch beziiglich g.,. Aber man
kann nicht schliessen, dass sie mit der zu g., gehorigen CARTANschen
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Ubertragung C,, ibereinstimmt.? Wenn nimlich die letzte Ubertrag-
ung mit dem Strich angedeutet wird, so bestehen

(14) 3 —8%v® = @0 dy°, Swy—8*ws = — L w.dy° ,

WO
&5, = Ie—BUB Iy, + By, + Cy.ByBj.y?)

gesetzt sind. Der Affinor &%, der im allgemeinen nicht verschwindet,
wird leicht in der folgenden Form umgeschrieben, mit Riicksicht auf
die Definitionsgleichungen von 1%, , Cm » Ive, Ci2 und die Beziehungen

(4), (5):

(15) O, = 20/ B, Cpoy, H'p By
wobei
(16) B = (6" + 3 Bidy), Hiu= lom

sind. Aus (15) folgt |
(17) Py’ =0,

da BiCon vy’ = Cuua” = 0. Aus (14), (17) folgt, dass die &'- und die
S*-Differentiation einer beliebigen Grosse dieselben sind, wenn das Zen-
trum des Linienelementes in die Richtung des Linienlementes selbst
verschoben wird. Dies ist nichts anderes als das von J.H. TAYLOR
gewonnene Resultat.® Man erinnere sich, dass die zur CARTANschen
Ubertragung gehorige Differentiation lings einer Kurve. sich in die
TAYLORsche Differentiation® reduziert.

Da die &-und die §*-UJbertragung beide metrisch beziiglich 9o
sind, so besteht ferner

(18) mgdgac'*' (”cldgab = O -
Wenn das Linienelement z* in K,, liegt, so berechnet man die

Differenz des kovarianten 8-Differentials 8x* in K, und des kovarianten
8’-Differentials &'y’ in K,, folgendermassen :

(1) Vgl. E. CARTAN, a.a.O., S. 24; H. HoOMBU, Zur Theorie der unitéiren Geometrle,
dieses Journal, Ser. I, Vol 3(1935), S. 27-32, insbesondere S. 35-37.

(2) J. H. TAYLOR, Parallelism and transversality in a subspace of a general
(FINSLER) space, Annals of Mathematics, Vol. 28 (1927), S. 62)-28.

(3) J.L. SYNGE, A generalization of the RIEMANNian line-element, Transactions
of the American Mathematical Society, Vol. 27 (1925), S. 61-67; J. H. TAYLOR,

A generalization of LEVI-CIVITA’S parallelism and the FRENET formulas, ibid.,
S. 246-64.
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(19) | Sxv — B8y = !P"dyb ,
wobei
(20) = BiGy+ Bhy'—BiG's
= cx(B§G;+szzf')—B:Bz;b(Gu%Bz.yd/ye'
= H, | '

sind. Aus (20) folgt, dass die Grosse ¥; mit dem Index » nicht notwen-
dig in E2™ liegt. Uberschiebt man (19) mit B2 und vergleicht mit
(14) (v* = y*’), so ergibt sich die Beziehung . ,

@) ony = —mB: = Br (G + L Buyy)
= 2B3CL NG+ Biy”v") -

0 1 0 1
Bezeichnet man mit P, F bzw. F/, P’ die kovarianten partiellen
Ableitungen zweier Arten, die der 'Ubertragung C, bzw. C,, angehoren,
d.h.

r’p_’v —v u,—v GV+PV.L v 'Y Vuv —-'U +ny_'l) 9

(Gleiches fiir V ’ ’ r’), so lauten nach (10), (14), (19) die Bez1ehungen
‘zw1schen beiden 'Ubertragungen C., Cn

V{, v* = B% Vuv"’+ B? !F,:'F’,,'v" + P%v°

1 1
Fyv* = B&%p.v* .

Durch die Gleichungen (15), (16), (19), (22) sind die letzten Beziehungen
vollstindig ausgedriickt.'?

§ 2. Ein Satz iiber das_ Verschwinden des Affinors &£yb’.

Die Bedingung &%, = 0'ist charakteristisch fiir die Ubereinstimmung
der 8’-und der &*-{Tbertragung, und die noch weniger beschrinkte

(1) Dafiir, dass Cm durch Projektion in eine passend gewihite pseudonormale
Richtung - aus C, gewonnen werde, ist es notwendig und hinreichend, dass
die Gleichungen (11) und B Bj = B%: X 3¢ oder die Gleichungen D%Bp =0,
D%B3 Ciw = 0 und ¢§, = DS (Bb,,+B“'"I‘,“.,+Bdec’.l/d’ Ch«) algebraisch lésbar
sind, wobei gesetzt sind: BS = g’abB}gy, +D5% .
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Bedingung @&y’ = 0 fiir die des §'- und des $*-Differentials von dem
Linienelemente ¥ = B,y* . In diesem Falle steht nach (21) ¥ in
Bezug auf den Index » zu K,. senkrecht und begtehen ‘

(23) Bgouci(6r +;}B&., ¥y’ )=0.

Wenn fir jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit, die in einem Punkte
eine bestimmte tangierende m-Richtung besitzt, (23) in diesem Punkte
giiltig ist, so folgt aus (23)

(24) Bp2C4C: =0 oder B3 C,,,,AC

da B%, ganz beliebig sein dilrfen.

Wir mochten den folgenden Satz beweisen : ,

Satz. Ist der Affinor @y fiir jede m (= 2)-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, die einen Punkt durchliuft, in diesem Punkte ver-
schwindend, so verschwindet die Torsionsgrosse von C,: Ay =0.

Um das identische Verschwinden von C,., zu beweisen, soll
man eine Richtung in diesem Punkte festlegen, in Bezug auf
welche lokale Begriffe (Lingen- und Winkelmessung) sich einfithren
lassen. Mittels einer geeigneten Urvariablentransformation kann man
das neue System der Urvariablen so wihlen, dass erstens das Linienele-
ment das Zentrum (0, 0, ..., 0) und die Richtung (1, 0, 0, ..., 0) hat
und zweitens die zu den gewahlten Urvariablen gehorigen n kontra-
varianten Massvektoren e *A=1, 2, ..., n) zueinander orthogonale

Einheitsvektoren sind. Bezelchnet man die Urvariablen wieder mit
xz*, so sind noch orthogonale Transformationen .der 22, a2, ...., 2*
gestattet. Da im allgemeinen C,.,x* = 0, so ist

(25) Ci1=0 fir jede 4, p.
Wir betrachten nun die m-dimensionale Mannigfaltigkeit
xvl;O, x:2=0, ....,‘ x"n—m=0, (vi=f==1),

auf der das betreffende Linienelement liegt. Die n—m Indizes »1,
Y2, ...., Yn-m KOnnen beliebig aus der Reihe 2, 3, ...., n angenommen
werden und heissen die Indizesklasse (a’) bildend, wihrend die m—1

iibrigen Indizes und der Index 1 die Indizesklasse (a) bildend heissen.
Aus (24) folgt, dass

.(1) Der Vektor ;a’ hat in diesem Urvariablensysteme die Bestimmungszahlen 8} .
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Cuser =0 (a, bin @), ¢ in @)),
daraus ferner, ‘dass fiir jede 4, up, v, dle =i=1 und vonemander
verschieden sind, '
(26a) (m=38) Cyy=0, C; =0 (nicht summiert) ;
(26b) (m = 2) , Cm‘_='-0 (nicht summiert),
da die Klassen (a) und (a’) so gewshlt werden konnen, dass A, pin
jene und v in diese hineinkommen (z.B. v = v, v;==2,u).
Da unter orthogonalen Transformationen der 22, ..., xz*, etwa
o =F, 2 = aP?+ B8, 2 = y¥+88, ' =%, ...., 2" =2",
(e = cos 6, 8= —siné, vy=Sln0 8 =cosé),

die Glelchungen (25), (26) auch fur die transformierten Cip. bestehen
miissen, SO ergeben sich zundchst fiir m =2, n >3

pz

= __ %x* %x* o2 . ’
0=y o7 a7 ozt Cuw =2avCas -

fir Jedes ¢ oder Cpq =0, im allgememen
(26¢) (m = 2) Chwv=0 (2, p, v verschieden)’,‘

und alsdann unter Berucksmhtlgung von (26 a, b, ¢)

= 3x* dx* dex
0 = Cos = Crpy = a2 C. *6Cass .
=l = o S o Cuv B 222 + 7*0Csas

fiir jedes @ oder Caze = Cgs = 0, im allgemeinen
27 - Cuxx = 0 (nicht summiert).

Aus (25), (26), (27) folgt das Verschwinden der Torsionsgrosse Axyy .

Besonders erkennt man nach diesem Satz, dass die Mannigfaltig-
keit K, mit der CARTANschen Ubertragung RIEMANNsch ist, wenn fir
jede m-dimensionale Manmgfaltlgkelt der Affinor &% y*’ identisch ver-
schwindet. :

§ 3. Die verallgemeinerte D-Symbolik.

Die zu y“ gehorigen kontravarianten Massvektoren e° haben als
Vektoren von K, die Bestlmmungszahlen
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e’ = Be®,

a a
und bilden eine R,., die lokale R,., da die aufgespannte lokale E,,
mit dem Fundamentaltensor g%, (5) ausgestattet ist. Neben den Mass-
. vektoren e wird in jedem Linienelemente von K, ein System von

m’ = n— m zueinander senkrechten Einheitsvektoren e (ps ey W=
OGms+ls « <+ Oy) senkrecht zu K, als Massvektoren in EZ" eingefithrt.

Sie bilden die lokale R,.,, da die E™ definitionsweis mit dem Funda-
mentaltensor ‘

(28) . =Chon (C=¢)

ausgestattet ist. Man beachte, dass das Argument in ¢/, das in Kn
und nicht in E™ liegende Linienelement 1st Offenbar ist der Ein-
heltsafﬁnor in R, :

(29) Cp — 'gupq C* gl‘-p. , (gnpq‘g,/ = C?).

In Bezug auf die drel Systeme der Massvektoren e, e, ev wird
Grosse mit Indizes dreier Arten in Betracht gezogenaf f)le Grosse
liegt mit den Indizes erster Art @, b, ..., g in R,, mit den Indizes
zweiter Art p,q, ..., w in R,,, wihrend sie in Bezug auf die Indizes
dritter Art 4, u, v, . ., p, o einfach als Grosse der K, aufzufassen
ist. Ebenso wie K,-Grosse hat die betreffende Grosse (z.B. v22,) die
K,-Bestimmungszahlen (v**, = BiCPv'%,). .

Es sei A eine Grosse, die in K, definiert ist. Dann existiert das
kovariante Differential §A lings K,, (sinnvoll), wobei A iiber allen ihren
Indizes als Grosse in K, aufgefasst wird. Ist nun x* = B* 4% ein Linien-
element von K, , so steht das Differential 8z — B}, §*y?’ zu K,, senkrecht :

(30)  sx¥ = Bys*y¥+ Hydy®, (B Hy =0).

- Dann entstehen

Hy = By Gi+ B}y’ —B,G}° = CX(G*-+ %Béeyd'y”’)s b
oder |

(31) | Hy = C1 ¥ = CyH?,

(1) Im Falle n =3, m = 2 besteht (26¢) infolge (265).
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Mittels (80) schreiben wir 84 in der Form

0 1
SA =p, A -de*+r,A - 5xV
. 0 1 '
— (Bir A+ Hyp, Ay +Bir, A - 5%y .

Daraus sehen wir, dass die beiden Ausdriicke By m A+ Hy Vy A, By V vA
sinnvoll sind, aber nicht im allgememen der - Ausdruck Bj V vA. Wir

sollen also die in K, induzierte Ubertragung nicht so erkliren, dass
die kovarianten Ableitungen eines Affinors in K, die K,,-Komponenten
der kovarianten Ableitungen in K,, sind. -

Uns auf die oben gemachte Betrachtung stiitzend, erweitern wir
jetzt die sogenannte D-Symbolik folgendermassen :

0 0 1
[ (1) Dbp—B’qu:HH“Vup,

B b,,u Bbruu +H“mu : (sinnvoll in Kn) -
(i) Dyv° = Bi(B: mv +H£V,uv‘)
L (v) Dow = Ci(Bir.w” +Hbmw"):
1 .1
1 1 C
- (1)) Deu® = ByF,.u’, sinnvoll in K,,
(32b) () Vlb A o "1 ( )
‘ (iii) Dpv° = BRr.v°' =r5v°,
1 c 1
L (vi) Dew" = CByF.w";

p ist eine Invariante, u” eine Grosse 1n K,, v liegtin R,,, w" in R .
Die D-Operatoren anderer Arten D,, . Du (¢ = 0, 1) werden insbesondere
nicht eingefithrt, da die Theorie von K, in K, sie entbehren kann.
Die verallgemeinerten Operatoren (32) geniigen den iibliche Regeln fiir
die Ableitungen von Summen und Produkten, und auch fiur die der
Uberschiebungen, die in Bezug auf die Indizes gleicher Arten gebildet
werden.

Ausser den Db-Operatoren wird noch der Do-Operator Do = yb’ D,,
eingefiihrt :

0 . 0 ' 1
| Dop =rop+H"F,p,
(33) _ o

0 0 1 ’
Dyw* = reu*+H*p,u*, usw.
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Der Einheitsaffinor B und der Affinor Hy lassen sich jetzt folgender-
massen ausdriicken : '

(@) Dyz’ = Bl, Doa*=2z", Dea*=0,
(34)

0 ‘0 1.
(b) Dsx” = Hy, Dox” =H", Dyx¥ = B}

Dabei soll der Vektor x* als ein in jedem Elemente der K,, definierter
Vektor, aber nicht als tangierender Vektor einer Kurve betrachtet
werden, da im letzten Falle der Vektor z* nur vom Orte abhingig
ist. Ist 4* tangierender Einheitsvektor einer Kurve in K,,, so bestehen,
wie in der Kriimmungstheorie von V,, in V,, |

L g o O o s
w =P, = uV+PieHyY, u'=1Dyi°,

WO
o
(39a) , 131,;‘;v = .J"),, B

gesetzt ist. w¥ B)zw u’* sind der absolute bzw. relative erste Kriim-
mungsvektor, H;.,* bzw. :

() 1
(39Db) H;,” = DB,

heissen der erste Krﬁrhmungsafﬁnor von K,, erster bzw. zweiter Art.

Ein geordnetes System der k Zahlen 4, %2, ..., i, die entweder
0 oder 1 sind, wird mit (41 %2... %) oder kurz mit (2) bezeichnet. Die
2k Systeme (i ... i) mit derselben Anzahl k heissen eine Klasse bildend,
wobei % ihre Klassenzahl ist. Ubrigens werden die geordneten Systeme
aller Klassen durch die folgenden Gesetze geordnet: (I) Gehoren zwei
Systeme verschiedenen Klassen an, so geht das System der kleineren
Klassenzahl dem anderen voran; (II) Gehoren die Systeme (), (7)
derselben Klasse k& an und bestehen 4; =3, 42 =J2, ..., tw =Jw und
w1 =0, Jwa=1 0k’ <k), so geht das System (7) dem Systeme
(7) voran. In iblicher Weise benutzen wir fir diese Ordnungsbezieh-
ung das Zeichen <, das wir so lesen, dass das linksstehende dem
rechtsstehenden vorangeht.

Fir jedes System (j), das nicht einem bestimmten Systeme
(1)=( Ilz....1,) nachfolgt, sei eine ganze Zahl m(; bestimmt, die

verschwinden mag. In jedem Linienelemente (z;o?)- K,, sei (J%'erner ei(ln)
1

System von zueinander senkrechten Richtungen E, £, ...., £, ....,
in der lokalen R,., gegeben, deren Dimensionszahlen »i@, m@, ...,
meys -.. » M sind ; es sei
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(85) m* = m'—mop—mmp—....—mp =0.

()
Wir fithren in jeder EJJ, () =0, @), ...., (1), ein System von mj

zueinander senkrechten Einheitsvektoren e* als Massvektoren ein, wobei
@ (N PG @ .
die Inc(l%zes Di3rs «+ » W) UbEr Q1, Az, ootts Omy) durchlaufen. Da in

jeder 133'
' ) (')) n . % 3
(36) Iopnasy = PriyunIe (B sy = e )
) )
als der Fundamentaltensor angesehen wird, ist jede E eine 1{6 Wie
(29) fir R,,, werden die (pf.t"’)rBestimmungszahlen des Einheitsaffinors

@ ) .
B in K so gebildet:

('il,p ()] )
@ = g’ B 05y %) By
(37 B, g9 oy T 2 ( g Irinra = rm)

Fiir den ganz in R hegenden kontra- bzw. kovarlanten Vektor 276)
bzw. wr erweitern wir nun die durch (32) definierten Db-Operatoren

folgendermassen :
: i @ S 1 1 ) @, 1
va"” = B:(J)(B;;Vu ”v+Hb"Vu’U") , Db,v"'(a) — Bf‘f’B;,‘ Fa”;

(38) 0 '( @
' wap(j) p( )(Bbrv»wl'l-Hb anl)’ wapu) Bp(J)BbVI-LwA .
Die erweiterten Operatoren geniigen auch, wie leicht gezeigt werden
kann, sowohl den iiblichen Regeln fiir Differentiationen von Summen
und Produkten, als den fiir Differentiationen der verschiedenen Uber-
schiebungen, die den Arten von Indizes a«,...., ®; a, ...., g;
DYy ooees Wi () =1(0), ..., (1)) entsprechen.

§ 4. Frenctsche Gleichungen fiir K,, in K, .

Hier wollen wir die in vorigen § erwihnten lokalen I(%), die beliebig
wihlbar sind, wie SCHOUTEN und VAN KAMPEN in der natiirlichen Weise
durch die Betrachtung der hoheren. Kriimmungen von K, in K, be-
stimmen, was uns zur Aufstellung der verallgemeinerten FRENETschen
Gleichungen fithren wird.

Von dem Skalar z#* und dem Vektorfeld z ausgehend, gewinnen
wir durch zweimalige bzw. einmalige Anwendung der D-Operatoren



Dre Kriimmungstheorie vm Finslerschen Raume 79

(4) .
die Grossen B, H;.®, Hy (vgl. (84), (85)). Das »-Gebiet von B ist in
K,, liegend, wihrend die »-Gebiete der anderen zu K,, senkrecht stehen,
da

BeD,B: = B 4Bt = —B2DyC; = CLB Dy B = 0.
Es bestehen
(0) (4]
(40) Hy = Hy>, H;;>yY =0,
da
. 0 0 (0) .0 (0)
HbJ — Dbxvl = Db (B; I) — y“'Hg.;"+B“ Dbyq-/. = va ,
v 1
B} = Dyx” = Db(B y”) = y"’Hba,“+B“Dby"’ = y“'Hba”+Bb

Die Krummungsafﬁnoren Hba (i = 0, 1) lassen sich aus den Ubertrag-
ungsparametern von C, berechnen: '

o | . |
(41)  Hj = CuBa+ Bii 5"+ BLHy Clo). Hba. = C; B C*

somit
™ , ) )
(42) Hy.3 = C:BL,HC), Hpj=0, Hg*'=0;

. © ., . :
also verschwindet Hp;," nicht im allegmeinen.

Da in K,. das ausgezeichneten Vektorfeld ¥ = B)y* existiert, so
haben wir die folgenden sechs Grossen (43), deren u»-Gebiete offenbar
die mit K, invariant verbundenen, zu

H;y K,, senkrechten Richtungen sind. Von
“”b.\,_/: H — H diesen Rlchtungen hegen die der »-
(43) © Gebiete der H el » Ha s HM , H¥ in
Hy" Gl ()
0a

dem »-Gebiete der H;;*, und mit deren
Hilfe ldsst sich das letzte Gebiet in-
varianterweis zerlegen. Es ist bemer-

)
kenswert, dass das »-Gebiet der H,," selbst ohne weitere Differenzie-
rung sich zerlegt.)! Trotzdem benutzen wir einfachheitshalber im

(1) Dieser Sachverhalt geschieht nicht in der Krimmungstheorie von Vyn in V.
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©) o)
Folgenden nicht diese Zerlegung, sondern die u-Geblete der H;,", Hps"

und deren D-Ableltungen a -

Fir R wéhlen wir das »-Gebiet der [:)(ba , und fiir R dleJemge
Rlchtung, welche in der Richtung, die von £ und dem »- Geblete der
H,,,1 aufgespannt ist, liegt und ausserdem senkrecht zu R steht
(ScaMIiDTsche Methode der Orthogonalisierung !). Die Fundamentalten—
soren und die Einheitsaffinoren seien mit g’pmqm , 2 (=0, Q)
bezelchnet Demndéchst betrachten wir die »-Gebiete der D- Ableitungen
von B((J) =(0), M)

0 () 1 .(0)

Dy By, Dy B}

© '’ 0’

1 ()

D, B,

©0
D”B" (1

’
©

v

0) u) 0
Fiir R wihlen wir diejenige Richtung, welche in der vor(n )R » Dy By,

b, ro: abgedrosselt) aufgespannten Richtung (g)u (11)?,,&6) R I('}’ senkrecht
steht, und fiir R diejenige, welche in der von ((ﬁ? ({;1’ (OIOE Dy B, b, o) :
abgedrosselt) aufgespannte Rlchtung zu R,, R, R, R senkrecht steht,

usw. Im allgemeinen, wenn Jede R (D<@ = (@192 ... 1x-11x)) definiert
ist, so w1rd die Rlchtung' der R bestimmt als die, Welche in der von

allen R((g)<(z)) und D;, @

selt) aufgespannte Richtung zu R,, und zu allen R ((5)<<@) senkrecht
steht. Dieses Verfahren wird nach einer endlichen Anzahl von
Schritten zum Schluss kommen, d h. wenn die durch D-Operatoren

entstehenden »-Gebiete aus jeder R einer gewissen Klassenzahl p keine
neuen Richtungen senkrecht zu R,. geben. Es gilt nun der folgende
Satz :

Satz. FE's bestehen :

(@) = (1 12. zk.l) b, r¢»: abgedros-

(442) Dyg, =0,
" i G) |
(44b)  Dogpa, =0, (Klasse von () <p),

und die verallgemeinerten FRENETschen Gleichungen

‘0 1
(45) | Dsx* =B}, Dsx*=0,

(1) Dies beruht darauf, dass die Dimensionszahl des v-Gebietes der beiden Krum-
mungsaffinoren zusammen im allgemeinen nicht m’/ erreicht.
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() | DyB: = Hii,
O - e o
46) - T @zl<a @O @<= @@’
(c) - 59 __ s @, Z" Wi
PTT0 T =< 080 T W W@’

Klasse von (k) = p

oder
(a) J - . A(j). )
DbBA = Hb -c)\ ’
b i @ o )i
® 1 hBe=— > e + Su Hw,
47) @) =ED<GH ) @< <6 0"
(c) i@ ()i ' i
D, D, ¢
Do By =~ S% Hp "+ 3% Hy'P,
W <TH<an © RO
Klasse von (k) = p

(_7 =0,1; Klasse von (z) <p; Klasse von () = p),

wober Hbr() Siur () <(): < (z 7) defintert ist und im Bezug auf die
Indzzes b ray, v m Ry, R R bzw. liegend ist.
Beweis. (44a) ist klar, da die §*-Ubertragung mit g,. metrisch

ist, und (45), (46 a) sind (34 a), (85). Nach (44a) folgt ohne weiteres
(473a): ‘

J g ) 7 " @
Dy Bf = Db(gf“‘B;g,L;) = g’*g..De B = Hy? .

Fir die weiteren Gleichungen wird der Beweis induktiv durchgefiihrt.
Sind nidmlich (44b), (46b), (47b) oder (44b), (46¢), (47c) fiir einen (7)
oder (l) wahr, so gelten sie auch filr das dem (%) oder (!) unmittelbar
Nachfolgende, das man kurz mit (¢+1) oder ({+1) bezeichnet. Denn
es bestehen

1° fir ((+1) < (mj) < (i+1, ),

1 : . .
(m)p( )[ J (H': zk (Ic)a ] = _(1.*1) 3 ,,(E)f("')+(’i)f,; f’(m)
G+ G41) < V) <G+1, 9) u+1) MG '( +1) @+ TG+

(l+1)

- P(m) Pem) = () -
P H pom) H 0
TG ()< (@)<mi) (o) G+1) "7+ ’
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2° fir (mg) <(t+1),

v
k 1 i
Brom[ DB S Hpv = —B>, DB
G 41) (i+1) < (k)D<(i+1, 5) (1.+1) ('“1) 'r( +1)
(+1) (a)7 r (m)J . -
= — Byl > Hbv my S8 HNm )] =0;
(m)=(85)<(m3) (m) (m)<(8)<(m3) (s)
) 7 (i+1
s “Bren[D,B: Sk Hpy, 1= BEVBL D B
r‘“” G+D) < GR<@+1L D Ge1p 76D 7(i+1)
§ G @ 64D 5 (i+) '
= B r( +1) B,,):( 1)D C Br( +1) CADbB,-( 1) =0 ,

(i+1)

(Z+1)
(C)« = AX—Bj);

4° die Tatsache,( dass das »-Gebiet der D;, B: in der Richtung,

welche aus R,,, R, R, cene fzﬁg)aufgebaut wird, (;lr)lthalten ist. Wir
konnen dann IJ);%'Z( in der folgenden Form schreiben :
la) b(zéi) _ Z" (Igjb' N + . G+15 y
@+ G0 <D<+ @) TG T < E L) 6’

die nichts anderes als (46b) ((z+1) statt (¢?)) ist. Und da

o J (t+1) : 7 (1+l) (i+1)
5 bTp s nyagieny — Do ( BB "(M)g“)
(i+1) j (2+1) (i+1) (i+1),. i @+
= (t 1) ®w
200 B, yDio1 Bag,py) = 29?(”1)(10(“1)3 Dy By, n=0,
und somit
7 (+1) 7 (x+7)
o PG-1) p(u—l)"’(u]) v
6 Db B g g Db Br(i_;l) ’

sind (44b), (47b) klar. Diese Herle’itung von (46) bleibt giiltig auch
im Falle, wenn die Klassenzahl von (I) gleich p ist. Da andererseits
die schon erwiesene (46a) dieselbe Gestalt wie (47a) hat®, so ist der
Beweis des Satzes beendet.

Da nach (46), 47) .

g (9 (k)j Vs )3 )4

DyB} = — (Hpi*+Hyis) + Sk (Hy '+ Hy%)
W= (kj)< ) () @) D<) < (i5) , (k) k)

Klasse von (k)=p

v ) Dov oo @ )
(1) Dabei soll Hpq sich in R- und R-Komponenten zerlegen
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(Klasse von (%) < p), so ergibt sich

' ; * )
(48) DB+ % By=o0,
1<Klasse von (i) ~ p
was geometrlsch bedeutet, wie in der SCHOUTEN-v. KAMPENschen Theorie,
dass R+2R(KIasse von (z)ép) und folglich R,»* lings- K,, parallel

verschoben wird.
Ubrlgens, wenn wir die Ubertragungsparameter der D-Operatoren

fiir R mit / ‘f,’(“))b, f,’(“))b bezelchnen‘”, so folgt wegen (44b)

2 () ) )

r; Pu)bg rovy + Lo %)b g "o = p Ir0w0T gy Ir0wn

-G*g,
(49)
(2) a )
(4) (2
Copp 9o+ Cagyp Iy = 2y Tro

Es zeigt sich, dass die Parameter der DéOp,eratoren‘ fir K,
(50a) * I}y=ri}By+CA\Hy, C} = C)\B;

sind, und dass mittels dieser die Parameter F;((?)b , C ")b sind :

L0

O = B 8 |
I ()([k e T B},m o B},(l) Gy )4, :
(50b)

() — RTE A B
Crf( )b B (C p() ayb/ 17(1,))

§ 5. Integrierbarkeitsbedinguhgen.

Um die Integrierbarkeitsbedingungen der verallgemeinerten FRENET-
schen Gleichungen aufzustellen, leiten wir die folgenden Hilfsformeln
von Vertauschung zweier D-Operatoren her: Fiir einen kontravarianten
Vektor v* in K,

0 0 -
210)[,,Da]'v" = —Rie v’ +28* ;. D. v’ + R*;,° D,v" ,
(51) { (DoDa—DuDo)v* = —Pig;*v" + CigDov* + DigDov” ,
: 1 1
2D Dgv* = —Siaiv°

1 ) ) N o
) Dw’m = v’m—v"w G*b+1',,wb W@, Dy =76 +C;g;w”w

(G : Parameter der Grundibertragung).
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wo
Rb.a.c;v = Fo"‘b.a—'ro‘ua.b'k‘]?ar:b_ I-'ola+ Oa cG*c—' crb cG*c
+Cavc(G*c _G:'cb_*_ G*d_G*c G*d) .
Pios? = Iy q D C,}‘,,G a—-l" ,
62 ba B s ( as)

Spac’ = Coy:a—Cou: s +CAa —C%Ca% ,
Ri® = Gieo—Giop+ ey
| St T, Dham GitamI = I35t

. . . @
sind ; fiir einen kovananten Vektor weq, in R

-0 0 ‘
2D[,,Da]w,,(t.) wa( w,()+28* cD oWay, + R*;,; Dcwq() ,

0 1 10 0
(53) { (DbDa_Dan)WQ(i) Pbaq( ().)wr + C*ba cwq(,) +.D baDcw

“() ’

211)[ Dawe . = Si Ow ‘

bHal®ay — Pbaggy T .

wo

@ r, k .

/ @) — 7"(1) — "’(1) () pPPE) _ TGE, PP

R"“"(z) I Yp)boa 24 U)® ® s+ 1 ”(i)“r ) I P)b 28 %)®

7(; ; 7 ‘
+ Fqg))a;cG*g_ t.((‘))b cG*;
69 (  +CO(Gi — G+ Gre g GHE—Gis G*g),

” r 7 r
P baq(,l(;) = I q((z;b a._"'Db Cq?))a q((t))o (Gb a'_[ ) ’

{ Sb...”'(i) — C"'(t) —_ C;((z))a s+ C‘r(g) Cﬂ’(z) C"‘(t) Cf;((t))a

ag(;) 9P @ 0 R R O

sind ; ‘die Formeln fiir einen kovarianten Vektor wg in R,, ergeben
sich sogleich aus (53) und (54), indem man die Indizes (7) weglésst
und ¢, d, e statt pw» 9@, 7@ schreibt. Man iiberzeugt sich leicht, dass

(65) R*j;° = R*5i°y” = R*5°,. D3 = P%i°y" = P*u° .

L ‘ :
Berechnen wir die Ausdriicke ZZ)[bZ)a] vY (7,3’ = 0, 1) in der anderen
Weise unter Beriicksichtigung der Formeln von Vertauschung der

kovarianten 8-Ableitungen

0 0 1
2P F v’ = —Roie* v+ RoustFov¥, usw.,
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S0 ergeben sich
00
2 D Dyo” = {1!3'°u s’ +2B3HAP., +H3’H"S..,,w}
' 0)
{Hba] +B[,,Ha]C..,u}va
+{2 DwH ]+H;;:;‘R,,W"+2B[,,H,,JPW0 o,

0 1 1 0

(Ds Da—DaDe)v* = —{B3¥ Pis*+ Hy B4 Su | o°
0 1 1
+{BsrCtu—Hii Y7, 0+ { Byt Posar +Hig*— D HE) 7o,

1 1 )

2D[bDa]'Uv = __B")Pt “’Fo 'U .

Da iﬂ v¥ unbestimmt und in einem Linienelerthente von K,, beliebig
wéhlbar sind, erhalten wir die Beziehungen zwischen den Krummungen
(62) und denJemgen von C, -

Ryoe’ = Byt Roue" +2B3 H4 Py + Hy HES Y,
(56) Pb.c;.t;v = ;;2& wu.a +Hb BLSwp.o ’

S...‘y_ w0 L «y
baoc — ba mpa ’

und andere Identititen

f 2 Dy H; ;— —By! Rl —2B3 HAPuy® + BiR*555°+2H! S*0°
| D.E—H,r = B Pujit—BLP i —HICH:

B:Cie = By Cou—Hy?, BS*ic = H[b,,]+3[,, HCE, .

(67).

Aus den R,.- und R,.-Komponenten letzter zwei Gleichungen ergeben
sich die folgenden Gleichungen :

(0) , ' ()]
A) Hyof +C By HCl, = 0, Hp.* = CYByiCe,,

(B S*3s° = BipH3Cloy Ciy = By Ce, .
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(A) sind nlchts anderes als (41), (42) Da andererselts fiir den Skalar
¥ in K, D,,D x’ —Hba -—PbB;,DbD,,x —H,,,, —C, B:, so sehen
wir leicht nach (50a), (51), dass die Integrlerbarke1tsbedingungen von
(45) eben (A) und (B) sind.

Nun wenden wir uns zu dle Integrlerbarkelt von (46). TUnter

Verwendung der Operatoren Dz,].) (4,3’ =0,1) auf B,“, folgen erstens
nach (51), (53)

0 @ @),

2 DO[b Da] B;,( Rba.o B + R b

"(1,) v
P5) B

aviy B+ 280 D.B;

@)

| ©
Dy Da—b. Db)B;; — Py B

P()

+ *b‘(;-(;chB;;(“) ’

(®) 1 (@)

+ P,,a,,""B;() +Cs GDOB;() +P*.°DeBy

1 (1) (" (1)

"
2D"’D“]B”() S"‘“‘ ”0 + Stany Bry

zweitens nach (46)

¥ 3 @ ' &, 4

()i
by = b ; DH"""+H“""DB”
DbDaB” Q) (,) S(ij)<(ij) (Bq(k) b (.,‘)a' p('i) ¢ Px) q(k))
® i @i, @Di..q0 3 ()
2% (B DyH '@+ H, "WD,BY );
) ‘s(m( W O @ °(")) ’

aus den letzten und (46) gehen die mehrfach zerlegten Bedingungen
hervor: Fir (77) <(m) = (ij7) (1 =< Klasse von (?) <p, =0, 1),

(k_H)‘i %“q(k) — 1 S gl ﬁ)u. f. -‘_ 1

(m)SE(kJ') U@ pre T T gt ”() rmy 1AL J =1
1 @, (m o .

©) = —-ERme,,()B:( . fur 5=0, (m)>Gl),

(1) (1) 1 ()1

_ 1 Py " L Rycce i

7=0,
(m) = (21); |
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fir (2) <(m) = (@),

ﬁ (1)7 (k)d AT - 4
[b(m)a] P(,,:) T(m) (k)(('t) (m)[ Iq(k)r(m)l @ a,] p(t)
(k)i @) . (m)j @.. g0y
+ k H H S k) __ v H H ({c)
O<T< ) o) P19 5 NP0 Sz @ %@ gy o
lg gx ) s
1 o B BL 4 S%oH
I it Ol y T2 0 (m) P T(m)
) . .
+—-R bal H (i) T m) fiir ] = 0 ;
fir (m) = (7),
(k)7 (k)3 oY 0.
WP = e, @O a] 20" <tz ol 70w k)“]”(z)
1 (’l \ (‘i) N 1 (1 . .
(B o ES"‘” v By Briy— 97 b)) fur j=1,
1 R B _?;)u 1 (R? . .
== —2— baxy p(i) ) T e 2 bap ) 7(s) fir 7=0;

fir (2) < (mg) <(47) und (V) < (mgy) < (i5), (F) und (G) von analoger

Gestalt wie (D) bzw. (C); fiir (m) = (¢10) und (31) < (m) < (:10),

(}30 O g _p, 39) , @ bW
(10 76D TG0 () PP o re) T TG0 ? S
(H) (k)o Dleeggy _ <, LT,
(m;7 (0) (m) (")’(m) @ PO (I Z (1) ) 0w (i) *P)
1 (1))\ (m?
= = Poaru By, By 3
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fir (m) = (:1) und (2) < (m) <(i1),

() . k —
Gy POTE T @<@m<an \ b by any oy @2 (‘) &b PUTED @y “”(’) )
P %) ('zl) P*
- _ ...,,
balll p( ) 7‘( l) + bal 6p(1) ( 1) » bzw'
Dol —D
2 FOTD) P ()P @)
@ = 3 (B it o B )
B0 N Ty U (m) )“"’ @ ()™ ° P60
. . fﬁg (11? .. q(k) (k)1 (z)O k)
* ( b4(5)"(m) () “P) &) ”p )
D<®<(m) \ (m) %) (m) R m) (1) °P)
(m)o ()1 (m)1 ()0
+ S% (H, H, % _ )
(m)<(k)( w0 Tem ) (1) *P6) oy *Tm) (k) (I,g 526 )
() (m) v)D (1“
= — Pyar. B2 * .
baxe By Br )+C m) P T(m )T P a0 If,{,"”(i)’(m)'
fir (m) =(7),
)N 1 N ]
S (oo Bt~ B B
W0 \ @ D H2PE () QW6 ) Po
. ()0 (1, n (®)0
J + S% (H H, @ _ )
( ) (]%(,)((k) (1)0(%) %) 2P (3) (k)ar(i)q(k) (I]g br ) )
P.ﬂﬂ p
= ba Ly —P bar ) 7y ?

fur (277) < (m) < (@) und (@’ od.
(K) und (L) von analoger Gestalt wie (I) bzw. (H).

U +1) < (m) <(i'9), wo (i) = (¢'77) ist,
Ubrigens bestehen:

u) () R o
RbaluB B; = fur (m) > (200) , .
() (m) :
(M) PbaAuB BL = O flir (m) > ('I:].O) ’
&) _ () '
ShanBB: =0 fir (m)> (i11).




Die Kriimmungstheorie im Finslerschen Raume 89

(A)-(M) sind die Verallgemeinerungen der Gauss-Copazzischen Gleich-
ungen, welche auch, wenn man es verlangt, mittels der Ubertragung
Cn und der Affinoren ¢¢ , ¥} leicht zum Ausdruck gebracht werden

(vgl. 14)).

§ 6. Nichtholonome Gebilde.

Durch die Gleichungen (dx)* = A¥dxz* und umgekehrt dz* = A} (dx)*
werden nichtholonome Parameter «* in K, eingefiithrt, wobei A% im
allgemeinen vom Linienelemente der K, abhingig sind. Beim Ubergang
zu diesen Parametern entstehen

Svk = Aksv* = dv"+v’[A’:},“ I3y dei + A% Cr. 527

+AYAY det+ AL AY  d2' ],

somit
(58) Svk = dv* +v“'[l“:§,-"dx"+ C’;j-‘Sx?"] :
59) { Iy = AGP iy + ANAL W AF—ALLLGRA)D)
Ci = A'\ff,"Cm+A’°AZ uA;‘ .
da
©60) o’ = A} 50— G Ajde

istf Wegen (568), (60) ergeben sich

0 .
FivE = A¥v*,— Gy A%, + kvt
(61)

1 ’ -
Pvk = A¥vk , + C¥rvt,
Nun sei jedem Punkte der n-dimensionalen FINSLERschen Mannig-

faltigkeit eine m-Richtung zugeordnet. Dazs m-Richtungsfeld X sei fiir
jede p <mnicht X,-bildend. Wie K,, betrachten wir das nichtholonome

Gebilde als Ort K™ seiner tingierenden Linienelemente. Sind B}, die ( ; )-

Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors von K2, so ergibt sich in jedem
Elemente von K7 die Massbestimmung mit dem Fundamentaltensor

9. (6), und die (a )-Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors und der

Einheitsaffinor C} in der pseudonormalen m’-Richtung K™ werden von
(13) bzw. (7) gegeben.
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Wir wihlen die nichtholonomen Parameter 2* in solcher Weise,
dass von den zugehorigen » Massvektoren die ersten m in X;* liegend
und von der Richtung des Elementes unabhingig sind, und dass die
iibrigen m' in der zu X™ senkrechten m’-Richtung liegen. Die letzte
m/-Richtung lisst sich in jedem Elemente von K, definieren. Durch-
laufen a, b, ..., g bzw. », q, ..., w die Indizes a1, az, . «e s Qn bZW.
Gmsls Gmszs -« » On» SO konnen A% und A} mit B bzw. C identifiziert
werden, d.h. in den k-Bestimmungszahlen Bf-: 8¢, C’; 2 8%, und
bestehen

[/} A; A'«; = 0.
Die Fundamentaltensoren und die Einheitsaffinoren von X und der
zu X™ senkrechten m’-Richtung werden durch (5), (13), (28), (29)
gegeben.

Ist v ein Vektor von K™, so ist nach (58), (69) die Projektion
seines kovarianten Differentials lings K

(62) §'v* = Bydv* = de+vb[r rdai+ Cipd’],
WO
(63) 1¢ = BR ALI':+BeBy LA}, Cif = BRAICY,

"da AY von der Richtung des Elementes unabhéingig sind. Wie (30) in
§ 8 ergeben sich fir «*' = Bkx*’

(64) St = B"B’x“’ Heda ,

wobei gesetzt sind :

(65) = o (I'ik—BETE) = CHGL+2 A}, )AL .
Aus (62), (64) folgen lings K .
(66) 80 = dve +o*| (Mif + C e Hpdad + Cip B3’ |,

und ferner nach Verschiebung da’ auf K

(67) §'v* = dv* + v*[ Iiedee + C3a8'a” ],
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wo nach (63), (65)
(68) I'ie = BR*[%+B% H/*Cy,+B*B} B, C%& = B3*Cy,
(69" H'* = CLB(Gi+2" By.,) .

Durch die Gleichung (67) induziert sich eine Jbertragung in K™,
Es sei A eine Grosse, die in K* definiert ist. Sinnvoll ist dann
ihr &-Differential lings K™

1
SA=p, A -de*+7, A8z = P, A+ Hip, A)de* +Bir, A -8z,
somit sind auch die Ausdriicke
0 0 C1 0 .0 .1
DiA=r;A+HriA, DyA=Bir;A+H'{p;A,
0 0 1 1 1
D,A=Cir;A+H'"ip;A, DyA=Bjir;A
sinnvoll, wo
(69") H"; = CkH} = Ci(G.+2* A}, ,)C¥
ist. Danach verallgemeinern wir die D-Symbolik fiir nichtholonome
Gebilde folgendermassen:
0 -0 1
[ D,w* =p,w+Hp,uw,
0 0 1
(70a) { Dyv° = Bs(P.v'+Hp,v"),
0 0 ) 1
D,w = Ci(p.w+ Hip,w") ;

0 0 1
[ Dyw® = Byp uw'+Hyp, v,
0 0 1 0
(70b) { Dov® = By(Byr,v*+ H% P, v") = ryve,

0 0 1
| Dyw” = C;(B;,‘Vuw”+H’§,‘V,,w”) ;

0 0o 1
[ D,w’ = C¢r w+H'"tr.u,
0 0 1
(70c) { Dav* = Bi(Cipuv*+H3pu "),

0 0 1 0 ‘
| Dew™ = C;(Chp w'+ H" ', w*) =P/ w";
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1 ) 1 1 1 1, 1 1
(71) .Dbuv = BiVuuv ’ .vac = y%Vuvu = vac ’ war = C\’;BgVy.w” ;

u* ist ein Vektor in K,, v°* und w" liegen in R? ( = K™ mit g,;) bzw.
RY(= K mit ¢g/,). Benutzt man die Verkiirzungen
A.b = (A. P-+A: )&Bg‘. uxc’)B; , A.r= (A. u.+A; )‘B:. ,Lx°’)C,‘f,
A=A, By,

so nehmen die D-Ableitungen die folgende Gestalt an:

.0 . 1

Dyv° = 05— aG*§+T55v*,  Dpv® = 0%y + CG5v*;

0 1

Dyw" = w" y— W s G*¢+T3sw?, Dyw" = whp +Chiw?®;

0

Dgv° = v° 3—v% o G*¢+Ticv*, usw.,
wo

" = Bi(G:Bi+Bi,03"), G = BUGICo+By, o) ;
(72) I'yy = Co(By I3+ H Cr)+ Ci(Cy, o —C3. . G¥D) s
Cys = Ciu By Cls, usw.

sind. Neben (44a) gelten die metrischen Eigenschaften der D-Opera-

toren

-Dabgc'zc:'ox -i)b p/r=0’s -Z())qg;c;—oa I%qgg,-=0,'v
(73) 0 j '

j 0
D,g,, =0, _ Dyg,, =0, D,9,, = 0.

Unter Verwendung der so erklirten D-Symbolik ldsst sich die
Krimmungstheorie von K in K, ganz analog wie die von V™ in V,
entwickeln. Es bestehen zusammen mit (45)

1 ,
(74) I%bx“ =B}, Dyx*=0, I%Qx“ = C,

und nach nochmaligen D-Ableitungen treten daraus die Kriimmungs-
affinoren in R? bzw. R? (wie (46a))

— ,. ——
(75) DyB: = Hy*, D,Cy= Hg*
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J 0 .
hervor; H;,” und H_,* stehen in Bezug auf v zu R? bzw. R? senk-
m m’ ’

recht. Wegen (73) gilt Analoges wie (47a). Die Vertauschungen der
D-Ableitungen lassen sich in den folgenden Formeln ausdriicken, wobei
Ty' in Bezug auf d, ¢, v bzw. in B?, R?, K, liegen:
0 0 ' '
2Dy DaTae” = —Rias Tag®+ Rygi* Tig ™ + R 500" Ty
0 1 . n
+28%,° DTy  + R*;°De Ty  + 295" Dr T35 s
0 1 1 0
(76) (Do Da—Da Do) T3;* = —Pig;" Taq®+ Proa® Tog® + Pyag™Tay”
. 0 1 m 0 mm
+ Gl DeTiy” + D*5a° Do Ty + K5a" Dr T3

:1 1 ) )
2Dp Doy Ty = —Ssas” Tay®+Ssai® Tog* + S 5aq” Tir®
. m mm

0
. . +2%." D, T3,

wobei man die Verkiirzungen (55), (56) (H", H: gestrichen) benutzt
und setzt .

ol N o - .
[ ©ga” = Hyof + By H§C; Cly s
1
(77) ] $ia" = —Hy"+ By CiCLy

1
Yo" = Hpgf ;
m

0 0
Ryai® = 28%5 I+ R Cie +295.°T5;—2Dp D @
0 0
(18) | Rjo" = 2S*z;;"P3,‘:+R*£;"C*;:+2@5&"’1“’5;—213[@@1{ ’
usw., S*a° = Bstp HHCL .

Bei Anwendung von (76) auf B) und C, ergeben sich die verallge-
meinerten GAUSS-, CopAzzI- und Riccischen Gleichungen (79), (80), (81):

0 -0
B3Ry = Rioi*+2Hit o Hjg
o 1 0
(79) B3 Pyyo¥ = Pyag+ Hy ¢ Hyy? —H, 2 Hyi?

m m

1 1
B3 Ssac” = Spaa®+2Hp o Hujds
m m m
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(80) |

"H. Hombu

1] 1 0 - 0 0
ooV *o. . % .. .s .o . . .
B;C\?Rbaav—‘zs bac cdq+R ba.c cdq—z'@barﬂr?d_zD[bHa]dq’
m m : m’ m
0 1 0
see * o .o .o .o .
B3CiP;.." = Cye Hyi"+ Dy Hey"—Rp." H; 9,
m m m’
0 1 1 0
—DyH 9+ D, H;;?,
m m

' 0 11
B3CiSpas” = —28sa"H;%—2DpHud ;

(81)

. 0 0
CoiRias® = Rjse™+2H;i0 Hafy,
mm m m

0 1 1 0
e Pras” = P oo™+ Hy " Hyto—Hae" Hy?o
mm m m m m

1 1
CavSsas” = S gag"+ 2 Hpy'lo Hafq -
mm m m
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