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EINLEITUNG.

Die arithmetische Theorie der endlichen algebraischen Erweite-
rungskorper itber den unendlichen algebraischen Zahlkdérpern (d.h. iiber
den algebraischen Zahlkoérpern, deren Grade nach dem rationalen
Zahlkorper unendlich sind) filhrt uns naturgemiss zu der Theorie der
abelschen Erweiterungskérper, die fiir die ‘endlichen algebraischen
Zahlkorper als' Grundkorper die Klassenkorpertheorie (im Grossen)
genannt ist und einen hochsten Gipfel der heutigen algebraischen
Zahlentheorie bildet. Die Tatsache, dass die Gesamtheit aller vom
Nullideale verschiedenen Ideale aus einem endlichen algebraischen
Zahlkbrper eine multiplikative (abelsche) Gruppe bildet, ist meiner
Ansicht nach in der Klassenkérpertheorie im Grossen grundlegend.
Dank dieser Tatsache kann man im Grundkdrper stets eine Ideal-
gruppe bilden, welche durch jeden abelschen Erweiterungskorper
eindeutig bestimmt ist. Mit Hilfe dieser Idealgruppe im Grundkorper
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kann man viele schone arithmetische und algebraische Eigenschaften
des abelschen Erweiterungskorpers herleiten. :

Im grossen Unterschied von den endlichen algebraischen Zahlkorpern
ist aber die Gesamtheit aller vom Nullideal verschiedenen Ideale
aus einem unendlichen algebraischen Zahlkorper nicht mehr allgemein
eine multiplikative Gruppe. Also sind die meisten Methoden der
Klassenkorpertheorie im Grossen fiir die Untersuchung der endlichen
abelschen Erweiterungskorper iber den unendlichen algebraischen
Zahlkorpern nicht mehr anwendbar. Ob und wie die heutige Klassen-
korpertheorie im Grossen auf die unendlichen algebraischen Zahlkorper
als Grundkorper iibertragen werden kann, davon habe ich augenblicklich
keine Ahnung.

Wendet man sich aber der Untersuchung der abelschen Erweite-
rungskorper iiber den p-adischen Zahlkérpern der unendlichen algebrai-
schen Zahlkorper zu, so kénnte man wohl noch hoffen, die sogenannte
Klassenkorpertheorie im Kleinen auf diesen Fall zu iibertragen, weil
in dieser Theorie anstatt der Korperideale die Korperelemente selbst
eine grosse Rolle spielen. Um diese Hoffnung zu verwirklichen, widme
ich mich in der vorliegenden Arbeit der Untersuchung der abelschen
Erweiterungskdrper endlichen Grades iiber einem p-adischen Zahlkorper
eines unendlichen algebraischen Zahlkorpers.

Als eine Vorbereitung filr die vorliegende Arbeit habe ich in einer
vor kurzem erschienenen Arbeit von mir® die p-adischen Zahlkorper
der unendlichen algebraischen Zahlkorper definiert. Und zwar habe
ich zuerst fiir ein Primideal p aus einem unendlichen algebraischen
Zahlkorper k eine zu p gehorige Bewertung @ definiert. Diese Bewer- .
tung @ ist exponentiell und allgemein nicht diskret. Wir kénnen nun
iiber k den kleinsten, % enthaltenden perfekten Korper k in bezug auf
@— den derivierten Korper in bezug auf #— bilden. Diesen derivierten
Korper & habe ich den p-adischen Zahlkérper von &k genannt. “Wenn
man aber fir einen endlichen algebraischen Zahlkorper den p-adischen .
Zahlkorper wie oben definiert, so stimmt er bekanntlich mit dem
HeNsELschen p-adischen Zahlkorper iiberein.

Wie ich schon oben bemerkt habe, ist die Bewertung # von k (also
auch von k) allgemein nicht diskret. Daher kénnen wir in der folgenden
Untersuchung nicht sogleich die Methoden der gewdhnlichen Klassen-
korpertheorie im Kleinen ergreifen, sondern milssen wir vielmehr

(1) Mor1Ya, Theorie der algebraischen Zahlkérper unendlichen Grades, Journ. Fac.
Science, Hokkaido Imp. Univ., Series I, Vol. III (1935), zitiert mit M .
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zunichst durch Vermittelung eines gewissen Teilkorpers—des Hilfskor-
pers—von k einmal von einem p-adischen Zahlkorper eines unendlichen
algebraischen Zahlkorpers zu den p-adischen Zahlkorpern der endlichen
algebraischen Zahlkorper heruntersteigen. Dadurch wird unsere Theorie
vollstindig auf die HENSELschen p-adischen Zahlkorper reduziert.
Hier kann man also die Klassenkorpertheorie im Kleinen anwenden.
Dann kehren wir von da aus wieder zu dem urspriinglichen p-adischen
Zahlkorper zuriick. Dies ist das Beweisprinzip durch die ganze Arbeit.

Im §1 lege ich einen p-adischen Zahlkorper %k eines unendlichen
algebraischen Zahlkorpers &k zugrunde und betrachte iiber % einen end-
lichen algebraischen Erweiterungskérper XK. Dann kann ich immer einen
algebraischen Zahlkorper K iiber k£ und in K ein Primideal 9P finden,
sodass K gerade der P-adische Zahlkorper von K wird. Im Korper k
bzw. K definiere ich noch einen besonderen Teilkorper f bzw. &, den
ich im folgenden den Hilfskorper von % bzw. K nennen will. Diese
Hilfskorper £ und  spielen eine grosse Rolle durch die ganze Arbeit.

Im §2 behandle ich die Exponentialreihen und die logarithmischen
Reihen in einem bewerteten Korper, welcher in bezug auf eine Expo-
nentenbewertung perfekt ist. Diese Theorie ist im Falle, wo die
Bewertung diskret ist, schon von Herrn HENSEL behandelt. Aber
dariiber hinaus will ich hier fiir eine beliebige Bewertung die beiden
obigen Reihen untersuchen.

Wie im §1 betrachte ich im § 3 einen y-adischen Zahlkorper 4 und
iiber % einen beliebigen endlichen algebraischen Erwelterungskorper K.
Dabei definiere ich in % die K zugeordnete Normengruppe H, welche
aus den Normen aller von Null verschiedenen Elemente aus K nach &
besteht. Diese K zugeordnete Normengruppe H in %k ist sicher eine
Untergruppe derJemgen Gruppe A, die aus allen von Null verschiedenen
Elementen aus % besteht. Das Hauptresultat dieses Paragraphen ist
folgendes :

Der Index von A nach H zst ein Teiler des Grades von K nach k.

Im §4 setze ich insbesondere den Korper K im §3 als abelsch
voraus. Aus dieser Annahme ilber K kann man einige enge Bezie-
hungen zwischen der Faktorgruppe A/H und dem Korper K herleiten.
Im grossen Gegensatz zu der gewohnlichen Klassenkorpertheorie im
Kleinen kann man in unserer Theorie nicht mehr allgemein behaupten,
dass der Index von A nach H dem Grade von K nach k gleich sei.

Mit Hilfe der Untersuchung im §4 kann ich im §5 fiir einen
beliebigen endlichen algebraischen Erweiterungskorper K iiber % unter-
suchen, wie sich die K zugeordnete Normengruppe in k verhilt.
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Im Schlussparagraphen definiere ich die Klassenkdrper iiber k.
Und zwar heisst ein algebraischer Erweiterungskorper K vom Grade
n uber k Klassenkorper, wenn dze K zugeordnete Normeng'ruppe H
eine Untergruppe vom Index m in A ist, d.h. [A: H]=[K:%] ist.
Nach dieser Definition muss ein Klassenkorper itber %2 immer abelsch
sein. Aber die Umkehrung dieses Satzes ist allgemem nicht richtig.
Damit ein abelscher Erwelterungskorper K uber & Klassenkorper sei,
muss der Korpergrad [K : k] immer einer gewissen Beschrinkung unter-
worfen sein, welche mit der Struktur von ‘% enge Beziehung hat. So
entsteht die spezielle Untersuchung iiber die Klassenkorper. Ich kann
fiir die Klassenkorper itber & den Isomorphie-, Anordnungs-, Eindeu-
tigkeits-, Abgrenzungs- und Verschiebungssatz beweisen, wie in der
gewohnlichen Klassenkorpertheorie im Kleinen.  Fir den Existenzsatz
der Klassenkorper muss man aber eine spezielle Klasse der Untergrup-
pen in A betrachten, welche ich die K-Gruppen nenne.

Durch die ganze Arbeit setze ich die Klassenkorpertheorie im
Kleinen als bekannt voraus und benutze ilberall die Sitze aus dieser
Theorie ohne Beweise. Fiir die Klassenkiorpertheorie im Kleinen will
ich hier auf die Arbeiten von den Herren CHEVALLEY®", HASSE® und
F. K. ScamMiDT® hinweisen.

§ 1. Existenztheorem der gewi.-ée‘t“i algebraischen
Zahlkorper.

Im folgenden betrachten wir einen unendlichen algebraischen
Zahlkorper k, - welcher als der Vereinigungskérper von unendlich
(abzdhlbar) vielen algebraischen Zahlkorpern ki < ks < ... < ki< ...,
deren jeder itber dem rationalen Zahlkorper k%, einen endlichen Grad
besitzt, difiniert ist: % = (k;). Dann kann man fir ein beliebiges
Primideal p aus % eine zu p gehorige Bewertung @ (etwa die normierte
Bewertung von p) von k herstellen”. Den derivierten Koérper & von %

(1) C. CHEVALLEY, Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis et les corps
locaux, Journ. Fac. Science, Tokyo, Vol. II (1933), zitiert mit CH.

(20 Hassg, Die Normenresttheorie relativ abelscher Zahlkérper als Klassenkorper-
theorie im Kleinen, Journ. f.d.r.u.a. Math., Bd. 162 (1930), zitiert mit H.

(3) F. K. ScHmIDT, Zur Klassenkorpertheorie im Kleinen, Journ. f. d. r.u. a. Math.,
Bd. 162 (1930), zitiert mit SCH.

In den beiden letzten Arbeiten ist die Klassenkoérpertheorie im Grossen als be-
kannt vorausgesetzt aber in der Arbeit von Herrn CHEVALLEY ist die Klas-
-senkorpertheorie im Kleinen ganz unabbanglg von der im Grossen aufgebaut.

(4) M.S. 1617.
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hinsichtlich dieser Bewertung ¢ nenne ich den p-adischen Zahlkorper®
von k. Bezeichnet man nun mit p; das durch p teilbare Primideal aus
k; (¢ =1) in k= {k;} und mit p die durch p teilbare Primzahl, so
induziert die Bewertung ® von k in Korpern k; und k, die diskreten
Bewertungen. Der derivierte Korper k; von k; in bezug auf p—k; ist
bekanntlich der p;-adische Zahlkorper von k;—und der p-adische Zahl-
korper k%o sind offenbar in % enthalten. Ferner ist bekanntlich %; ein
endlicher algebraischer Erweiterungskorper iiber k. A

Wir bezeichnen nun den Vereinigungskorper von &, k., ..., %; 5 e e
durch f:f= {k;). Dann ist f ein Teilkorper von % und der derivierte
Korper von f in bezug auf @ ist £9., Durch die ganze Arbeit bedeuten
k, ¥ und %k; durchweg die oben bestimmten Korper, wenn nicht aus-
driicklich etwas anderes dariiber erwihnt ist. Der Korper f ist, invariant
ausgesprochen, folgenderweise definiert :

t ist derjenige maximale Teilkorper von k, der iber ko algebraisch
2st. , . _
Nédmlich « sei ein algebraisches Element iiber ko, welches zu %
gehort. Dann geniigt « einer irreduziblen Gleichung f(z) =0 mit
Koeffizienten aus f. Da f(z) in k auch irreduzibel ist®, so muss f (x)
bereits in £ vom Grade 1 sein, weil ja « Element aus % ist. Also ist
a Element aus £, Offenbar ist f iuber %k, algebraisch. Somit ist die
Behauptung bestitigt. Im folgenden nenne ich diesen durch % eindeutig
bestimmten Korper f den Hzlfskorper von k.

Nun betrachten wir itber % einen algebraischen Erwelterungskorper
K vom Grade n. Dann ist K sicher von der ersten Art uiber kW,
weil die Charakteristik von % Null ist. Also kénnen wir den Ko6rper
K so bewerten, dass die Bewertung @ von k beibehalten ist. - Diese
erweiterte Bewertung bezeichne ich auch mit ®. Dann ist K der.
derivierte Korper von sich selbst in bezug auf #®.

Da K iiber % endlich und von der ersten Art ist, so gibt es ein
primitives Element 6 von K iiber %®. Dabei kann man noch ohne
Elnschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass @ ein ganzes Element
aus K (in bezug auf <p) ist™, Es existiert also in % ein irreduzibles

(1) M. S. 186.

(2) M.S. 187.

(8) M.S. 153.

(4) STEINITZ, Algebraische Theorie der Korper, Neu herausgegeben von BAER und
HaAssge, Leipzig (1930), zitiert mit ST. S. 62.

(6) Siehe etwa M. S. 131.

(6) ST. S. 65.

(7) Siehe etwa S. 128,
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Polynom f(x) vom Grade n, welches 6 als eine Nullstelle besitzt. Da
@ ein ganzes Element aus K ist, so kann man f (x) als so normiert
annehmen, dass die Koeffizienten von f(z) séimtlich ganze Elemente aus
% und sogar der hochste Koeffizient gleich 1 sind®.

Weil f(x) sicher ein Polynom 1. Art in k ist, so besitzt f(x) keine
mehrfachen Nullstellen, Also ist die Diskriminante D von f (x) =0
sicher ein von Null verschiedenes ganzes Element aus k. Wir bezeich-
nen nun die Bewertung von D durch 2d, wobei d offenbar eine nicht
negative reelle Zahl ist: @ (D) = 2d. :

Bezeichnet man mit f’(x) die Ableitung von f(x), so ist offenbar
F(0) =0, weil f(x) keine mehrfachen Nullstellen besitzt. Setzt man
nun @(f'@) = a, so ist a eine nicht negative reelle Zahl. '

Wir bestimmen nun eine positive Zahl & so, dass
8> Max (2a, 2d) =0

ist. Ist @ ein beliebiger Koeffizient von f(x), so kann man in k eine
Zahl ¢ finden, derart dass

p(c—c) > &

ist, weil jedes Element aus % ein Grenzelement einer Fundamentalreihe
aus k ist. Es existiert also in k ein Polynom g(x) vom Grade n, so dass

plg@) —f(®)) > 8@

ist. Dabei kann man noch annehmen, dass der hichste Koeffizient von
g(x) gleich 1 ist. Weil aber alle Koeffizienten von f(x) ganze Elemente
aus % sind, so folgt aus @(g@)—f(x) >8, dass die Koeflizienten von
g(x) alle in & ganz sind. S

Setzt man nun « = 6, so ergibt sich ohne weiteres

(g —fO) = p(g@®) >3 ,

weil 6 ein ganzes Element aus K ist.
Filr ein noch nachher zu bestimmendes Element p; aus K bilden
wir nun ein Element

6, =0+p1.

(1) Siehe etwa M. S. 124.
(2 ¢(g(x)—Alx)) bedeutet die kleinste Bewertung unter den Bewertungen aller

Koeffizienten von g(x) —f(x) . :
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Dann ist
g(61) = g(6+p1)
) . q® (n) )
=g@)+pgd O +.... +p19_i('ﬂ+ o +pY n('e) ,

Dabei bedeutet ¢g@(x). die i-te Ableitung von g(xr) und man kann auch

@) ,
durch eine leichte Rechnung bestidtigen, dass ﬁ—(’g’l— ein Polynom mit

ganzen Koeffizienten aus k% ist.
Zuerst will ich zeigen, dass

g'(6) 40
ist. Namlich aus @(g@)—f (@) > & folgt ohne Schwierigkeit
p(g' @ —f" (%)) > &.

Da 6 ein ganzes Element aus K ist, éo folgt ohne weiteres

P(d'(6)—f(6)) > 6.

Ist nun @(¢’©) == #(f(6)), so muss @(g'®)—f'(©) = Min ( 2(9'©@) , (S (0)))
=8> a sein, was aber Widerspruch ist, weil #(f"(@) = a <8 ist. Daher
muss : ,

o > p(f'(0)) = p(d'©®) = a

sein. Also ist ¢g’(6) sicher von Null verschieden.
Wir bestimmen jetzt p, so, dass

g(0)+p19'(6) =0

a(6)
. 9'(6) . .
>8> 2a ist, so kann man fiir eine positive Zahl e

ist. Da nach dem oben Bewiesenen- ¢ (g(@))

Wil‘d, dh. PL= —

P(9(8)) = 2a+e
setzen. Da aber 9(g'() = a <3 ist, so ergibt sich
2(pP1) = p(g(8))—p(g'(8)) = a+e>a .
Da %— ganze Koeffizienten aus % besitzt und 6 ein ‘ganzes

Element aus K ist, so ist
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g9(6)-
2!

sicher ganz in K Fir n =17 =2 gilt also
¢( ; 990 )>>z¢(pl)>z(a+e)>2(a+e)

Hieraus schliesst man sofort

#(9(61) = 2(a+e).
Setzt man nun ¢(g(@)) = 2a+e,, so.wird
g = 2¢,

und ,
P(9(61)) = 2a+¢, > 2a+e = p(g(8)) .
Hierbei mochte ich darauf aufmerksam machen, dass 6; auch ein ganzes

Element aus K ist.

Nun bilden wir fiir ein noch nachher zu bestimmendes Element p,
aus K ein Element 6; = 6,+p,. Dann ist

9(62) = g(61+p2)

@ »
=g(01)+ng’(01)+....+p;9%_(’91) ,,__+Pngn$01).

Weil (@) = a, #(p1) > a und die Koeffizienten von f'(x) alle ganze
Elemente aus % sind, so ist

P(f'(6) = p(f'(8+p)) = a .
Ebenso wie filr ¢(g’(6)) kann man jetzt beweisen, dass
| ' o0 (0)) = a |
ist. Also ist g’(61)==0. Somit kénnen wir ps; so bestimmen, dass

9(0)+p,9'(6) =0

wird, d.h. p, = 9%))

Ferner ist

?(P2) = @p(9(01))—p(9' () =2a+e1—a = a+e = a+2¢.
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Genau so wie fur ';q’(ol)‘ kann man beweisen :
| <p(g( 6:)) = 2(a +e) .

Setzt man hierbei ¢(g(02)) = 2a+e5, S0 wird
e= = 2¢; > 2.

Es gilt noch (g’ (02)) =a.

Durch vollstindige Induktion kann man ohne Schw1er1g'ke1t zeigen,
dass fiir eine beliebige natiirliche Zahl » ein ganzes Element pyv existiert,
derart dass

?(P) = a+2""1e

und
2(9(8,)) = 2a+¢, > 2a+2'¢

sind. Dabei ist 6, = 6,_;, + p, gesetzt.
Betrachtet man nun eine Folge .

8981=0+p1, *e o0y 0y=0+p1+.ooo+py, do;o y ‘
so ist diese eine Fundamentalreihe in K, weil fur j>>1
P(0,—6..;) = a+2

ist. Da K ein perfekter Korper in bezug auf @ ist, so be31tzt die
obige Fundamentalreihe in K ihr Grenzelement 6 .
Da \1'1m #(9(0,)) = « ist, so konvergiert die Folge g(6y), 9(6s), ...,

9(6.), ... zu Null. Hieraus folgt ohne weiteres, dass

96)=0
ist. : -
Ich behaupte jetzt, dass g(r) ein irreduzibles Polynom in _k ist.
Néamlich es sei fir zwei nicht triviale Polynome hy(x), hs(z) in %

g(w) = hi(x)ha(z) .

Dann kann man ohne Emschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
hi(x), hox) ganze Koeffizienten aus % und sogar die hochsten Koeffizi-
enten 1 besitzen, weil die Koeffizienten von ¢(x) alle ganz und sein
hochster Koeffizient gleich 1 sind..

Bezeichnet man nun mit . R(h;(x) ho(x)) die Resultante von. hl(x)
und /z(x), und durch D{g(x)), D(hi(x)), D(hg(x)) resp d1e Dlskmmmanten
von g(x), hi(x), he(x), so ist
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D(g@)) = eD(h1)) D(ho(@)) B*(P1 (%) , h2(2))? ,

wobei ¢ entweder 1 oder —1 ist. Da nach Voraussetzung itber h;(x)
und hs(x) die Diskriminanten von ki(x) und hq(x) ganze Elemente aus
% sind, so folgt ohne weiteres '

o(D(e®)) = 2p(R(@, h@)).

Weil aber @(g@) —f(@)>8>2d = ga(D(f (x))) ist, so kann man
leicht bestitigen, dass : ~

#(D(9@)) = 2d
ist. Daher ist
2d = 20 (R(@), he@)) 20,

d.h. 0<o(RMm@, @))<d. Damit haben wir gezeigt:

1.) Der Grad von h\(x)he(x) ist gleich dem von f(x).

2.) Der hochste Koeffizient von hi(x)he(x) stimmt mit dem
von f(x) uberein.

3.) 0 <L p(RIn@ , @) < d .
4.) P(f @) —h @) he@)) > 8> 2d .

Also konnen wir Hilfssatz 3 im §1 von M. auf diesen Fall anwenden.
f(x) wir_d also reduzibel in k, was aber Widerspruch ist. Daher muss
g(x) in %, um so mehr in k, irreduzibel sein.

Da O eine Nullstelle von g(x) ist, welches Zahlkoeffizienten besitzt,
so kann man einfach @ als eine Zahl annehmen®. Also existiert uber
L ein algebraischer Zahlkorper K = k(8) vom Grade =, welcher sicher
in K enthalten ist. Weil aber g(z) in % auch irreduzibel und 6 in K
enthalten ist, so ist &(8) ein Teilkdrper von K und vom Grade = iiber
%. Da aber K itber kX vom Grade n ist, so muss

(1) Siehe etwa HENSEL, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig (1908), S. 60.
(2) Genauer ausgesprochen, gibt es eine Zahl ¢, welche der Gleichung g(b;) =0
geniigt. Da beide Korper k(2) und k(6) iber k #quivalent sind, so kann man
in den beiden Korpern die folgende arithmetische und algebraische Untersu-
chung ganz parallel durchfithren. Fir unsere weitere Untersuchung brauchen
 wir also die beiden Kérper nicht zu unterscheiden und sagen einfach, dass
k(8) ein algebraischer Zahlkorper ist. ‘
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Kk =k@®) = K

sein.

Ist B das zu @ gehorige Primideal® aus K , so ist der Durchschnitt
P von P mit der Menge aller ganzen algebraischen Zahlen aus K auch
ein Primideal aus K. Die Bewertung ¢ von K induziert in K offenbar
eine zu P gehirige Bewertung. Bildet man nun den derivierten K_iirper
von K in bezug auf @, so enthélt er den p-adischen Zahlkdrper % und
infolgedessen den Korper k(9) = K. Da aber K hinsichtlich ¢ ein
perfekter Korper ist, so muss K gerade der derivierte Korper von K
sein, d.h. K ist der P-adische Zahlkorper von K.

Damit ist folgender Satz bewiesen :

Satz 1. Es sei k ein unendl 'cher algebraischer Zahlkorper und p
ein Primideal aus k. Ferner sei k der p-adische Zahlkorper von k
und K ein algebraischer Erweiterungskorper vom Grade n iber k.
Dann kann man itber k einen algebraischen Zahlkorper K vom Grade
n und darin ein Primideal P finden, derart dass K der P-adische
Zahlkorper von K wird. Ferner ist

K = Kk® .

Betrachtet man nun die frither bestimmte Gleichung ¢(x) = 0 in
k, so sind die s#imtlichen Koeffizienten von g(x) schon in einem pas-
senden Teilkorper k; von % enthalten. Wir konnen also die Korper
Ki=Fk(®), Kin=Fin®), ..., K;=Fk;(0), ... bilden, welche resp.
vom Grade n uber k;, k:v1, ..., k;, ... sind. Also ist K der Vereini-
gungskorper von K;, Kiv1, ..., K;, .... Wir bezeichnen nun mit §;
das durch B teilbare Primideal aus K;(j==4). Dann induziert die
Bewertung @ von K (also auch von K) eine zu PB; gehorige Bewertung
von K;. Der derivierte Korper K; von K; hinsichtlich ¢ ist offenbar
in K enthalten, und er ist bekanntlich der P;-adische Zahlkorper von
K;. Ferner ist

Ki=ki®) (i=i).

__ Bildet man nun den Vereinigungskérper & von K;, K1, ...,
Kj 9 eoee SO iSt
' &=16), _ °

(1) Siehe etwa M. S. 113.

(2) Dieser Satz ist im Falle, wo k ein endlicher afgebraischer Zahlkorper ist, bereits
bekannt.
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weil & den Hilfskorper t von % und K enthilt. Da nach dem frither
Bewiesenen @ ein algebraisches Element vom Grade n iiber % und k
1st so ist & auch vom Grade n iber f: ‘

weill k1= k ist. Ebenso wie den Hllfskorper von & kann man &
auch lelcht folgenderwelse charakterisieren :

Der Korper R ist derjenige mammale Tezlko'rpe'r von K, der iiber
ko algebraisch ist.

Wir nennen also & den HzU‘skdrper von K.

Nun wollen wir einen Spezialfall, wo K iiber & normal ist, betrach-
ten. Dann behaupte ich, dass & auch iiber f normal ist®. Da
némlich die simtlichen Wurzeln von g(x) = 0 in K enthalten sind, so
existiert in K ein & enthaltender Zerfillungskorper £ von g(x) =0.
Offenbar  ist £ iber %k, algebraisch. Also muss nach der charakteris-
tischen Eigenschaft des Hilfskorpers &

.QR‘

sein, weil 2 = & ist. Also ist & iiber normal.

- Weil g(x) =0 eine definierende Gleichung von & iiber £ und von
K iber j: ist, so sind offenbar die galoissche Gruppe von £ nach  und
die von K nach % zueinander isomorph. Besonders ist & itber t abelsch,
wenn K iiber k abelsch ist, und umgekehrt. Es gilt also .

Satz 2. Es sei k ein p-adischer Zahlkorper eines unendlichen
algebmzschen Zahlkorpers k und K ein endlicher Erwezterungskorper
iber k. Ferner seien R, t resp. die Hilfskorper von K, k. Dann
existiert ein primitives Element 6 von & uber ¥, welches zugleich ein
primitives Element von K iiber k wird, und es ist

[R:t]1=[K:k].

Ist besonders K iiber k normal, so ist & auch normal uber t, und
die galoissche Gruppe von & nach t isomorph zu der von K nach k.

Nach STEINITZ konnen wir iiber dem p-adischen Zahlkdrper %o den
algebraisch abgeschlossenen algebraischen Korper bilden®. Da ko ein
perfekter Korper in bezug auf ¢ und X iber % normal 1st S0 kann

(1) Hierbei soll man aber beachten, dass K tber k mcht notwendxg normal ist,
‘ obwohl K uber % normal ist. i : ~
(2) ST. S. 113.
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man den Koérper I eindeutig so, be‘werten__, dass die Bewertung von ko
beibehalten ist®, Diese Bewertung von S bezeichne ich mit @. Weil
der Hilfskorper ¥ von % iiber %, algebraisch ist, so ist- f in I enthalten
und X ist normal iiber f. Also kénnen wir in X eine erweiterte
Bewertung von t finden®, die aber . offenbar die Erweiterung der
Bewertung ¢ von ko, ist. Also ist die ‘Bewertung ® von f durch @
induziert. Wir konnen also ohne- Mlssverstandnls ?=9 setzen. Bildet
man nun den derivierten Kérper T von.~ in bezug auf @, so enthilt 5
sicher den derivierten Korper k& von ¥. Ebenso enthilt £ den Korper K.

. ‘Wir konnen also immer das Kompositum von endlich vielen algebrai-

schen Erweiterungskorpern itber % bilden, weil solche Koérper alle in
S enthalten sind. Genau so kénnen wir.den: Korper & mit endlich
v1elen algebraischen ErwelterungskOrpern zusammensetzen, welche iiber
ko von endlichem Grade sind.

- § 2. Exponentialreihen und logarithmische Reihen.

Im folgenden betrachten wir einen Korper . von der Charalkteristik
Null, welcher in bezug auf eine Exponentenbewertung @ perfekt ist.
Wir nehmen noch an, dass im Primkorper von 4 mindestens ein Element
existiert, dessen Bewertung positiv ist. Ferner bezeichnet e in diesem
Paragraphen immer das E'inselement von 4.

Wir'deﬁnieren im Korper 4 zwei folgendé Reihen :

" 1.) Exponentialreihe :

exp ¢ = 2;57 .
n=0 N.e

2.) Logarithmische Reihe :

log 7 = 5~ (7"

Dabei ‘bedeutet & bzw. » Element aus 4.

Wir untersuchen jetzt, fir welche Elemente £, » die beiden Reihen
konvergieren, oder genauer gesagt, fiir welche Bewertungen von £, 7
die GrenZelemente der beiden Reihen zu 4 gehoren. Diese Frage ist
im Falle, wo die Bewertung ¢ diskret ist, schon von Herrn HENSEL

(1), (2) - Siehe etwa M. S. 127.
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beantwortet®. In diesem Paragraphen braucht aber @ nicht notwendig
diskret zu sein.

Da bekanntlich fir das Einselement e
ple) =0
ist, so ist fiir ein ganzes Vielfaéh me von e
p(me) Z p(e) = 0.

Nach Voraussetzung gibt es im Primkorper von 4 ein Element a,
dessen Bewertung ¢(a) positiv ist. Offenbar existieren dann zwei
ganze rationale Zahlen m,;, mz2, so dass

mie
mae

= a

wird, weil der Primkorper zum rationalen Zahlkérper isomorph ist.
Da
pla) = p(mie)—p(mze) >0 ist und @p(mie) =0, p(mze) =0
sind, so ist @(m;e) > 0. Weil aber
p(mie) = p(—me)

ist, so kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit m, als positiv
annehmen. Es sei nun

(24 a
m[=p110 oo.prf

die Darstellung von m,; als das Primzahlpotenzprodukt, wobeil p1,
P25 ... Pr verschiedene Primzahlen sind. Dann folgt

p(mie) = 2z a;p(p:e) > 0.

Es muss also mindestens eine Primzahl, etwa p;, geben, fir die
@(p1 e) >0 wird. Ist nun ¢ eine zu p; prime ganze rationale Zahl, so
existieren zwei ganze rationale Zahlen «, y, so dass

mr+qy =1

(1) HEeNSEL, Die Exponentialdarstellung der Zahlen eines algebraischen Zahlkoérpers
fiir den Bereich eines Primdivisors, H. A. SCHWARZ-Festschrift, Berlin (1914).
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wird. Hieraus folgt sofort
0 = gp(e) = p(p12e+qye) = Min (p(mze), plgye)) .
Da aber g(pixe) = #(pie) > 0 ist, so muss unbedingt
S ‘playe) =0
‘sein. Aus @(qye) = o(q e) =0 folgt also

plge) = 0.

Damit ist bewiesen :

E’s gibt eine und nur einzige Primzahl p, fir welche @(pe) >0
wird. Fur jede zu p prime Zahl q ist aber ¢(ge) = 0.

Wir ziehen zuniichst die Exponentialreihe in Betracht. Ist p**!
n n

2+l
>n=p", so ist bekanntlich »! genau durch p-? p' teilbar,
wo p die schon oben bestimmte Primzahl bedeutet. Also ist

p(n!e) = ([%]+ +[1:t])¢(p6)

1 1
n -;+....+ pv)qz(pe)

1
gn(l—_f”—)¢(pe) :

Daher ist
1

p}inp(pe)) .

£\ _ _ —
o(-5-) = no@—anl 9 Z (o
Wenn also fiir eine positive Zahl e
(&) — @ (pe)
2(£) o1 (1+e)

ist, dann ist

7’(::43)2”(1-“—1""1%‘ %(:pei)- = n(e'+%¥_ —%(—pel) .
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Offenbar gilt

hm P\ )—-> e

"m-»o0 n e

Hieraus folgt wie B’ékannt
Fur o) > 99(’;6) konvergiert dze Exponentialreihe, d h. ﬁw
P(&) > ¢(p e) stellt exp & ein Elenient aus 4 dar. ‘ v
Wenn man aber fir e <0 o(8) = = 9;(” °) ~———(1—¢) setzt, dann wird
nicht mehr

lime
n—')oﬂ¢ nle

——)00

L

d. h fur P8) = Z(p ¢) ist dle Exponentlalrelhe dlverg'ent

, 1 :

' Setzt man fiir eine. Zahl e >0 wieder @(¢) = (1+e) ¢(_711) » so folgt

aus dem oben Beresenen fir n=2
n \;a(pe) cp(pe)
¢(n'e> ( +’ns >(1+2e:)

weil n = pY ist.

Hieraus folgt sofort v. 4_

R P (S e">=
o(2 ) =o(e+ 2T ) =00,

d.h. g(expé—e) = @ (¢).

Damit ist bewiesen : ‘ L

Satz 3. Die Exponentzalrezhe .;O. n&;ne ist dami ‘und nur dan'n
konvergent, wenn (&) > —%(%?% ist.- Fermner ist .

@ (expé—e) = p(§),

falls > & konvergiert.
n-0 n!le

Wir kénnen weiter durch formale Rechnung leicht verifizieren :
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exp (§1+§2) =-exp éi-exp &z,

falls o(&), ¢(&)>—‘§‘L‘i)- sind.

Nun wollen wir uns der Uritersiicﬁung der logarithmischen Reihen
zuwenden. Setzt man jetzt n = p*ne mit (p, no) =1, so ist
log n = ulog p+logm®,
d.h. fir » <=0 ist ) S

1 > log »
logn

Beriicksichtigt man d1e oblge Unglelchhelt SO erhalt man ohne weiteres

<p( (e_") )* ng(n—e)—up(pe)

“(np(n—e) “fidr w =0 ,
[~<p(’7 —e)— qv(pe)]
;u[10 log (D)plr—e)— cp(pe)] fiir =0,

. wenn @(n—e) > 0 ist. Hieraus schliesst man ohne Schwierigkeit
lim (p( (e—")n) > 0o

fir @(n—e)>0. Also konvergzefrt die obzge logarzthmzsche Reihe
fur ¢(n—e)>>0. Wir konnen aber noch zeigen, dass fiir ¢ (n— e)SO
die logarithmischen Reihen divergent sind.

Nun wollen wir zwecks der weiteren Untersuchung die Bewertung

der logarlthmlschen Reihen fir o (®m—e)> Z(p 2 abschédtzen. Da

" 1
—_— ._(.e_i ( e) _(e;—_n_)___ ISt, so ist
ne n e

¢(—(e%:)f) = ‘P(vl"—ke)-l' (ﬁ—‘jl)?(???‘\e.)—‘u¢(pe) s

wobei wieder n = p*no gesetzt und (n,, p) =1 ist.

(1) log =, log p, log n, bedeuten hier natiirliche Lo“g‘alk"i-tl;_men.'
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Wir unterscheiden nun drei Fille :
I) n=1. In diesem Fall ist

o(~0=22) = -0

II) n=>2, aber 0 <,u<1. In diesem Fall ist
n=pn = (p—1+1)*n, .
Also ist
’ 1 fir u=0,

n—l_z_{ .
p—1 fir u=1.

Daher ist fur @(np—e) > _Z(fel)

%(_—z:fl)— S0 fir u=0,
(n—1)p(n—e) —up(pe) > L
2—:1-¢(pe)-<p(pe) >0 fir u=1

III.) «=2. In diesem Fall ist-

n = p*ny = (p—1)*+u(p—1)+1.
Hieraus folgt

n—1= @—1*+u(p—1), d.h. z—},g(p—n"-lm.

Also ist fir o(n—e) > zf_pi)

(n—Dplr—e)—up(pe) > L =Lp(ve)—up(pe

> (p—1)*"p(pe) >0 .
Auf jeden Fall hat man bewiesen, dass fiir n =2

o —5)> gt

ist, falls @(—e) > %52‘-;)— ist. Also ist fir g(y—e)> -_:(p‘i)
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p(log 7) = p(n—e) .

Es gilt also folgender
Satz 4. Dzie logarithmische Reihe

s (e=n)"
n=1 ne

log » =

konvergiert dann und nur dann, wenn o (np—e) >0 ist. Ist beson-
ders ¢(n-—e)>l;)£2§—.)—, so st

op(log ) = @(n—e) .

Wir konnen fir @(m—e) >0 und @ (m—e) >0 durch formale
Rechnung folgende Identitidt verifizieren :

log (mm;) = log m+log 7. .

Betrachtet man nun eine konvergente Exponentialreihe exp &, so
ist nach Satz 3

plexp E—e) > 2P ~ ¢,
p—1
Also ist die logarithmische Reihe log (exp £) konvergent. Wir konnen .

durch eine leichte formale Rechnung folgende Identitdt beweisen :

log (exp$é) = ¢.

Wir 4betrachten nun fir @(n—e) > —%%el)— die logarithmische Reihe
log . Dann ist nach Satz 4

plog 7) = pln—e) > P9
p—1
Also ist die Exponentialreihe exp (log ) konvergent. Durch formale
Rechnung konnen wir bestitigen :

exp (logn) =17.

Sind in den bisherigen Auseinandersetzungen &, » Elemente aus
einem Teilkérper 4’ von 4, welcher in bezug auf @ auch perfekt ist,
so stellen offenbar
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expé und logn
Elemente aus 4’ dar, falls P(§) > 2@) und ¢(ﬂ—e)> 0 Smd

Wir betrachten jetzt eine beheblge naturhche Zahl m und setzen
m = p®me , wobei (mo, p) = 1 ist. Dann ist fir ein Element « aus 4

¢(.=, “";6) ¢(a—e)—a¢(pe) e

W
z-,,~

J

a(p—1)+1
—1

Ist also @(a—e) > p(pe) » SO ist siéhér

(1 g “)> (1043)—"‘—(’0—1)il asv(pe)

> ‘P(T)e)
p—1

Also konvergiert die Exponentialreihe

exp log a)
fiir ‘¢(a'—e)>¢(p€)ﬂ%iii1~ . Da aber

( exp ]_og:) = exp [m( logea >] = exp [me log a] = exp (loga) = a

ist, so erhilt man

«=p",

wenn man %82 _ 8 setzt.
me

Damit ist folgender Satz bewiesen :
Satz 5. Es sei a ein Element aus 4 und m = p®mo eine natu'rlzche
a(p—1)+1

Zahl mit (p, mo) =1. Ferner sei p(a—e) > =

@(re). Dann

existiert in 4 ein Element B8 von der Art, dass

a=pgm

wird.
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Ist insbesondere das obige Element 2 aus dem Teilkdérper 4’ heraus-
gegriffen, so kann man sicher in 4’ ein Element B finden, derart dass

a=Qg"
wird. .
Wir bemerken hierbei noch, dass die blsherlge Theorie sogleich auf

den im §1 definierten p-adlschen Zahlkérper k£ und seinen Erwelte-
rungskorper K angewandt Werden kann.

§ 3. Normengruppe in einem p-adischen Zahlkorper.

In diesem Paragraphen bedeutet k& wie im § 1 wieder einen p-adi-
schen Zahlkorper eines unendlichen algebraischen Zahlkorpers & = {k;}
und t den Hilfskorper von .. Also ist f = {k;}, wobei %; der p;-adische
Zahlkorper von k; ist.

Es bezeichne n eine natiirliche Zahl, welche gené,u durch p* teilbar
ist, wobei p die durch p teilbare Primzahl bedeutet. Dann konnen
a(”—_11)+1 @(p) bestimmen. Dabei bedeutet
@ wieder die zu p gehﬁrige_ Bewertung von k. Da ein von Null
verschiedenes Element a aus % als ein Grenzelement einer Fundamen-
talreihe aus f definiert ist, so kann man in f ein Element a von der
Art finden, dass

wir eine positive Zahl

a)>a(p HN+1

1 @(p) + p(a)

pla—

wird. Hieraus folgt sofort

¢(§——~1)+¢(&') > ‘3(%_—_1—){1%70) +9(a) ,

d.h. ¢(%—1)>% ®) .

Nach Satz 5 gilt also folgender

Hilfssatz 1. Fir ein von Null verschiedenes Element @ aus I?‘uhé
eine beliebige natiirliche Zahl n existiert in f ein Element « und in k&
ein Element 8, so dass

= a3"
wird.
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Ist A die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus
% , so bildet sie offenbar eine multiplikative (abelsche) Gruppe. Wir
betrachten nun in A eine Untergruppe U vom Exponenten n®. Dann
nennen wir jede Nebengruppe von A nach U eine Klasse von A nach
U. Es gilt also die folgende Klasseneinteilung von A nach U:

| A=3,90.0
i-1

Ich will aber hier zeigen, dass als o ein Element aus f genommen
werden kann. Denn ist o Element aus %, so kann man nach Hilfssatz
1 ein Element v aus f und ein Element 3 aus % so finden, dass

a® = T

wird. Da aber 5" Element aus U ist, so wird v ein Reprisentant von
a?U.

Nun bewelsen wir folgenden

Satz 6. Es sei U e'm_e; Untergruppe vom Exponenten n in A und
U der Durchschnitt von U mit der Gesamtheit A aller von Null ver-
schiedenen Elemente aus t. Dann ist U auch eine Untergruppe vom
Exponenten n in A. FEs gilt ferner

AlU=A|U.

Beweis. Dass U eine Untergruppe von A bildet, kann man leicht
aus Definition von U einsehen.

Es sei «® U eine Klasse von U. Dann kann man nach dem oben
Bewiesenen «* als ein Element aus f annehmen. Offenbar enthiilt «®@ U
eine Klasse «® U von A nach U. Wir zeigen aber, dass «* U nur eine
einzige Klasse von U enthilt. Enthielte nidmlich o® U eine von o® U

(lr
verschiedene Klasse o™ U von U, so miisste -%— Element aus U sein.
a

o®
Da aber - Element aus A wire, so musste '(h)
o

sein, d.h. es wire a®U = o™U, was Widerspruch wire.

Umgekehrt muss jede Klasse von A nach U sicher zu einer Klasse
von A nach U gehdren. Damit konnen wir die folgende eindeutige
Zuordnung zwischen A/U und A/U herstellen :

T ——>a® U .

Element aus U

(1) Eine Untergruppe U U von A heisse vom Exponenten n, wenn die n-te Potenz jedes
Elementes aus A zu U gehort.
(2) Die Faktorgruppe A/U ist allgemein unendliche Gruppe.
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Sind ‘nun
a(") t_f > a(k) U und a(") (7*—-—* a® U ’
so ist offenbar
a®UT - aPU =a®ePU—— a®Pa®U =a®U-a®U.
Also ist
AlU=AIU.

Aus dieser Isomorphierelation folgt sofort, dass U auch eine Untergruppe
vom Exponenten 7 ist.

Wir bezeichnen im folgenden immer mit A, A resp. die Gesamt-
heiten aller von Null verschiedenen Elemente aus %k, f.

Satz 7. Sind U,, U, zwei Untergruppen vom Exponenten n in A,
und Uy=U1~A, Us=U:~ A, so ist dann und nur dann

ﬁlgﬁZ’

wenn Uy 2 U, ist.

Beweis. Aus U; = U; folgt ohne weiteres U; = Us . Es sei umge-
kehrt U; =2 U.. Ist dann z ein beliebiges Element aus Uz, so ist nach
Hilfssatz 1

a = aEn ’
wobei « Element aus A und 3 Element aus A ist. Da Uz vom Expo-

nenten n ist, so gehort 5" zu U.. Also gehort a = an— auch zu U:.

Nach Definition von U; ist a« sicher Element aus Ué,

Da nacl_x_Vorausse_'gzung U, 2 U, ist, so gehort a« zu U, also zu_f]]
und 8" zu U,, weil U, vom Exponenten n ist, d.h. @ gehort zu U,
w.z.b.w. )

Aus Satz 7 folgt ohne Schwierigkeit
Zusatz. Dann und nur dann ist
ﬁ 1= Z_]Z ’
wenn U, = U, ist.

Im folgenden bezeichnen _wir mit A, die Gesamtheit aller von Null
verschiedenen Elemente aus %,, wobei k,, wie im §1 definiert, ein
Teilkorper aus der Korperreihe von f ist.
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Es gilt nun folgender

Satz 8. FE's set U eine U ntergruppe von endlichem Index in A und
U=U~A. Dann gibt es einen geeigneten Indexr v von der Art dass
Sur jeden Index 7 = v :

Z/ﬁ’ A/U’ A.’i/U.’i

zueinander isomorph sind, wo U; den Durchschnitt von U mit A; be-
deutet.

Beweis. Wir bezeichnen den Index von A nach U durch ». Dann
ist U offenbar eine Untergruppe vom Exponenten 7 in A

Nach Satz 6 gilt also

AlU=AIU.

Daher ist der Ihdek von A nach U auch gleich 7.

Es sei &%, o®, ..., a™® ein Reprisentantensystem von ver-
schiedenen Klassen von A nach U. Dann kann o®, o@, ..., o™, wie
schon gezeigt, auch als ein Reprisentantensystem von A nach U ange-
nommen werden. Nach Struktur von ¥ gehdren oV, ..., o™ schon
zu einem passenden Teilkdrper k, von ¥, um so mehr zu Jedem Korper
k; mit 5 = v aus der Koérperreihe von f.

Da U die Klasse U; enthilt, so stellen

aAPU;, ..., a™U;

offenbar n verschiedene Klassen von A; nach U; dar, wobei j_>>v 1st
Ist nun a U; eine beliebige Klasse von A; nach U;, so muss « U, in A

sicher zu irgendeinem von &PU, ..., a™U gehoren. Es sei also etwa
. aU; Ta®P U, | .
wobei 1 <k _s_ﬁ ist. Dann gibt es in U sicher ein Element :77 , 0 dass
a = a®y

wird. Da «, o beide Elemente aus k; smd S0 muss » auch Element
aus k; sein, d.h. 5 gehort zu U;. Also ist

al; = a® U; .

Es gibt also genau n verschiedene Klassen von A nach U;. W1r kon-
nen also die folg'ende elndeutlge Zuordnung

(1) Unter a(), o, ...., ) ist eines sicher Element aus U.
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a® U —— a® U,

herstellen. Dann koénnen wir auch leicht bestitigen, dass diese Zuord-
nung einen Isomorphismus von A/U zu A,/ U; ergibt.
Es gilt also

Av/Uv;Av+1/Uv+1;---- A/U-—ZA/U,

I

w.z.b.w.

Unter Benutzung der bisherigen Bezeichnungen folgt noch

Zusatz. Man kann in %, ein Reprisentantensystem aller Klassen
von A nach U finden, welches auch ein Représentantensystem aller
Klassen von A nach U und von A; nach U; bildet (j =v). .

Wir betrachten nun einen algebraischen Erweiterungskorper K vom
Grade n iber k, und bezeichnen im folgenden die Norm eines Ele-
mentes I' aus K nach %k mit N (I"). Aus Definition der Norm kann
man leicht bestitigen, dass N(I°) dann und nur dann gleich 0 ist, wenn
I' =0 ist.

Sind nun T';, T'; Elemente aus K, so folgt leicht aus Definition
der Norm

NI\ T) = N(WN(T) -
Insbesondere ist fiir ein Element 7 aus k
NG) =¥

Nun betrachten wir die Gesamtheit H der Normen aller von Null
verschiedenen Elemente aus K nach 2. Dann bildet H offenbar eiqg
Untergruppe von A. .Diese Gruppe H wollen wir einfach die K
zugeordnete Normengruppe in &k und A/H die Normklassengruppe von
A nach H nennen. Ich beweise jetzt folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 2. Es sei "0 ein Element aus K und M eine positive
Zahl. Dann ist '

e(NA+1I)—1)

grosser als M, wenn die Bewertung von I' hinreichend gross ist.

Beweis. Wir verstehen unter einer Bewertung von K immer eine
erweiterte Bewertung von %, welche aber, wie im §1 bewiesen, ein-~
deutig bestimmt wird. Wir bezeichnen also die Bewertung von K auch
durch . '

(1) V.p. WAERDEN, Moderne Algebra, I. Teil, Berlin (1930). S. 122.
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Bekanntlich kénnen wir als ein primitives Element von K ber &
ein ganzes Element 2 aus K nehmen. Dann bjldet

1, !?,',o-.o, Jgn—l
ein Basissystem von K nach k. Es gilt nun:
I—_" 1= (711+512§1+ cees +22;,,.(?”‘1

'g == az1+&22§1+....+52n§"-1

.-ﬁ|

f' ﬁn_l = an1+a'n2§1+ e e +antn En-l »

wobei @z (1, k=1, 2, ..., n) Elemente aus k sind. Wenn jetzt o(T)
hinreichend gross ist, so sind alle @(ax) grosser als M®. Ist nun die
Hauptgleichung von T

o) =a"+amx* ' +....+@ =0,

so sind die Koeffizienten von @ (x) alle lineare Kombinationen von
gewissen Unterdeterminanten von

Da die Unterdeterminanten der obigen Determinante alle ganze rationale
Funktionen von @i (2, k=1, ..., n) sind, deren Koeffizienten ganze
Elemente aus % sind, so sind' die Bewertungen solcher Unterdetermi-
nanten grosser als M. Also sind ¢(a@i), ..., (@) alle grosser als M.

Setzt man nun x = y—1 in die Hauptgleichung &(x) = 0 von I ein,
so erhilt man die Hauptgleichung

Py—1) =0
von T'+1. Aus Definition der Norm folgt also
(—=1)"d(—1) =1—a&+....+3@. = N(+1).
Daher ist
P(N(I+1)—1) = Min (@(@1) 5 - .., Plan)) > M.

(1) Siehe etwa M. S, 129.
(2) Siehe etwa KOWALEWSKI, Determinantentheorie, Berlin (1925). S. 114-115.
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Wie wir schon in Satz 2 gezeigt haben, existiert in K ein primi-
tives Element 9, welches ein algebraisches Element n-ten Grades iiber
t ist. Wir bezeichnen f(¢) durch &. Dann ist & der Hilfskorper von
K. Nach Struktur von ! gibt es offenbar einen Index %, derart dass
fiir alle Korper k; mit j >4 das Element 6 iiber k; vom Grade = ist,
d.h. @ geniigt einer irreduziblen Gleichung vom Grade =, deren
Koeffizienten alle in %; enthalten sind.

Wahlt man jetzt 1,0, 6% ..., 67 1als ein Basissystem von_K nach
% und bestimmt die Normen der Elemente aus K nach k durch
dieses Basissystem, so ist offenbar fiir ein Element I aus K; = k;(6)

(i =1)
- N() = N = Nz, (1) »

weil 1, 6, ..., " auch ein Basissystem von & itber £ und von K;
tiber %; ist. Im folgenden bezeichnen wir kurz Ng(I3) durch N(I3)
und N g (1") durch N;([I3).

Fur emen Index j =>4 betrachten wir die K zugeordnete Normen-
gruppe H; in k;. Dann ist offenbar H; eine Untergruppe von Aj;.
Ebenso bildet die & zugeordnete Normengruppe H in t eine Untergruppe
von A. Dann gilt folgender

Satz 9. Der Durchschnitt der K zugeordneten Normengruppe H
in k mit ¥ ist die S zugeordnete Normengruppe H in .

Beweis. Wie wir schon frither bemerkten, ist fiir ein Element
I aus &

NI ) N(I) .
Also ist H in H enthalten. Es gilt also:
HNt2H.

Es sei_ nun a ein Element aus H ~*t. Dann existiert nach Defini-
tion von H ein Element I" aus K, so dass

N(I) = a

wird. Da I' als ein Grenzelement einer Fundamentalreihe aus & defi-
niert ist, so kann man sicher in & ein Element I” finden, derart dass

o) = p(I")
und

p(l—I)>M
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sind, wobei M eine noch nachher zu bestimmende positive Zahl bedeutet.
Setzt man also

I'=r+11,
so ist
oI > M .
Hieraus folgt
r _ Y7}
=142,
I I

Da o(T") = (") eine bestimmte Zahl ist, so kann man nach Hilfssatz
2 dieses Paragraphen die Bewertung von

— 173
N(1+“ —1
I

o (p), falls @ (II), also auch M, hinrei-

chend gross gewihlt ist. Dabei bedeutet a den genauen Exponenten
von p, mit dem p in n aufgeht. Wir nehmen also jetzt an, dass M
von vornherein so gross gewdihlt ist, dass '

p(N (1+-L)—1)> oD+,

grosser machen als _Q(_?Lg__l)lji

p—1
wird. Da aber .

N‘(1+_”;).= N jf )= o

a a(p—1)+1
oo ) > T e -

Nach Struktur von & ist N(I") schon in einem passenden Teilkérper
%, von t enthalten, wobei aber x> ist. Wenn man diesen Index u
von vornherein so gross wihlt, dass « auch zu %, gehort, dann kann
man nach dem im § 2 Bemerkten in k. ein Element B8, finden, derart
dass -

ist, so wird

a
N() = A
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wird, weil k, in bezug auf ¢ perfekt ist. Da aber 8" = N(B,) ist, so
wird : '

a= N(I48,),

d.h. @ ist eine Norm eines Elementes aus £ nach f. Also gehort « zu
H. Damit ist bewiesen: '

Hrt<H.
Aus dem frither Bewiesenen folgt jetzt
H~t=H,

w.z.b.w.

Im folgenden bezeichnen wir den Durchschnitt von H mit %; durch
H;, wobei aber j=>1 ist. Dann ist offenbar

I-?j = I—?i ~ -Ej =HnN 763'
und H; ist sicher eine Untergruppe von A;. Da offenbar die K;
zugeordnete Normengruppe H; in k; eine Teilmenge von H ist, so ist
H; 2 Hj .
Also ist |
[A;: H;]=[A;: H;]1[H;: H;] .
V\_’gil nach dem bekannten Abgrenzungssatz® [A;: H;] ein Teiler von
[K;: k;] =n ist, so ist
[4;:H;]
auch ein Teiler von n.
Wir wollen nun zeigen, dass die Faktorgruppe

AH

von einem endlichen Index ist, welcher nicht grosser ist als n. Nédmlich
sonst besitzt A/H mindestens n+1 Klassen nach H. Wihlt man aber
aus I einen geeigneten Teilkérper k; mit /| =17, so kann man schon in
k. ein Reprisentantensystem o, ..., o™*? der obigen n+1 Klassen
nach H finden. Da H offenbar H, enthilt, so muss es in A/H; auch

(1) CH. S.-461 oder SCH. S. 158.
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mindestens 7» + 1 verschiedene Klassen nach H; geben, was aber
unmoglich ist, weil filr [ =1

[A:: H z] :
-ein Teiler von n ist. Also ist A/H eine endliche Gruppe.
Da A/H eine endliche Gruppe ist, so ist nach Satz 7

A|H
auch endliche Gruppe. Wendet man also Satz 8 auf diesen Fall an, so

findet man in t einen geeigneten Teilkorper %k, von der Art, dass fir
jeden Index j =>»

.‘ A/B= A/H= A;/H;
wird. Wir betrachten nun einen Index j = Max (v, ). Dann ist nach

dem oben Bewiesenen [A;:H;] ein Teiler von n. Hieraus folgt ohne
weiteres, dass o

[A:H]
ein Teiler von n ist.
Unter Benutzung der bisherigen Bezeichnungen gilt also folgender
Satz:

Satz 10. Es existiert in t = {k;) ein Teilkorper k, von der Art,
dass fiir jeden Index 7 = v

A/H= A/H‘—:— A;/H;

wird. Die Ordnung A/H ist ein Teiler des Grades von K nach k.
Ferner gibt es im Korper k, ein Reprdsentantensystem aller Klassen
von A nach H, welches auch ein Reprasentantensystem aller Klassen
von A nach H und von A; nach H; bildet (5 =v).

§ 4. Abelsche Erweiterungskorper iiber einem
p-adischen Zahlkorper.

In diesem Paragraphen bedeutet % wieder wie im §1 und § 8 einen
p-adischen Zahlkérper eines unendlichen algebraischen Zahlkoérpers
k = {k;} . Bezeichnet man das durch p teilbare Primideal aus &; durch
p;, den Relatlvgrad und den Exponenten von p;,; nach k; resp. durch
f;» €, so ist bekanntlich n; = e;f; der Relativgrad von k;., nach k;.
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Bedeutet nun fy, bzw. e den Grad bzw. den Exponenten von p; nach
dem rationalen Zahlkorper %o, so ist

= fofree. Ji bzw. E;= eé€;....€;

der Grad bzw. der Exponent von p;s1 nach ko. Wir definieren hierbei
wie HERBRAND
limF; bzw. limE;

als den absoluten Grad bzw. absoluten Exponenten von p®.
Offenbar sind nach Definition

File und E,'IE,'

falls j =1 ist. Es sei [ eine Primzahl und /¢ eine beliebige (hohe) Potenz
von I, wobei aber t als positiv vorausgesetzt ist. Ist dann fiir hinrei-
chend grosses j F; bzw. E; durch It teilbar, so sagt man, dass [ im
unendlichen Teile des absoluten Grades bzw. FExponenten von p ayfgeht.
Sonst heisse ! prim zum unendlichen Teile des absoluten Grades bzw.
Exponenten von p.

Offenbar ist
N; = F;E; = (foed) (f1€1). . . . (fie) = non1. .. .7
der Grad von %; nach k. Wir definieren also

lim N. 3

J"”
als den absoluten Grad von ¥ = {k;). Dann kann man leicht zeigen,
dass lim N; durch ! eindeutig bestimmt, aber von der Wahl der Kor-

F>00

perreihe ki, k2, ..., k, , ... ganz unabhingig ist®. Da aber I als
der Hilfskorper von % eindeutig besimmt ist, so will ich lim N; auch

schlechthin den absoluten Grad von %k nennen. e

Geht nun eine Primzahlpotenz I* mit beliebigem positiven ¢ in Nj
auf, falls j hinreichend gross ist, so sagt man, dass [ im unendlichen
Teile des absoluten Grades von k aufgeht; sonst heisse I prim zum
unendlichen Teile des absoluten Grades von k. Wir gebrauchen auch

(1) HerBRAND, Théorie arithmétique des corps de nombres de degré infini, Math.
Ann., Bd. 106 (1932), S. 478.
(2) D.h. lim Nj ist als eine G-Zahl eindeutig bestimmt (siehe ST. S. 79).
a-POO -
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im folgenden den Ausdruck, dass eine ganze rationale Zahl m zum
unendlichen Teile des absoluten Grades von k (auch des absoluten Grades
bzw. absoluten Exponenten von p) prim ist, falls jeder Primteiler von
m zum unendlichen Teile des absoluten Grades von k (auch des absoluten
Grades bzw. Exponenten von p) prim ist.

Aus Definition folgt ohne weiteres :

Dann und nur dann geht eine natiirliche Zahl m im unendlichen
Tetle des absoluten Grades von k auf, wenn m im unendlichen Teile des
absoluten Grades oder des absoluten Exponenten von p avfgeht.

Es sei K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper iiber k.
Ist dann der Grad von K nach % prim zum unendlichen Teile des
absoluten Grades von %, so heisse K ein regulirer Korper iber .

Im folgenden betrachten wir besonders einen abelschen Erweite-
rungskérper K vom Grade n iber z. Nach Satz 2 existiert in K ein
primitives Element 6 iiber %k, welches einer irreduziblen Gleichung

n-ten Grades in ! geniigt. Dann ist & = f(4) auch vom Grade 7 und
abelsch uber t. Wir konnen ferner in f einen Teilkorper k; finden,
derart dass die Koeffizienten der irreduziblen Gleichung n-ten Grades
in ¥, welcher 6 geniigt, schon alle zu %; gehoren und k;(6) = K; iiber
k; abelsch ist. Dann folgt hieraus ohne Schwierigkeit, dass fir i=1

K; = %;(6)

itber %; vom Grade n und abelsch ist.

Wir bezeichnen nun mit H, H, Hj resp. die K, &, K, zugeord-
neten Normengruppen in %, t, %;, wo j =>4 ist. Waéhlt man hier den
Index ¢ geniigend gross, so wird nach Satz 10

A H=AH= A;/H; (G=1),

wo H; = H~k, ist. Ferner kann man im Korper %: schon ein Repri-
sentantensystem von A/H, A/H und A;/H; finden. Im folgenden nehmen
wir an, dass der Index j von vornherein so gewihlt ist, dass die obige
Tatsache gilt.

' Wir wollen nun zeigen, dass der Index [A H| von A nach H zum
unendlichen Teile des absoluten Grades von % prim ist. Ist [A: H]
durch eine Primzahl I, welche im unendlichen Teile des absoluten
Grades von % aufgeht, teilbar, so kann man sicher unter allen
Klassen von A nach H eine Klasse finden, deren Ordnung gleich [ ist.
Nach der Bestimmung des Kérpers k; kann man sicher im Kérper %;
einen Reprisentanten « der obigen Klasse von der Ordnung ! finden.
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Nach der Isomorphierelation A/H = A;/H; ist die Ordnung der Klasse
aH; nach H; gleich . Da H;, wie auf S. 37 gesagt, eine Unter-
gruppe von H; mit einem endlichen Index ist, so ist die Ordnung m von
a nach H; sicher durch [ teilbar. Es sei m genau durch [° teilbar.
Dann kann man aus der Korperreihe von f einen Erweiterungskorper
k, uber %; finden, derart dass der Grad von %, nach %; durch {° teilbar
wird. Denn sonst wiirde ! zum unendlichen Teile des absoluten Grades

von k prim.
m
Nun betrachten wir das Element «!®* = «/. Dann gehort «’ nicht

zu H, weil _lﬂ zu ! prim ist. Nach dem bekannten Verschiebuhgssatz

gilt aber im Korper K,=k,(0) = K; k, folgendes :

Die K, zugeordnete  Normengruppe -H, in k. besteht aus allen
derjenigen Elemente in k., deren Normen nach k; in die K; zugeord-
nete Normengruppe H; in k; fallen.V ~

Da «' ein Element aus I?:L- ist, so ist

Ng 7)) = (@),

wobei g den Grad von .k, nach k; bedeutet. Da nach unserer Annahme
der Grad g durch [° teilbar ist, so gehort

m g
(@) =all = (@)

zu H;. Also muss «’ sicher zu H, gehéren. Da aber H, in ﬁ =H~Ek,
enthalten ist, so gehort o’ zu H, was aber Wlderspruch wire. Damit
ist bewiesen: - :

Der Index von A nach H ist prim zum unendlichen Teile des
absoluten Grades von k.

Es sei nun 7, der grosste Teiler von n (dem Grade von K nach
%), welcher zum unendlichen Teile des absoluten Grades von % prim
ist. Dann kann man sicher einen Korper %, aus der Korperreihe von
! finden, derart dass fir jeden Index 7= der Grade [%;: %.,] zu no
prim wird. Denn sonst hitte ja no mindestens einen Primteiler, welcher
im unendlichen Teile des absoluten Grades von % aufginge.. Wihlt
man hierbei den Index » so, dass er grosser wird als der friiher
bestimmte Index ¢, so sind

K,. Kis15 eoveey Kiy oot

(1) CH. S. 460.



42 M. Moriya

resp. abelsch und vom Grade n tber %, , %ys1y, coees Kis cuee -

Nach dem bekannten Isomorphiesatz ist die Ordnung von A,/ H,
gleich n. Da no ein Teiler von n ist, so gibt esin A, eine H, enthal-
tende Untergruppe H; vom Index no,, d.h. A,/ H, ist eine Gruppe
von der Ordnung n,. Es seien o, o®, ...., o’ die- Reprisentanten
aller Klassen von A, nach H]. Dann will ich zeigen, dass «®,
a?, ...., a™ in T auch zu ny verschiedenen Klassen nach H gehoren.
Nimlich es gehoren zwei verschiedene Elemente von @, o®, ..., &,
also etwa a'?, a®@, zu ein und derselben Klasse nach H. Dann ist offenbar

2((2, Element aus H. Nach Definition von H existiert aber im Kérper
a(

f ein Element I, dessen Norm nach ¥ gleich —~ 1st Dieses Element
I" gehort aber nach Struktur von & schon elnem passenden Teilkorper

K, aus der Korperreihe von R={K;} an. Dabei kionnen wir annehmen,
dass p nicht kleiner ist als ». Es ist also '

L = NI = N.D)

v
d.h. ———(2—) gehort der K, " zugeordneten Normengruppe H, in %, an.

Weil aber K, = K.%, ist, so muss nach dem bekannten Verschie-
bungssatz'?
[ a®
Nku kv( a® )

zu H,, um so mehr zu H/, gehoren. Bezeichnet man nun mit g den
Grad von k., nach k., so ist offenbar )

oV oD \?
’G ( (4))—(,,(2)) ’

weil —(27 Element aus %, ist. Also muss g sicher durch die Ordnung von
e

727 nach H/ teilbar sein. Da die Ordnung von
(/4

von 7o, und 7o nach der Wahl des Korpers %k, zu g prim ist, so ist
)

die Ordnung von —% nach H/ gleich 1, d.h. «, o® gehtren entgegen‘

der Annahme zu derselben Klasse nach H,. Es existieren also in A/H
mindestens 7, verschiedene Klasssen nach H. Da nach Satz 10

Z __ nach H! ein Teiler

(1) CH.S. 458, oder H. S. 150.
(2) CH.S. 460.
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A/H=A/H

ist, so_gibt es in A/H mindestens 7o verschiedene Klassen nach H,
d.h. [A: Hl>=mn¢. Ferner ist nach Satz 10 [A : H] ein Teiler von n.
Hieraus folgt also nach dem frither Bewiesenen (siche S. 41)

[A:Hl1< .
Also muss sicher '
[A:H]=n
sein. _
Da nach der Wahl des Kérpers k.,
A/H=A/H=A,/H,

ist, so ist-

[A,:H,]=mn.
Also sind H,, H/ beide die H, enthaltenden Untergruppen vom Index
no in A,, wobei (no s —g;) =1 ist. Aus dem folgenden, leicht beweis-

baren Hilfssatz iiber die abelschen Gruppen schliesst man sofort

H,=H,.

Der jetzt zu beweisende Hilfssatz lautet folgendermassen:

Hilfssatz. Es sei 2 eine abelsche Gruppe von der Ordnung =
und 2A;, A seien zwei Untergruppen vom Index 7, in A . Ferner sei

(no , P Y=1. Dann ist 2; = 2;.

Man kann diesen Hilfssatz leicht nach einer grundlegenden Tatsache
der endlichen abelschen Gruppe beweisen, dass jede endliche abelsche
Gruppe als ein direktes Produkt von einfachen (zyklischen) Gruppen
von Primzahlpotenzordnungen darstellbar ist.

Die obigen Resultate zusammenfassend erhalten wir

Satz 11. Es sei K ein abelscher Erweiterungskorper vom Grade
n iiber einem Yp-adischen Zahlkorper k, und A die Gesamtheit aller
von Null verschiedenen Elemente aus k und H die K zugeordnete
Normengruppe in k. Dann ist der Index von A nach H der grisste
Teiler von n, dessen Primteiler alle zum unendlichen Teile des absoluten
Grades von k prim sind.
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Wenn insbesondere der abelsche Koérper K ein regulirer Korper
iiber % ist, dann gilt nach Satz 11 unter Benutzung aller bisherigen
Bezeichnungen :

_ Satz 12, Ist K ein regulirer abelscher Korper vom Grade n tber
k, so ist ' '

[Z:FI]—_——-n.

Mit Hilfe von Satz 12 konnen wir noch folgenden Satz beweisen :

Satz 18. Es sei K ein abelscher Erweiterungskorper vom Grade
n iiber &, und no der grosste Teiler von n, welcher zum wunendlichen
Teile des absoluten Grades von k& prim ist. Danmn existiert in K ein
Teilkorper® K© vom Grade mo ber k von der Art, dass die K
zugeordnete Normengruppe in k identisch ist mit der K zugeordneten
Normengruppe Hink. '

Beweis. Es sei 6 ein primitives Element® von K iuber &, welches
zugleich algebraisch und vom Grade 7 iiber einem passenden Teilkorper
%, aus der Korperreihe von f ist. Ferner konnen wir von vornherein
annehmen, dass » so gross gewihlt ist, dass fir jeden Index j=>v

R = %4(6)
abelsch und vom Grade n iiber %k ist, und
AH=A,|H®
ist, wobei H, = H~ ky ist. |
Nach dem bekannten Eristenzsatz? existiert iiber k,, ein abelscher

Korper KO, ‘welcher H, als die _ihm zugeordnete Normengruppe be-
sitzt. Aus [A: H] =no=1[A.: H,]® folgt also

[EY: k] =mn0.

Bezeichnet man’ die K, zugeordnete Normengruppe in k\, durch H,, so
ist nach dem frither Bewiesenen

(1) Nach dem Existenzsatz, welcher nachher im § 6 bewiesen wird, kénnen wir
zeigen, dass K der einzige Korper mit der genannten Eigenschaft ist.

(2) Die Existenz dieses Elementes 6 ist von Satz 2 gesichert.

(3) Satz 10.

(4) CH. S. 459 oder SCH. S. 166.

(6) Vgl Satz 11.
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Zufolge des bekannten Amnordnungssatzes? ist also K ein Teilkorper
von K, iiber %, und es ist

[Kv ‘ K—g))] =2 .
o

Also ist @ -ein algebraisches Element vom Grade —:— iber K©. Bildet
0

man nun das Kompositum von K und %, so ist K@% sicher ein Teil-
korper von K iber %. Ich behaupte aber, dass [KQk: k] = no ist.
Denn sonst folgte aus den Gradrelationen

n=[0:k]1=[0:KOk][E®%:%] und
[0: EOk]<[0:KO]=

No
n=1[0:k]1<n,

was Widerspruch wire. Es ist also [KQ%: k] = no.

Wir setzen nun K@k = K@, Da aber fir jeden Index j=>u 6
ein algebraisches Element vom Grade # iiber k; ist, so kann man ebenso
wie oben beweisen, dass der Grad des Teilkorpers K O = KOF; von K;
nach %; gleich no ist. Bezeichnet man nun mit H;’ die K zugeordnete
Normengruppe in %;, so gilt nach dem Isomorphiesatz®

[AH’] = No .

Da KOk = K ein Tellkorper von K; iiber k; ist, so folgt nach
dem Anordnungssatz(a’

]
H.’iéij

wobei H; die K; zugeordnete Normengruppe in %; bedeutet.

Nach der Bestimmung von 7, kann man also mit Hilfe vom Hilfs-
satz beweisen, dass

H;=va

ist, weil H; auch eine H; enthaltende Untergruppe vom Index = in
Aj ist.

(1) CH. S. 459 oder H. S. 152.
(2) CH. S. 458 oder H. S. 158.
{8) CH. S. 459 oder H. S. 152.
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Betrachtet man nun den Korper K@t = &, so ist er ein abelscher
Teilkorper von & = £(0) und vom Grade n, iiber ¥, weil sonst der
Grad von K© nach % kleiner wire als no. Bedeutet nun H’ die 8@
zugeordnete Normengruppe in f, so enthilt H’ nach Struktur von &©
sicher H. = H,, Hls\w=Hy+y, ..., Hy=H;, .... Also ist

H>H=Hn~t.

Ist umgekehrt 7(Z=0) ein Element aus K9, so gehort I'® einem Ko6rper
K® mit j =v an. Die Norm von I'® nach f wird also Element aus
H;, um so mehr aus H. Daher ist

H < H.
Hieraus folgt
H=H.

Da K© der Hilfskérper von K© ist, so folgt nach Satz 9, dass H’
der Durchschnitt der K© zugeordneten Normengruppe H’ in k mit ¢t
ist. Ferner sind die Gruppen H’ und H beide vom gleichen Expo-
nenten in A.

Weil aber H=H~t und H = H ~t, und H = H sind,
so kann man aus Zusatz von Satz 7 schliessen :

H=H.

H ist also die K@ zugeordnete Normengruppé in &, w.z.b.w.

§ 5. Endliche algebraische Erweiterungskorper iiber
einem p-adischen Zahlkorper.

Wie im vorigen Paragraphen bedeutet & wieder einen p-adischen
Zahlkorper eines unendlichen algebraischen Zahlkdrpers k = {k;}, und
t den Hilfskorper von k: = {k;). In diesem Paragraphen widmen
wir uns der Untersuchung der beliebigen algebraischen (nicht notwendig
abelschen) Erweiterungskorper von endlichem Grade iiber k.

Es sei K ein algebraischer Erweiterungskérper vom Grade 7 iiber
k. Da_rln kann man, \_vie in Satz 2 bewiesen, ein primitives Element
8 von K iiber % finden, welches auch ein algebraisches Element vom

Grade n iber %, Ziv1, «ov.s kj» .... ist, wobei k; einen geeigneten
Teilkorper von  bedeutet. Es sind also ‘



Klassenkorpertheorie im Kleinen fiir die unendlichen algebraischen Zahlkorper 47

I_{i=l_6¢(0), E+1=ki+1(9), ceoay I—{-j=—j(0), ceee

resp. vom Grade n iber i, Kiv1s couo, Ky o.on..

Wir betrachten nun tber £ den maximalen abelschen Teilkorper
KW yon K, welcher durch K eindeutig bestimmt wird. Den Grad von
KW nach & bezeichne ich mit n;. Nach Satz 2 kénnen wir ein primi-
tives Element 6, von K® iiber % finden, welches auch ein algebraisches
Element vom Grade =; iiber f ist. Also ist 8 = £(6,) ein algebraischer
Erweiterungskorper vom Grade n; ilber f. Gemiss der charakteristi-
schen Eigenschaft des Hilfskérpers & von K muss KO sicher in &
enthalten sein, weil " iiber dem p-adischen Zahlkoérper algebraisch
und in. K enthalten ist. -

Nach Satz 2 ist der Korper & auch abelsch iiber . Nun sei &
der maximale abelsche Teilkorper von & iiber f. Dann ist der deri-
vierte Kérper € von £ auch abelsch iiber Z®. Es gilt noch

[C:t]=[R:%k].

Ferner enthilt K® nach der Annahme den Korper €, und £ den
Korper &9, Es ist also

n=[RV: 1] [L: ] =[R:E]1<Z[KV:k]=mn.

Daher muss sicher
C RV =g

sein. Damit ist gezeigt: ~

Der Korper SO = t(8y) ist der maximale abelsche Teilkorper von
R iiber ¥. |

Nach Struktur von f und & koénnen wir aus der Korperreihe von
! einen Korper k. herausgreifen, derart dass 6, 6, resp. algebraische
Elemente vom Grade =, 7, iiber %, sind und iberdies %.(6y),
Eusr(01), ... K;(6)), ... resp. tber k., Kusy, ... %> ... abelsch sind.

Es sei nun K der maximale abelsche Teilkorpervon K, iiber %, .
Dann ist das Kompositum 3 von K und f auch iiber ¥ abelsch.
Ferner gilt

[3:t]1=[K®:k,.].
Nédmlich es gilt offenbar folgende Gradrelation :

[R:t]=[8:3]1[B:t]=~n.

(1) M. S. 160.
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Da aber & = 3(0) ist, so ist
[R:8]1=1[6:81<[6:K"].
Ist nun [3: ] <[K®:%k.], so ist
n=[R:.31[3:1]1<[0:KMI[K®:k.]=mn,
was aber Widerspruch ist. Also ist offenbar
| C [B:0=[RP:RI.

Da éber 3 tiiber t abelsch ist, so muss 3 sicher im maximalen abelschen
Teilkorper & von & ilber ¥ enthalten sein. Also gilt einerseits

m=[3:1] = [I—{-;ﬁl) :_ku] ’
und anderseits nach der Bestimmung des Index u

[K® : k1= [%u(00) 1 k] = 11
Es muss also
[KY: k] =m
und infolgedessen
K = L,(61)
sein, weil K¢ = k. (6) ist. \
Aus dem bisher Gezeigten behaupte ich folgenden

Satz 14. Es sei KV der maximale abelsche Teilkirper von K iiber
& und n; der Grad von KO nach k. Dann existiert im Hilfskorper
R = (K;) von K ein primitives Element 6; von KO iiber k. Ferner
15t KOV = 1(6,) der maximale abelsche Teilkosrper ni-ten Grades von &
ither t, und es existiert in der Korperreihe von ¥ ein Teilkorper k. von
der Art, dass fir jeden Index j= u der Korper k;(6;) der maximale
abelsche Teilkorper von K; und vom Grade m, iiber k; ist.

Wir bezeichnen nun mit A die K zugeordnete Normengruppe in
L. Ist dann 7 ein Element aus H, so existiert nach Hilfssatz 1 im
§ 8 ein Element y bzw. B aus f bzw. k&, so dass ’

§ = 8"
wird, wobei z» den Grad von K nach % bedeutet. Da
: v
Bg"

b4



Klassenkorpertheorie im Kleinen fiir die unendlichen algebraischen Zahlkorper 49

Element aus f und H ist, so gehort o sicher zu H = H ~t. Waeil nach
Satz 9 H die R zugeordnete Normengruppe in t ist, so existiert in &
ein Element I, so dass

NI =«

wird. Nach Struktur von & kann man aus & = £ (6) einen geeigneten
Teilkorper K; = _'_IE; (6) vom Grade n iiber k; herausgreifen, derart dass
I" Element aus K; wird. Dann ist offenbar

v=NWUI") = NI") .

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man dabei annehmen,
dass der Korper k; den in Satz 14 bestimmten Korper k. enthilt.

Da = Ni(I) ist, so gehort o der K; zugeordneten Normengruppe
H; in k; an. Aber diese Normengruppe ist identisch mit der K®

zugeordneten Normengruppe in %;, falls K% der maximale abelsche
Teilkdrper von K; iber %; ist®.
Es existiert also in K" ein Element /7 von der Art, dass

Nj{'z(l)a(rl) =7

wird. Da /7 zum maximalen abelschen Teilkorper £ von 8 iiber f
gehort, so bestidtigt man ohne Schwierigkeit, dass

'7 = NR(I){([TI) = NI?(I)E‘(F:)("”

ist, wo K® der maximale abelsche Teilkorper von K iiber % ist.
Da der Grad von K® nach % gleich n; ist, so ist

I§n= (E?‘)'nl= j{(ﬂ);‘{(,B—E) .

Es ist also
n

¥ = '}'E" = NI?(I);(HET‘) ’
d.h. 7 gehort der K™ zugeordneten Normengruppe H® in %k an. Da-
mit ist gezeigt :

H<S HO

In

(1) CH. S. 461.

(2) Diese Gleichung folgt leicht aus der Tatsache, dass man mit Hilfe des in Satz 14
bestimmten Elementes 6,, welches zugleich ein primitives Element von £ (1
ilber t und K tuber k ist, die Norm von T, nach ! bzw. nach % bestimmen
kann. ‘
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Ist 'umgekehrt 7 ein Element aus HY, so kann man wieder in t
ein Element 7 finden, so dass

n
7=nor =n(5m ™

wird, wobei S ein Element aus % bedeutet. 7 gehort also zu
HY = H®~¢t, Ferner ist nach Satz 9 H® die & zugeordnete Nor-
mengruppe in . Also existiert in 2 ein Element 4, von der Art, dass

Nam(d) =7

wird. Nach Struktur von & gehort 4, zu einem Teilkérper K =k(6:)
von f¢. Dabei kann man den Korper %k von vornherein so wihlen,
dass er den in Satz 14 bestimmten Korper k. enthilt. » gehort also der
K9 (dem maximalen abelschen Teilksrper) zugeordneten Normengruppe
HW in %, an. Da aber H® mit der K; zugeordneten Normengruppe
identisch ist®, so existiert in K, ein Element 4, so dass

n = Ni(d)
wird. ‘

Mit Hilfe des Elementes 6, Welcheé zugleich ein primitives Element
von K iber k bzw. von K; iiber %; ist, beweist man leicht

| n = Ni(d) = N(4) .
Da aber o" = N(3) ist, so ist

7= N(D),
d.h. 5 gehort zu H. Also ist
HO = H.
Nach dem frither Gezeigten gilt also
Ao =H.

Es sei nun K derjenige maximale abelsche Teilkorper® voh K
iiber %, dessen Grad mo nach % zum unendlichen Teile des absoluten
Grades von % prim ist. Dann ist K sicher in K® enthalten. Ferner

muss -Z—‘— unbedingt zu no prim sein. Denn sonst gibe es in KW einen
0

echten Erweiterungskorper von K©, welcher iiber % abelsch wére und

(1) CH. S. 461, _
(2) Dieser Korper K ist durch K eindeutig bestimmt.
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dessen Grad nach % zum unendlichen Teile des absoluten Grades von
k prim wire, was aber Widerspruch wire. Also ist 7o der grosste
Teiler von 73, welcher zum unendlichen Teile des absoluten Grades
von k prim ist. Nach Satz 18 ist die K© zugeordnete Normengruppe
in %k identisch mit der K® zugeordneten Normengruppe H® in k. Da
aber H = H® ist, so folgt

Satz 15. Es sei K ein algebraischer Erweiterungskorper von
endlichem Grade uber &k und H die K zugeordnete Normengruppe in
k. Ferner sei E® derjenige maximale abelsche Teilkorper von K
uber k, dessen Grad mach k zum unendlichen Teile des absoluten Grades
von k prim ist. Dann ist H auch die E© zugeordnete Normengruppe

wn k. Ferner 1ist
[A:H]=[E®:%].0

Aus Satz 156 folgt ein Zusatz, welcher ein Teil des nachher zu
beweisenden Abgrenzungssatzes ist.

Zusatz. Ist K uber % nicht abelsch, so ist der Index von A nach
H ein echter Teiler von [K: %]. _

Es sei U eine Untergruppe von A. Dann bezeichnen wir mit U
die Gruppe U~t. Wie im §1 gezeigt, enthilt ! den p-adischen
Zahlkorper k. Wenn in % ein Teilkérper %, von endlichem Grade
uber %, welcher folgende Eigenschaft besitzt, existiert, dann heisse
U eine K-Gruppe in A. Die Eigenschaft, welche ks besitzen soll,
lautet folgendermassen :

Fur jeden Teilkorper 3 von &, welcher ein endlicher algebraischer
Erweiterungskorper iuber k. ist, besteht U~ X aus allen derjenigen
Elemente aus ~, deren Normen nach %y in U = U~k fallen.

Aus Definition der K-Gruppe folgt jetzt

Satz 16. _Es set_ K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
uber & und H die K zugeordnete Normengruppe in k. Dann st H
etne K-Gruppe.

Beweis. Ist K© derjenige maximale abelsche Teilkérper von K
itber k£, dessen Grad 7o nach % zum unendlichen Teile des absoluten
Grades von k prim ist, so ist H nach Satz 15 die E© zugeordnete
Normengruppe in k. Also ist [A: H]=[R®: %] = n,.

Wendet man nun Satz 14 auf X© an, so gibt es in der Korperreihe
von t einen Korper %, und iiber %, ein algebraisches Element 6 vom

(1) Man kann leicht diese Gleichheit nach Satz 12 beweisen.
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Grade n,, welches ein primitives Element von K@ iiber k ist. Ferner
kann noch angenommen werden, dass k.(6,) iiber %, abelsch ist. Fir
einen beliebigen endlichen Erweiterungskorper X von k. in k ist
sicher (6y) abelsch und vom Grade mo ilber X'.

Wihlt man aber den Index p von vornherein so gross, dass man
Satz 10 auf diesen Fall anwenden kann, so gilt fur H, = A, ~H

(A H1=mn.

1

Also ist H, die %.(6,) zugeordnete Normengruppe in k., weil die k. (60)
Azugeordnete Normengruppe H, in %k, vom Index mo und H, =2 H, ist.

Es bedeute X wieder ein beliebiger endlicher Erweiterungskorper
von %, in %. Dann kann man wie auf S. 38 leicht zeigen, dass
Hy=H~3 eine Untergruppe vom Index = in Az ist, wo Ax
die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus X ist. Da
X' (8,) sicher ein abelscher Erweiterungskorper vom Grade mo liber ~
ist, so ist die X (6,) zugeordnete Normengruppe H= in I nach dem
Isomorphiesatz® eine Untergruppe vom Index mo in As. Da aber
offenbar Hz = Hy ist, so ist sicher

E2=Hz,

weil [Ag: Hs] = no =[Az: H:] ist. Da X (60) = 3 k. (60) ist, so erhilt
man nach dem Verschiebungssatz® folgendes : :

Die X (60) zugeordnete Normengruppe Hy = Hy = H ~ X besteht
aus allen derjenigen Elemente aus X, deren Normen nach k. in
H,= H, fallen. .

Wihlt man jetzt den Korper k, als den in Definition der K-Gruppen
angegebenen Korper %y, so wird H sicher eine K-Gruppe.

Satz 17. Es sei U eine K-Gruppe vom endlichen Index m in A.
Dann ist m zum unendlichen Teile des absoluten Grades von k prim.

Beweis. Wir bezeichnen nun mit %k, den in Definition der K-Grup-
pen auftretenden Korper und mit U bzw. U; den Durchschnitt von U
mit t bzw. k;. Da A/U eine endliche Gruppe ist, so kann man nach

(1) Nach der charakteristischen Eigenschaft von t ist T ein Teilkérper von t. Den
auf S. 38 ausgefiilhrten Beweis kann man also auf ¥ anwenden, indem
man I wie ein k; mit j = ¢ annimmt.

(2) CH.S. 458 oder H. S. 150.

(3) CH. S. 460. Der Korper ky (8,) ist der H, zugeordnete Klassenkdrper iiber key. .
Also kann man den Verschiebungssatz auf diesen Fall anwenden.



Klassenkorpertheorie im Kleinen fiir die unendlichen algebraischen Zahlkorper 63

Satz 8 und Zusatz von Satz 8 im Hilfskérper f von k einen k. enthal-
tenden Korper k, finden, derart dass fiir jeden Index j =v

AlU=A|U= A;|U;

wird. Ferner konnen wir in %, die Reprisentanten aller Klassen von
A nach U finden.

Ist der Index m von A nach U zum unendlichen Teile des absoluten
Grades von k nicht prim, so ist m durch eine Primzahl [ teilbar, die im
unendlichen Teile des absoluten Grades von % aufgeht. Da A/U=A,/U,
ist, so existiert eine Klasse nach U,, deren Ordnung gleich [ ist. Es
sei a ein Element aus einer solchen Klasse nach U,. Dann gehort d
offenbar zu U,. Da der unendliche Teil des absoluten Grades von k
durch [ teilbar ist, so kann man sicher in der Korperreihe von ¥ einen
Korper k; mit j>» finden, so dass der Grad von k; nach k, durch !
teilbar ist. Wie man leicht bestiitigt, gilt nun eine Normgleichung

Nk_, k*(a) v k*(a ) »

weil a Element aus %, ist. Dabei bedeutet g den Grad von k; nach
k,. Also ist g durch [ teilbar. Da

g
o = ()’

ist, so gehort «* zZu U,. Gemiss der Eigenschaft von U muss aber
N%, &, (a?) = Nz, ', (@) zu U,= Uk, gehoren. Hieraus folgt aus
Deﬁnltlon der K-Gruppen, dass « zu U, und infolgedessen zu U, gehort,
weil U, = U; ~ %, ist. Dies ist aber Widerspruch. Also muss m un-
bedingt zu ! prim sein. Somit ist bewiesen, dass m zum unendlichen
Teile des absoluten Grades von k prim ist.

§ 6. Klassenkorper.

In diesem Paragraphen bedeutet % wieder einen p-adischen Zahl-
korper eines unendlichen algebraischen Zahlkorpers & wie im §1. Wir
betrachten iiber % einen algebralschen Erweiterungskorper K vom

Grade n, und bezeichnen mit H die K zugeordnete Normengruppe in
k. Ist dann :

[A:H]l=n=[K:k],

so heisse K ein H zugeordneter Klassenkoryer iiber k.
Ich beweise fiir die weitere Untersuchung folgenden Hilfssatz:
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Hilfssatz. Es sei K ein Klassenkorper vom Grade = itber k& und
H die K zugeordnete Normengruppe in k. Dann existiert ein primi-
tives Element 6 von K iiber %, welches auch ein algebraisches Element
n-ten Grades iiber f ist und folgende Eigenschaften besitzt :

1.) In t= {k;)} gibt es einen Teilkérper %k, von der Art, dass fiir
jedes j=v K, = k;(0) iiber k; abelsch und vom Grade = ist.

2.) H;=H ~k; ist die K; zugeordnete Normengruppe in %;,
falls 7 = v ist.

Beweis. Dass es einen Teilkorper %, mit der Eigenschaft 1.) gibt,
hat man schon gezeigt (siehe S.52).

Wenn man aber den Index v hinreichend gross wihlt, dann gilt
nach Satz 10

A= A,H;,
falls § > ist. Da aber K Klassenkorper iiber % ist, so ist offenbar’
[A:Hl=n=1[A4;:H;].
Nach Deﬁnition_von_ﬁ ; enthilt H; sicher die K; zugeordnete Normen-
gruppe H; in k;j: H; 2 H;. Dann gilt nach dem IsomorphiesatzV
n=[EK;: k] = [4;: H] = [A;: D[ H;: )] = n [ H;: Hj],

weil K; der H; zugeordnete Klassenkorper ist. Alsoist [H;: H;]=1,
d.h. H; = H;, weil H;= H; ist.

Satz 18. Ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper K iiber
k ist dann und nur dann Klassenkorper, wenn er iiber k abelsch und
reguldr ist.® _

Beweis. Ist K iiber k abelsch und regulir, so ist nach Satz 12

[A:H]=[K:k],
wobei H die K zugeordnete Normengruppe in k bedeutet Also ist
nach Definition K Klassenkorper iiber k& .

Es sei umgekehrt K ein Klassenkorper vom Grade n iber k.
Dann ist der Definition gemiss

[A:H]l=n=[K:k].

Nach Satz 15 existiert nun ein maximaler abelscher Téilkﬁrper KO von

(1) CH. S. 458 oder H S. 150.
(2) Die Bedingung, dass K iiber k regulir sein soll, ist fur die HENSELschen p-
adischen Zahlkoérper immer erfiillt.
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K iiber &, dessen Grad nach k zum unendlichen Teile des absoluten
Grades von k prim ist. Ferner wird H die K zugeordnete Normen-
gruppe in k, und .

[A:H]=[K9:k].
Da aber [K®:%]<n»n und [A:H]=n sind, so muss
[KQ:%]=n=[A4:H]
sein. Aus K© < K folgt also ohne weiteres
KO =K, w.z.b. w.

Aus Satz 15 und Satz 18 folgt folgender Satz, welchen ich den
Abgrenzungssatz nennen will :

Satz 19. Abgrenzungssatz. FEs sei K ein endlicher algebraischer
Erweiterungskorper vom Grade n uber k und H die K zugeordnete
Normengruppe in k. Dann ist [A: H] immer ein Teiler von mn. Ist
insbesondere

[A:H]=n,
so ist K iiber k abelsch und reguliir.

Satz 20. Isomorphiesatz. Es sei K ein Klassenkorper iber k und
H die K zugeordnete  Normengruppe in k. Dann ist die galozssche
Gruppe von K nach k isomorph zu A/H .

Beweis. Nach dem Hilfssatz existiert in { ein passender Teilkdrper
%k, und ein algebraisches Element 8 vom Grade =n iiber k., welches
auch ein primitives Element von K iber % ist, wo n der Grad von K
ilber k ist. Ferner ist H; = H ~k; die k;(0) = K; zugeordnete Nor-
mengruppe in k; und E; iber k; abelsch, falls 7 > ist.

Wenn man hier einen Index j (=) hinreichend gross wéhlt, so
gilt nach Satz 10 '

Fiir den Korper K; gilt nach dem bekannten Isomorphiesatz®
. Aj/ﬁj_:_-@j teeesceesseccasscesscccnsass (2),
wobei ®; die galoissche Gruppe von K; nach k; ist.

(1) CH. S. 458 oder H. S. 160.
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Da aber 0 ein primitives Element von K; tber k; und von K iiber
k ist, und [0:%]=1[6:%] ist, so ist die galoissche Gruppe & von K
nach % isomorph zu @;:

=y R T ).
Aus (1), (2) und (3) folgt
) A/H=6.

Satz 21. Anordnungs- und Eindeutigkeitssatz. Es seien K, K
beide Klassenkorper uber k, und H, H' resp. die K, K' zugeordneten
Normengruppen in k. Dann gilt:

1.) H<H, falls K> K ist.
2. R <R, falls HSH st

Insbesondere ist dann und nur dann K =K', wenn H = H' ist.

Beweis. 1) Es sei K 2 K'. Ist dann z ein Element aus H, so
existiert in K ein Element I', so dass

N()=a
wird. Es gilt aber
@= N(I') = Ngz(Ngz (D)™ .
Da aber Ngzz (I') Element aus K’ ist, so gehort
@ = Ng7z(Ngo(D))
zu H'. Also ist
Hs H .

2.) Umgekehrt sei jetzt H = H’. Dann existiert nach dem Hilfs-
satz im Hllfskorper f ein Korper k, mit folgenden Eigenschaften, weil
K, K’ iber k Klassenkorper sind :

a.) Im Korper K bzw. K’ existiert ein primitives Element 6 bzw.
¢’ iiber %, welches auch algebraisches Element iiber k, ist. Ferner
ist fiir jeden Index j =v K; = k; () baw. K} = k; (6’) iiber k; abelsch
und es sind

(1) Diese Gleichheit kann man ebenso wie in der algebraischen Zahlentheorie be-
weisen. Siehe HECKE, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig (1928), S. 141.
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[Ki:kl=[K:k], [Kj:ki]l=[K':k].

b.) H;= H~kibaw. H; = H' ~k;ist die K, bzw. K zugeordnete
Normengruppe in k;, falls j = ist. Da H < H' ist, so ist sicher
H<H,.

Weil aber K., K/ resp. die H,, H/, zugeordneten Klassenkorper iiber
k. sind, so ist nach dem bekannten Anordnungssatz®

o
\¥;

<N

Da offenbar K = %k(6) = kK, und K’ = k(¢') = LK/ sind, so ist sicher
K>K'.

Aus 1.) und 2.) schliesst man sofort die letzte Behauptung.

Satz 22. Ecxistenzsatz. Es sei H eine K-Gruppe von endlichem
Index in A. Dann existiert ein (und sogar nach Satz 21 der einzige)
H zugeordneter Klassenkorper iiber k.

Beweis. Nach Definition der K-Gruppen existiert im Hilfskérper
t von k ein Teilkorper k., welcher ein endlicher algebraischer Erweite-
rungskorper iiber dem p-adischen Zahlkorper k, ist. Ferner ist fiir jeden
Tellkorper 4 von k, welcher ein endlicher Erweiterungskorper iiber
ky ist, Hy = H ~ 4 eine multiplikative (abelsche) Gruppe, welche aus
allen derjenigen Elemente besteht, deren Normen nach k, in H,=H ~k,
fallen.

In einer beliebigen Korperreihe von I existieren entweder zwei
Korper, zwischen denen k, eingeschaltet ist, oder ein Korper, der mit
k. identisch ist. Aus dieser Tatsache kann man immer eine Korper-
reihe, welche Fk, als eines ihrer Glieder besitzt, konstruieren. Zur
Vereinfachung' konnen wir ohne Einschrinkung der Allgememhelt
annehmen, dass %, %1, ...., k;, .... schon eine solche Korperrelhe
ist. Es sei also etwa

kv =k,

Dann existiert nach dem bekannten Existenzsatz® der H, = H ~k,
zugeordnete Klassenkorper K, ilber &, . _

Anderseits existiert nach Satz 8 in t ein geeigneter Korper k., von
der Art, dass fiir jeden Index j =

(1) CH. S. 459 oder S. 152.
(2) CH. S. 459 eder SCH. S. 166.
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A|H = A/H = A,;/H,
ist, wobei H;=H ~k; ist. Wenn man hierbei » hinreichend gross
wihlt, so wird v = p. '

Betrachtet man nun das Kompositum k; K. = K;, soist K; nach
dem bekannten Verschiebungssatz® der H; zugeordnete Klassenkérper
ilber k;, weil gemiss der Eigenschaft der K-Gruppen H; aus allen
derjenigen Elemente in k; besteht, deren Normen nach %, in H, fallen.
Wenn man den Vereinigungskorper & von K., Ky41, ...., K;, ....
bildet, dann ist & ein abelscher Ko6rper iiber f und die £ zugeordnete
Normengruppe H’ enthilt sicher die Verelmgungsmenge von H,,

Hyi1y oeeey Hiy oo.., also auch H=H ~t: H 2 H. Wir koénnen
aber leicht zeigen, dass auch H' & H ist.®@ Also ist

H =H.
Da aber fiir jeden Index J=v
[Ki:k;1=1[A4;: H]
ist, so kann man aus der Wahl des Index » leicht schliessen, dass
[R:t]=[K,:k]=[K.: km] =
ist, weil & =t K, ist. Ferner folgt noch
[R:t]1=[K,:k]1=[A,:H]1=[A:H].

Wir bezeichnen nun den Grad von. & nach f durch n. Dann ist der
derivierte Korper K von & (in bezug auf die Bewertung von k) ein
abelscher Erweiterungskorper vom Grade n itber k® und & offenbar
der Hilfskorper von K. Ist H' die K zugeordnete Normengruppe in
k, so ist nach Satz 9 sicher

"H~t=H,

A

weil & der Hilfskorper von K ist. Da aber H’, H beide Untergruppen
vom Exponenten » in A und H’ ~f = H= H ~t sind, so muss nach
Zusatz von Satz 7

H=H

(1) CH. S. 460.
(2) Siehe S. 46.
(8) M. S. 158.
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seiﬁ. Ferner ist
[A:H]l=[A:H]=[R:t]1=[K:k].

Nach Definition ist also K ein H zugeordneter Klassenkorper iiber k.

Satz 23. Verschlebungssatz Es sei K ein Klassenkorper iiber k
und H die K zugeordnete Normengruppe in k. Fe’rner sei k* ein
endlicher algebraischer Erweiterungskorper iber k. Dann ist das
Kompositum K* von K und k* ein Klassenkorper iiber ©*, und die K*
zugeordnete Normengruppe in k* besteht aus allen derjenigen Elemente
aus k*, deren Normen nach k in H Jallen.

Beweis. Wir bezeichnen den Grad von K bzw. k* nach % durch
n bzw. m. Dann kann man nach Satz 2 ein primitives Element 6 bzw.
6* von K bzw. k* iiber k& finden, welches auch ein algebraisches Ele-
ment vom Grade » bzw. m iiber f,ist. Dabei ist £ wie immer der
Hllfskorper von 4. Nun konnen wir in der Korperreihe von f einen
Korper k, finden, derart dass fiir jeden Index j=v der Korper
K;=Fk; (6) bzw. ki* =1k;(#*) vom Grade » bzw. m nach k; wird.
Ferner kann man noch annehmen, dass » von vornherein so gross
gewihlt ist, dass K, itber k; abelsch und H; = H ~ k; die K; zugeord-
nete Normengruppe in %; ist (nach dem Hilfssatz).

Bezeichnet man nun mit g; bzw. g;* den Grad von %; bzw. %;* nach
ko (dem p-adischen Zahlkorper), so ist s1cher fir j =v

gj = mg; .
Also ist nach Definition

lim g} = mlim g;

G0 Jroo
der absolute Grad von k*. Da K ein Klassenkorper iiber % ist, so ist
der Grad n von K nach % zum unendlichen Teile des absoluten Grades
von k —lim g; — prim. Daraus folgt leicht nach Definition des absoluten
Grades \;?); k*, dass n zum unendlichen Teile des absoluten Grades von
k* prim ist. Da K iber % galoissch (sogar hierbei abelsch) ist, so ist
der Grad n, von K* nach k* ein Teiler von 7, d.h. K* wird ein regu-
lirer Korper iiber k*. Ferner ist K* abelsch tiber %z*. Hieraus folgt
nach Satz 18 ohne weiteres:

K* ist ein Klassenkorper iiber k*.
Wir bezeichnen im folgenden mit & bzw. fi den K_ﬁrper £(6) bzw.
£ (6*). Also ist & bzw. t* der Hilfskorper von K bzw. k*. Wir bilden
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nun das Kompositum £* = & und dann den derivierten Kérper &*
von 8&*. Dann enthilt & offenbar die Kérper K, &*, also den Korper
K*. Umgekehrt ist K* ein perfekter Korper und enthilt 8*, also den
Korper 8%, weil & der derivierte Korper von &* ist. Also ist K*=8*
d.h. ®* ist der Hilfskorper von K*. Wie man leicht bestitigen kann,
ist 8% der Vereinigungskorper von K¥, Kiis ovo., Kf, ...., wobei
Kr=K; k," ist ( =v).

Bezeichnet man nun mit H* dle K* zugeordnete Normengruppe
in k*, so existiert nach dem Hilfssatz ein Index w>>v von der Art,
dass fiir jeden Index j=pu H} = H*~Ek} die K;* zugeordnete
Normengruppe in k&;* wird, weil K* ein Klassenkorper ilber k&* ist

Es sei 7* ein Element aus H*. Dann existiert nach Hilfssatz 1
im § 3 ein Element y* aus I* bzw. ein Element 8* aus k*, so dass

¥ ="n* ('é'* )

wird. Also ist 7* = —-——'7;:—; Element aus H* = H* ~f*, weil 7*
n A\
- m\My ( B* Mo )
und (E* no) Elemente aus H* sind. Nach Satz 9 ist aber H* die &*

zugeordnete Normengruppe in . Wir bilden nun die Norm von #*
nach k. Dann erhalten wir

Npx () = Npxp(rINpg(8*)

Nach Struktur von t* gehort o* zu einem passenden Teilkérper k*
von £*%, also zu H}, wobei j = u ist. Unter Benutzung des primitiven
Elementes 6* von k* iiber k gilt nun

k*k('y ) = Nf*!('Y*) = Nk*kj('f ).

Da nach unserer Annahme H;* die K;* zugeordnete Normengruppe in
k* und K; iber %; abelsch ist, so besteht H,;* nach dem bekannten
Verschzebungssatz“) aus allen derjenigen Elemente aus Ic, , deren Nor-
men nach k; der K; zugeordneten Normengruppe H; in k; angehoren.
Also ist

Nixg(r) = Niri,(0r")

Element aus H. Da aber Nz=g (E*”)=(,NE*E (8* ))n auch zu H gehort,
so ist N5 (7*) Element aus H. Damit ist bewiesen:

(1) CH. S. 460.
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Die Normen der Elemente aus H* nach k gehoren alle zu H.

_Umgekehrt sei jetzt 3* ein Element aus k*, dessen Norm nach %
zu H gehort. Dann kann man nach Hilfssatz 1 im §3 in ¥ und k*
resp. Elemente 8* und C* finden, so dass

* 8*(5*)71,
wird. Durch Normbildung erhilt man
Np(s9 = RS
(V; (C*))"‘

Dieses Element gehort aber einerseits zu H und anderseits zu t, weil

N7g(8*) = Nyxy (%)

ist. Nach Struktur von f* gehort 5* schon einem passenden Teilkorper
k;* an, wobei 5 => x>y ist, und u, v die frither bestimmten Indizes
sind. Da offenbar

Nf* t (8*) = NEJ*EJ (8*)

ist, so ist Ngasg;(8*) Element aus H;=H~k;. Aber wir wissen
schon, dass K;~ der H;* zugeordnete Klassenkorper uber k;* ist. Nach
dem bekannten Verschzebungssatz“’ gehort also &* aus k;* zu H;*. Da
nach Definition von H* die Normengruppe H;* in H* enthalten ist,

J— n.\n
so ist 8* Element aus H*. Offenbar ist ({*)* = (E *Wo) ° Element aus

H*. Also ist 5* Element aus H*. Damit ist gezeigt:

Jedes Element aus k*, dessen Norm mach k zu H gehort, ist ein
Element aus H*.

Zusammenfassend diese und jene schon frither bewiesene Tatsache
erhilt man die Behauptung des Satzes.

Mit Hilfe des Verschiebungssatzes konnen wir folgenden Satz,
welcher eine gewisse Erginzung zum Anordnungssatz ist, beweisen :

Satz 24. Es seien KW, K® Klassenkorper iiber k und H®, H®
resp. die KO, K® zugeordneten Normengruppen 1in k. Dann ist
HY A~ K® die KOK® zugeordnete Normengruppe in L und HY .- H®
die KO~ K® zygeordnete Normengruppe in k.

Beweis. Wir bezeichnen kurz mit K das Kompositum KOK® vyon
KE® und K®, und mit H die K zugeordnete Normengruppe in k.

(1) CH. S. 460.
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Bekanntlich ist K iiber k& abelsch und der Grad von K nach % ist ein
Teiler von [KW: k] [K®: k], ist also prim zum unendlichen Teile des
absoluten Grades von %k, weil [K®W: %], [K®: %] auch so sind.: Nach
Satz 18 ist also K der H zugeordnete Klassenkorper iiber % .

Nach Satz 21 folgen aus K =2 K% und K = K@

H<HY und H<S HO
Also ist

B<HOA~FO .

Es sei nun 7 ein beliebiges Element aus HW A~ H®, Dann gibt es
in K® ein Element 7, so dass
Nzer @) = 7

wird, weil % sicher ein Element aus A® und H® die K® zugeordnete
Normengruppe in % ist.

Wir bezeichnen nun mit H’ die K zugeordnete Normengruppe in
K®. Dann gehort 5’ nach Satz 28 zu H’, weil Ngep (7/) = 7 zu H®
gehort. Es ex1st1ert also in K ein Element I", dessen Norm nach K@
gleich %’ ist: Nz KR (T') = %’. Bildet man nun die Norm von I" nach

k, so muss sie zu H gehoren. Anderseits ist aber
Ng% () = Ngep(Ngge(D) = Ngep(y) = 37 < HO ~HO.

Also gehort jedes Element aus HV~H? zuy H: HY~H® < H .
Es folgt also
. HY"~AH® = F

Damit ist die erste Hilfte des Satzes bewiesen.

Nun bezeichnen wir mit H® die E® ~ K@ zugeordnete Normen-
gruppe in k. Dann folgen leicht aus Satz 21

H9 > O ynd H® > HO®,
weil KO ;I?mnz?m und K@ > KO~ K® gind. Es ist also
HO = go . fg@

Da aber KWK® der HV ~ H® zugeordnete Klassenkorper iiber % ist,
so ist nach Definition

[ROE®:E]=[A:H® ~HOJ.
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Hieraus folgt ohne weiteres
[KOK®: KOJ[K® . k] =[KVK® : k] =[A: HY ~ H?]
= [A: HOJ[HO: HO ~HO] .

Da nach Voraussetzung K® der H® zugeordnete Klassenkorper ist, so
ist nach Definition

[KV:k]=[A:HY].
Also st
[K"K®: KO =[HY : HO ~H®] .
Offenbar ist

[K‘u)f(z) . Ka)] — [I?(z) . I—{—(" . K(z)] — [I?(?) : 7;:]

[KY"~K®: k]’
weil K@ iiber % abelsch ist. Ferner folgt noch

HO/HO A HO = FO . HO/F® O

' i go e — _
Also ist [g[:‘}?.uI)I.(?ﬁ]m] = [H®. F® : O] = [H® : H® ~ g®]
_ [E®:k]
[E® ~K&: ] °

Da K@ der H® zugeordnete Klassenkorper ist, so ist
[K®:%] =[A: H?].
Hieraus folgt sofort
[A: HY . H®] = [K® ~K® : k] =[4:H"].
Also muss A
HOH® = F©

sein, weil H® - H® < HO ist.
Durch mehrmalige Anwendung von Satz 24 konnen wir folgenden
Zusatz beweisen :

(1) Siehe etwa V.D. WAERDEN, Moderne Algebra, I. Teil, S. 136.
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Zusatz. Es seien K@, K@, ., s K resp. die H®, H>, ..., Hm™
zllgeog'_dneten Kla_ssenktirpgr tber k. Dann i_st das Kompositum von
Ko, K@ . .., K™ der HY ~H® ~ _,.. ~ H"™ zugeordnete Klassen-

korper iiber & und KO~ K@~ ... ~K™ der HV-H®. . . . -Hm™
zugeordnete Klassenkdrper iiber k .

Satz 25. Es sei k* ein endlioher zyklischer Erweiterungskorper
iiber & und K ein Klassenkorper iiber k* . Ferner sei o ein e'rzeugendes
Element der galoisschen Gruppe von k* nach k, und H* die K zuge-
ordnete Normengruppe in k*. Dann gilt :

a) Dann und nur dann ist K iber k galoissch, wenn oH* = H*
28t. '
bl Dann gnd nur dann ist K iber k abelsch, wenn jede I_{lasse
von A* nach H* bei Anwendung von o invariant bleibt, wobei A* die
Gesamtheit aller von Null verschiedenen Elemente aus k* bedeutet.

Bewesi, Da k* ilber k zyklisch ist, so kann man nach Satz 2
ein primitives Element 8* von %* iiber k finden, welches auch ein
primi_tives Element des Hilfskorpers £* von k* itber dem Hilfskorper £
von k ist: * =1 (6*). Ebenso gibt es ein primitives Element 6 von
K iber k*, welches auch ein primitives Element des Hilfskorpers &
von K iber f* ist: & = 1%(@).

Nach Struktur von * und R existiert in der Korperreihe von f
ein Teilkorper %, mit den folgenden Eigenschaften :

1.) Fiir jeden Index 5 = v sind
[£*:£] = [%:6%): k;] und [K:t*] = [k,6*%, 6): k161 .
2.) k;(6*) = k;* ist tiber k; zyklisch.

3.) k; (6%, 6) = _,- ist ein abelscher Korper iiber #%* und
Hjf = H* ~ k;* ist die K; zugeordnete Normengruppe in ;* (nach dem
Hilfssatz).

4.) Man kann ferner in %k} ein Elementsystem finden, welches
ein Reprisentantensystem sowohl aller Klassen von A} nach Hf als
von A* nach H* bildet. Dabei ist A¥ die Gesamtheit aller von Null
verschiedenen Elemente aus k¥ .

Beweis von a). Es sei zunidchst o« H* = H*. Dann induziert o
nach Bestimmung des Index v ein erzeugendes Element der galoisschen
Gruppe von k¥ nach k,. Daher ist sicher

ocH* = HY .
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Hieraus folgt, dass K, tiber k, galoissch ist.® Da offenbar K.,k = K
ist, so ist K galoissch iiber % .

" Es sei umgekehrt K iiber & galoissch. Dann ist nach Satz 2 &
Uiber f galoissch. Offenbar existiert in f ein Teilkorper k. mit > v,
so dass fiir jedes j=p K, iiber %, galoissch wird. Es existiert also
ein Automorphismus von K; iiber k;, welcher in k¥ den Automorphis-
mus o induziert. Wir bezeichnen nun der Kiirze wegen mit o einen
solchen Automorphismus von K; uber %;. Dann entsteht durch An-
Wendung von o auf K; ein Klassenkdrper oK; iiber k*, und cH* ist
die oK; _zugeordnete Normengruppe in k*. Da nach Voraussetzung
oK; = K; sein muss, so ist nach dem bekannten Eindeutigkeitssatz@

cHf = H .
Setzt man nun H* = H* 1*, soist offenbar
cH* = H*,
weil H* die Vereinigungsmenge von HY, H¥.,, ...., H, .... ist.

Nach Hilfssatz 1 im' § 3 ist jedes Element aus H* von der Form
afB", wobei a Element aus t*, 8 Element aus %* und =» der Index
von A* nach H* ist. Hieraus folgt leicht, dass « Element aus H* ist.
Da H* eine Untergruppe vom Index » in A* ist, so ist (o B)" = o(B)»
Element aus H*. Da o(a) zu oH* = H* gehort, so ist o(«3") Element
aus H*. Damit ist gezeigt, dass

ocH* = H*

ist, falls K iiber k galoissch ist.

Beweis von b). Es sei jede Klasse von A* nach H* bei Anwen-
dung von o invariant. Dann kann man schliessen, dass im Korper
kr jede Klasse von A¥ nach H# bei Anwendung von o invariant ist.
Namlich es ist offenbar wie im Beweis von a)

O'Hy* = ﬁ-\:* .

Ist nun o« H* eine Klasse von A* nach H * so kan_n man geméss der
Bestimmung von v annehmen, dass a Element aus k* ist. Da aber

o(aH*) = oH*

(1) H. S. 158.
(2) CH. S. 459 oder H. S. 1562.
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ist, so gibt es ir H* ein Element 7*, so dass
ala) = an™

wird, Weil o{a, « 7w B gehoren, so ist 7* Element aus kf . Alsoist
5* sicher Element aus HY . Aus o(H}) = H; folgt also

c@l?), = ap* H = oH*

Gemaiss der Eigenschaft 4) von k& ist gezelg't, dass: Jede Klasse: von
AT nach H* bel_Anwem“i_ung vormr o invariant ist. Hieraus folgt be-
kanntlich, dass K, iiber k, abelsch ist™. Da

KErk=K
ist, so ist’ K abelsch iiber k.

Umgekehrt sei jetzt K ber & abelsch. Pann kanm man wie im
Beweis von a) schliessen, dass es einen: pa.ssenden Index pu=v glbt
derart dass fir jeden Index j=p K; (; Uber k; abelsch ist. Hieraus
folgt, dass jede Klasse von A;* nach H;* bei Anwendung von o inva-
riant ist®, wobei A die Gesamtheit. aller von Null wverschiedenen
Elemente aus &} bedeutet. ’

Da man nach Annahme in k, ein Elementsystem als ein Repri-
sentantensytem sowolil aller Klassen von A;* naeh H;* als vorr A* nach
F* nehmen kann, so folgt aus dem oben Bewiesenen, dass jede Klasse
von A* nach H* bei Anwendung von o invariant ist.

(1), (2) CH. S. 454 oder H. S. 163.



