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Einleitung. In dem 3-dimensionalen euklidischen Raume $E_{3}$ bleiben
die Lange der Kurve und der Winkel zweier Vektoren bei jeder Trans-
formation der Bewegungsgruppe unver\"andert, d.h. die Massbestimmung
des Raumes \"andert sich nicht. Dieser Begriff wurde von KILLING zum
n-dimensionalen RIEMANNschen Raume $R_{n}$ erweitert. Die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafilr, dass die Massbestimmung bei
jeder Transformation der Bewegungsgruppe sich nicht andert, sind, dass
die KILLINGschen Gleichungen sich erf\"ullen. Die Bewegungsgruppe im
FINSLERschen metrischen Raume, welche als neueste Geometrie schnellen
Fortschritt machte, hat M. S. KNEBELMAN behandelt, zwar nicht im
allgemeinen sondem im von L. BERWALD untersuchten Raume $B_{n}$ .
Es steht dabei an Stelle der KILLINGschen Gleichungen fur $B_{n}$

$g_{ih}\xi_{/j}^{h}+g_{jh}\xi_{i}^{h}+g_{i/h}\xi^{h}+g_{ijh}\xi_{/k}^{h}p^{k}=0$ .
L. BERWALD hat einen metrischen FINSLERschen Raum folgender-
massen eingef\"uhrt: Es ist vorausgesetzt, dass die Funktion $\mathfrak{L}(x, p)$

f\"ur alle Wertesysteme $x^{i}$ und fur alle m\"oglichen Wertesysteme von $p^{i}$

analytisch regular und positiv und ausserdem in den $p^{i}$ positiv-homogen
von erster Dimension ist. Das Integral

$s=\int \mathfrak{L}(x. dx)$

definiert sich auf jeder Kurve als Bogenlange und damit erh\"alt man
einen metrischen FINSLERschen Raum $B_{n}$ , indem BERWALD bei dieser
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Funktion die Variationsrechnung anwendet. Aus seiner Arbeit wissen
wir, dass die Parallelverschiebung der Figur, die aus gegebenen
Vektoren im Punkte und dem ausgezeichneten Linienelemente an
diesem Punkte besteht, langs eines willkurlichen Linienelementes im
allgemeinen die L\"ange des Vektors und den Winkel zweier Vektoren
in bezug auf das ausgezeichnete Linienelement \"andert, mit anderen
Worten, kovariantes Differential und kovariante Ableitung des metri-
schen Tensors 2. Stufe mit den Bestimmungszahlen $g_{ij}(x, p)$ Ist nicht
gleich Null.

E. CARTAN(1) verbesserte die obenerw\"ahnten Unvollkommenheiten,
indem er die \’Ubertragung in anderer Weise definierte. In dieser Ar-
beit m\"ochten wir im von CARTAN untersuchten Raume $F_{n}$ winkeltreue
Transformationen und Bewegungen untersuchen.

1. Winkeltreue Transformationen. Unsere erste Aufgabe ist,
die Definitionen scharf zu geben.

Wenn jede Transformation einer kontinuierlichen Gruppe von
Punkttransformationen die Lange aller Kurven unver\"andert bleiben
l\"asst, so sagen wir, dass sie Bewegung ist und dass der metrische
$FmsLERsche$ Raum $F_{n}$ Bewegung gestattet.

${\rm Im}$ RNSLERschen Raume ergeben sich viele Definitionen des
Winkels, aber wir benUtzen hier die von CARTAN gegebene Definition:

1

Der Winkel $ d\theta$ zweier ausgezeichneter Linienelemente, welche densel-
ben Mittelpunkt haben und in infinitesimaler benachbarter Umgebung
sind, ist durch die folgende Relation gegeben:

(1) $d\theta^{2}=\frac{1}{\mathfrak{L}}\mathfrak{L}_{\ddot{w}}dp^{i}d\dot{\psi}$ .
wobei

$\mathfrak{L}_{\ddot{w}}=\frac{9^{2}\mathfrak{L}}{9p^{i}9\dot{\psi}}$

Lasst jede Transformation einer kontinuierlichen Gruppe von Punkt-
transformationen den Winkel (1) unver\"andert bleiben, so sagen wir,
dass sie winkeltreue Transformation von erster Art ist und dass der
metrische FINSLERsche Raum $F_{n}$ winkeltreue Transformation von erster
Art gestattet.

(1) E. CARTAN, Sur les espaces $de$

(

FINSLER, Comptes Rendus, $Bd$ . 196 (1933), S. 582-
686; Les espaces de FINSLER, Actualit\’es scient. et industr. Nr. 79, Expos\’es
de g\’eom\’etrie, Publi\’es de E. CARTAN, II.
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Wir denken uns nun die folgenden infinitesimalen Punkttransfor-
mationen, um die Bedingungen f\"ur winkeltreue Transformation von
erster Art zu untersuchen:

(2) $x^{1\prime}=x^{i}+\xi^{:}(x)\delta t$ ,

wobei die Funktionen $\xi^{\grave{\iota}}(x)$ analytisch regular nur in bezug auf $x^{i}$ sind.
Satz 1. Dafur, dass in $F_{n}$ die Transformationen (2) infinitesimale

winkeltreue $Tran^{q}formationen$ von erster Art sein sollen, ist es notwendig,
dass den Funktionen $\xi^{i}(x)$ die folgenden $n(n+1)/2$ Gleichungen gen\"ugen:

$h_{ij}\equiv \mathfrak{L}h;-\mathfrak{L}_{1j}k=0$ ,
wobei

$k\equiv\frac{9\mathfrak{L}}{9x^{k}}\xi^{k}+\mathfrak{L}_{k}\frac{9\xi^{k}}{9x^{l}}p^{l}$ .
Beweis. Da $p^{i}$ die Bestimmungszahlen eines Vektors sind, lassen

sie sich mittels (2) in folgender Weise transformieren:

(3) $p^{:r}=p^{i}+\frac{9\xi^{:}}{9x^{j}}\dot{\psi}\delta t$ .
Differenzierend (3), erhalten $w\ddagger r$

(4) $dp^{i\prime}=dp^{i}+\frac{8P}{8x^{\dot{f}}}d\dot{\psi}\delta t$ .
Die \"Anderung von $d\theta^{2}$ ist gem\"ass (1), (2), (3) und (4) folgendermassen
gegeben:

$d\theta^{\prime z}=d\#+\frac{1}{\mathfrak{L}^{2}}(\mathfrak{L}k_{\ddot{v}}-\mathfrak{L}_{ij}k)dp^{i}dp^{;}\delta t+[2]$ ,

wobei [2] Glieder zweiter und h\"oherer Ordnung in bezug auf $\delta t$ zusam-
men darstellt. F\"ur Invarianz des Winkels erhalten wir $d$ie folgende
Relation, indem wir die Glieder zweiter und h\"oherer Ordnung in bezug
auf $\delta t$ fortfallen lassen:

$h_{ij}dp^{:}d\emptyset=0$ .
Da $h_{jj}$ in bezug auf $i$ und $j$ symmetrisch sind und $dp^{:}$ nicht enthalten,
so haben wir

$h_{j}=0$ .
Die $L\mathfrak{W}ge$ des Vektors $\nu^{:}$ wird in bezug auf den Fundamentaltensor

$g_{jj}$ in $F_{n}$ durch
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$v^{2}=g:_{\dot{J}}v^{i}v^{j}$

definiert und der Winkel zweier Vektoren mit den Bestimmungszahlen
$v^{;}$ und $w^{i}$ wie \"ublich folgendermassen:

(5) cos $\theta=\frac{g_{ij}v^{\grave{l}}uj}{vw}$ ,

wobei $v^{i}$ sowie $w^{i}$ keine Nullvektoren sind. Wenn jede Transformation
einer kontinuierlichen Gruppe von Punkttransformationen den Winkel
(5) unver\"andert bleiben l\"asst, so sagen wir, dass sie winkeltreue
Transformation von zweiter Art ist und dass der metrische FINSLERsche
Raum $F_{n}$ winkeltreue Transformatim von zweiter Art gestattet. Wir
m\"ochten die Bedingungen $fi1r$ winkeltreue Transformation von zweiter
Art untersuchen.

Satz 2. Die Funktionen $\xi^{i}(x)$ m\"ussen folgenden Gleichungen
gen\"ugen, um die Transformationen (2) in $F_{n}$ als infinitesimale win-
keltreue Transformationen von zweiter Art darzustellen:

$2g_{(i_{J}}n_{k)(n}g_{lm)}=\mathfrak{a}_{(mn}g_{l)(k}g_{i_{J})}+\mathfrak{a}_{(1_{J}}g_{k)(l}g_{mn)}$ ,
wobei

$\mathfrak{a}_{ij}=\frac{9g_{ij}}{ax^{k}}\xi^{k}+g_{\ddot{\eta}k}\frac{9\xi^{k}}{\partial x^{l}}p^{l}+g_{kj}\frac{8\xi^{k}}{a_{X^{i}}}+g_{ik}\frac{9\xi^{k}}{9x^{j}}$ .

Beweis. Unter den Transformationen (2) transformieren sich $v^{i}$

und $w^{i}$ \"ahnlich wie $p^{i}$ , weil $v^{i}$ und $w^{i}$ die Bestimmungszahlen des
Vektors sind. Also erhalten wir

$v^{i\prime}=v^{i}+\frac{9\xi^{i}}{9\dot{\theta}}v^{j}\delta t$ ,

$w^{i\prime}=w^{i}+\frac{8P}{9x^{\dot{9}}}u^{\beta}\delta t$ ,

$g:j^{\prime}v^{i\prime}u^{j^{\prime}}=^{J}g_{ij}v^{i}uj+\mathfrak{a}_{ij}v^{i}\iota\dot{\theta}\delta t+[2]$ ,

$g_{ij^{\prime}}v^{i\prime}\dot{\theta}^{\prime}=g_{ij}v^{i}\dot{\theta}+\mathfrak{a}_{\ddot{v}}v^{i}\dot{\theta}\delta t+[2]$ ,

$g_{1_{\dot{J}}}^{\prime}=g:j:j$ .
Aus diesen Relationen und (5) folgt die folgende Gleichung

cos $\theta^{\prime}=\cos\theta$

$+\frac{1}{vw}(:j\iota:j)^{\delta t+}[2]$ .
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Damit der Winkel invariant bleibe, erhalten wir die folgenden Gleich-
ungen, indem wir Glieder zweiter und h\"oherer Ordnung in bezuf auf
$\delta t$ fortfallen lassen:

$(2g_{ij}\mathfrak{a}_{kn}g_{ml}-\mathfrak{a}_{ij}g_{kn}g_{ml}-g_{ij}g_{kn}\mathfrak{a}_{ml})v^{i}\dot{\theta}v^{k}w^{l}w^{m}w^{n}=0$ .
Da $v^{i}$ und $w^{i}$ beliebig sind, liefert die letzte Relation uns

$2g_{(\mathfrak{i}_{J}}n_{k)(n}g_{ml)}=\mathfrak{a}_{1^{\dot{\tau}j}}g_{k)(n}g_{ml)}+g_{(ij}g_{k)(n}\mathfrak{a}_{ml)}$ .
Durch (5) haben wir den endlichen Winkel definiert. Wenn wir

als $v^{i}$ bzw. $w^{i}$ besonders $p^{i}$ bzw. $p^{i}+dp^{l}$ annehmen, so folgt

cos $d\theta=\nu^{/}\frac{\overline g}{g_{ij}p^{i}\dot{\psi}}\frac{mnp^{m}(p^{n}+dp^{n})}{\sqrt{g_{kl(}p}k\overline{+}d\overline{p}^{k})\overline{(p}^{\iota}\overline{+}d\overline{p}^{\iota})}$

$=_{\mathfrak{L}\mapsto-}^{\underline{\mathfrak{L}+\mathfrak{L}\mathfrak{L}}_{i}\underline{d}p^{i}}-\mathfrak{L}+\sim^{\prime}\mathfrak{L}\mathfrak{L}_{i}dp^{u}+g_{ij}dp^{i}dp^{j}$

Entwickeln wir die beiden Seiten dieser Gleichung, so haben wir

$d\theta^{2}=\frac{1}{\mathfrak{L}}\mathfrak{L}_{ij}dp^{i}d\dot{\psi}$ ,

es ist sogenanntes “ m\’etrique angulaire”. Der durch (5) gegebene

Winkel enth\"alt als spezialen Fall den durch (1) gegebenen infinitesimalen
Winkel. Somit k\"onnen wir den folgende Satz aussprechen:

Satz 3. Stellen die Transformationen (2) infinitesimale winkeltreue
Transformationen von zweiter Art $dar$ , so sind sie nat\"urlich infinite-
simale winkeltreue Transformationen von erster Art.

2. Konforme Eigenschaft. St. GOLAB(1) hat zwei F\"alle als konforme
Repr\"asentation zweier metrischer R\"aume gegeben: Erstens bleibt der
Winkel invariant, zweitens steht die Lange im Verh\"altnis. Erstere ist
eine sogenannte winkeltreue Transformation und wir haben dies in Nr.
1 erkl\"art. Letztere nennen wir die konforme Transformation und
m\"ochten sie in diesem Abschnitt untersuchen.

Wir nehmen eine bestimmte Funktion $\varphi(x, p, a)$ an, welche in dem
Bereich $\mathfrak{D}$ gegeben ist, wobei $p^{i}$ bzw. $a$ das ausgezeichnete Linienele-
ment im Punkte $x^{i}$ bzw. Parameter ist.

(1) St. $GoL$AB
$’$

, Sur la repr\’esentation conforme de deux espaces de FINSLER, Comptes
Rendus, Bd. 196 (1933), S. 1356-1358.
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Zuerst m\"ochten wir den Fall untersuchen, wobei-die L\"ange bei den
Transformationen (2) sich folgendermassen transformiert:

(6) $\&’=ds(1+\varphi tx, p, \delta t))$ .
Wenn $\delta t=0$ , so sind die Transformationen (2) identisch. Da in diesem
Falle $ds^{\prime}=ds$ sein muss, so setzen wir voraus, dass

$\varphi(x, p, \delta t)=\varphi(x, p)\delta t$ .
Demnach folgt aus (6)

$(1+\varphi\delta t)\mathfrak{L}=\mathfrak{L}+k\delta t+[2]$ .
Wir erhalten also die folgenden Ergebnisse, indem wir die Glieder von
zweiter und h\"oherer Ordnung in bezug auf $\delta t$ fortfallen lassen,

$k\equiv\frac{a\mathfrak{L}}{9x^{i}}\xi^{i}+\mathfrak{L}_{i}\frac{\partial\xi^{i}}{9\dot{\theta}}p^{\dot{f}}$

$(7)$

$=\mathfrak{L}\varphi$ .
${\rm Im} F_{n}$ gilt daher:

Satz 4. Damit die Transformationen (2) konforme Transforma-
tionen sind, mussen die Funktionen $\xi^{i}(x)$ der Gleichung (7) gen\"ugen.

Wir k\"onnen aus (7) durch zweimalige Differentiation nach $p^{i}$ und $\dot{p}$

(8) $\xi_{i/j}+\xi_{\dot{g}/:}+2C_{\ddot{v}k}\xi_{/0}^{k}=2g_{ij}\varphi+4\mathfrak{L}\mathfrak{L}_{(i}\varphi_{J}$) $+\mathfrak{L}^{2}\varphi_{i\dot{g}}$

ableiten. Hangt die Funktion $\varphi$ nur vom Ort ab, so gilt in diesem
Falle aus (7) bzw. (8)

$ k=\mathfrak{L}\varphi$

bzw.
$ k_{1j}=\mathfrak{L}_{ij}\varphi$ .

Somit wird $h_{ij}$ identisch verschwinden. Nun konnen wir behaupten:

Satz 5. Wenn die Funktionen $\xi^{i}(x)$ konforme Transformation
definiert und die gegebene Funktion $\varphi$ nur $vo\gamma n$ Ort abhangt, so stellen
die Tran,gformation winkeltreue Transformation von erster Art $dar$ .

3. Bewegungen. Von der Funktion $\varphi(x)$ setzen wir noch dazu
voraus, dass sie identisch verschwindet, somit gibt (8) uns

(9) $\xi_{i^{\prime}j}+\xi_{ji}+2C_{1jk}\xi_{0}^{k}=0$ .
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d.h. sie sind die Bedingungen f\"ur l\"angentreue Transformationen. Da
unter diesen Bedingungen auch der Winkel unverandert bleibt, so
erhalten wir durch die erkl\"arte Definition:

Satz 6. Die Funktionen $\xi^{i}(x)$ m\"ussen den Gleichungen (9) genugen,
$u\grave{m}$ bei den Transformationen (2) Bewegungen darzustellen.

Da im n-dimensionalen RIEMANNschen Raume $R_{n}$ die Gr\"ossen $C_{Ok}$

identisch verschwinden, werden (9) folgendermassen umgeschrieben:

$\xi_{:/j}+\xi_{j/i}=0$ ,

d.h. sie sind sogenannte KILLINGsche Gleichungen fUr den RIEMANNschen
Raum $R_{n*}$ Demnach sind die Gleichungen (9) die unmittelbare Erweite-
rung der KILLINGschen Gleichungen f\"ur den RIEMANNschen Raum $R_{n}$ .
Wir k\"onnen also ohne Schwierigkeit die S\"atze f\"ur den RIEAANNschen
Raum $R_{n}$ im FINSLERschen $F_{n}$ erweitern. In der Tat wollen wir nun
einige davon geben.

F\"ur den gegebenen Vektor $\xi^{\dot{b}}$ , welcher die Bewegung definiert,
k\"onnen wir der K\"urze halber, ohne die Allgemeinheit wesentlich einzu-
schr\"anken, $\xi^{i}=\theta_{1}$ annehmen. In diesem Falle erhalten wir aus (9)

$\frac{ag_{\tau j}}{9x^{1}}=0$ .
Es gilt demnach der Satz:

Satz 7. F\"ur den Fundamentaltensor $g_{ij}$ des Raumes $F_{n}$ , der
infinitesimale Bewegungen $gest\emptyset ttet$ . konnen wir die besonderen Koor-
dinaten annehmen, bei denen alle $g:j$ von $x^{1}$ unabhangig sind.

Die endlichen Transformationen der eingliedrigen kontinuierlichen
Gruppe entstehen durch unendlichmalige Wiederholung der infinitesi-
malen Transformationen (2). Um zu einer endlichen Transformation
zu gelangen, m\"ussen wir uns daher die unendlich kleine Bewegung
denken, welche die infinitesimale Transformation darstellt, wahrend
unendlich vieler Zeitabschnitte $\delta t$ wiederholt. Demnach wird die endliche
Transformation, die den Vektor $\delta_{1}^{j}$ gem\"ass definiert wird, durch

$x^{i\prime}=x^{i}+\delta_{1}^{i}a$

gegeben. Selbstverst\"andlich bleibt die L\"ange der Kurve invariant und
$g_{ii}$ sind von $x^{1}$ unabh\"angig. Zusammenfassend sprechen $wIr$ den Satz
aus:

$v$
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Satz 8. $Im$ Raume, welcher eine infinitesimale Bewegung gestattet,
ergibt sich die eingliedrige kontinuierliche Gruppe der durch infini-
tesimale Bewegung erzeugten Bewegungen.

Hierzu ist es n\"otig, die Differentialgleichungen dieser Bewegung
zu integrieren, d.h. das simultane System:

$\frac{dx^{1}}{\xi^{1}}=\frac{dx^{2}}{\xi^{2}}=\ldots.=\frac{dx^{n}}{\xi^{n}}=\delta t$ .

Wir wollen die Integrale der letzten Gleichungen als die Bahnkurven
der infinitesimalen Transformationen (2) bezeichnen. Es gibt offenbar
$\infty^{n-1}$ verschiedene Bahnkurven. Es ist leicht, fur einen gegebenen
Punkt $x_{0}^{i}$ und eine gegebene Richtung $\xi_{U}^{i}$ , die Gleichungen der durch
den Punkt hindurchgehenden und in der Richtung liegenden Bahnkurve
aufzustellen.

Zwei Vektoren $\xi_{1}^{i}$ und $\xi_{2}^{*}$ heissen voneinander unabhangig, wenn
die Gleichung

$c^{1}\xi\dot{i}+c^{2}\xi_{2}:=0$ ,

in welcher c’ und $c^{2}$ von den $x^{i}$ unabh\"angige Gr\"ossen sind, nur dadurch
befriedigt werden kann, dass $c^{1}$ und $c^{2}$ s\"amtlich gleich Null gesetzt
werden. Oder etwas k\"urzer: Die zwei Vektoren et und es heissen
voneinander unabh\"angig, wenn keine derselben sich aus den \"ubrigen

linear ableiten l\"asst.
Wir besch\"aftigen uns weiter mit der Frage: Konnen die zwei

infinitesimalen linearen unabhangigen Bewegungen dieselbe Bahnkurve
besitzen ?

Zu diesem Zwecke setzen wir ohne die Allgemeinheit wesentlich
einzuschr\"anken voraus, dass die Bestimmungszahlen eines $eIne$ Bewegung
definierten Vektors $\delta_{1}^{i}$ sind. Bes\"asse aber die zweite infinitesimale
Bewegung dieselbe Bahnkurve, w\"urde der Vektor die Bestimmungszahlen

$\rho(x)\delta_{1}^{i}$ haben. Also ergibt sich aus (7) $\underline{dp}\mathfrak{L}_{1}=0$ . Da $\mathfrak{L}_{1}$ identisch
$dt$

nicht verschwindet, muss die Funktion $\rho(x)$ eine Konstante sein, d.h.
die beiden infinitesimalen Bewegungen sind nicht voneinander unab-
h\"angig. Wir haben daher den

Satz 9. Zwei voneinander linear unabhdngige infinitesimale
Bewegungen besitzen dieselbe Bahnkurve nicht.

Am 4. Februar 1936.


