
LA THEORIE DES ENSEMBLES ANALYTIQUES 

ET LES ESPACES ABSTRAITS(l). 

Par 

Kinjiro KUNUGUI 

lntroduction. 

Il semble que la th駮rie des ensembles analytiques, d騅elopp馥 
surtout par MM. N. LUSIN et W. SIERPINSKI, a pour champ de validit� 

les espaces métriques , complets et s駱arables(2). Pourtant, en 1932, 

M. G. STEINBACH a r騏ssi � d饕arrasser ces deux conditions du th駮r鑪e 

de projection. M. W. SIERPINSKI, d'autre part, l'en a d馮ag馥 parfaiteｭ

ment et a trait� une partie importante de cette th駮rie comme une 

question des ensembles compl鑼ement g加さraux. Dans ce travail, 
nous allons compl騁er les r駸ultats de ces auteurs et, en suivant les 
m騁hodes dues aux math駑aticiens varsoviens, montrer comment on 
peut g駭駻aliser la plus grande partie de cette th駮rie aux 

abstraits. 

espaces 

Pour nous, ce qui joue un r�e essentiel, c' est le syst色me d'axiomes 

introduit par M. F. HAUSDORFF pour les espaces (v). Dans le premier 

paragraphe , nous discuterons donc quelques th駮remes pr駘iminaires 

sur ce sujet. 

Le deuxi鑪e paragraphe contient quatre th駮r鑪es sur la projecｭ

tion, dont le premier est d� � M. G. STEINBACH. Ce th駮reme fondaｭ

mental ne s'applique pas d'une fa輟n g組合rale aux espac四 (v) quelｭ

conques (m麥e avec l'espace ∞mposant S m騁rique compact). 

(1) Une partie des r駸ultats contenus dans cette Note a 騁� publi馥 dans “ Sur la 
th駮rie des ensembles analytiques dans les espa巴es abstraits" the Proceedings 
of the Imperial Academy, X (1934), p. 546-549. 

(2) Voir, par exemple , l'ex[os� excellent de C. KURATOWSKI (1) , p.234ー267.

Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imp. Univ. , Ser. 1, Vol. IV , No. 1, 1935. 
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Dans le troisieme paragraphe, nous consid駻erons les cribles de 

M. LUSIN. Son th駮reme fondamental est vrai pour les espaces quasi‘ 

accessibles. 

Dans le paragraphe 4, nous 騁udierons le deuxi鑪e principe de 

s駱aration. L' extention des principes de M. LUSIN aux espaces abstraits 

a 騁� d駛a consid駻馥 par M. W. SIERPI前SK!. Il a gむléralis色 le premier, 
tandis qu'ici nous traiterons le deuxieme. Ce deuxieme principe est 

vrai pour les espaces m騁riques arbitraires. 

Dans Ie 5e paragraphe, nous démontrerons , en suivant la marche 
de M. C. KURATOWSKI, les th駮remes sur l' ordre de Ia projection. lci 

nous remplacerons d'abord la notion d' ensembles mesurables (B) par celle 

des ensembles d'unicit�; leur di首位ence sera discut馥 dans S 4. Sur ce 

sujet, nous avons trois th駮remes importants pour les espaces abstraits; 
ils sont d皛 a M M. N. LUSIN, W. SIERPINSKI, S. MAZURKIEWICZ et 

S. BRAUN. 

Dans le dernier paragraphe, ce seront les th駮r鑪es de M. S. 

MAZURKIEWICZ et de M. W. SIERPINSKI sur les points inf在rieurs que 

nous traiterons 馮alement dans notre cadre. 
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Soient A et B deux ensembles quelconques. Nous d在signons par 

A x B Ie produit cart駸ien de A et B. Soient ~1 et ~2 deux familles 

quelconques d'ensembles. Nous dさsignons par ~l x ~2 la famille de 

tous Ies ensembles de la forme A1 x A2' A1 E ~1 ， A2 E ð2 ・ Etant

donn馥 une famille .quelconque ~ d'ensembles , nous dおignons par � 
la famille de tous les ensembles qui sont des noyaux des schemes de 

Souslin: {Enl ， 町. .... nk} form駸 des ensembles de ~， c. -� -d. la 

famille de tous les ensembles de la forme : 

E = X Il Enl • n2. ....川 ; E旬I .何2 ， .'. t nkE ~. 
νk 

Théorとme 1. Pouγ deux jiαmilles quelconques d' ensembles, ~1 et 

~2> ηous αvons toujour・s
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。l)A x (ðZ)A 三 (ð1 x ð2)A ・(1)

D駑onstration. Soit E un ensemble de (iS1)A x (�2�A : 

E = E1 xl込 ; E1 = 三， JIPnl' 叫2 ， ..川町 ; E2 = こ・ JIQn1 ， n" ...，川;
ν k ~ k 

Pnl' n2 , ...， ηk E ~; Qn) , n2 , ... ，叫 E iSz ・

Nous avons alors 

E1 X E2 = 1.' IIPn" n" .., ，町 ﾗ 土. J1Qml' m" ・・・ ， mk' 
νkν， k' 

=ご (IIP叫l' n'}. ， ・・・ ， nk x JIQml' m" .,. , Tln/) 
νν， k ~ 

= 5: Il (Pnl' 叫'2' ... , 四k X Qml' m" ・・・ ， mk) • 

一 (η+mーl)(n + m-2) 十制Donc, en posant [η ， m]- z一一一一

F[nl , Tl1j], [nョ，制"]， '" , [況k ， mk] = P町，町， ...，旬k X Qml , m" ... , 11l/c 

et ﾆ = ([nl , mJ] , [η2 ， m2]' ..., [n /c, m /c], ....), nous avons 

E1x E2 = 子千FPl , p" ••• , Pl ; F Pl' p" …, Pl E � X ð2 ・

D'o也， E = EJ X E2 E (151 x 62) A ・ C.Q. F.D. 

Nous appelons , avec M. M. FRÉCHET(2), un espace (ν) ， un espace R 

o� la d馭inition des points d' accumulation peut らtre donn馥 comme il 

suit: un point αde R est un point d'accumulation d'un ensemble E 

de points de R , si chaque voisinage V，αde αcontient un point de E 

distinct de α. Les voisinages Vαde αsont des ensembles de points 

de R , attachさs a chaque point αet qui contiennent le point α. 
Le produit cart駸ien de deux espaces (の) : R et S est l' espace 

R x S , dont les voisinages V(α ， b) du point (α ， b) sont des ensembles 

V(α) x V(b) , 0な V(吋 et V(b) sont des voisinages quelconques de αet de 
b respectivement¥3'. Si A et B sont ferm駸 (ou ouverts) dans R et 

dans S resp. , A x B est ferm� (ou ouvert) dans R x S. 

(1) C'est une g駭駻alisation du théor色me 40.7・ 2 de H. HAHN (1) , p. 351. 
(2) M. FRﾈCHET (1) p. 172. 

(3) H. TIETZE (1) p. 41. 
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Nous appelons un ensemble αnαlytique dans un espace (ν) tout 

ensemble de ~A ， 0也~ est la famille de tous les ensembles ferm駸 

dans cet espa四.

Pour les espaces (ν) ， nous considérons , avec M. F. HAUSDORFF(1), 

trois axiomes suivants: 

(B) Pour tout pointα ， quels que soient les voisinages 九 et Wa 

de a , il existe au moins un voisinage deαqui appartient entierement 

� Va et à 日午.

(C) Quel que soit le point b du voisinage Wa du point α ， il exist泡

un voisinage Wαde b appartenant entierement � Wa ・

(D) Pour tout couple d' 駘駑ents distinctsαet b, il existe deux 

voisinages respectifs ß二 de αet Wb de b qui sont disjoints. 

Dans la suite nous considさrerons ces axiomes sépar知lent. Un 

espace (v) qui permet d'attacher un systeme (駲uivalent) de voisinages 

satisfaisant � 1'axiome (C) sera dit un espαce quαsi・αccessible. En 

d'autres termes, d'apres un th駮reme de M. TUMARKIN(2), un espace 
quasi-accessible est un espace (v) o� la fermeture }!) = E + E' d' un 
ensemble E quelconque est ferm馥. 

Pour les espaces (v) qui satisfont � 1'axiome (B) , nous avons le 
th駮reme suivant: 

Théorとme 2. Soient R un espαce (旬) qui satiザ"ait � l'αxiome (B) , 
et S un espαce m騁rique compαct. Alors la projection H d'un ensemble 

ferm� F de l'espαce R x S sur R est αussi f l::rn , 馮 dαηS R(3). 

D駑onstration. Nous allons prouver que le compl駑entaire CH 

de H est un ensemble ouvert. Soit p un point quelconque de CH. 

Alors l' ensemble p x S , (p 騁ant l' ensemble contenant seulement le 

point p) , est disjoint de l'em:emble F. Comme F est un ensemble' 

ferm? , tout point (p , q) de p x S poss主de au moins un voisinage 

V(ρ， q) = V(p) x V(q) disjoint de F. Correspondons ce V(q) au point 

q de 丘; ainsi nous avons une famille d' ensembles { V(q)} de S , telle 

(1) F. HAUSDORFF (2) p. 213. 

(2) M. FR企CHET (1) p. 187-188. 

(3) Voir p. ex. C. KURATOWSKI (2) p. 253 et H. HAHN (1) 23 ・6 ・3 ， p. 168. 



Lα Théol・ie des E泊sembles Anαlytiques et les Espαces Abstγ仇ts 5 

que tout point q de S soit � l'int駻ieur � 1'un au moins de { V(q)} . 

Donc, d'apr鑚 1e th駮r鑪e de BOREL-LEBESGUE, il existe un nombre 白ni

d' ensemb1es : V(ql) , V(q2) , ... , V(qn) te1s que tout point de S soit 

� 1'int駻ieur � l'un d'eux. Soient V1(p) , V2(p) , ..., Vn(p) 1es 

voisinages de p , te1s que l-'7(p , qi) = Vi(p) x V(qi) (i = 1, 2, 3, . • . ， η) . 

Comme 1'espace R satisfait � l'axiome (B) , il existe au moins un 

voisinage V(p) qui appartient enti鑽ement � V1(p). V2(p) ・. . . . -v;η(ρ) . 
n n 

Puisque 之;V(ρ， qJ = よれ(ρ) x V(qi) est disjoint de F , l' e附mb1e

V(ρ) x S est aussi disjoint de F. Donc V(p) est disjoint de H , et par 
suite p est un point int駻ieur de CH. CH est ainsi un ensemb1e 

ouvert, et H est un ensemb1e ferm�. C. Q. F. D. 

Quant aux espaces (v) satisfaisant � l'axiome (D) , nous avons un 
th駮r鑪e suivant : 

Th駮r鑪e 3. Soient R uη espαce (り) qui sα tiザ'ait � l'αxiome (D) , 
et S uη espαce (v) quelconque. Aloγs l'image 1 de l'équαtion(1) ρ =f(q) 

est un ensemble feγmé dαns l'espαce R x S , si la fonctioη p = f(q) est 

univoque et continu � tout point de 5(2) • 

D駑onstration. Soient 1 1'image de l'伺uation p = f(q) et (x , y) 
un point que1conque de 1+1' (1' 騁ant l' ensemb1e d位ivé de 1). Posons 

x". = f(y) et montrons que x = x* . 

Supposons par impossible que x 十 x*. Comme R satisfait � 

1'axiome (D) , il existe deux voisinages V(x) de x et V(xつ de x特 tels

que V(x)' VI何者) = O. Soit W la projection de l'image 1 sur R. 

Puisque p = f(q) est continue au point νet que x骨 est un point intさrieur

� V(xつ， E''< = f-l{ W. V(x".)} contientνdans son int駻eur. Donc il existe 

un voisinage V(ν) de y tel que V(計三 E'('. Or, V(勿， y)= V(x) x V(ν) 

est un voisinage de (x , y) , et (x , y) est un point de 1+1'. Donc, il 

existe au moins un point (f(y'f) , y'f) de 1 contenu dans V(勿) x V(ν) . 

Nous avons donc f(y';�) 12 V(x) et y* 12 V(ν). Celui・ci veut dire y''< 12 E ,f • 

Par suite, f(y';) 12 W. V(必発)三 V(が). Donc f(y')e V(x) ・ V(げ). V(x) 

et V(が) ne seraient pas disjoints, contrairement � notre supposition. 

(1) Voir C. KURATOWSKI (1) p. 143. 

(2) C. KURATOWSKI (1) p. 144 et p. 184; le domaine de la d馭inition de f(q) doit 
黎re l'espace S tout entier. 
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Ainsi nous avons d駑ontr� que x = x*. (x , y) doit 黎re un point 
de I. D'o也 ， 1 = 1+1' . C. Q. F. D. 

Nous ne pouvons pas remplacer la condition (D) dans le théor白le

3 par (To): Quels que soient les points αet b, il existe un ensemble 

disjoint de b et auquelαest int駻ieur (et inversement)(l). 11 existe 

un espace (v) , soit R, satisfaisant � (To), un espace (ν) ， soit S, et 
une fonction p =f(q) univoque et continue telle que son image ne 

soit pas ferm馥 dans R x S. 
Enfin remarquons que si R et S sont des espaces quasi-accessibles, 

R x S l'est aussi. De même , si R et S sont des espaces qui satisfont 

� l'axiome (B) ou (D) , R x S l'est aussi. 

~ 2. 

THﾈORﾈMES DE PROJECTION. 

Lemme・ Soient R 悦η espαce (ψ) quelconque. et S un espαce 

métrique , complet et sépαγαble. Soit M un ensemble αnαlytique dαns 

R x S: M = X JI Mn，. 向. ... , n" , o� Mn，. 町， ...，叫 sont des ensembles 

ργmés dαns dx包 . S~仰osons que ces ensembles s叩αWαS削t � d仰
cmη~diti匂mη~s su~臼vα7ηltes:

(1) Mn,. nl • '" • n" 二三 Mnl' n2 , ..., nk , nk 十 I (ん= 1, 2, 3, .. ..) . 

(2) Lα projectioη de Mn,.n2. ....n" suγSα un d仰mètγe teηdαnt 

vers 0α仰C:
D駸ignons pαγ P et Pnl. n2' ...， η" la p1'・ojection de M et de 

M向

P = X IlP州， n'].t ...，旬" = X IlPnl. 向， ...，叫
ν"νk 

。伐 Pnl. 問， ..., nk = Pnlt 冗2. ••• • n" + P' nl • 向， ..., 'YI k ・

D駑onstration. 11 est clair que P 三 zqpnI ，町， ...，町三

11 nous suffit, donc, de d駑ontrer que P三m吋
町

川H
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(1) Voir M. FR企CHET (1) p. 205. 
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Soit p un point de ~ Jl Fn" n2. ... , n" . Alors , il existe une suite 
νk ∞-

de nombres naturelsν =(n1 ， n2 ， n3' ....), tellequepeJIP叫"町， ...，叫・
"-1 

Comme Fn" n2 , ...，町=4= 0 , nous avons P町， n2 , ... , nlc cF 0; par suite 
Mn， パh ・川町=ト o (んロ 1 ， 2 ， 3 ， ....). 

La projection Hn" 向， .... , nk de M nl , n2 , ..... ，叫 sur S , ayant un 
1 

diam鑼re ö(H:叫1 ・向， ...，叫) tendant vers 0 avec k ' on peut dire la 

mらme chose avec la fermeture Hn" 向， ...，叫・

Ainsi H nJ • n2 , ... ，叫(ん= 1, 2, 3, ....) est une suite montone 

d' ensembles ferm駸 de S , non vides tels que lim �(H n, ， 向""， n ,,) = O. 
".∞ー曙

Donc il existe un point q de S tel que q = ~I Hn , , n~ ， .,. ，町 (S騁ant 
k 

un espace m騁rique complet). 

Soit ll(p , q) = V(ρ) x V(q) un voisinage quelconque de (ρ ， q). 

Comme p e Pn, ， 町， '" , n" , il existe un point Plc de Pn" n2 , '" ，町，

contenu dans V(p). Plc e Pn" η2 ， .... ，叫" veut dire qu'il existe un point 

qk de S tel que (Plc' q,,) e Mn, ， 問， ...，叫・ Comme la distance P(qk , q) 
1 

entre les points q" et q tend vers 0 avec k' q" appartient � V(q) , � 

partir d'un certain rang: k 二三ん0 ・ Donc pour tout k tel que んとん，

(p" , qlc) e V(p , q) . De là , V\P , q) ・ Mnl' n2' ・.. ，叫宇 o pour k ミ ko ・

Mn" 向， ... , nlc 騁ant monotone d'apr鑚 (1) , celui-ci est vrai pour tout 

k: k = 1, 2, 3, .... Par conséquent, (p , q) e Mn" 町， ...，町 pour tout 

k = 1, 2, 3, .... Mn" 況2. •••• nlc 騁ant fermé , (p , q) e Mn" 向， ...，町

pour tout k = 1, 2, 3, .... Donc (p , q) e ~I Mn，. 旬2 ・・・・ . n" ~二 M ， et par 
k 

suite p e P . Ainsi nous avons dさmntr6que P32fpmJz，…，叫・

C.Q.F.D. 

Th駮r鑪e 4. Soient R uη espαce quαS'l，-αccessible ， S uη espαce 

mélr・ique， complet et sépαγαble. Lα pr・ojection P d'un ensemble αηαly

tique M dαns l'espαce R x S projet馥 suγ R est un ensemble αnαlytique 

dαηS R(1). 

D駑onstration. Posons M = ).' J! Mn" 町， ..., n" , 0也 Mn" 問， ...，町
νk 

sont des ensembles ferm駸 dans R x S. S 騁ant un espace m騁rique 

(1) Cette g駭駻alisation du théor色me de SOUSLIN est due � M. STEINBACH. Voir 
M. SOUSLIN (1) p.91 et G. STEINBACH (1) p. 8. 
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séparable , Mnl' 問， .,. , nk est une somme d'une infinit� d駭ombrable 

des ensembles ferm駸 dont la projection sur S a un diam鑼re plus 

petit que f DO肌 sans r鮒eindre la g併抑在釦n凶6叫r
S釦up開poω崎鴎e町r q明ue la p酔roゆ吋ojec出tio叩n d白e M旬向1 ， η向2 ， ..OO , 押町k S叩ur S ait un di泊ame批tree 

p凶lus 附 q脚u田e t Eh n m向a制n凶t e印側叩ns削s叩uite Mn… , ....，川旬叫lc P抑a町r 

M-x-n1, 旬句2 ， ...... , 叫 = Mn向I. M，向t句]， 侃向2. M旬町1 ， 鈍向2 ， 明向3'.... M九 , 鈍2 , ...... , 叫 , nous 

pouvons supposer d'ailleurs que Mnlo 向，... ，時三 Mn1' 的，... ，仰向，

(k = 1, 2, 3, ....). 

Alors, d'apr鑚 Ie Iemme, nous avons P = .J: II Pn] , n2 , ... ，町 où
νk 

p旬l' n2' ......，町 est Ia projection de Mn1 , n2 , ... ，句 sur R. R 騁ant un 

espace quasi-accessible , Pn1 ， 向，... ，町 sont des ensembles ferm駸. 

Donc P est un ensemble analytique dans R. C. Q. F. D. 

Th駮r鑪e 5. Soient R un espαce (り) qui sαtiザ'ait � l'αxiome (B) , 
et S un espαce m騁rique compαct. Alors la pγojection d'un ensemble 

α叩lytique M de R x S sur l'espαce R est un ensemble αnαlytique 

dαn8 R. 

D駑onstration. Soit M = X II M向，向， ... , nk un ensemble analy-
νk 

tique donn� dans R x S ，。色 Mn1' 旬2 ， ...... ，叫 sont ferm駸 dans R x S. 

Comme R x S est un espace (v) , il nous suffit de consid駻er Ie cas o� 

Mn1 ， 町 ， ...， nk::::> Mnl ， 向，... ，町，均t1 ・ Soit P旬1 ，向い・川町 Ia proje氾・

tion de Mn1 ， 向， ...，叫 sur R. D'apres le th駮r鑪e 2, Pn1' n2 , ...，時

sont des ensembles ferm駸. Par conséquent, il nous suffit de d駑ontrer 
que P= 之-qhJz，.川町・ Mais， il est clair que P三~ llPnj ， 町，

νk 

... ，町・ Donc , montrons que P三 XI1P泥1 ，向，...， nk .. 

Soit p un point quelconque de ~ Jl Pn1 ， 向，... ，均・Il existe alors 
νk 

une suite de nombres natureIsν= ( nl , n2 , ns , ....) telle que 

peflP向，向，... ，叫・ Considérons l'ensemble p x S. C'est un ensemble 
k 

compact en soi. Or, puisque p e Pn] ， 向，... ，叫， Mn1' 伺2 ， ...... ，町 (PxS)宇O.

D'autre part , Mn] ， 向， ..., nk (p x S) sont des ensembles ferm駸. D'apr鑚 

un théo陀me de CANTOR, le produit Il Mn] ， 叫，... ，町 (px S) n'est pas 
k 

vide. Ce produit est contenu dans M. Donc p e P. Ainsi nous avons 

dさmontré que P::::>:1: 11 P町，町， ... , nk • C. Q. F. D. 
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Le th在or・éme de projection est ainsi vrai pour S métrique, complet 
et s2parable et R satisfaisant � 1'axiome (C) (Th駮reme 4). Il est 

vrai 馮alement pour S m騁rique compact et R satisfaisant � l' axiome 

(B), (Th駮reme 5). Or, la question se pose: ce th駮reme de projoction, 
est-il vrai pour S m騁rique compact et R un espace (ν) arbitraire? 

Malheureusement la r駱onse y est n短ative.

Nous donnons maintenant: 

Un exemple d'uη espαce (り). soit R , d'uη espαce S mét門ique comｭ

pαct ， et d'un en8emble fer・mé Mdαns R x S dont la projecUon 8UγR 

n'est pαs un ensemble αnαlytique dαns R. 

D'abord nous pr記isons l' espace R. Prenons l' ensemble J de tous 

les nombres r馥ls entre 0 et 1: 0 孟勿手 1 ， et soit A 1'ensemble parfait 

non dense de CANTOR. L' ensemble compl駑entaire J-A de A par 

rapport � J se compose d'un nombre d駭ombrable d'intervalles contigus 

dont la somme est partout dense dans J. Donc il existe une infinit� 

c (la puissance du continu) d'ensembles disjoints contenus dans J-A , 
dont chacun est d駭ombrable et partout dense dans J. 

Consid位ons maintenant la suite transfinie de nombres ordinaux 

de CANTOR inf駻ieurs � ceux de la classe Z(c) qui correspond � la 

pUlssance c: 

(1 ) 0, 1, 2, 3, .., ， ω ， ω+1 ， '" , a ， ・・・・ (O~α く γ) , 

oùγest le premier de la classe Z(c). Supprimons de cette suite tous 

les nombres limites (c.-�-d. les nombres de la deuxieme esp鐵e) et 

ceux qui suivent imm馘iatement (c.-a-d. les nombres de la forme 

β十 1 o� βest un nombre limite). Le reste se divise en une infinit� 

c de classes qui sont des intervalles(1) de la suite (1), limitさs par les 

nombres exclus. Ces intervalles ont le type d' ordre 日 et contient une 

infinit� dさnombrable de nombres. Nous pouvons donc faire corｭ

respondre d'abord ces classes aux ensembles dさnombrables obtenus 

plus haut, et ensuite leurs nombres aux points de ces ensembles. Ainsi 

(1) Voir F. HAUSDORFF (1) p. 89. 
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nous avons une correspondance biunivoque entre .d-A et 1'ensembles 

des nombres restants. 

Maintenant nous correspondons les points de A aux nombres supｭ

prim駸 de la suite (1). A cet effet, nous prenons tous les ensembles 
parfaits, contenus dans A , et les rangeons en une suite transfinie. 

Comme il y a pr馗is駑ent une infinit� c de ces ensembles, nous 
pouvons d駸igner cette suite par 

(2) P O , P1 , P2 , "'，九， Pω+1 ， ... , P" , .... (0 二五 α く γ) . 

Or, comme F. BERNSTEIN a fait , nous pouvons extraire de chacun 
de ces ensembles deux de leurs points : 

( 3 ) bo , Co , b1 , C1 , b2 , ~， ... ，丸 ， Cα ， .... (0 三三 α く γ)

tels qu'ils soient tous distincts. 

Leur somme est un ensemble θde la puissance c. Si A- θne 

contient qu'un nombre fini de points, supprimons de cette suite (3) 

tous les points bo , CO , b1 , Cl , ..., bn , Cn , .... (0 手 η く ω) de sorte 

que A-θ1 contienne toujours un nombre infini de points, OÙθ1 est 

l' ensemble de tous les points restants de la suite (3). A-θ1 contient 

donc un nombre pair de points. Nous pourrons correspondre tous les 

points de A aux nombres supprim駸 de la suite (1), de telle mani鑽e 
que, avec 九 de θ1 correspondu àβ ， c" se corresponde au nombre 

β 十1.

Ainsi nous avons une correspondance biunivoque entre tous les 

points de..d (nombres r馥ls 0 豆 z手 1) et tous les nombres ordinaux 

<γ. Nous d駸ignons cette correspondance par 

(4) 的， Xl , X2 , ... , Xu) ，仇+1 ， ... ，九， .... (0 三五 α く γ) . 

Intr吋uisons maintenant une nouvelle d姐nition de voisinages des 

points de la suite (4). L'espace R envisag� est l'ensemble de tous les 

points de la suite (4) avec des voisinages d馭inis comme il suit: 

10) Cas 0色 X E A; les voisinages V(x) sont les m麥es qu' ordinaire, 
c.-�-d. e 騁ant un nombre r馥l positif, Ve (x) est 1'ensemble de tous 

les nombres r馥ls p satisfaisant � l'inègalitさ Ip-xl<ε.
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20) Cas o� X e..::1 - A. XO et Xl sont deux points isol駸; il n' existe 

qu'un seul voisinage de 仇 (i = 0, 1), et ce voisinage V(叫) ne contient 

que Xi: V(Xi) = 叫が= 0, 1). Tous les autres points de ..::1-A sont de 

la forme 仇+2 ・ Nous prenons deux ensembles: 

(5) Vo(叫d = (仇+2) + (xσ); V 1(x,+2) = (XH 2) + (仇+1)

comme voisinages de 仇+2 ・Ils ne contiennent que deux points donn駸 

par (5) . 

Ainsi notre R est un espace (v). La d馭inition du syst鑪e de 

voisinages montre que, si un ensemble E contient deux points x" et 

仇+dO 二三 α く γ) ， XH 2 est un point d'accumulation de E. Donc si, de 
plus , E est un ensemble fermé , E contient les points X"+l ， 仇~2 ， ..., 
et par suite tous les points de A. Comme A contient x"刊 et 仇+叶1 , 
E contient les points れ十帥+2 ， Xct +川3 ， .... etc. Ainsi l'ensemble ferm� 

E qui contient deux points cons馗utifs 仇 et 仇+1 contient n馗essaireｭ

ment tous les points qui suivent x" ・

Prenons comme l' espace S l' ensemb1e de tous 1es nombres r馥1s 

entre 0 et 1: 0 三 ν 三 1; 1es points d'accumu1ation y sont d馭inis 

comme ordinaire. 

Soit maintenant M l'ensemb1e de tous 1es points (p , q) de R x S 

te1s que p e A et p = q , c.-a-d. M est la partie commune du diagona1 de 

R x S , et de l' ensemb1e A x S . 

Je dis que M est un ensemble feγmé dαns R x S. Pour le voir, 
montrons que son comp1駑entaire (R x S)-M est un ensemb1e ouvert. 

Soit (p , q) un point de (R x S)-M. 

10) Cas 0色 pe A. On a a10rs p =+= q. Posons 1 p-q 1 =σ>0. 

Soient V(p) l'ensemb1e de tous 1es nombres x t出 que 1 沼一pl く;;, 

) e抗t V阿附附(ωωqω) l' er附m帥b1e d伽e t旬ou凶s les nomb祉r陀e叫仙 qu田e Iν一ql く 2;. V(ρ付

est un vois凶s討inage de p dans R e抗t V(qω) est un vois討inage de q dans S . 

Par suite , V(p, q) = V(p) x V(q) est un voisinage de (p , q) dans R x S . 

Or, V(p, q). M = 0 , car, sinon cet ensemb1e V(p , q) ・ M contiendrait 

un point de 1a forme (r , r) ∞ Ipーγl くを ， Iq-rl く 2; 向ar suite 
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on aurait I p-q I く σ. Ainsi V(p, q) est contenu dans (R x S)-M; 

(ρ， q) est un point int駻ieur � (R x S)-M . 

20) Cas o� p = 均 ou Xl. Soient V(p) = 仇 (i = 0 ou 1) et V(q) 

l'ensemble de tous les nombres y tel que I y-q I く e ， εétant un 

nombre positif. Alors V(仇 q) = V(p) x V(q) est disjoint de M , car 
V(p, q) ne contient que des points de la forme (仇， r). Le point (p , q) 
est donc int駻ieur � (R x S)-M . 

30) Cas o� pe .J-A , p =1=仇 (i = 0 et 1). Dans ce cas le point 

p a la forme 仇+2 ・ Puisque 仇宇山-tl， nous avons ou bien 仇半 q ， ou

bien 仇+1'*' q . Donc nous pouvons poser x"吋半 q (i = 0 ou 1) et 

1 x"刊一ql = σ> o. Soient V(p) = 只(x"d et V(q) l'ensemble de tous 

les nombres y tels que 1ν-ql く σ. Alors, V(p, q) = V(ρ) x V(q) est 

disjoint de M. Car, sinon, V(p, q) ・ M contiendrait un point de la 

forme (r , r) , r 宇 p ， d'o� r= 仇吋 tel que 11・ -ql く σ. Ceci est 

absurde. Ainsi le point (p , q) est int駻ieur � (R x S)-M . 

Dans tous les c払 (p， q) est int駻ieur � (RxS)-M. (RxS)-M 

est un ensemble ouvert. C. Q. F. D. 

La projection de l' ensemble M sur R est 騅idemment l' ensemble 

A. Je dis que maintenant A がest pαs un ensemble αnα旬tique dαm 

R. En effet, supposons par impossible que l' ensemble A soit analyｭ

tique dans R. Posons A = 三. JI F.河)，町，... ，時 0色 FnJ' 向， ..., flk 
νk 

sont des ensembles ferm駸 dans R. Or, nous pouvons 馗rire 

A= .J: IIA. F.町，向， ...，町・ Donc , en posant A. FnJ ・向. ..., nk 
~ k 

= AnJ' nz , ..., nk , on a A = 5: 11 An) ， 問， ...，叫・ Comme produit de 
νk 

l' ensemble A et des ensembles ferm駸 Fn) ， 町，...， nk , Anl' 町， ...， ηk 

sont des ensembles ferm駸 dans A. Donc An) ， 向，... ，叫 sont des 

ensembles de nombres r馥ls qui sont ferm駸 au sens ordinaire (remar司

quons que les voisinages des points de A dans R sont les m麥es 

qu'ordinaires). Or, comme A est ind釘lOmbrable ， iI existe une suite 

de nombres naturelsν=(町 ， 112 ， n3 , ....) telle que AnJ' 向， ..., 'nk 

contienne une in自nité ind駭ombrable de points, pour tout k = 1, 2, 3, 

Car, sinon, il existerait pour toute suite ν=(仲， η2 ， 113 , ....) 

un indice k(ν) tel que AnJ, n2' ..., 'YI k川 soit au plus d駭ombrable. Alors, 
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l'ensemble H = 三'A叫l' 町， ..., rlk(ν) qui serait dénombrable , contiendrait 

l' ensemble A . とeci est impossible, pui町le A est ind駭ombrable. 

Ainsi il existe uneν= (nl ， 均， n3 , ....) telle que A n] ， 向， ...，叫

soit indさnombrable. An] . 旬~， ... , nk contient donc un ensemble parfait 

non vide (au sens ordinaire), par suite une infinitさ ind台lOmbrable

d'ensembles parfaits non vides. Donc il contient au moins un 

Pα(α 三日) de la suite (2), et par suite , un bαet c" (α 二三日). Ces 

deux points sont placさs cons馗utivement dans la suite (4). Puisque 

An] . n~. ... , nk ~二 Fnl ， 町， ..川町 ， Fnl ， 向， ...，叫 contient ces deux points 

bα= 民ωet cα= 民(k) +1 ・ F河1 ， n2 , ...， ηk 騁ant fermé , Fnl ， 町， ..., nk 

contient tous les points de la suite (4) qui suivent x句 (k) ・

Or, d'apre白s un th駮reme de KÖNIG仏， le nombr陀.モeγn'、es此t pas c∞on自nall 

avec une suite d 在白白noωombr悶.宮able de nombre剖s 0町rd出ina悶aux i加nf民6白白r色urs: η引(1υ) , 
η引(2幻) ， η(ω3め)， ... ， η(k) ， .... Donc il existe un nombre ordinal 'YJ <γ ， tel 

queη(k) ηpour tout k = 1, 2, 3, .... _J{ FrI" n2 , ..., rlk contient 
k-l ∞ 

alors tous les points de la suite (4) qui suivent x~ ・ Comme A ミ

JI Fn]. 町. '" , rlk , A contient ces points, et A doit 騁re un ensemble 

partout dense dans J (au sens ordinaire). Ceci est pr・écisément une 

contradiction. Ainsi A n'est pas un ensemble analytique dans R, et 

le th駮r鑪e de projection est faux pour R, S et M. 

Théorとme 6. Soient R un ensemble quelconque et S un espαce 

métパque， comJlet et séparαble. Soient ts une fiαmille quelconque de 

sous・ensembles de R , et ψlαfαmille de tous les ensembles ferm駸 

dαns S. Alors la projection de tout ensemble M de (tsA. X ぬ)A SUγR 

αppαγtieη'.t a 容A ・

D駑onstration. On sait qu'il existe une et une seule famil1e rt* 
qm est la plus petite parmi celles qui contiennent í5, et qui sont multiｭ
plicatives(1). Mais nous avons (吉勺A= ぎA ・ Donc nous pouvons 

suppo:ser, sans restreindre la gèn占ralité ， que ts soit elle-m駑e multip圃

licative. Or, d'apres le thさorとme 1, tsA. XψA~二(き× ψ)A ・ Donc nous 

(1) On dit qu'un日 famille est multiplicative , si , avec tous les deux ensembles A 
et B de cette famille , la partie commune A. B lui appartient aussi. 



14 K. Kunugui 

avons <曻AX ﾘA)A = (~X ψ)A ・ Par cons何回nt ， l' ensemble M donn� 

est un ensemble de <曻 x Ø)A ・ Posons donc M = ご lIMn1 ， nè , ..., nk; 

Mnl , n2' …, nkE~ Xψ.Or， nous pouvommPPOSerbe la proj州on
1 

de M冗1 ， n~ ， ... ,'11" su1' S a un diametre く. En effect, S est la 
k 

somme d'une infinit� d色nomb1'able de spheres ferm駸 S~ (η= 1, 2, 3, 

. . .) dont les diamet1'es sont く子~. Mais. Mn 礼、 . ，引k 騁ant un 、 k. ,.L,.LlA,.l.U , .....'..L1t>1' 

ensemble de ~ xψ ， Mnl' n2 , ...，叫= F"xH,,; F"E~ ， HkE ψDonc 

Mnl , n2' ...，叫 =F"x 三'H" ..s~ = 三・ (F" x H"S~) . Mη1 ， η2 ， ... ，判 k est 
n・1 先陣1

ainsi la somme des ensembles 民c X HkS~ de 侒 x ø , dont les p1'ojections 
1 

sur S ont des diamètres く五・ Par suite , nous pouvons supposer que 

1a p1'ojection de Mnl' ね~， ... , nk sur S a un diametre く 3 ・ D'aut1'e

part , avec 巧 et ψ ， ~ x � est mu1tip1icative. En effet , soient M1 et 

M2 deux ensembles de ~ x �. On peut poser, 1111 = Fl X H1 , 

M2 = F2 X H~~. F1 et F2 E ~ • H1 et H2 E ψ. ~ etψétant 

mu1tiplicatives , Fl' F2 E 侒 et H1 ・ H2 E � . Pa1' conséquent , 
M1 ・ M2 = (F1 xH1) ・ (F2 x H2) = (F1 ・ l!'z) X (H1 . H2) appa1'tient a ~ xψ. 
~ x � est ainsi multip1icative. Donc, nous pouvons suppose1' que , pour 

tout k = 1, 2, 3. ..., Mnl. 冗2 ， ..., nk 二三 Mn" 問， ..., l1k , nk~l ・

Soient P la p1'ojection de M sur R , et Pnl ， 伺~， '" ，町 celle de 

Mnl. 向. .••. n". Comme Mn，. 町 J ...，叫 est un ensemble de ~ x � , 
Pnl ， 向， ...，川， appartient � 侒. Il est facile maintenant d駑ont1'e1' 

que P= 三・ IIPnl. 匂， ....，時・ En effet , d'abo1'd , il est clai1' que 
V k 

P三 ~JlPnl' 旬2・・・・，叫・ Mont1'ons qu・ on a 馮alement P二2~・flPnl ， 12" ..., '11'" 
νk 、， " 

Soit p un point de 三・ 1f Pnl ， 況2' ...., nk ・ Il existe alo1's une suite de 
νk 

nombres naturelsν=(ηJ , n2 , na , ....) telle queρ E JfP川，川， ...，町・

Posons A" = Mnl. nl , ....町 (p × S).Nous avons kd'abord AK ミ
Ak+1 et A" =� O. D'aut1'e pa.1't , comme Mnl. 問. ..., 11/; E ~ X � , 
nous avons M町，向， ... J l1k = れ x H" , F"E~ ， Hμψ. Pa1' suite, 

A" = (F"xH,,)(pxS) = pxH" ・ A" est , pa1' consさquent ， un ensemb1e 

fermさ dans p x S. Enfin, le diametre de A" (comme ensemble dans 
1 

l'espace m騁rique p x S), tend vers 0 avec 五・ ρxS 騁ant un espace 



Lα ThéJric des E此sembles Analytiques et les Espaces Abstγαもts 15 

m騁rique complet, il existe alors au moins un point (p , qì , commun a 
tous les Ak. Ce point (p , q) appartient � JI Mnj , 112 , ... ，叫， par suite 

k 

� M. Donc p est un pDint de P. Ainsi nous avons dさmontré que 

P二三三'1IPrlj ， 町， ... , 11k • C. Q. F. D. 
νk 

Enfin considさrons la projection univalente. On dit qu'une pro-

jection d'un ensemble M de R x S sur R est univalente, si, pour 
chaque point p de R , l'ensemble (p x S). M ne contient qu'un point 

au plus. Un scheme de Souslin {Mn j , 112' ••• ，町} est dit systeme 

ã'unicitさ， si pour deux suites diff駻enntes: ml , m2 , m~ ， .... etη1 ， 

n2 , n3 , .... on a toujours 11M町，向， ..., n.k ・ Mmj ， 問， ..., rtik = O. 
1， ~C 

Nous appelons ensemble d'unicit�(l) tout ensemble qui peut 黎re le 

noyau d'un scheme d'unicit� des ensembles ferm駸. 

Thbr鑪e 7. Soient R un espαce quαsi・αccessible ， et S uη espαce 

métrique, complet et sépαγαble. LαργoJ'ection P univαlente de tout 

ensemble d'unicit� M dαns l'espαce R x S est un ensemble d'unicit� 

dαns R. 

D駑onstration. Soit M = 三. 11 lVl n] , 112 , .,. ，叫 l'ensemble d'unicit� 
νk 

donnき dans R x S. Mnj , n2 , ... ，町 sont des ensembles fermés , tels 

que 11 Mnj ， 的， ...，町・ Mn~j ， m2 , ..., mk = 0 pour toutes les suites difｭ

f駻entes (η1 ， n2 ， η3 ， . ...) =1= (ml , m2 , mH , ... .). On sait qu'un espace 

S m騁rique complet s駱arable peut 黎re consid駻� comme noyau d'un 

scheme d'unicit�: S =三・ 11Sm) , m2' •.. ,1nk tel que le diametre de 
唱 νk

S'ml' m'2, ..., mk くす・ L'e附mble M , comme pr仙it de M et R x 

三・ 1ISm) ， mz ， ..., mb peut らtre exprimさ par M=  ~ 11M号、1 ， n2 ，...， n2k
νkνk 

o� M;fnj ， 町， ...，匁2k=M泊)，押3 ぃ.. ，円2k-l ・ (R x Sn2 , n4' ..., rl2k). Donc, 

en posant M ,fn) = H x S , M栄町 ， n2' ...，ね2k= M器犯j ，況2 ， .., , n2/,+), nous 

avons un scheme d'unicit色 {M*n) ， n2 , ... , 11k} dont le noyau est l'enｭ

semble M. Ainsi nous pouvons supposer, sans restreindre la généralit色，

que M… , ..., rlk 仰町k a un江m町n

pouvons supposer é釘vi泊demme叩nt ， de plus , que Mπ1 ・町， ..., 'fI k 二三

Mn) ， 問， ..., rlk ， ηk 1 l' (ん= 1, 2, 3, ....). D'apr鑚 le lemme du 

(1) M. F. HAUSDORFF l'appelle “ ensemble (L)". Cf. F. HAUSDRFF (2) p. 185. et 
W. SIERPI陶KI (5), p. 250. 



16 K. K札nugui

Th駮reme 4, nous avons alors P = 三・ Jf Pnl' 向， ... , nk , en d駸ignant par 
νk 

p叫1 ，叩2 , . . . ，川 la projection de Mnl' 問， . . . , nk sur R , et par Pnl' 向， ...，旬k
00 

sa fermeture. Il nous reste � d駑ontrer que 11 Pnl' 向， ...，町・
/c-l 

Pml' m~ ，... , mk = 0 pour toutes les suites di的rentes (町，旬2 ， ng , . ...)ニト

(ml' m2 , mg , ....). Supposons par impossible qu'i1 existe un point p 

appa巾nantaAP九 m'J. t …，叩k ・ Pn" η~ ，…，町 pour deux certaines 

suites diff駻entes: (nl' n2 , r1g, ....) =ト (ml' m2 , mg , ....). 

Soit V(p) un voisinage quelconque de p. Pour tout k = 1, 2, 3, .... 

nous avons Pnl' 町， ...，時 V(p) 半 o et Pml ・ m" ..., m/c V(ρ)=ト O. Il 

existe , par consさquent ， deux suites de points (p /c, qk) et (ρ; ， qL) 

dans Rx S , telles que P/cE l/(p) , p~ E V(p) , (rk , qt) ε Mn" 旬2 ， ... , rlk , 

(p~" qD E Mml' m~ ， ... ， mk ・ S 騁ant complet, il existe deux points 

(diff白羽lts ou non) q et q' tels que 1im 仇 = q et 1im q~ = q' . 
?ιー.00 %→。。

(Remarquons que q et q' 80nt d騁ermin駸 p灑 les suites (nl' .n2 ， 均，

. . . .) et (ml , m2 , m3 , ....), et i1s sont ind駱endants du choix de 

V(p)). Soient V輌) et V(q') un voisinage quelconque de q et de 

q'. Il existe alors un indice ko tel que (仇 ， qk)E V(p , q) = 引{ρ)

x V(q) et (叫， qD E V(p , q') = V(ρ) x V(q') , pour tout k 二三 ko ・ Or, 

comme h[n" n~ ， ..., 11/c三 Mnl' 向， ... J 叩， 11が1 et Mml' 町一..， mk 

三 Mm" m~ ， .•. , mk , mk l' nous avons Mnl' 向， ... , 'I1k . V(p , q) :{= 0 et 

Mml' rr,!, ...，叩γ V(p， q) =� 0 pour tout k = 1, 2, 3, ..... Donc 

(p , q) E Mnl' 円， ...，叫= Mn" 向， .., , 11k , et (p , q') E }J!lm. ， ・ m'!t ...，叩k

= J1.1n" 川，...， mk ・ Si q = q' , (p , q) appartient � 11 M向，均， ...，叫
k~l 

・ Mml' m~ ， •.. , mk , et par suite {Mnl' n2 , ... ，叫} ne serait pas un 

syst鑪e d'unicit�. Si q ニトイ， comme (p , q) E Jl Mn" 向， ..., 11k ~二 M
k・1

et(p, qF)EJ4Mmumz ,… , mk 三 M ， la projection de M sur R ne serait 

pas univalente. C. Q. F. D. 

Du th駮r鑪e 4, se d馘uit imm馘iatement un th駮r鑪e connu: 

Soient R un espace de HAUSDORFF et S un espace métrique , complet 
副首parable. Alors, toute image B dans R , univoque et continue 

d'un ensemble analytique A dans S est 馮alement analytique dans R. 

En effet, d駸ignons par r = f(8) la fonction donn馥 univoque et continue 

qui transforme A en B. L'image M de l' 駲uation r = f(8) est ferm馥 
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dans l'espace R x S , d'apr鑚 le th駮r鑪e 3. Comme R x S est un 

espace quasi-accessible , il existe un ensemble ferm� F dans R x S , tel 
que M = (R x A). F. Donc M est un ensemble analytique dans R x S. 

Comme projection de M sur R , B est un ensemble analytique dans R . 

~ 3. 

LES CRIBLES DE M. LUSIN. 

Soient R un espace quasi-accessible et S 1'ensemble de tous les 

nombres r白ls. On sait que tout ensemble ana1ytique dans R peut 

黎re crib1� au moyen d'un crib1e ferm� dans R x S(l). Mais 1e 

th駮r鑪e 4 et 1a m騁hode de d駑onstration due � M. W. SIERPINSKI(2) 

nous permettent dもtablir 1a proposition inverse: 

Théorとme 8. Soient R un espαce quαsi-αccessible ， et S l' ensemble 

de tous les nombr・es γéels s entre 0 et 1 : 0 三五 s 三 1. Tout ensemble 

dαns R criblé αu moνen d'un crible αnαlytique dαns RxS ， αu sens 

de M. LUSIN, est un ensen, ble αηαlytique dαηS R(3). 

D駑onstration. Soit E un ensemb1e ana1ytique dans l' espace 

R x S. D駸ignons par r(E) l' ensemb1e crib1� dans R au moyen de 

E. Posons de p1us, J(E, p) = E ・ (px S). A1ors, pour qu'un point p 

appartienne � r(E) , il faut et il suffit que J(E, p) contienne une 
suite de points (p , tn) te1s que ι > tn+l ・ Donc ， dans ce cas, il existe 

un to te1 que lim ら = to ・

Consid駻ons l' ensemb1e E x S dans l' espace R x S x S . C' est un 

ensemb1e ana1ytique dans R x S x S. D駸ignons par (x ， υ ， z) un point 

de R x S x S. L'ensemb1e 0ηde tous 1es points (ν ， z) te1s que 

z< ν ぐ z + -;~- est un ensemb1e ouvert de 孔 x Sz , et par suite un 

ensemb1e ana1ytique dans Sy x Sz ・ Donc (R x On) . (E x Sz) est un en・

semb1e ana1ytique dans R x Sy x Sz ・ Projetons cet ensemb1e sur R x Sz ・

(1) Voir W. SIERPINSKI (2). 
(2) Voir W. SIERPINSKI (3). 
(3) Voir N. LUSIN (1) p. 180; H. HAHN (1) p. 393; la proposition 41・2・ 1 s'énon巴e

pour les espac巴s métriques, complets et s駱arables. 
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Nous obtenons, d'apr鑚 le th駮r鑪e 4, un ensemble analytique A" 

dans R x Sz ・ Le produit A = n An est aussi un ensemble analytique 
n~l 

dans RxSz ・ La projection de A sur l'espace R est , d'apr鑚 le 

th駮r鑪e 4, un ensemble analytique dans R. Cet ensemble co�cide 

avec r(E) , comme nous avons vu plus haut. r(E) est donc un en-

semble analytique dans R . C. Q. F. D. 

~ 4. 

LES PRINCIPES DE S主PARATION DE M. LUSIN. 

Nous disons que, dans un espace R , le premier principe de M. 
LUSIN s'applique a la famille d'ensembles ~， si: 

E et H 騁ant deux ensembles disjoints de ~A ， il existe toujours 

deux ensembles disjoints E器 et H* de mp tels que E 三 g'f et 

HCH骨

Nous disons que , dans un espace R , le deuxi鑪e pγ仰cipe de 

M. LUSIN s'applique a la famille d'ensembles ~， si: 
E et H 騁ant deux ensembles de tyA , il existe toujours deux enｭ

sembles disjoints E骨 et H#de32b tels que E-HE二 E廿 et

H-ECH*. 

M. W. SIERPIﾑSKI a montr� que ces deux principes ne sont pas 

applicables aux espaces abstraits sans aucune restriction(3) , et il a 

trouv� une restriction pour que le premier principe s'appliqueC4J • Ici 

nous allons en trouver une pour le deuxi鑪e. M. W. SIERPINSKI a 

remarqu� que ce deuxi鑪e principe peut 黎re relativisさ à l' ensemble 

d'un espace euclidien. Mais le th駮r鑪e 4 et une m騁hode de d駑onｭ

stration due 立 M M. N. LUSIN et C. KURATOWSKI(5) nous permettent 

d' 騁ablir le 

(1) ﾜ'B est la famill巴 de tous les ensembles qu'on obtient en partant des ensembles 
de la famille ﾜ' et en effectuant un nombre fini ou une infinit� d駭ombrable 
d'additions et de soustractions. 

(2) ﾜ'c est la famille de tous les ensembles compl駑entaires des ensembles de ﾜ'. 
(3) W. SlERPINSKI (1) p. 2. 

(4) W. SIERPI品目KI (5) p. 265, (7) p. 29. 
(5) N. LUSIN (1) p. 211 • 217; C. KURATOWSKI (1) p.257. 
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Th駮reme 9. Soit R uη esp:1 ce quasi accessible o� tout ensemble 

ouveγt est un en.<;emble αnαlytique. Pour・ deuc ensembles αnα1νtiques 

quelconques A et B , il existe deux ensembl伺 c:nnpl占mentαires αnαly

tiques D et H tels que 

A-BCD; B-A Ç, H: D.H=O. 

Donc 1e deuxi色me principe de M. LUSIN s'appIique � un espace 

m騁rique arbitraire sans aucune restriction. La m麥e m騁hode avec 

1e th駮r鑪e 6 (au Iieu du th駮r鑪e 4) nous donne un th駮r鑪e p1us 

g色néra1:

Th駮r鑪e 10. Soit ~ uηe famille d' ensembles telle que 6c ~二言A.

Alors po削. deux ensembles quelconques A et B de ~A ， il existe deux 

ensembles D et H de ~AC tels que 

(1) A-B 豆 D;B-A~二 H; D.H=O. 

D駑onstration. M. W. SIERPINSKI a d駑ontr� un 1emme suivant(l): 

Lemme. Soit T l' ensemb1e de tous 1es nombres r馥1s 0 < t :::;: 1 qui 

ont 1a forme : 

(1. 1 1 ¥ 
tn" 叫 恥= 1-1 ~ +γ 十... .十三 でー i
. ~ 1 , ル ¥ 2 Y1 , 2n， 十四2 2川 T 川，.. .-j-nk / 

o色作μ(ν= 1, 2, ....) sont des nombres nature1s. Si ~ est une famiIIe 

mu1tipIicative d'ensemb1es d'un espace R , tout ensemb1e r de � 
peut 黎re crib1� au moyen d'un ensemb1e E contenu dans I'espace 

R x T. E peut 黎re un ensemb1e d馭ini comme iI suit: 

ヱ

k
一
一

E
 

¥' ( T' "向、
ー " l L ，叫 1 ， nz , ...，町八いn1 ， nz , .."'叫kJf ' 

n 1 ,n':?"... ,"ltk 

o� r = ご J[ f'n, , n2 , ... . nk , rn, . 叫'2' ..., nk ぜ~， et 
νk 

I~nltn2 ，...， nk 二三 Inltn'!" ...，町 ， l1k+l , ん = 1, 2, 3, .... 

Ce1a posé, maintenant soit 汚水 1a p1us petite famiIIe muItip1icative 

qui contient 方. Puisque (苛勺A= ぎA ， et que ~c~二lYA entraﾎne 

(1) W. SIERPINSKI (4). 
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(iヤ)C 三 (6*)A ， nous pouvons supposer, sans restreindre la généralitム

que �5 soit elle-mらme multiplicative. Par suite, nous pouvons supposer 
que deux ensembles A et B de � soient des noyaux des sch鑪es 

monotones : A = ~' 11 Ant ， 向， ..., 'YIk; B = íf I1 Bnt , 'YI~， ..., 'YI/c Oﾙ 
νkνk 

Aηυ 向， ...，押Ict Bηt , n~ ， ..., 'YI/c e �5 et A nl , 'YI~， ..., nlc ~ A冗1 ，何日， .川町， nk+l , 

Bnl' 叫2 ， '" , 'J1 lc 二三 Bη1 ・ n'2 ， ... .押/c， 叫/c +l pour k = 1, 2, 3, ... . 

D'apr白 le lemme mentionn� plus haut, nous pouvons consid駻er 
A et B comme les ensembles cribl駸 au moyen des ensembles 

A* =.2 .2 (Anl' 向， ...，仰/c X t押 1 ， n2' ... ， ηk) , 
kη)t n2 , ...， ηk 

発= 1.'ご (Bnl' n2' ... ，町 x tnl' 'YI2, ... , rI/C) 
k nlJ九、 ...， n/c

respectivement. D駸ignons par J(A *, x) et J(B* , x) les projections des 
A* ・ (xx T) et B骨・ (x x T) sur l' espace T. Et, posons J(A *, x) く J(Bヘ x)，

lorsque J(A *, x) est semblable � une partie de J(B'f , x) . Soit P 

l' ensemble de tous les points x tels que J(Aヘ x)<:: J(Bへお)， et de la 

m麥e mani鑽e soit Q l' ensemble de tous les points ♂ tels que 

J(Bヘ x)<:: J(Aヘ x). Posons de plus D = CB. CP et H = CA . CQ . 

D et H sont des ensembles qui satisfont � (1). 

En effet, soit d' abord x un point de A -B. J(B* , x) est un enｭ

semble bien ordonn占， tandis que J(A* , x) n'en est pas un. Donc 

J(A* , x) ne peut 黎re semblable � aucune partie de J(Bぺ x). Par 

suite, x n'appartient pas � P. x appartient � CB. CP. Ainsi nous 

avons A-B 三 D; et de la m麥e manière , nous pouvons conclure 
B-A 三 H.

D'autre part, soit x un point de CA. CB. Dans ce cas J(A汽 x)

et J(B* , x) sont tous les deux bien ordonn駸. IIs sont comparables. 

Nous avons donc ou bien J(A *，♂) <:: (B* , x) , ou bien J(Aヘ x)> (B*, x) 

D'o色 ， X e P+ Q. Ainsi nous avons 

D . H = CA . CB. Cp. CQ = 0 . 

Reste � d駑ontrer que D et H sont des ensembles de �C. Pour 

cela iI su白t de constater que P et Q iWnt des ensembles de ðA ・
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.J (A* , X) く.J (B* , X) (.J (A *, X) suppos� non vide) est 駲uivalent � 

l' existence d'une suite r de points de .J(Bヘ X): η1， η2， η1....telle

que l' ensemble .J(Aヘ♂) soit semblable � r. Ainsi, pour qu'un point 
X appartienne � P , il faut et il su由t qu'il existe deux suites de 

points de T: ç1, ç2, ç3, .... et η1， η2， η3， .... telles que 

10 les points ç1 , ç:2, ç3 , .... constituent.J( Aヘ ω) , 
20 les points ηI ， η2， η3 ， .... soient contenus dans .J(Bヘ x) , 
30 pour chaque p:dre d'indices i et j , 輅>  輅 entraÎne ゲ〉 ηJ.

Soit E，υ=(C1， P， CB， ....)un espace a une irl自nité de dimensions(l) 

(au sens de M. FRﾉCHET). Consid駻ons dans l' espace R x E<u X E ,., , un 
ensemble IJI de points (X , ç ， η) ，さ= (Çl, ç2, ç3 , ....)， η=(ηI ， η2，ポ， . . . .) 

d在日ni par: IJI=JI[E(XeCWt ) 十ご E(t = 輜)] . Jl [ ご (E(t = ηk) • 

E(XeZt)} ] ・ ITIEd 三三':i)+E(ザ >ηJI:tE T.の ト1 t 

L'existence d'un point (X , ç ， η) de IjJ veut dire que , pour x , il 

existe deux points � et ηde E，υ ， tels que: 10) � poss鐡e des coｭ

ordonn馥s 輜(n = 1, 2, 3, ....) telles que X appartienne ou non � Wt 

su咩ant que t = ﾇn pour un n , ou t 辛 Çn pour tout n = 1, 2, 3, ... ; 

que 2コ) pour chaque coordonnée がる de η ，ず soit un nombre de T et 

X e Z r,n; et enfin que 3:J)ヂ > 輅 entraÎne が〉 ηi. L' ensemble P est 

donc pr馗is駑ent la projection de IJI sur l'espace R , si nous p030ns 
Wt = Anl' 向， ...， ηk et Zt = Bn1 , nl ・... ，叫 pour t = tnl' nz , .•• , rlk • 

Or, l'ensemble E(t = �:n) est un ensemble fermさ dans E ,"; E(t = ザ)

rest6gdement-EhE Zr)=Zt E3.E(Z44F)est un ensemblL ferII16 , 
x 

et E(ηi>ηi) est un ensemble ouvert, et par suite un F，σdans E，υ ・

Enfin , d'apr・ès I'hypothèse , E(x E CWt) = CWt appartient 馮alement � 
x 

I5A ・

L'espace T ne contient qu'une infinit� d駭ombrable de points, et 
E ," x E ," est un espace métrique , complet et s さparable. Le thるorème 6 

dit alors que P est un ensemble de I5A. De même, nous pouvons 
騁ablir que Q e I5A ・ C.Q. F. D. 

(1) M. FRﾉCHET (1) p. 81. 

(2) E('f(x , ç ， η)) 巴st l'ens巴mbles de tous les points (x , ç ， η) qui satisfont 斗 la condiｭ

tion 中・
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Dans ~ 2, nous avons d馭ini les ensembles d'unicit� (page 15). 

Faute de premier principe de s占paration ， nous ne pouvons pas affirmer 

les co�cidences de la famille de ces ensembles, ni avec celle des enｭ

sembles mesurables (B) , ni avec celle des ensembles simultan駑ent 

analytiques et compl駑entaires analytiques. Voici quelques exemples 

pour 馗laircir leurs di首位・ences.

Nous constr・uirons d'abord uη espαce K et un ensemble A (contenu 

dαns K) ηoη mesur・αble (B) dαns K , tels que A et K -A soient des 

ensembles d'unicit� dαns K. Nous avons un tel espace K et un tel 

ensemble A avec l'exemple donn� par 班. LUSIN(l), en changeant un 

peu son raisonnement. Consid駻ons d'abord le domaine Q dans le 

plan (:l;, t) = Xx N d姐ni par 0 <x く 1 ， t E N , o� x sont des nombres 

irrationnels et t est un point quelconque de 1'espace N de BAIRE � 

z駻o dimension. Comme nous savons , il existe une fonction 伊(x ， t) , 

qui satisfait � deux conditions suivantes: 

10) <p(x , t) est d馭inie pour tous les points de Q, et rentre dans 
la classe 2 de 1a classi自cation de M. BAIRE. 

2 コ) Qllelle que soit une fonction univoque f(t) , d在日nie partout 

dans N et continue en chaque point de N , il existe un nombre irｭ

rationnel ぬ tel que noU'l avons l'identit�: ψ (Xo , t) ョバt) . 

Consid駻ons maintenant, dans l'espace X x Y x N , l'image M de 

1'équationν = <p(x , t) , Y 騁ant 1'ensemble de tous 1es nombres r白ls.

M est 騅idemment mesurab1e (B) , et uniforme par rapport � l'axe X 

(c.-i-d. toute droite parall鑞e � X coupe M par un point au p1us). 

On sait que les pointョ de N sont repr駸ent駸 par les nombres irｭ

rationnels entre 0 et 1. Dおignons par N1 et N2 l' ensemble de tous 

1es p卯oi泊nt臼s d仇eN 叩在臼悦捌S問附e目n山1

r陀.モes叩pe白ct討IV刊emen凶1吋t. N est donc 1a somme de deux parties disjointes N1 

et N 2 • Soient, maintenant , E l' ensemb1e de tous 1es points (xo , Yo , to) 
de M tels que (xo x 怖 x N) . M soit un et un seu1 point, et K sa proｭ

jection sur 1e plan Xx Y. Désignons, de même , par El et E2 la 

projection des ensembles E. (Xx YX N1) et E ・ (Xx Yx Nz) sur le plan 

(1) N. LuslN (1) p.263. 
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Xx Y. M. LUSIN a montr� que E1 et E2 sont des ensembIes disjoints , 
non s駱arabIes (B). 

Consid訂ons K comme un espace métrique, Ia distance de deux 

points co�cidant avec ceIIe qu'iIs ont dans Ie pIan; (donc K est 

un espace m騁rique s駱arabIe). D'abord nous avons E1 十E2 =K;

El ・ E2 = O. E1 et E2 騁ant des ensembIes non s色parabIes (B) , iIs ne 

sont pas mesurabIes (B) dans K. En effet si l'un des deux , soit E1 , 
est ainsi , l'espace Xx Y 騁ant métrique , il existe un ensemble Et 

mesurable (B) dans Xx Y , tel que E1 = Et. K; par suite CEt:=:> E2 ・
Et et CEt serait donc deux ensembles mesurabIes (B) dans Xx Y 

tels que Et. CE{' = 0; Ei' 二三 E1 ; CE{亡:=:> E 2 • Ceci est impossible , 
puisque El et E2 sont non s駱arables (B) . 

Je dis que E1 et E2 sont des ensembles d'unicit� dans K. Pour 

le voir, consid駻ons I'espace Kx N. Les ensembIes E ・ (Xx YxN1) et 

E. (X x Y x N2) sont justement 馮aux � E ・ (KxN1) et � E ・ (KxN2)

respectivement. E , Kx N1 et Kx Nz sont des ensembles mesurabIes 

(B) dans l' espace K x N. D' apr鑚 un th駮r鑪e de M. W. SIERPI合SKI(ll ，

E. (K x N1) et E. (K x N2) sont donc de3 ensembles d'unicit� dans K x N. 

K est un espace mさtrique et N est métrique, compIet et s駱arable. 

De plus , la projection de E ・ (Kx N1) et de E ・ (Kx N2) sur l' espace 

K est univaIente (d'apr鑚 Ia d馭inition de K). Nous en concluons 

que , d'apr鑚 Ie th駮r鑪e 7, E1 et E2 sont des ensembles d'unicit� 

dans K . C. Q. F. D. 

Nous allons donner maintenant un autre exemple: un espαce K , 

et un ensemble A qlli est simultanément αnαlytique et complémentαir・6

αnαlytiqlle dα削 K ， mαis qui n' est pαs un ensemble d'uηicité dαnsK. 

Soient R l'ensembIe de tous Ies nombres réeIs , A un ensembIe 

analytique dans R qui est non mesurable (B). Posons r = R-A . 

l' est un compI駑entaire anaIytique non mesurable (B). 

D馭inition de l' espace K . AppeIons des ensembles ferm駸 tous 

Ies ensembles ferm白 F dans R et tous les ensembIes de R de la 

forme l' ・ F (1' étant 自xe). K est l'ensembIe de tous les nombres 

(1) W. SIERPI民SKI (5) 
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réels, dont la dérìvation, d組nition des points d' accumulation est 

chang馥 ainsi. K est un espace quasi-accessible. En effet , ici , les 
ensembles ferm駸 satisfont aux conditions: 

(1) L' espace K est un ensemble ferm�. 

(2) L' ensemble vide est un ensemble ferm�. 

(3) Le produit d'un nombre quelconque des ensembles ferm駸 

est ferm�. 

Appelons des ensembles ouverts tous les ensembles compl駑entaires 

des ensembles fermés , et consid駻ons comme voisinages d'un point 
donn� p tous les ensembles ouverts qui le contiennent. Nous pouvons 

voir ainsi que K est un espace quasi-accessible 1) • 

Or, tous les ensembles ouverts dans K est analytique dans K. 

En effet , soit 0 un ensemble ouvert dans K. L'ensemble ferm� CO 

est ou bien un ensemble ferm� [1' dans R , ou bien de la forme ['. F. 
Si CO = F , 0 est ouvert dans R , par suite un [1'，σdans R. Il est un 

Fσégalement dans K. Si CO = ['. [1', on a 0 = A + C[I'; donc 0 est 

analytique dans R. Par suite, 0 est analytique dans K. 

L' ensemble A est simultan駑ent analytique et compl駑entaire 

analytique dans K , puisque [' est un ensemble ferm� dans K. Mais 

A n'est pas 佖 ensemble d'unicit� dans K. 

En det , supposons par impossible A=rqAnI ，刊2. … .11k Ou 

{An1' n2' ...，叫} est un syst鑪e d ‘ unicité dans K. An1 • 叫~， .., ，叫

sont des ensembles ferm駸 dans K. Sans restreindre la g白色ralité ，

nous pouvons supposer que A川， 11'2" ...，時三 A111. 町， ...，町 . 11/c+1 

(ん= 1, 2, 3, ....). Dé日nissons maintenant un sch鑪e de SOUSLIN 

{ Fn1' 向， ...，町} dans R , comme il suit: Si Anl' 向. ... .11k est un 

ensemble ferm� dans R , posons F111. 川， ..., nk = A nl , n'2" ・... 11/c. Si 

An1 • 押，0 ・・・・，叫 est de la forme r ・ F ， posons [1'111. 112 , ... .叩= O. Alors 

[l'n1' 町. .., .11/c sont des ensembles ferm駸 dans R. Nous avons d'abord 

A= 三. Jl [1'111' 町. ..• . rl/c. En effet, puisque nous avons toujours 

Amj， f ，川三 1"nl ， rt! …• 'I1/c, A ミ 5: n [l'n1. 向， ...，叩. D'autre 
νk 

{l} Voir p. ex. W. SIERPINSKI (8) p. 3. 
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part , puisque A. Aη1 t n2" ......，均三 Fn1 ， 刊2 ， ..., l1k , nous avons 

A= ご nA . A 111' n2 , ... ，町三ご Jl Fn" 町， ...... , r1k. 
νk 

Deuxi鑪ement {Fn" 向， ....，川} est un syst鑪e d' unicit� dans R . 

En effet Fnj ， 的， ..., nk sont des ensembles fer"n駸 dans R , et 

Anl' n2t ...，町三 Fnj ， 叫2 ， ..., rlk. Comme {Anj ， 川， ......，叫} est un 

syst鑪e d'unicitさ dans K , {Fnj' 町， ... , nk} l' est 馮alement dans R . 

Or, ceci est impossible , car, d'apr鑚 un thさorème de M. LUSIN , 

1'ensemble A d'unicit� dans R est n馗essairement mesurable (B) , con-
trairement a notre hypoth鑚e. C. Q. F. D. 

Dans un espace métrique , tout ensemble d'unicit� est simultanふ

ment un ensemble analytique et un compl釦lentaire analytique, comme 
le montre le th駮r鑪e suivant: 

Théorとme 11. Soit tr une fiαηlille quelconque, telle que trc 三宮A ・

Les ensembles d'unicit� obtenus(l) de la fiαmille trαppαγtient a trA et 
trAC en m麥e temps. 

D駑onstration. Soit E un ensemble d'unicit� obtenu de tr: 

E =~' Jl Enl' 円， ..., l1k o� E町，向， ...，町 E � et {Enl , n2 , ... ，叫} est 
νk 

un sch鑪e d'unicit�. Posons 

Eα1 ， 02 , ......， αS= ご J1EGl ， α~ ， ......, aSt nl' 問， ....，町・
νk 

{Enl' n2 , ...，四d るtant un sch鑪e d'unicité , pour deux suites finies 

diff駻entes : (α1 ， α2 ， """ ， α8)' (b1, b2 , ... , b.,) on a Eαj ， α2 ， ......, Q,s. 

E九 b2 ， ..., bs = O. D'apr鑚 le thさorème 10, iI existe deux ensembles de 

trAC: E* α1 ， O2 ，...， αs et E"'b1, b2, ..., bs tels que E aj , G2' ..., a8 

E二 E"'Ol ， 九…，ふ ;tIA ， ...jsEE4Fb1 ， h ・…， bs; E .. ¥' 0,1' o';!. , ......, as ・
Jj_,"r.b1, b2, ., • , bs = 0 . 

Posons pourηnaturel Sη= 土'Eハ， γ，!， ..., 1"n.E廿1'1 ・ E勺・】， γ2 ・
γhγ2 ， ..'" , rn 

E"'Tl' 1'2' ..., 1'n. Comme CErl' η ， ......，町 est un ensemble de � A 

(d'apr鑚 notre hypoth鑚e) on voit que ぷ" est un ensemble de lJAC ・

Par suite E卦= :7 Sn est un ensemble de trAC ・ Nous aIIons montrer 
k~l 

que E = E普.

(1) Nous appelons ainsi tout ensemble qui est un noyau d'un sch占me de SOUSLIN 
{Aηl' n',!, ...... ，叫}. d'uni巴ité ， tel que Anj , nョ， ...，時 E �'. La famille de tous 
les ensembles d'unicit� obtwus de la famille �' sera désign白 par ilu ・
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1) E~二 E氷. En effet , soit p un point de E. Il existe alors 

une suite d'indices ml , m2 , m3 , ・・・・ tel que pEEm"m2' ...， mk ・

De là , p E E叩I ， mu... ， mk ， et par suite pE E*η7" m2 , ..., mk (k = 1, 2, 

3, ....). Donc p E Sn pour tout η= 1, 2, 3, .... et enfin P E E長.

2) E三 E*. Soit p un point quelconque de Eぺ Pour tout 

n = 1, 2, 3, ..., nous avons p E Sn ・ Donc il existe des indices 

mln) , mán ), ... , m~") tels que 

a)PEEmF} , mF) ,..,, mr) 

et b) pEE氷η7r ，叩tz} ，...， mfL)(ん= 1, 2, 3, ... ， η) . 

D'apres b) si j>i , nous avons 

PEE水mio， mjt) ，...， mjoetpEEネmlj) , mfj) , m~j) ， ... , mlj) ・

Par cons駲uent la propri騁� de E ,f n , ， 同， ...，町 montre que m}, = ml, 
(k=1 , 2, ... , i) , i くj ， ou bien que m1k) =m}/) (j 三ん). Posons m~k) =mk ; 

alors d'apres a) , nous avons p E Em" 川， ...，叩k (ん=1, 2, ....) c.-�-d. 

P E 11 Em" m2' ... , mk ~二 E. Ainsi nous avons d駑ontr� que E E 6AC ・
k~l 

Par d馭inition même, nous avons d'autre part, E E 6.'1(1) • 

C.Q. F. D. 

11 serait int駻essant de chercher la condition � laquelle doit 

satisfaire l'espace K pour qu'on ait 6u = ITA ・ lSAC ((5 騁ant la famille 

des ensembles fermes dans K). 

S 5. 

L'ORDRE DE LA PROJECTION. 

ﾉtant donn駸 un ensemble M dans l'espace R x S et sa projection 

P sur R , nous disons qu'un point p de P est un point d' ordreαde 

la projection, si (p x S) ・ M contient la puissance αde points. Cette 

projection est dite univalente (voir p. 15), si tous les points de P sont 

d'or由・e 1. La projection est dite semi-rさgulière ， si tous les points de 

P sont d' ordre au plus dさnombrable. Nous allons consid駻er les 

(1) Voir W. SIERPINSKI (5) p. 269. Notre d駑onstration n'est qu'un巴 transposition

de cell巴 de M. W. SIERPINSKI. 
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parties de P de tous les points d'ordre 1, d'ordre au plus n (ηfini et 

fixe) , et d' ordre au plus l:¥o; elles sont d駸ign馥s par p[l] , p[n] et p[:l:o] 

resp .. Commen輟ns par 騁udier le cas d' or由・e 1.

Th駮r鑪e 12. Soient R un espαce quαsi・αccessible et S un espαce 

métバque， complet et sépαγαble. M étαηt un ensFmble αnαlytique dαns 

R x S , l' ensemble A de po伽ts p de R d'ordγeαu mo仇sη (n f�i et 

fixe) est uη ensernble αnαlytique dαηs R. 

D駑onstration. Nous nous bornerons au cas o� n = 2. S 騁ant un 

espace m騁rique séparable, S possede un syst鑪e d騁erminant au plus 

d駭ombrable de voisinages: 01 , O2 , 0 8 , ・・・・ Donc il y a au plus 

une III五nité d駭ombrable de paires (0叫 ， On) de ces voisinages telles que 

Om ・ 0れ =0. Nous les rangeons en une suite: (Om , On)ν ， ν=1 ， 2 ， 3 ， . 

et d駸ignons cet indiceνpar (rn ， η). La projection Pn de (R x Om)' M 

sur R est un ensemble analytique dans R , d' apres le th駮r鑪e 4. 

Donc l' ensemble A ニご P川 . Pn l' est 馮alement. A est pr・écisement
(rn. η) 

l'ensemble de points d'ordre au moins 2. C. Q. F. D. 

Théorとme 13. Soient R uη esJoαce quαs~-αccessible et 8 un espαce 

métrique , cornplet et sépαγαble. Si M est un ensemble αnαlytique et 

complémentai1・eαnαlytique dαηs R x S , l' ensemble A de tous les points 

(p , q) de M , tels que (p x S) ・ Mne contienne qu'間 p01:nt ， 倒的cessαire

ment un ensernble complémentair・6αnα旬tique dαns RxS. 

D駑onstration. M -A est un ensemble de points (p , q) de M , tels 
que (p x S). 111 contienne au moins deux points. D'apr鑚 le th駮r鑪e 12, 
la projections P de M -A sur R est un ensemble analytique dans R. 

R-P est un ensemble compl駑entaire analytique dans R. Or, 
l'ensemble A sera donn� par la formule: A = {(R-P) x S} . M. (R-P) x 

S 騁ant un ensemble compl駑entaire analytique dans R x S, A lui・mらme

l'est 馮alement. C. Q. F. D. 

Comme une application du deuxi鑪e principe de s色paration ， nous 

allons d駑ontrer maintenent un théo陀me fondamental d� � M. LUSIN: 

Théor主me 14. Soient R uη espαce quαsi-αcce.'1sible 0託 tout ensemble 

ouveγt est un ensemble αnalνtique ， et S un espace m ét,rique , complet 

et sépα 
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ensemble d'unicit� M dαnsRxS suγ R est un ensemble compl駑entaire 

αnαlytique dαns R(1). 

D駑onstration. Comme on sait, tout ensemble analytique M'''' , 
dans un espace (ψ) ， soit R* , est une projection d'un ensemble ferm� 

de I' espace R持 xN sur R* (N 騁ant l' espace de Baire � z駻o dimension)(2). 

De même, tout ensemble d'unicitさ M骨 dans un espace (け quelconque

Rぺ est une projection univalente d'un ensemble ferm� dans R発 xN.

M est donc une projection univalente d'un ensemble ferm� dans l' espace 

R x S x N. S x N est un espace métrique , complet et séparable , et 

I'ordre de la projection de cet ensemble sur R est enti鑽ement 馮al � 

celui de la projection de M sur R. Donc sans restreindre la g白léralitさ，

il nous su白t de consid駻er le cas o� M lui圃même est un ensemble 

ferm�. 

Or, S 騁ant un espace métrique, complet et s色parable ， S est une 

somme d'un ensemble SI au plus d駭ombrable et une partie S2 qui est 

ou bien vide , ou bien une image biunivoque et continue de l' espace N 

de BAIRE � z位o dimension: S = SI + S2; SI ・ 82 = O. D駸ignons par 

Ql et Q2 la projection des ensembles (R x SJ) . M et (R x 82) ・ M resp. 

sur R , et par Q~11 la partie d' ordre 1 de Q2 ・

Consid駻ons d'abord la partie commune de Ql et de p[ll. Soit 
(哩}

SI = ~.(αn)' L'ensemble Ql ・ P[ll est 馮al � la projection de (P[ll x SI) ・ M

sur ffLa projection de(PIh S1)-MS11r R est egalala somme despro・
jections des (P[11 xαJ ・M= (Rxaη) ・ (P[ll x S) . M. D' apr鑚 le th駮r鑪e 

13, (P[ll x S) . M est un ensemble compl駑entaire analytique dans R x S. 

(R x a n) . (P x S) ・ M est donc un ensemble complさmentaire analytique 

dans R x 仇， et par suite , sa projection l' est 馮alement dans R. 

Comme leur somme, l'ensemble Ql ・ P[11 est un compl駑entaire analyｭ

tique dans R . 

Consid在rons deuxi鑪ement I' ensemble Q~11. (R x 82) . 111 est ferm� 

dans R x S2 , et S2 (suppos� non vide) est une image biunivoque et 

continue de l' espace N: 品= g(N). Transformons 8 � l'espace N par 

la fonction inverse de g(N). Nous avons ainsi l'espace R x N (au Iieu 

(1) Voir N. LUSIN (1) p. 257-259. 
(2) p. EX. L. KANTOROVITCH and E. LrVENSO:-l (1) p. 236-238. 
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de R x 82) et un ensemble M* ferm� dans R x N (au lieu de l'ensemble 

(R x 8 2) , M). Q~l] est, 馮al � l'ensemble de tous les points d'ordre 1 

de la projection de M骨 sur R. 

Des maintenent, nous pouvons suivre la marche de la d駑onstraｭ

tion due � M. C. KURATOWSKI(l). D駸ignons par f(E) , la projection 

d'un ensemble E de l'espace R x N sur R. D'apres que nous avons 

dit plus haut , 

( 1 ) Q~11 =ょ[f{ (R x q) . M * } -f { (R x (Nー叫 Mづ

。。

comme q = 11 Nnl' 向， ...，叫， nous avons 
k・1

(Rxq). M水 = (R x IlNnl パ2 ， ... , tlk) ・ M*
k 

=主 {(Rx N.い2，， nk)M*)

{ (R x Nn) , n2' ..., 'fI,,). l1f骨} (ん =1 ， 2 ， 3, ....)'~é阻nt une suite 

monotone des ensembles ferm駸 dans R x N , dont la projection sur N 

a un diam鑼re tendant vers 0, nous avons 

f (1;( (R x Nn) , n2' ..., n,,) .211"*)} = If_f {(R x Nnいめ パサ

D'autre part, 

(R × (N-q))-M*=(R × (N-qN犯)，刊'2 ，… ， nk)}M* 

= {(R xN)一(Rx 手応1 ，向， ...，川

=((RXN)-q(R × NhI , nhA))-M* 

=f'((R × N)ー(Rx Nn1 ， め ， n川 M*

=?{(RX(N-N刊1 ， η2 ， ..., nk)} • M* . 

(1) Voir C. KURATOWSKI (1) p.259. 
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Par suite, 

f[{ R )( (N-q)) . M* ] = f[~' {R x (N一肌?1~. ... • ?1/C)} . 111*] 

=?f[(RX(N-NNI 何E 町)}. M*] • 

En posant f { (R x 仇， n2 ， …，叫)・ Mつ= Arh , n2 , … , nk 

et f[ {R)( (N-N…, ..., n/c)} 叶== B nl , n2 , • . . , l1k , 

nous avons 

f{(Rxq). Mつィ[{Rx (N寸)}. M] =An， パ12 ， ..., l1k -Bn1 , n2 , . . ., nk, , 

et, par conséquent, nous pouvons 馗rire 

QLll = l' fJ(A此1 .泊2 ， ... , nk -Bn1 ， 叫ん" ，叫ん) . 
νk 

Or, d'apres la définition , nous avons 
。。

A11" _ 11,. _ _ _ _ _ 'Yn = l' A nl' n2 , .., ， ηk ニ- .... .fi.nl' n2 , ". , nk , n 
n-l 

et Bn]. 問， ...，町 =f {(R x.1:' Nm]. m~. '" • m/c) . M* } 

=三'f{(R x Nm1' m~. ... • m/c) ・ M*)=YAm ， m2 ，.， mk ，

l" s' 騁endant � tous les systemes (ml , m2 , ・・・ ， m ,c) tels que (mI , m2 , 

.., mlc) 二十 (η1 ， n2 , ... , η，，). D' apres le th駮reme 4, A川 , 川 , ..., rlk 

et Bn1. n1' ，..，町 sont des ensembles analytiques dans R. Ainsi il 

existe un scheme {C町，向， ... . n/c} des ensembles compl色mentaires

analytiques dans R , tels que 

( 2) 

J ~品1η2 ， ... , nlc ~ Cnl' n2 , .•. , nk 川;
Cn]. 旬2 ， ... ，叫k ・ Cn1，lt fJn2 , ・・・ ， mk = 0 , l pour 仇 n2 叫)ト (ml ， m2 , ... , m/c) : 

Cn]. 町， ..., nk 二三 An1t n2 ， ・・川町一三" A 111.1 , 1n2' ... ，叫わ

ん= 1, 2, 3. . 
Posons 

C*刊1 ・旬2' ..., nk = C.刊1 ・ n~ ・・・・ ， nlc (Anl. 川， ..., 'nk-Bnlt 町， ... I 叩/c) . 

R 騁ant un espace quasi-accessible , An[ , n2 , ・・・，刊k est un ensemble 
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ferm�; par suite, d'apr鑚 notre hypo仙台e ， c' est un ensemble complé・

mentaire analytique. Donc C枠内， m~ ， ..• , rnk est un ensemble compIふ

mentaire analytique dans R. On a 騅idemment 

(3) C九j ，川， ..., nk. C*制)， m2 , ...， η~，，= 0 

pour (n1 ， 叫， ... ，匁，，)十 (ml' m2 , ... , mk) , 

( 4 ) Anl , n~ ， ..• ，町一 Bnj ， 向， ... , 111c 

C C*nl' 旬2 ， ... , rlk C An] ， 川， ... , 11/C-Bn) ， 問， ... , rI-lc ・

D'apr鑚 Ia d組nition ， Bnj ， 向， ... ，'f7 k 二三 B抑j ，旬2 I ...，町，均十1 et par suite 

(5) C*nl' 冗2 ， ..., n1c 二三 C*nl' 町， ..., nk ， 刊州 ; k = 1, 2, 3, . 

Or, I'inégaIitさ (4) entraﾎne 

QPIE二 _1'J[Cちh 川， ...，町三之、 II(ilnj ， n~ ， ... ， n ，，-Bn1 ， η~ ，・・・バk) • 
νkνk 

D'autre part, 

JJ(X川 ， nz ， ..., n1C-Bnl' 刊2 ， ... , 'fllc) 
k-1 

=f/((RxN州， n2 , ..• , n!c) ・ M*} 点CBnj ， 問， ... ，町・

Mais je dis que 11 f { (R x Nnl ， 向 ，...， n，，).M*} = JJf{(R x 
k-1 

予1 ，的，....， m)-M}.En efet, il nous sumt de moLlLer que 

tri了五市了ん二~I") .M�} C JJf{R x Nnl' 押~ ，…，町)・ M*}. Soit 
∞ k-1 

p un point queI∞nque de 1/f {(R x N刊1 ， n2' ... ，叫) . M;' }. Pour tout 
"~1 

voisinage V(ρ) de p , et pour tout ん， iI existe un, point p" de 

f { (R x Nnl , n~ ， .•. , n,,) . Mつ . V(ρ). Donc (p" x N叩1 ，川，... ，町).M*

n' est pas vide. Posons q = 11 Nnj ， 向， ...，町， et soit V(q) un voisinage 
k 

quelconque du point q. V(p , q) = V(p) x V(q) contiendra alors un 

point (p" , q,,) de (R x Nnl' 的，...， n ，，).M必 dès que Nη1 ，泊2 ， ...， n1c~二 V(q).

Donc iI existe un ko teI que (R x N川，凡... , n，，) ・ M発・ V(p， q) 十 o pour 

k 二三 ko ・ Comme Ia suite des ensembles R x Nn1 ， 問， ...，川 6旬nt

monotone décroissante , (R x Nnj ， 叫"2， ... ，川). M ,f . V(p , q) 半 o pour tout 

k = 1, 2, 3, .... Donc Ia fermeture de (R x Nn1, n~ ， ...，叫)・ M骨
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contient le point (p , q). L' ensemble (R x Nnl' 向， ...，町)・ M* 騁ant 

fermé , (p , q) appartient � cet ensemble pour tout k = 1, 2, 3, .... 

Par cons駲uent p est un point de f { R x N川，円， ...，刊k) ・ M"'} . 

(ん= 1, 2, 3, ....) , et par suite de ~If {(R x Nnl' 九..， .r1k).M勺.
C. Q. F. D. 

Revenons � la d駑onstration du th駮r鑪e 14. Ainsi nous avons 

JIf{(R x Nn，. 払. ..., r1 k) ・ 1II*} . n CBn1 , n2 , .... nk 
k-l k-l 

= JIf((RxNn" 旬。， ...，町). M*} • Jl CB品1 ， rl!; , ... , nk 
1 k-l 

= JI(An，. 向， ..., 'nk-BnlJ 向， . . . , rt k) • 
h-l 

Par cons色quent Q~l] = .1' Jl C *11, , 112. ••• .ηk ・ Or ， (3) et (5) entraﾎnent 
、 k

5: JIC*l1，. 仰'，~， ... ，叫 = JI .1・ C*nl • n2. ...• l1k. 
v k k=l 叫1 叫2 ， . . .，押k

Celui-ci montre que Q~l] est un ensemble compl駑entaire analytique 

dans R. Enfin la formule 騅idente: P[l]= Ql ・ P[l]+ Q~l] (R-Ql) montre 
que P[ll est un ensemble compl色mentaire analytique dans R , puisque 

Ql est un ensemble analytique dans R. c. Q. F. D. 

Du th駮r鑪e 14 se d馘uit imm馘iatement le 

Th駮r鑪e 15. Soient R un espαce qua，si-αccessible o� tout en・

semble ouveγt est αnαlytique et S un e8pαce métrique, complet et 
sépαγαble. M étαnt un ensemble d' unicit� dαns l'espαce R x S , l' enｭ
semble A de tous les points p de R tels que (p x S) ・ M contienne (αU 

moins) un po伽t isol� est uη ensemble complémentaire αnαlytique. 

Dさmonstration. Soit 01 , O2 , 0 3 , ..., On , .... un syst色me

d駭ombrable de voisinages ouverts de l'espace S , qui forment sa base. 
(R x On)' M sont alors des ensembles d'unicit色 dans R x S. L' ensemble 

An de tous les points p d' ordre 1 de la projection de (R x On) ・ M sur 

R est un ensemble compl在mentaire analytique dans R , d'apr鑚 le 

th駮r鑪e 14. A = ム'Aね est aussi un ensemble complさmentaire analy-
拘置l

tique dans R. c. Q. F. D. 
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Le th駮reme de MM. S. MAZURKIEWICZ et W. SIERPINSKI (sur 1'ordre 

ind駭ombrable) dans notre forme est 馮alement ind在pendant de la 

condition que l' espace R est complet et s駱arable: 

Th駮r鑪e 16. 80ient R un espαce quαsi・αccessible et 8 un espαce 

métパque， complet et 8épαγαble. M étαηt un en8emble αnαlytique dαn8 

R x 8 , l' en8emble E de tous les po伽ts d' ordre indénombγαble de la 

projecti目on de M sur R est un ensemble αnαlytique dαn8 Rω. 

D駑onstration. L'ensemble M est une projection (voir p. 28) d'un 

ensemble ferm� F de 1'espace R x 8 x N sur R x 8 (0色 N est l' espace 

de BAIRE a z駻o dimension). Pour que l' ensemble (ρ x8) ・ M soit in剛

d伯ombrable ， il faut et il suffit qu'il existe dans (p x 8 x N) ・ F une 

suite de points ç時 dense en soi et telIe que la projection de .2 (ι) sur 
n 

p x 8 soit univalente. 

Consid駻ons d'abord 1'espace (8 x N)$oω. L' ensemble Aij de tous 

les points (81 , nl , 82 , n2 , 83 , n3 , ....) de cet espace (8 x N)へ tels que 

8i = 8j (pour i et j 自xes ， i 半 j) ， est ferm�. Donc Ia somme 三. Aij (i 半j)

est un Fa. Son compl釦lent A par rapport a(SxNFest:・3par suite, 
un ensemble G6 dans (8 x N)宰o. D'autre part ∞mme nous savons, Ies 
suites denses en soi des pointsιde 8 x N forment un ensemble 

G� dans l' espace (8 x NY;:'o. Nous Ie d駸ignerons par B. Enfin, conｭ
struisons, dans l' espace R x (8 X N)$o = R x (8(1) x 1ﾝ(1)) x (8(2) X ~ω) x .... 

(0な 8 = S(1) = 8(2) = .... et N = N(1) = Nω= ....) l' ensemble ferm� 

Fn = (8(l) x N(l)) x (8(2) X N(2)) x • . . . 

x (8(ト1)) x N(n-l)) x F x (8(川)xN(叩)) x • 

Alors r= /l ~ηest un ensemble ferm� dans R x (8 X N)$o. Ainsi 
n-l 

l' ensemble (R x A) ・ (Rx B) . r est analytique dans R x (8 x N)"":'o. Sa 

projection sur R est un ensemble analytiqe dans R , d'apres le 

th駮reme 4. Comme nous avons vu plus haut, cette projection est 
pr白isément 1'ensemble E. c. Q. F. D. 

(1) Cf. S. MAZURKIEWICZ et W. SIERPINSKI (1); C. KUKATOWSKI (1) p. 262. (2) p. 261.; 

S. SAKS (1) p. 218; C. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN (1). 
(2) Voir C. KURATOWSKI (1) p. 7. 
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Les th駮r鑪es 15 et 16 nous permettent de g駭駻aliser un 

th駮r鑪e de S. BRAUN : 

τ'héor，とme 1 7. Soient R un espαce quαsi・αccessible o� tout enｭ

semble ouvert est αηαlytique ， et S un espαce métrique, complet et 
sépαγαble. M étαnt un ensemble d' unicit� dαns R x S , l' ensemble A de 

tous les po伽ts d'ordre αu plus dénombrαble est un ensemble compl鬲

mentαかeαηαlytique dαns Rω. 

D駑onstration. M 騁ant un ensemble d'unicit� dans R x S , M 

est une projection univalente d'un ensemble ferm� F de 1'espace 

R x S x N (o� N est l'espace de BAIRE � z駻o dimension). Sans 

restreindre la généralité, il nous suffit de d駑ontrer le th駮r鑪e pour 

le cas o� M est un ensemble ferm�. Or, l' ensemble (p x S) . M est 

ferm� dans p x S . Si p E A , (p x S) . M est au plus d駭ombrable; il 

ne peut contenir aucun sous-ensemble parfait non vide. Donc cet enｭ

semble contient au moins un point isol�. D駸ignons par B l' ensemble 

de tous les points p tels que (p x S) ・ .M contienne au moins un point 

isolé, et par P la projection de M sur R. L' ensemble B est un 

compl駑entaire analytique dans R d'apr鑚 le th駮r鑪e 15, et l'ensemble 

P-A est analytique dans R d'apr鑚 le th駮r鑪e 16. Alors la formule 

騅idente: 

A=B. {Rー(P-A)}

montre que A lui・même est un ensemble compl駑entaire analytique 

dans R. C.Q.F.D. 

Corollaire. Soient R un espαce quαsi・αccessible o� tout ensemble 

ouvert est αnαlytique ， et S un espαce métrique, complet et sépαrable. 

Alors la projection d' un ensemble d' unicit� dαns R x S sur R est un 

ensemble simultαnément αnαlytique et complémentαir・eαnαlytique dαns 

R , si cette projection est sémi-régulière.ω 

(1) S. BRAUN (1) p. 169. 
(2) N. LUSIN (1) p. 171. 
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� 6. 

LES POINTS INFERIEURS. 

Soient R un espace arbitraire et S l' ensemble de tous les nombres 

r馥ls. Etant donn� un ensemble M dans R x S , nous disons qu'un 
point (p , q) de M est un point inf駻ieur de l' ensemble M , s'il n' exﾌste 
aucun point (p , q') de M ayant 1'ordonn馥 q' inf駻ieure a q. L'ensemble 

de tous les points inf駻ieurs de M sera d駸ign� par M<叫.

Le th駮r鑪e suivant est d� a M. S. MARZURKIEWICZ: 

Théorとme 18. Soient R un espαce quαs~-αccessible ， et S l' ensemble 

de tous les nombres r・éels. M étαnt un ensemble αnαlytique dαns RxS , 
l'ensemble M-M<悦) est αnα旬tique dαns Rx8. 

D駑onstration. Pour qu'un point (p , q) e M appartienne a 
M-M<叫， il faut et il suffit qu'il existe un nombre rationnel r < q 

et un point (p , q') de M tel que q' くれ D白ignons par Mr et M; 

l' ensemble de tous les points (p , q') de M tels que q' く γet q' > r 

respectivement : Mr = M・ (R x [q' くけ) et M~= M ・ (R x [q'> γ]) ， 

en d駸ignant par [q' く γ] l'intervalle 一∞くイくγet par [q' > γ] 

celui de ∞〉ゲ〉 γ.

On voit bien que Mγet M~ sont des ensembles analytiques dans 

RxS. Soit Pγla projection de Mr sur R . D' apr鑚 le th駮reme 4, 
Pγest un ensemble analytique dans R . Or, nous avons une formule 

騅idente: M -M加)=三'M; ・ (Pr x S) , la sommation sもtendant a tous 
γ 

les nombres rationnels; et cette formule montre bien que M -M例 est

un ensemble analytique dans R x S . c. Q .F. D. 

Corollaire 1. Soient R un espαce quαsi・αccessible ， S l' ensemble de 

tous les nombγes γéels. M étαnt un ensemble simultanément αnαlytique 

et complémentair・6αηαlytique dαns R x S , l'ensemble M<叩) est un 

complémentα~r・eαηαlytique dαηs RxS. 

D会monstration. En effet , nous avons montr� dans le th駮r鑪e 18 

que M-M<叫 est un ensemble analytique. M 騁ant un ensemble 

compl駑entaire analytique, (R x S)-M est un ensemble analytique 

dans R x S. Alors la formule (R x S)-M例=(M-M<叫)+{(R x S)-M} 
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montre bien que M例 est un ensemble compl駑entaire analytique 

dans RxS. C.Q.F.D. 

Corollaire 2. Soient R un espαce quαsi-αccessible o� tout ensemble 

仰のert est analytique, et S l' ens仰tble de tous les nombγes r馥ls. M 

étαnt un ensemble d'unicit� dαns R x S , dont la projection sur R est 

sémi"régulière, l' ensemble M('叫 est un ensemble simultαnément αnα旬

tique et complémentαかeαnαlytique dαns RxS. 

D駑onstration. Posons M,. = M ・ (R x [q' く γ]) et M~=M 

. (R x [q' > r]) o� [q' <什 et [q' > 什 sont des ensembles de tous les 

nombres r馥ls q' tels que q' く r et q' > r respecti vement. Mr est un 

ensemble d'unicit� dans R x S. D'apres le coroIlaire du th駮reme 17, 
la projection s駑i-r馮uIiere P ,. de M,. sur R est un ensemble simulｭ

tan駑ent analytique et compl駑en�ire analytiqe dans R. M~ 騁ant 

un ensemble d'unicité, il est simultan駑ent analytique et complふ

mentaire analytique dans R x S (d'apres le th駮reme 11) • Donc 

M-M<隅} = 2.'M~ ・ (Prx S) est un ensemble analytique et compl駑entaire 

analytique dans R x S . Comme le corol1aire 1, nous achevons la 

d駑onstration. C. Q. F. D. 

Einfin nous remarquons que le th駮reme de M. S. MAZURKIEWICZ 

et la g駭駻aIisation due � M. W. SIERPI前SKI peuvent 黎re consid駻駸 

馮alement dans notre cadre. 

Thるorème 19. Soient R un espαce quαsi-αccessible， S un espαce 

métrique, complet, sépαγαble et 伽dénombrable (l}. Tout ensemble 

αnαlylique A dαns R est la projection univαlente d' un ensemble comｭ

plémentαire αηαlytique dαns RxS suγRω. 

D駑onstration. L'espace S 騁ant un espace métrique, complet, 
s駱arable et ind白ombrable， il existe un ensemble L de S , qui est un 
G6 dans S et qui est hom駮morphe � l' ensemble N de tous les nombres 

irrationnels. Pour l' espace R x N , nous pouvons suivre la démonstra・
tion de M. S. MAZURKIEWICZ (voir p. ex. LuslN (1) p. 284). Soit E 

(1) Ici, il nous suffit de supposer que S est un espace complet dont le noyau dense 
en SOIn'est pas vide.Voir p.ex.c.KIJRATOWSKI(1)p.228.et H.ETARN(1) 
24 ・ 2 ・ 41 ， p.174. 

(2) S.MAZURKIEWICZ (1). 
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l' ensemb1e comp1駑entaire ana1ytique dans R x N dont 1a projection 

univalente sur R est A. Transformons R x N en R x L. Cette transｭ

formation 騁ant homéomorphe, l' ensemble E' transform� de E est un 

compl駑entaire analytique dans R x L . La' projection de E' sur R 

est 馮a1ement univalente et 馮ale � A. R x S 騁ant un espace quasiｭ

accessible, il existe un ensemble E卦 complémentaire analytique dans 

R x S , te1 que E' = E* ・ (Rx L) , L 騁ant un ensemb1e G� dans S, E' 
est un ensemble comp1駑entaire ana1ytique dans R x S. 

C. Q.F.D. 

Th駮r鑪e 20. Soient R un espαce quα8i・αccessible et S un espαce 

métrique, complet , sépαγαble et indénombrαble. Tout ensemble qui 

peut 騁re obtenu , � pα7・tir・ des ensembles αnαlνtiques et de leurs 

complémentαかes αu moyen des deux opéγαtions : somme et pαγtie 

commune d'uη nombre αu plus dénomかαble des ensembles , est 1α 

pro}ection univαlente d'un complémeηtαire αηαlνtique dαηs R x S sur 

R(l). 

D駑onstration. Nous 騁abIirons un 1emme, et renvoyons tout 1e 

reste de Ia d駑onstration � un m駑oire de M. W. SIERPINSKI(l) (Cf. 

N. LUSIN (1) p. 282-285). 

Lemme. Soient R un espαce quαsi-accessible et S un espαce m騁riｭ

que, complet et sépαγαble. Lα1フαrtie commune E = E1 ・ E2 • ....Eν.. . 

� une inバnité dénombγαble d' ensembles Eれ de R , dont chαcun est la 

pγojectioη un伽αlente d'un ensemble complémentαかeαnαlytique An 

dαns R x S est encore de la m麥e nαtur・e.

En effet S 騁ant un espace m色trique séparab1e, d'apr鑚 un th占orème

connu(2), S est hom駮morphe � une partie T de l' espace E"， ・ D'autre

part , comme S est un espace complet, d'apres un th駮r鑪e de M. 
ALEXANDROFF(3), cet ensemble T est un G� dans Ew ・

L' espace R x S est donc hom駮morphe � R x T , et R x T est un 

G� dans Rx Ew ・ Par cette transformation de R x S en R x T , l' enｭ

semble An de R x S sera transformさ en A~ de R x T , et A;, doit 黎re 

(1) w. SIERPINSKI (6). 
(2) Voir p. ex. M. FRﾉcm::T (1) p. 82-84. 
(3) Voir p. ex. C. KURATOWSKI (1) ~ 31 , III, p.215. 
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un ensemble compl駑entaire analytique dans R x T. L' espace R x E制

騁ant quasi-accessible, il existe un ensemble compl駑entaire analytique 

Bれ dans R x E ", tel que A~ = (R x T) ・ Bn ・ Donc A~ est un ensemble 

compl駑entaire analytique dans R x E，叫・ Or, Ia projection de A~ sur 
R est univalente, et cette projection est pr馗is駑ent l'ensemble En. 
Donc pour d駑ontrer notre lemme, nous pouvons supposer, sans 

restreindre la g白色ralité ， que S = E ",. 

Construisons dans l' espace R x E~o = R x E~) x E~) x E!!) x .... 0む

E削 = E8) = E~) = E!3) = ...., un ensemble rn = E~) x E!;) x . 

x EC::-1) x AηX EC::+1) X • • • • C'est un ensemble compl駑entaire am:lyｭ

tique dans R x E~o， tel que, pour chaque point p de R , la projection 
de (ρx E~O) ・ ['n sur p x EC::) ne contienne qu'un point au plus. 

L' ensemble r = II ['n est donc un ensemble compl在mentaire analy-
n・ 1

tique dans R x E'$o. _. r jouit de la propri騁� suivante: pour chaque 

point p de R , la projection de (ρx E~O) . r sur p x Et) ne contient 

qu'un point au plus, et cela pour tout η= 1, 2, 3, .... Donc la 

projection de r sur R est univalente. Cette projection est pr馗is駑ent 

l' ensemble E = E1 ・ E2 • Es. . . . L' espace E，叫 étant un produit cart駸ien 

d'une infinit� d釦ombrable de l' espace lin饌ire (de tous les nombres 

réels) , E~o est hom駮morphe(l) a E凶・ Par cette transformation de 

E~o en E"" l' espace R x E!o sera transform� en R x E帥， l' ensemble 1 

dans R x E~o en un ensemble L1 dans R x E"， ・ Cet ensemble L1 est 

encore un compl駑entaire analytique dans R x E"" et la projection de 

L1 sur R , qui est univalente, est pr馗is駑ent I'ensemble E. 

C.Q.F.D. 
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