GALOISSCHE THEORIE DER ALGEBRAISCHEN
ZAHLKORPER UNENDLICHEN GRADES

Von

Mikao MORIYA

EINLEITUNG.

Die vorliegende Arbeit ist einerseits eine Ergéinzung einer in Math.
Ann. Bd. 108 erschienenen Arbeit® von HERBRAND und anderseits eine
Fortsetzung von §7 meiner kiirzlich erschienenen Arbeit® iiber die
Theorie der algebraischen ‘Zahlkérper unendlichen Grades. In jener
Arbeit habe ich endliche normale Erweiterungskorper iiber einem
algebraischen Zahlkorper unendlichen Grades in Betracht gezogen.
Dagegen will ich in dieser Arbeit normale Erweiterungsksrper unend-
lichen Grades iiber einem beliebigen algebraischen Zahlk6rper (von
endlichem oder unendlichem Grade) behandeln. Selbstverstindlich ist
dabei die Existenz solcher Erweiterungskoérper vorausgesetzt®.

Im folgenden ersten Paragraphen schicke ich als Vorbereitung
einige Sitze ilber die Werte der Ideale voran, deren manche schon von
HERBRAND bewiesen worden sind. Im zweiten Paragraphen behandle
ich die algebraische Theorie der Normalkérper unendlichen Grades.
Diese Theorie ist schon von Herrn KRULL® fast vollstindig aufgebaut.
Im dritten Paragraphén definiere ich die Zerlegungsgruppe und

(1) HERBRAND, Théorie arithmétique des corps de nombres de degré infini, II,
Math. Ann., Bd. 108 (1933). Diese Arbeit zitiere ich mit H. II. Eine andere
Arbeit von HERBRAND mit dem gleichen Titel, Math. Ann., Bd. 106 (1932),
bezeichne ich mit H. I. ,

(2) MoR1va, Theorie der algebraischen Zahlkérper unendlichen Grades, Jour. Fac.
Science, Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, Vol. 3 (1936). Diese Arbeit zitiere ich
mit M.

(3) Wenn der Grumdkérper algebraisch abgeschlossen ist, so existiert kein alge-
braischer Erweiterungskorper mehr.

(4) KRruLL, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, Math.
Ann., Bd. 100.(1928). Ich zitiere diese Arbeit mit K.
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Trigheitsgruppe eines Primideals wie HERBRAND. Im vierten Para-
graphen werde ich die Verzweigungsgruppe, welche nach ‘manchen
Autoren auch die erste Verzwelgungsgruppe genannt ist, etwas ‘anders
definieren als in der Arbeit von HERBRAND(®, " Fr die htheren Ver-
zweigungsgruppen ist die systematische Theorie leider bis heute noch
nicht aufgebaut, weil man in algebraischen Zahlkoérpern unendlichen
Grades die Verzweigungsgruppen nicht mehr allgemein durch Kon-
gruenz definieren kann, wie es iiblich ist. Trotzdem werde ich doch
die (erste) Verzweigungsgruppe vom gruppentheoretischen Standpunkte
aus definieren. Diese anscheined etwas kiinstliche Definition ist dann
gerechtfertigt, wenn man zum Verzweigungskorper (der Invarianten-
korper der Verzweigungsgruppe) iibergeht. Im. Schlussparagraphen
definiere ich, der Zerlegungs-, Trigheits- und Verzweigungsgruppe
entsprechend, den Zerlegungs-, Triagheits- und Verzweigungskorper
und untersuche, welche Primidealzerlegung in den drei oben genannten
Korpern stattfindet.

§ 1.. WERTE DER IDEALE.

In dlesem Paragraphen bedeutet & durchweg einen algebraischen
Zahlkorper (von endlichem oder unendliehem Grade iiber dem rationalen
Zahlkorper) und K einen algebraischen (nicht notwendlg galmsschen)
Zahlkorper unendlichen Grades uber k .. Dann kann man immer eine
Reihe der Korper k = Ko, Kiy oee.s Kiyy oo VOD ‘endlichem Grade
iiber k finden, derart dass K; in K;.1 enthalten (:=0,1, ...., n,
....) und der Korper K als der Vereinigungskorper dieser Korper-
reihe definiert wird. Bekanntlich ist fiir den Korper K die Wahl der
Korperreihe nicht eindeutig, aber im folgenden nehmen wir eine belie-

bige Korperreihe Ky, Ki, ...., Ku, .... heraus, und halten dann
immer ‘diese Korperreihe fest. Wir gebrauchen ferner die Bezeichnung
={K,}.

Nun betrachten wir in K ein Primideal 5 . "Dann kann man nach
§6 von M. die normierte Bewertung @ in bezug auf P herstellen, weil

1) H. IIL.
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K ein algebraischer Zahlkorper ist, und infolgedessen als ein Verei-
nigungskorper von unendlich (abzihlbar) vielen algebraischen Zahlkor-
pern endlichen Grades definiert ist. Wenn p das durch P teilbare
Primideal aus % ist, dann will ich zeigen, dass die normierte Bewertung
@ eine Erweiterung der normiierten Bewertung ¢ beziiglich p ist.
Denn alle Zahlen aus. p besitzen positive Bewertungen hinsichtlich @,
weil P ein Teiler von p ist. Aber die zu p primen ganzen Zahlen aus
k gehdren nicht zu B, besitzen also die Bewertungen 0 bezughch o.
Also ist @ eine Bewertung in bezug auf p®, Ist ferner p die
durch P t'eilbare' Primzahl, so ist &(p) =1, We11 @ die normierte
Bewertung von P ist. Also induziert @ in % die normierte Bewertung
von p . Da in k nur eine einzige normierte Bewertung von p existiert®,
so ist unsere Behauptung bew1esen

Bezeichnet man nun mit O die Menge aller ganzen algebralschen
Zahlen aus K, so ist fiir ein Ideal a aus k& aO® ein Ideal aus K.
Ist @ bzw. @ die normierte Bewertung des oben erwihnten Primideals
p bzw. B, so ist es klar, dass die untere Grenze von Bewertungen
aller Zahlen aus a in bezug auf @ (also auch in bezug auf @) nicht
klelner ist als der Wert® von a9 in bezug auf $. Es ist also

wy (a) = wp(aD0)® .

Sind a; bzw. pi(i "—v1 . , 7) die Zahlen aus a bzw. O, so 1st
eine Zahl aus aD von der Form

Daher ist ’
D(@1pr+ . ... +ap,) = Min (@(@ap), «.o., Plarpr))
- - ZMin (9@, ..., ¢@))
= Min (@), ..., @) .

(1) M. S. 164.

(2) M. S. 167. ,

(3) Dieses Ideal a> nenne ich auch kurz ,, Ideal a aus K.
(4) Fiur die Definition der Werte von Idealen siche M. S. 167.
(6) wp, wyg bezeichnen resp. die Werte in bezug auf p, B .
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Hieraus folgt sofort
wy (@) < wepaD) .

Also ist
wy (a) = wep(a) .

Aus dem obigen Beweisgang folgt noch: Wenn a in bezug auf
p endlich 1ist, dann st Oa auch endlich in bezug auf B, und
umgekehri®,

Im folgenden sprechen wir kurz ohne weitere Erklirung vom
Werte eines Primérideals O (im Spezialfall kann £ ein Primideal
sein). Dieser bedeutet immer den Wert von Q in bezug auf das zu
L gehorige Primideal . Als Bezeichnung gebrauchen wir oft w
statt wg. Der Ausdruck ,, endlich‘‘ oder ,, unendlich ‘‘ iiber das
Primérideal L ist auch auf dieses Primideal P bezogen.

Satz 1. Es set a ein ganzes Ideal aus k und Q) eine Primir-
komponente von a aus K, die zu einem Primideal P gehort. Dann
besitzt ) den gleichen Wert mit a, und Q ist endlich oder unendlich,
je machdem ob a in k hinsichtlich des durch P teilbaren Primideals p
endlich oder unendlich 1ist.

Beweis. In K bedeutet das Ideal a ein Ideal a©O . Nach dem
oben Bewiesenen ist wy(a) = wp(aO) und a, aO sind beide zugleich
endlich oder unendlich resp. in k¥, K. Da nach Satz 32 von M. a©
und £ denselben Wert (in bezug auf ) besitzen, und zugleich endlich
oder unendlich sind, so folgt ohne weiteres die Behauptung des Satzes.

Wir beweisen nun

Satz 2. FEs sei Q) ein ganzes Primdrideal (Primideal) aus K.
Dann ist der Durchschnitt Q' von Q mit einem Teilkorper K' von K
uber k auch ein Primdrideal (Primideal) aus K'.

Beweis. Dass Q' ein Ideal aus K’ ist, kann man leicht bestétigen.
Ist fiir zwei ganze Zahlen o’, 8’ aus K’

dp =0 und d=0  mod L,

(1) Die Definition der endlichen Ideale findet man in S. 170 von M.
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so ist selbstverstindlich
dB8 =0 und ad=F=0 mod L.

Da aber Q ein Primirideal ist, so gibt es eine natiirliche Zahl p, so
dass

BP=0 mod QO

wird. Hieraus folgt 8°=0 mod Q’, weil B'* eine Zahl aus K’ ist,
w. z. b. w.

Da K als ein algebraischer Zahlkdérper immer ein Vereinigungs-
korper von unendlich (abzihlbar) vielen algebraischen Zahlkdérpern von
endlichem Grade ist, so kann man nach § 6 von M. schliessen, dass ein
Primirideal aus K durch ein einziges Primideal teilbar ist. Diese
Tatsache trifft auch fiir die Primirideale aus jedem Teilkérper von
K tber k& zu.

Wenn insbesondere ein Primideal 3 endlich ist, dann ist jedes zu
B gehorige ganze Primirideal aus K eine Potenz von 8. Wir kénnen
nidmlich annehmen, dass K als ein Vereinigungskérper von unendlich
(abzihlbar) vielen algebraischen Zahlkorpern von endlichem Grade &),
R, oovor, &, .... definiert ist. Dann ist ein endliches Primideal P

aus K ein Vereinigungsideal von $;, Lz2s .vveeb Pu, ..., WO
Pi = P ~R; (7 =1) (das durch P teilbare Primideal aus K;) ist. Nach
Definition der endlichen Primideale ist von einem Index ¢ an

wPs) = wPis)) = ...... = w(P) ,

und §B; ist genau durch P, teilbar (j =17 ).

Wenn Q ein zu B gehoriges ganzes Priméirideal aus K ist, so ist

3
an@n=§:¢n= gn .

(1) V.D. WAERDEN, Moderne Algebra, zweiter Teil, S. 31.

Wenn £ insbesondere ein Primideal ist, dann ist bekanntlich ¢ = 1.
(2) M.S. 171.
(3) M.S. 172.
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Da w(Q)=w(Q)>=.... = w(Qn)>>.... =w(Q) ist®, so ist nach
§6 von M. L L

@i > il > > > > wQ).
U; Uil : Un : S

Dabei bedeutet u, den genauen Exponenten von 93, in der zxi g SB

gehorigen Primzahl p, und es ist 1&1“ = w(%PB,). Da nach Voraussetzung

W) = wBi) = ... = w(P) < w(Q)
ist, so ist die abnehmende Folge

a Q2 An .
’ , ..'.’ ’ e b o0

ul uz A un

nach unten beschrinkt, besitzt sie also den Grenzwert. Da }aber»_a;",‘
@y «...» Qn, ....natiirliche Zahlen und %; = i1 = ... =Up = .....
sind, so kann man leicht bestitigen, dass fur hinreichend grosses N
immer ' ' ' ' I

am =a==0

ist, falls m> N 1st

Nun wollen wir zeigen, dass 2 = Pe 1st Offenbar enthilt Be fiir
m>N P2. Also ist Q durch Pe teilbar, weil Q.. = P, P* ist.
Umgekehrt ist eine beheblge Zahl a aus B> von der Form 5 a.. ..,
wo o (k=1, ...., a) die Zahlen aus P bedeuten. Wenn man fur
m > N den Index m hinreichend gross wihlt, dann gehort jedes o« )
zum Primideal %,, aus R Also ist « eine Zahl aus P2,. Dies zelgt
aber, dass die Zahl a zu Q gehort.  Also ist e durch Q teilbar.
Daher muss

Vg=q3a'

sein. Also erhilt mah folgenden Satz:

(1) Hierbei bedeutet w den Wert in bezug auf das Primideal % .



Galoissche Theorie der Algebraischen Zahlkorper Unendlichen Grades 73

Satz 8. Wenn ein Primideal P aus K endlich ist, dann ist jedes
zu P gehorige ganze Primdrideal eine Potenz von P .

Hieraus folgt noch :
- Zusatz. Ist P ein endliches Primideal aus K, so ist dann und
nur dann o
=,
wenn a=b ist.
Denn nach deml_friiher' Gézeig_‘fen sind von einem geeigneten Index
I ah ‘ a

CgEaf=P  wd  BAf=P  G=D.

Wenn “aber” Po = LB ist, dann muss zugleich B¢ durch P2, und P?
durch Pg teilbar sein, ist also a =b. Wenn umgekehrt a = b ist,
dann ist offenbar e = Pe. |

Wir betrachten nun im Korper K ein ganzes Primirideal & und
bezeichnen mit Q. den Durchschnitt Q ~ K,, von Q mit K, . Dann
ist nach Definition des Wertes

wQo) = w(Q) = ..o = W) .

Da jede Zahl aus O schon‘ in einem \geeignetén Qn éhthalten sein
muss, SO ist w(Q) offenbar der Grenzwert der Zahlfolge

W(D0) s vnnrs WD), weee
Wenﬁ"‘:i;hsbesond:ére von einem Index i an immer
w(Q) > w(Qy41)

(,7 =>1) ist, dann ist Q ein unendhches Prlmarldeal Denn sonst gibe
es in Q, “also schon in einem geeigneten Q. (:c>0) , eine Zahl a,
deren Bewertung gleich w({)) wire. Hieraus folgte

w(Qy) = w(y+1) -—'- o=w(Q),

was Widerspruch wére.
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Ist nun aber von einem Index 7 an immer
w(Qy) = w(Qy41) (G=19),

so gibt es einen Index v (v =17) derart, dass Q.,,' Qy+1, .... resp, in
K,, K,.1, .... endliche Ideale sind, falls Q in K endlich ist. Denn
in diesem Fall existiert in  eine Zahl a, deren Bewertung gleich
w(L)) ist. Da aber a schon einem geeigneten Ideal Q, (v = %) angehort,
und w(Q,) = w(Qvs1)) = .... = w(Q) ist, so folgt die Behauptung.

Wenn dagegen £ unendlich ist, dann miissen Q;, Qi+1, 0.
ersichtlich unendlich sein, weil w(Q;) = w(Qi+1) = .... = w(Q) und
Qi Qi ve. < Q ist. Damit ist bewiesen:

Satz 4. FEs sei Q. ein ganzes Primdarideal (Primideal) aus K
und Q,=Q~K, . Dann gilt :

1.) Die Zahlfolge
W(Qﬂ , W(Qz) s ceeey W(Qn),, cose

nicht zunehmend.
2.) w(Q) ist der Grenzwert der obigen Zahlfolge.

a.) L st ein unendliches Ideal, falls von einem Index an
die obige Zahlfolge wirklich abnehmend ist.

b.) Wenn von einem Index an die Glieder der obigen Zahl-
JSolge sdimtlich gleich sind, so sird von etner gewissen Stelle v an
die Primdrideale Q,, Qui1, .... endlich oder wunendlich, je
nachdem ob Q. endlich oder unendlich ist™, |

Nun ziehen wir zunichst den Fall in Betracht, dass der Grund-
korper k ein endlicher algebraischer Zahlkérper ist. In diesem Fall
findet filr ein beliebiges Primideal p aus k folgende Primidealzerlegung
in K; statt: |

— e‘il eir.i
P=Di" eoe.Pyrt,

(1) H.II. S. 701.
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wobei P, ...., Piu; Primideale aus K; bedeuten. Aber die obige
Primidealzerlegung bleibt auch giiltig, wenn k& ein unendlicher alge-
braischer Zahlkorper ist, und zwar ist p genau durch P* teilbar, d.h.
e, ist der genaue Exponent von ;. in p(p=1, ....,r), falls v ein
endliches Primideal aus k ist, und die obige Zerlegung ist eindeutig’.

Wenn aber p ein unendliches Primideal aus %k ist, dann ist diese
Zerlegung nicht mehr eindeutig. Aber in diesem Fall kann man auch
den Exponenten e;, eines Primteilers P, von p eindeutig definieren,
welcher im gewissen Sinne—und sogar wenn k& von ehdlichem Grade
ist, vollig—mit dem gewdohnlichen Exponenten eines Primideals aus
einem endlichen algebraischen Zahlkérper iibereinstimmt®. Wenn also

e; die Exponenten von ;. in p bedeuten (p =1, ...., r), dann ist
die Primidealzerlegung

b= P ... Bei

jedenfalls eindeutig.

Ferner kann man auf jeden Fall fiir ein Primideal aus K; seinen
Grad (genauer gesagt ,, Relativgrad ‘) nach k definieren.

Wenn man nun mit e, bzw. f;, den Exponenten bzw. Grad von
%B:. nach k& bezeichnet, dann gilt

"'i 3) .

Ny =L e'bpf;p ’
P-

WO n; der Grad von K; nach k ist.

Ist p die durch p teilbare Primzahl ist, dann heisst der zu »
prime, grosste Teiler ef? von e;, der reduzierte Exponent von %3;, in p.

Es seien K;CK; zwei Teilkorper aus der Korperreihe von
K={K,)}, B:, P; resp. Primideale aus K;, K;, und P; durch PB;
teilbar. Dann ist der Grad von %; nach k¥ durch den von P; nach %
teilbar. TUnd dies gilt auch fiir den reduzierten Exponenten bzw.
den Exponenten von PB; und ;4.

(1) H.I. S. 481.
(2) H.I S. 484,
(3) H.I. S. 484.
(4) H.I S. 485.
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Nun wollen wir den Grad, den reduzierten Exponenten und den
Exponenten eines Primteilers P von » aus K definieren. Dafiir
betrachten wir einen Teilkorper K; aus der Koérperreihe K, Kz, ....,
K,, .... von K. Sind f;, €9, e; resp. der Grad, der reduzierte Ex-
ponent und der Exponent von L; = P ~ K; nach k&, so definiere ich

F=Ilimf;, E®=1lime”, FE =Ilime;
t=oo i =00 1 m=00
resp. als den Gmd, den reduzierten Exponenten und den Exzponenten
von 95 nach % .

Da fi=f: (j>1) ist, so existiert jedenfalls

lim £; ,
wenn man limf; das Symbol oo zuordnet, falls f; iiber alle Grenzen
wiéchst. Dazs-soélbe trifft auch fiir den reduzierten Exponenten und den
Exponenten von P zu.

Ferner kann man leicht zeigen, dass der Grad, der reduzierte
Exponent und der Exponent von 9 nach % ganz unabhingig von der
Wahl der Korperreihe K;, ...., K., .... von K iiber k sind®. Sie
sind also durch ein Primideal P eindeutig bestimmt. Wenn eine ganze
rationale Zahl a in irgendeinem von fi, fa, ...., fu, .... (ebenfalls
von €, e, ...., e®, .... oder e;, €2, ...., €,, ....) aufgeht,
dann heisse ,, F' durch a teilbar ¢‘ (ebenfalls ,, E@‘“ oder ,, E durch
a teilbar ‘). ~ Sonst heisse ,, a prim zu F‘“ (ebenfalls ,,a prim zu
E© ¢ oder ,, E *°).

Es gilt nun folgender
Satz 5. Es sei p ein Primideal aus k, Q eine Primédrkomponente
von p in K, und P das zu Q gehorige Primideal aus K. Dann gilt:

1.) L st unendlich, falls p (in k) unendlich ist. Es st
P=£L.

2.) B st endlich, falls p (tn k) endlich und der Exponent e
von P in p endlich ist. Es ist Q = Pe.

(1) H.IL S. 702. Am Beweis von HERBRAND haften Druckfehler..
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3.) P ist unendlich und Q endlich, wenn p endlich und der

Exponent e von P in p unendlich istM.

Beweis. Ist p in %4 unendliches Primideal, so ist wy(p) = 0@,
Nach Satz 1 ist also wg(Q) = wp(p) =0 und L ein unendliches
Ideal aus K. Nach unserer Festsetzung kann man einfach w({Q) =0
setzen. Da aber w(P)=0 ist, und aus P|LQ w(Q) = w(P) folgt, so
ist

w(®P) =0.
Da w(P) = w(Q) =0 und P, Q beide unendliche Ideale sind, so ist
nach Satz 31 von M. L =20,

Wenn allgemein p in k endlich ist, dann ist P, = P ~ K, endlich
(in K,) und w(p) = w(PB). Denn nach H.I.S. 481 ist P, in K,

endlich und P eine Primirkomponente von p in K,,, wo e, den Ex-
ponenten von BB, in p bedeutet, und hieraus folgt wie fiir Satz 1

w(p) = enw(PBn) -

Da R = {B,) ist, so ist nach Satz 4 lim w(PB,) = w(P) .
Im Fall 2.) gibt es nach Voraussetzung einen Index ¢, derart, dass
filr jede natiirliche Zahl n =17 e, = e ist. Also ist w(,) = w—e(P) und

infolgedessen
w(B) = lim w(P) = 2B 4o,
weil p in % ein endliches Ideal ist. Also muss P auch endlich sein,
weil sonst w(P) = 0 sein miisste®. Nach Satz 3 folgt weiter
Q = Pe.

Denn nach Satz 3 ist die Primirkomponente Q eine bestimmte Potenz
von L3, weil es ein ganzes Primérideal ist. Es sei also Q = . Dann

(1) H.II. S. 708.
(2) Siehe etwa M. S. 171.
(38) Siehe etwa M. S. 171.
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ist nach Satz 1 w(p) = w(P*) = aw(P). Da aber ew(P) = w(v) ist, so
ist a=e, w.z b.w.

Im Fall 8.) ist w(P) =0, weil lime, =  ist, d.h. P ist unend-
liches Ideal. Trotzdem ist nach Satz 1 die Primdrkomponente £ von
p endliches Ideal.

§ 2. NORMALKORPER UNENDLICHEN GRADES.

In diesem Paragraphen betrachten wir besonders einen Normal-
korper N von unendlichem Grade iiber #. Nach Herrn KRULL® kann
man dabei eine Korperrelhe No =k S NS .... =N, <.... finden,
derart dass jeder Korper N; normal und von éndlichem Grade iiber k&
ist. Ebenso wie fiir endliche normale Erweiterungskérper kann man
die Automorphismen von N ilber k% definieren. Und zwar ist ein
Automorphismus J von N iiber k durch eine sogenannte regulire Ab-
bildungsfolge J1, J2, ...., J,, .... definiert. Dabei bedeutet J,(n=>1)
einen Automorphismus von N, ilber & und ausserdem ist .J,.; stets
eine Erweiterung von J,,, d.h. J,.; induziert in N, den Automorphismus
Jn . Dadurch wirkt J auf die Zahlen aus N, wie der Automorphismus
J». von N, ilber k ein. Offenbar ist diese reguldre Abbildungsfolge
durch einen Automorphismus J von N iiber % eindeutig bestimmt,
wenn man die Korperreihe festsetzt. Umgekehrt, wenn eine regulire
Abbildungsfolge vorliegt, dann bestimmt sie auch einen Automor-
phismus von N ftiber k.

Selbstverstéindlich kann man fir einen bestimmten Normalkorper
N tuber k verschiedene Korperreihen und infolgedessen fiir einen
Automorphismus J auch verschiedene regulire Abbildungsfolgen bilden.
Aber im folgenden legen wir stets eine beliebige Korperreihe Ny, Nz,
N, , .... fest, und die regulidre Abbildungsfolge eines Automorphismtis
J von N iber £ wird danach durch diese Korperreihe bestimmt. Zur
Abkiirzung benutzen wir fiir einen Automorphismus J, welcher durch
die regulidre Abbildungsfolge Ji, J25 ..., Jpn, .... bestimmt ist,
folgende Bezeichnung: J = {J,}.

(1) Folgende Ausfihrung von Herrn KRULL findet man im Buch, HAupT, Ein-
fuhrung in die Algebra, Bd. 1I.
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Es seien nun J = {J,,} und J’ = {J, )} zwei Automorphismen von
N iiber k. Dann definieren wir die Komposition von J’ und J als
eine Nacheinanderausfithrung von J’ und J, und bezeichnen sie mit
JJ' . JJ' heisst auch das Produkt von J’ mit J. Ohne Schwierigkeit
kann man dabei bestitigen, dass der Automorphismus JJ’ durch die
Abbildungsfolge {J.J, ) definiert ist. Also bildet die Gesamtheit
aller Automorphismen von N iiber k& die sogenannte galoissche Gruppe
von N nach k& in bezug auf die oben definierte Komposition. Wir
bezeichnen im folgenden die galoissche Gruppe von N nach k* mit &.

Ist nun J, ein beliebiger Automorphismus von N,, iiber %k, so gibt
es bekanntlich in N, ., einen Automorphismus .J,.1 iber k£ von der
Art, dass J.+1 in N, den Automorphismus ., induziert. Man kann
weiter in N, ;2 einen Automorphismus J,..2, welcher eine Erweiterung
von J,.1 ist, finden, u.s. w. Ferner seien Ji, Jz, ...., Jn-1 resp.
die durch J, in N;, Nz, ...., N,.1 induzierten Automorphismen.
Dann kann man eine Abbildungsfolge

Jla J2; oo 00y J’n—l’ J'n’ Jn+1" CRCRN

bilden, die in N einen Automorphismus J iiber k definiert. Offenbar
induziert J in N, den vorher gegebenen Automorphismus J,. Damit
ist gezeigt :

Die galoissche Gruppe & von N nach k induziert in einem belie-
bigen Normalkorper N, die ganze galoissche Gruppe von N, nach k.

Es sei JO, J&, .., J», _ .. eine Folge der Automorphismen
aus ®. Dann heisst diese Folge eine Fundamentalfolge iuber k, wenn
es fiir einen beliebigen endlichen Teilkérper® K von N iiber % einen
geeigneten Index .® gibt, derart dass alle JMJ¢*9)-1(=>0) den
Korper K elementweise invariant lassen.

Es sei wieder J®, J®, .. .., J®, .... eine Folge der Automor-
phismen aus &, und J ein Automorphismus aus &, so dass fiir einen
beliebigen endlichen Teilkorper K von N iiber k ein geeigneter Index
v existiert, derart dass fiir alle «>» die

(l) Das heisst K von endlichem Grade iiber k.
(2) Der Index v hangt vom Kérper K ab.
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J(J )1

K elementweise invariant lassen. Dann heisse J der Grenzautomor-
phismus der obigen Folge, und man sagt auch, dass die obige Folge
zu J konvergiert. _

Eine konvergente Folge ist immer eine Fundamentalfolge und sie
besitzt nur einen einzigen Grenzautomorphismus. Denn ist J®, J®,

., J®, ... zu J konvergiert, so gibt es fiir einen Dbeliebigen
endlichen Teilkérper K von N iiber k einen Index » , so dass fir alle
=y die

J(J )
K elementweise invariant lassen. Hieraus folgt, dass filr « = v
(FEO)) 7 (JI@)) = Jorge)-1

sicher K elementweise invariant lidsst, d.h. die obige konvergente
Folge bildet eine Fundamentalfolge. Ist nun J’ ein Grenzautomor-
phismus, so kann man fiir einen beliebigen endlichen Teilkorper K von
N iiber k& einen geeigneten Index v finden, derart dass filr ~_>»
J(J)™1 und J'(J™)! K elementweise invariant lassen. Also ist K

bei Ausitbung von

J(J(x)—-l) (J’(J(")"l) )-—1 — J(J’)_fl

elementweise invariant. Da K ein beliebiger endlicher Teilkorper sein
kann, so muss J =J’ sein. Denn ist J3J’, so kann man sicher
eine Zahl « aus N finden, derart dass o/ =&’/ wird. In einem «
enthaltenden, endlichen Teilkorper K von N iiber k ldsst J(J’)~! nicht
mehr « invariant, was aber Widerspruch ist. Also muss J = J’ sein.

Um praktisch zu entscheiden, ob eine gegebene Folge fundamental
(konvergent) ist, nehmen wir eine beliebige Normalkoérperreihe &k = N},
Ni{, ...., N,, .... von N heraus, und wir brauchen nur zu priifen,
ob die gegebene Folge in bezug auf diese Korperreihe fundamental
(konvergent)ist. Denn ist die gegebene Folge fundamental (konvergent),
so muss sie hinsichtlich dieser Kbrperreihe fundamental (konvergent)
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sein. Ist aber umgekehrt eine Folge fundamental (konvergent) in bezug
auf N;, N;, ...., N,, ...., soist zunichst ein beliebiger endlicher
Teilkorper von N iiber % in einem geeigneten Korper aus der obigen
Korperreihe enthalten. Hieraus folgt ohne weiteres, dass die gege-
bene Folge fundamental (konvergent) ist.

Man soll aber hierbei beachten, dass die Begriffe der Fundamental-
folge und der Konvergenz wesentlich vom Grundkoérper k abhingig
sind.

Eine Gruppe heisse abgeschlossen, wenn die Grenzelemente aller
Fundamentalfolgen aus dieser Gruppe auch sich selbst angehéren.

Nun lautet nach Herrn KRULL der Fundamentalsatz der galots-
schen Theorie folgendermassen :

Zu einem Teilkorper K von N uber k gehort eine eindeutig be-
stimmte abgeschlossene Untergruppe D von & , und umgekehrt.

Bildet man nun den Durchschnitt K,= K~N, von K mit

N,, so ist Ko=k, Ky, ...., K,, .... eine Korperreihe und
KEKs....&K,<..... Ferner ist der Korper K die Vereini-
gungsmenge von K;, K, ....,K,, ..... Wir bezeichnen mit $ die

K zugeordnete Untergruppe der galoisschen Gruppe & von N nach %.
Induzieren & und  in N, resp. &, und 9, , so ist offenbar &, die
galoissche Gruppe von N, iiber k£, und K, ist der Invariantenkorper
von 9, in N,,. Denn der Korper K, ist; bei Anwendung von 9
elementweise invariant, weil er ein Teilkorper von K ist. Da aber
K, in N, enthalten ist, so ist K, bei Ausiibung von £, elementweise
invariant. Umgekehrt, wenn eine Zahl aus N, bei Anwendung aller
-Automorphismen aus 9, invariant ist, dann ist sie offenbar invariant
bei Anwendung aller Automorphismen aus 9, weil  auf die Zahlen
aus N, immer als 9, einwirkt. Also gehort diese Zahl zu K, und
folglich zu K, . Also ist 9, die K, zugeordnete Untergruppe von &,,.

Wenn insbesondere $ ein Normalteiler von & ist, dann sind alle
9, Normalteiler von &, (n =1, ....), und umgekehrt. Sind nun alle
9, Normalteiler von &, , so sind offenbar alle K, Normalteilkorper
von N, iiber k. Umgekehrt, wenn alle K, Normalteilkorper von N,
sind, dann ist K ein Normalteilkorper von N iiber k. Denn ist a eine
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Zahl aus -K, so gehort a« schon zu einem geeigneten Teilkorper K,.
Da K, iiber k normal ist, so sind alle Konjugierten zu « (in bezug
auf k) auch in K,,, umsomehr in K enthalten, w. z. b. w.

Wir betrachten nun den Invariantenkdrper K einer abgeschlossenen
Untergruppe  von & . Ist J‘l’, J@, ..., J™, .. .. eine Fundamental-
folge aus D iiber %, so ist sie auch fundamental iiber K. Zum Beweis
nehmen wir die Korperreihe Ny, Nz, ...., N,, .... heraus und
bilden N; = KNy, ...., N,=KN,, ..... Dann ist offenbar N der
Vereinigungskorper von Ny, N2, ..., Nu, ..... Es geniigt nun zu
zeigen, dass J©V, J®, ...., J®, .... eine Fundamentalfolge in bezug
auf Nl, Nz, cee oy Nn, .... ist.

Da JO, J& . .., J®, ... eine Fundamentalfolge tiber k ist, so
gibt es fir einen Korper N, einen Index » derart, dass fiir alle
« = v die , .

J(\‘) (J(’-))—l

N,. elementweise invariant lassen. Ferner ist K bei Ausiibung von
JM(J™M)"1 elementweise invariant. Also ist der Korper N, = KN,, bei
Anwendung von JM(J™)-1 elementweise invariant, weil jede Zahl aus
N,, eine rationale Funktion der Zahlen aus K und N, ist. Selbst-
verstindlich konnen wir N, aus der obigen Kérperreihe beliebig wihlen,
indem wir dementsprechend N, passend wéahlt. Also ist JW, ....,
J» ... eine Fundamentalfolge in bezug auf Ny, ...., N,, .....
Nun nehmen wir vorldufig an, dass $ ein Normalteiler von & ist.
Also sind zwei nacheinanderfolgende Korper K;, K;,; resp. Normalteil-
korper von N;, Ny, ilber 2. Es sei nun J; ein Automorphismus von
K; iiber k und J;., eine Erweiterung von J; aus der galoisschen Gruppe
von K;,; nach k. Da N; iilber K; und %k normal ist, so gibt es sicher
einen Automorphismus J; aus &;, welcher eine Erweiterung von J; ist.
Ich will nun zeigen, dass es in ;.1 einen Automorphismus J;,1 gibt,
welcherin N;, K;,iresp. J;, Jis1 induziert. Wir haben nidmlich schon
gesehen, dass $, angewandt auf N;, N;.;, resp. 9:, i, induziert.
Da N; ein vTeilkérper von N;,; ist, so induziert @»5;1 offenbar die
Gruppe 9:, wenn ;.1 auf N; angewandt wird. . Da die galoissche
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Gruppe von K; nach k£ der Faktorgruppe ®&;/9; isomorph ist, so erhilt
man in N; die simtlichen Automorphismen, welche in K; J; induzieren,
indem man J; mit allen Automorphismen aus $; multipliziert, wobei
J¥ ein beliebiger Automorphismus aus ®; ist, welcher in K; J; induziert.
Um also J :“@1 zu bestimmen, nehmen wir aus &;,; einen Automor-
phismus J;%, heraus, der in K;.; J;+1 induziert. Dann induziert offenbar
J#%:in K; den Automorphis;mus J:. Bezeichnet man also den durch
Ji+1 in N; induzierten Automorphismus mit J}, so induziert Jj ;i1
in N; sicher J;9;, weil ;.1 die Gruppe 9; induziert. Wir konnen also
in Jf9;, den friiher schon bestimmten Automorphismus J; aufsuchen.
Weil man nach dem oben Bewiesenen in J#19i+1 eine Erweiterung
von J; ﬁnden kann, so bezeichne man eine solche mit Jj\; H;,;. Dann
induziert J}.1H;+; in N; den Automorphismus J; und in K;.; den
Automorphismus J;.1, weil H;,; als der identische Automorphismus
auf K. einwirkt. Damit ist die Existenz desjenigen Automorphismus
von N;,; uber k, der in N; bzw. K;,; den Automorphismus J; bzw.

J;+1 Induziert, gesichert.

Nun wollen wir beweisen

Satz 6. FEin Teilkorper K von N ist dann und nur dann normal,
wenn die K zugeordnete Untergruppe  ein Normalteiler der galois-
schen Gruppe ®@ von N nach k ist. Wenn K uber k normal ist, dann
ist die Faktorgruppe &/9 isomorph zur galoisschen Gruppe von K
nach k . 7

Beweis. Wie wir schon in S. 81 gezeigt haben, ist K dann und
nur dann normal iiber £k, wenn die frither bestimmten Korper K,
Kz. ...., Ky, .... alle tiber k¥ normal sind. Dies geschieht aber
dann und nur dann, wenn 9 ein Normalteiler von & ist.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, ziehen wir die schon oben
benutzte Korperreihe Ky, Kz, ...., K,, .... in Betracht. Es sei J
ein beliebiger Automorphismus aus K iiber k.. Dann ist J durch eine
regulidre Abbildungsfolge Ji, Jz2, ...., Jn, .... bestimmt, wobei J,
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eine regulire Abbildung® von K, iiber k ist. Entsprechend dieser
reguliren Abbildungsfolge konnen wir nach dem oben Gezeigten in

Ni., Ny ....» Nn, .... resp. folgende reguldre Abbildungen
Ji, Jas oevvs Jps .... finden, wobei Ji, J2, ...., Jus ... resp. Er-
weiterungen von Ji, Jz, ..., Jns -... sind. Némlich wir bestimmen

in N; eine Erweiterung J; von J;. Dann kann man nach dem in S.
83 Gezeigten allgemein in einem Korper N;.1 den Automorphismus J;+1
finden, welcher in K;.; bzw. N; Ji.i bzw. J; induziert (: =>1). Bezeichnet
man den durch Ji, J2, «ovos Jn, .... bestimmten Automorphismus
mit J, so induziert J offenbar in K den Automorphismus J. Da die
Automorphismen aus © und nur diese diejenigen Automorphismen
aus ® sind, die als der identische Automorphismus auf K einwirken,
so kann man leicht bestitigen, dass die Nebengruppe J$ von G/9 aus
allen derjenigen Automorphismen besteht, welche, ausgeiibt auf K,
den Automorphismus J induzieren. Umgekehrt kann man auch leicht
beweisen, dass alle Automorphismen aus einer beliebigen Nebengruppe
von &/9 in K einen und denselben Automorphismus iber k& induziert,
und durch zwei verschiedene Nebengruppen von &/$ auch zwei ver-
schiedene Automorphismen von K iiber k induziert werden. Damit
ist die letzte Behauptung bewiesen.

Es seien nun 3W, 3@, . . ™ _ _  eine Folge der Nebengruppen
von /9 und JO, J®, ....,J™, .... eine zu J konvergierende (itber
k) Folge, deren Elemente resp. aus X0, 3@ . .., 3® _ .. heraus-

genommen sind. Férne_r sei Y die J enthaltende Nebengruppe von
G/H. Dann sind alle Automorphismen aus X als Grenzautomor-
phismen von konvergenten Folgen, deren Elemente resp. aus
SO0 oy ., S herausgegriffen sind, definiert. Denn
ein beliebiger Automorphismus aus I ist von der Form JH,
wobei H ein Automorphismus aus $ ist. Dann ist offenbar

JOH, JOH, ..., J™H, .... eine zu JH konvergierende Folge und
ihre Elemente sind resp. aus X®, s@ __ _ , X® . herausgenom-
men.

(1) Regulire Abbildung bedeutet Automorphismus.
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Es sei nun L®O, L®, .. .., 1™ _ .. eine beliebige konvergente
Folge, deren Elemente resp. aus X0, 3@, .. .., 3@ ... heraus-
genommen sind. Dann will ich zeigen, dass der Grenzautomorphismus
L dieser Folge auch zu X gehort. Niamlich wir konnen allgemein

L™ = Jm fn)

setzen, weil L™ zu X® gehort, wo H™ zu O gehort. Fiir einen belie-
bigen endlichen Teilkérper P von N iiber k kann man einen geeigneten
Index » bzw. « finden, derart dass fiir alle i1=>» bzw. k=« die
JTN1 bzw. L(L*)"! den Korper P elementweise invariant lassen.
Dann lassen fiir alle j=>Max (v, «) die J(J9)! und L(LY)"! den
Korper P elementweise invariant. Setzt man hier L = JL’, soist fir
Jj =Max (v, «)

L(L(J‘))——l . JL’( H(ﬁ)——l( J(i))—l —_ JL’( H(j))——l J J( J(a'))—l ,

d.h. JL/(HY)-1J"! = JL'JWJ(HY) 1J! lisst P elementweise invariant.
Hieraus folgt ohne weiteres, dass die Folge JH®J !, JH®JL, ... ,
JH™ J-1 . zu JL'J ! konvergiert. Da 9 ein Normalteiler von &
ist, so ist JJHW)J Y, ...., J(H™J 1, .... eine Fundamentalfolge aus
9 . Ferner muss der Grenzautomorphismus JL’J ™! der obigen Folge
der Gruppe  angehoren, weil 9 eine abgeschlossene Untergruppe
von & ist. Also ist L’ ein Automorphismus aus , d.h. L gehort
zu &Y.

Wie wir schon gesehen haben, induzieren die. obigen Nebengruppen
S0 o 5@ die Automorphismen von K iiber k. Wir
wollen der Abkiirzung halber mit ~®, x® _ 5 s= . schlechthin
solehe induzierten Automorphismen:von K iiber k bezeichnen. Unsere
nichste Aufgabe ist zu beweisen, dass W, @ . . ., 3™ . .. zu
X konvergiert (iiber k). Dafiir nehme ich einen beliebigen endlichen
Teilkorper K’ von K iber k& heraus. Dann existiert ein Index v,
derart dass fiir alle j = die J(J“)"! den Korper K’ elementweise in-
variant lassen. Der durch J(J9)-! induzierte Automorphismus S(3W)-?
lisst also K’ elementweise. invariant, d.h. s®, @ _  s®™, |
konvergiert zu X, weil K’ ein endlicher Teilkorper von K iiber k& ist.
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Es sei nun W, x@  3x@  eine zu Y konvergierende
Folge (iiber #) . Dann will ich zeigen, dass man eine zu J konver-
gierende Folge JW, J2, ..., J™, ... bilden kann. Dabei bedeutet
J bzw. J™ (n = 1) einen Automorphismus von N iiber % aus X bzw.
3™ Dafiir betrachten wir die Korperreihe N1, N2, ..., Nu, «...
von N iiber k', und bilden wieder die Durchschnitte K;= N~ K,
Ke=N;~K,....,.K,=N,~K,..... Da 30, x@_ _ 3t
zu X konvergiert, so kann man sicher eine Reihe der natiirlichen
Zahlen §; <lp<....<l,<.... so bestimmen, dass filr einen belie-
bigen Index % alle Automorphismen ._‘”’()."( l”))“1 , S(Z'(.l”+1))"1 s enees
}.'(;Y(l"““ 1))'1 , ‘-‘_'(‘E'(L’“‘l))”1 , .... den Korper K, elementweise invariant
lassen. Nun greifen wir aus I bzw. 3™ einen beliebigen Automor-
phismus J bzw. L™ von N iiber . heraus. Dann lisst J(L(l"))'1 den
Korper K, elementweise invariant, weil J(L(l” ))"1 auf den Korper K,
wie der Automorphismus ):(}.7( In ))-1 einwirkt. Also induziert J(L ))‘1,
ausgeiibt auf N,, einen Automorphismus von N, iiber K,. Da 9,
angewandt auf N, , die ganze galoissche Gruppe von N, iiber K, in-
duziert (nach S. 81), so gibt es in O einen geeigneten Automor-
phismus H (l"), welcher in N,, denselben Automorphismus iiber K, wie
J(L"))-1 induziert. Ebenso kann man in 9 die Automorphismen
H(l"+1), veee, HInn—1D finden, welche in N, resp. dieselben Automor-
phismen iiber K, wie J(L“’”Ll))‘1 s eenny JLUm— 1)1 induzieren.
Wenn man also » alle natiirlichen Zahlen 1, 2, .... durchlaufen lisst,
so erhdlt man JW=HOLO, jo=gor® . . . J( ) = glta) f( l”), .....
Diese Automorphismen J®, JP, ..., Ji) gehoren resp. zu
o sa sl , und sie konvergieren offenbar zu J, , weil sie
in bezug auf die Korperreihe N;, Nz, ...., N., .... zuJ konvergieren.

Nach dem oben Bewiesenen ist es gezeigt, dass d'ie Isomorphie
der galoisschen Gruppe von K nach % zu ®/9 so beschaffen ist, dass
zwischen ihnen eine eindeutige Zuordnung hinsichtlich der Konvergenz
existiert. .

Nun wollen wir die Ideale aus N betrachten. Zunsichst beweisen wir

Satz 7. FEs sei Q ein ganzes Primdrideal (im Spezialfall ist Q
emn Primideal) aus N und Q, = Q ~ N, . Ferner set J={J,)} ein
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Automorphismus von N uber k. Dann ist Q7 auch Primdrideal
aus N und Q" = Q7 ~ N, 0,

Beweis. Dass QY ein Ideal aus N ist, kann man sofort einsehen.
Es seien nun a, B zwei ganze algebraische Zahlen aus N, so dass

aB=0, aber a==0 mod £7.

Dann folgt ohne weiteres

87", aber o =0 mod Q.

Da aber Q ein Primirideal ist, so muss fiir eine geeignete natiirliche
Zahl p

(87 )P=0 mod Q
sein. Hieraus schliesst man sofort, dass
B =0 mod Q7@

ist. Also ist Q7 ein Primdérideal.

Nach Satz 2 ist der Durchschnitt Q, von Q mit N, auch ein
Primirideal aus N,. Dann kann man genau so wie fir 27 beweisen,
dass QJ" ein Primérideal aus N, ist. Wir konnen aber weiter zeigen,
dass Q7" der Durchschnitt von Q7 mit N, ist. Denn 7 enthiilt
sicher Q/*. Wire aber Q7 ~ N, = Q/ umfangreicher als Q;", so
miisste (Q2)’"' auch umfangreicher als Q. sein, was aber Widerspruch
wire, weil (22)’' in Q und N, enthalten, und infolgedessen
QL)Y < Q, wire. Damit ist der Beweis beendet.

Unter Benutzung derselben Bezeichnungen wie in Satz 7 sei noch
P das zu O gehorige Primideal. Dann gilt

Zusatz 1. P7 ist das zu Q7 gehorige Primideal.

(1) Bekanntlich bedeutet 27 eine Menge der Zahlen, welche aus £. durch Ausubung
von J entstehen.

(2) Wenn & ein Primideal ist, dann ist p=1.
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Beweis. Nach Satz 7 ist P/ ein Primideal aus N. Da P ein
Teiler von Q ist, so ist offenbar PR’ ein Teiler von 7. Da aber ein
Primérideal aus N nur durch ein einziges Primideal teilbar ist, so ist
offenbar 7 das zu Q7 gehorige Primideal.

Wenn nun P = {:} insbesondere ein endliches Primideal ist,
dann findet fur das durch P teilbare Primideal p aus k& folgende
Primidealzerlegung in jedem Normalkorper N,, statt :

p = (53.,,,1 ceee %nrﬂ)eﬂ(]) .

Da aber %P3 ein endliches Ideal ist, so muss es nach Satz 5 einen Index
1 geben, derart dass fiir alle n >+

eiaei.{.l:oo-c:en:o.-o:e

ist.

Betrachtet man einen Automorphismus J = {J,} von N iiber %,
so ist nach Satz 7 37 auch ein Primideal und P = P;" ein Primideal
aus N, . Aber dieses Primideal ;" kommt sicher in L., ...., Bura
vor. Also ist nach Satz5 P/ ein endliches Primideal. Nach dieser
Tatsache beweist man leicht folgenden Zusatz. ‘

Zusatz 2. Wenn P ein endliches Primideal aus K und Q = e
ist, dann ist filr einen Automorphismus J von N iiber k

Q7 = (F)°.

Denn nach Satz 7 ist Q7 ein Primirideal. Da aber nach Satz 3
L7 eine bestimmte Potenz des zu Q7 gehorigen Primideals 37 ist, so
ist offenbar Q7 = (P’)*. Nun kann man einerseits beweisen, dass
27 durch (P’)* teilbar ist. Also muss sicher ' '

a=a
sein. Anderseits kann man auch schliessen, dass

a=a

(1) H.I.S. 481.
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ist, weil Q = (Q7)’"" durch P+ teilbar ist. Also muss a = a’ sein.

Satz 8. Es set a ein ganzes Ideal aus k und Q eine nicht triviale
Primirkomponente von a in N. Dann tst fir einen beliebigen Auio-
morphismus J von N iiber k Q7 auch eine Primdrkomponente von a
mn N .

‘ Beweis. Es sei {3 das zu Q gehorige Primideal aus N. Dann
folgt aus Q| a ohne weiteres

Q7 a,

weil Q7] a’ und a/ = a ist. Nach Zusatz 1 von Satz 7 ist Q7 ein zu
B’ gehoriges Primirideal. Bezeichnet man mit £’ die Priméirkom-
ponente von a in bezug auf P37, so ist offenbar

QTN Q | a D,
Hieraus folgt ohne weiteres
QY 1@y,

also Q[(Q")'|a. Da aber (Q')’ - nach Satz 7 auch ein Primirideal,
welches zu 3 gehort, ist, so muss

QY9
sein, weil Q die Priméirkomponente von a in bezug auf P ist®.
Daher ist
Q= (Q)7,
ist also
QI=2",
w. z. b. w.

Wir konnen nachher einen Schritt weiter beWeisen, dass jede
Primirkomponente, welche kein Einsideal ist, aus einer solchen belie-
bigen durch Anwendung eines Automorphismus von N iiber % entsteht.

(1), () KruLL, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern, Math.
‘ Zeitschr., Bd. 29 (1929), S. 46.
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Fiir einen Normalkorper N iiber & kann man folgenden Satz be-
weisen, welcher filr die endlichen algebraischen Zahlkorper allgemein
durch analytisches Hilfsmittel bewiesen wird.

Satz 9. Wenn es in einem Normalkorper unendlichen Grades N
uberhaupt ein endliches Primideal gibt, dessen Grad und Exponent
nach k resp. f und e sind, dann gibt es in N unendlich viele Prim-
ideale vom Grade f und Exponenten e mach k. Dabei bedeuten f, e
naturliche Zahlen. '

Beweis. Es sei B ein endliches Primideal, welches die in Vor-
aussetzung genannte Eigenschaft besitzt, und p das durch P teilbare
Primideal aus k. Dann existiert nach Satz 5 ein Index i, derart dass
fir jedes » =+ im Korper N, folgende Primidealzerlegung stattfindet :

P =(Bar-.- Baur)®,

wobei e eine bestimmte natiirliche Zahl ist. Bezeichnet man den Grad
von 3,1 nach k& mit f,, so ist

Jne Tn = gn,

wo g, den Grad von N, nach %k bedeutet. Da nach Definition des
Grades f=limf, ist, so gibt es einen Index j, so dass fiir alle

n-»>0

n=j
f'n =f

sind. Daraus folgt sofort, dass die Anzahl r, der verschiedenen Prim-
teiler von p in N, mit » zusammen iiber alle Grenzen wichst, weil g,
auch so ist. Also besitzt p in N unendlich viele Primteiler. Denn
Asonst giibe es einen Index !, so dass fiir alle » =1 p in N, nur endlich
viele verschiedene Primteiler besitzte und die Anzahl dieser ver-
schiedenen Primteiler eine von n unabhéngige Zahl wére. Dies wire
aber Widerspruch.

Dass jeder Primteiler von p vom Grade f und vom Exponenten e
nach % ist, kann man leicht aus der Formel

Jern = gn

filr n == Max (¢, j) einsehen. Damit ist der Beweis erledigt.
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[N

§ 3. ZERLEGUNGS- UND TRAGHEITSGRUPPE.

In diesem Paragraphen bedeutet N wie im vorigen Paragraphen
einen Normalkérper iiber ¥ und N = (N, }. Wir definieren zunichst

fir ein Primideal P = {P,.) aus N seine Zerlegungsgruppe nach
k.

Zerlegungsgruppe. Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen
von N iiber &k, welche ein Primideal §§ aus N invariant lassen, bildet
eine Gruppe ®z. Diese Gruppe &~ heisse die Zerlegungsgruppe von
P nach k.

Wir bezeichnen im folgenden mit _@i‘zn) die Zerlegungsgruppe von
P. nach k. Wendet man auf 9B, einen Automorphismus o aus Gz
an, so erhilt man

Pr= B.»
n = n

wobei ¢, eine regulire Abbildung von o in N, bedeutet. Da aber
. ein Primideal aus N, und in P = P° enthalten ist, so ist nach
Definition von %,

=
n T n e

Also induziert ein Automorphismus o aus &z im Korper N, einen
Automorphismus o, aus 8%’ . Daher ist o durch die Abbildungsfolge
Gl; G2y «ovey Ons --.. definiert, deren Abbildungen resp. zu den Zerle-
gungsgruppen von Pi, P, ...., Bn, .... nach k& gehoren.

Wir betrachten nun zwei nacheinanderfolgende Kérper N;, N;.
aus der Korperreihe von N iiber k£, und in N; bzw. N;.:1 das Primideal
PB: bzw. Pi.1. Ferner bezeichnen wir mit G bzw. G¢*Y die Zerle-
gungsgruppe von ; bzw. PB;.1 nach £. Dann kann man genau so
wie oben zeigen, dass jeder Automorphismus o;.1 aus G4*P einen Auto-
morphismus o; aus &Y induziert.

Es gilt ferner zwischen &% und ®&%*? folgende Relation
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GY = GGV H:/H:V,

wobei 9; die N; zugeordnete Untergruppe aus der galoisschen Gruppe
®i+1 von N;i1 nach k bedeutet. Da jeder Automorphismus aus einer
Nebengruppe von GE*VH; nach 9;, ausgeiibt auf die Zahlen aus N;,
einen und denselben Automorphismus von 'N; iiber k induziert, so
kann man aus der obigen Isomorphierelation schliessen, ‘dass es fiir
Jeden einen Automorphismus aus &% mindestens eine seiner Erweite-
rungen in &%V gibt. v

Aus dieser Tatsache kann man fiir einen Automorphismus o; aus
&P (¢ =1) immer eine Automorphismusreihe

g1, 02, seee 3y On, seee

bilden, in der fiir j <7 o; den durch o; induzierten Automorphismus
aus @Y und fir j > ¢ o; einen erweiterten Automorphismus von oy
aus % bedeutet. Da offenbar die obige Automorphismusreihe eine
reguldre Abbildungsfolge ist, so definiert sie einen Automorphismus
von N tiiber k. Weil jedes o; der Zerlegungsgruppe G% von 9; nach
k angehort, so folgt ohne weiteres, dass

P'= (P} ={(P:} =P
ist, d. h. o ein Automorphismus aus ® ist.

Unter Benutzung der obigen Bezeichnungen gilt also

Satz 10. Jeder Automorphismus aus der Zerlequngsgruppe &z von
B nach k ist durch eine regulire Abbildungsfolge

g1, 02, eeee g Opny eceee

definiert. Dabet ist o; ein Automorphismus aus der Zerlegungsgruppe
®Y von P: nach k. Ferner induziert Gz in jedem mnormalen Teil-

(1) HERBRAND, Sur la théorie des groupes de décomposition, d’inertie et de rami-
fication, Journal de Liouville, Tome 10 (1931), S. 483. Diese Arbeit zitiere
ich mit H. In dieser Arbeit behandelte HERBRAND den Fall, dass der Grund-
korper k von endlichem Grade ist. Fiir den Fall, wo k von unendlichem Grade
ist, weise ich auf H.I. S. 486 hin.
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korper N; aus der Korperreihe von N uber k die ganze Zerlegungs-
grunpe &Y von P; nach k.

Nun wollen wir mit Hilfe der Zerlegungsgruppe folgenden Satz
beweisen.

Satz 11. Es set p ein Primideal aus k, und P ein Primteiler
von Y in N. Dann ist ein Primideal BB’ aus N dann und nur dann
Primteiler von p, wenn B’ wvon der Form L7 ist, wobei J einen
Automorphismus von N uber k bedeutet.

Beweis. Dass fiir einen beliebigen Automorphismus J das Primideal
P’ ein Primteiler von p ist, kann man aus Satz 8 leicht ablesen. Denn
das Ideal p besitzt in N die zu B’ gehorige Primirkomponente, ist
also a fortiori durch 97 teilbar.

Es sei nun P’ (f=P) ein Primteiler von p. Dann wollen wir
zeigen, dass es einen Automorphismus J gibt, derart dass P’ = P ist.
Wir bezeichnen nun den Durchschnitt L’ ~ N, von P’ mit N, durch
B, . Dann ist in N, p durch P/, teilbar, weil P’ ein Primteiler von
p ist. Da N iiber k£ normal ist, so existiert in N, ein Automorphismus
J, tber k, derart dass

P, = Py

wird®, wobei B, =P ~N, ist (n=1).

Betrachtet man nun zwei nacheinanderfolgende Koérper N;, Ni.i,
S0 ist

Bilp und PUAPE B A
Da Pi=P7 und P{;= PLy ist, so ist
Pria [ Pre.

Wenn man also mit J; den durch J;,; induzierten Automorphlsmus von
N; iiber k& bezeichnet, dann ist ersichtlich

A ’
Prig | P,

(1) H.I. S. 480-481.
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/ - . . . . . .
muss also P75 = P sein, weil P, 53(3;’{ beide durch B,; teilbare
Primideale aus N; sind. Daher existiert in G% ein Automorphismus
oi, SO dass

Ji = Jioi

wird, weil (J;)7'J; ein Automorphismus aus &% ist. Da es nach Satz
10 in G¢*? einen Automorphismus o;.; gibt, der eine Erweiterung von
oi ist, so induziert J;.10y.1 in N; den Automorphismus Jio; = J;. Weil
aber PFi{17 = P7i ist®, so kann man folgendes behaupten :

In allen zwet nacheinanderfolgenden Korpern N;, N;+1 kann man
immer zwer Automorphismen J;, Jiv1 finden, derart dass Ji.1 eine
Erweiterung von J; ist, und P, = Ry, Pl = B sind.

Also kann man immer eine reguléii'e Abbildungsfolge

!L, JZ’ ..-.,J-n, e s o
bilden, derart dass fir J = {J,)
P =B’
wird. Damit ist der Beweis beendet.

Nach Satz 8 und 11 kann man folgenden Satz beweisen.

Satz 12. FEs sei q ein ganzes Primdrideal aus k und Q eine
nicht triviale Primdrkomponente von q in N. Dann erhdlt man die
sdmtlichen nicht trivialen Primdrkomponenten von q in N, indem
man auf Q alle Automorphismen von N uber k anwendet.

Beweis. Dass fiir einen Aﬁtomorphismus J von N iber k& Q7 auch
eine Primirkomponente ist, hat man schon in Satz 8 gezeigt. Es geniigt
also zu zeigen, dass fiir eine beliebige, nicht triviale Primdrkomponente
L/ ein Automorphismus J von N iiber k existiert, derart dass

Q’:QJ

(1) Die Bezeichnung $B7%/17*1 soll man so verstehen, dass man zunichst o;:; und

dann J;+; auf die Zahlen aus P;+ anwendet.



Galoissche Theorie der Algebraischen Zahlkorper Unendlichen Grades 96

wird. Da q ein Priméirideal aus % ist, so ist q nur durch ein einziges
Primideal p aus k teilbar. Nun sei Q' eine nicht triviale Primér-
komponente von g in bezug auf ein Primideal 93’ aus N. Dann ist
B’ in N ein Primteiler von p. Denn p’ =B’ ~k ist offenbar ein
Primideal aus k£ und p’ teilt sicher q, weil q durch P’ teilbar ist.
Daher ist p =p’. Also ist P’ ein Primteiler von p .

Bezeichnet man nun das zu Q) gehorige Primideal mit 93, so exis- -
tiert nach Satz 11 ein Automorphismus J von N iiber k£, derart dass
B = P’ wird, weil ja P und P’ Primteiler von p sind. Also ist Q
durch 37 teilbar. Da aber QY die Primidrkomponente von q in bezug
auf das Primideal P’ ist (nach Zusatz 1 von Satz 7 und Satz 8), so
muss offenbar '

Q=97

sein, w. z. b. w.

Nun wollen wir speziell den Fall, wo die Zerlegungsgruppe &z von
LB nach k eine endliche Gruppe von der Ordnung m ist, betrachten.
Bezeichnet man mit o® = (o}, c®@ = {o@}, ...., o™ = {o™} '
m verschiedene Automorphismen aus ®z, so kann man einen Index ¢
so finden, dass fiir jeden Index j=1¢ und fiir zwei beliebige ver-
schiedene Zahlen «, p aus 1, ...., m immer

o == o)

ist. Denn sonst wire die Ordnung von &z kleiner als m. Wir kon-
nen aber noch zeigen, dass jeder Automorphismus o{* (j =) aus G2
nur eine einzige Erweiterung o{; aus ®Y*D besitzt. Denn hitte o
zwei verschiedene Erweiterungen in ®4*Y, dann gibe es in Gg*?
mindestens m+1 verschiedene Automorphismen, und infolgedessen
nach Satz 10 auch mindestens m+1 verschiedene Automorphismen in-
&z, was aber Widerspruch wire. Also ist fiir einen beliebigen Index
J =1 immer

m = e;f;V,

(1) H.I S. 483.
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wobei f; den Grad von %B; nach % und ¢; den Exponenten von P; in p
bedeutet. Da aber bekanntlich e¢;|e;.; und f;|f;+1 ist, so folgt aus der
obigen Formel ‘

€; = €it1 = s = € und fi=ﬁ+1= ....—’=f.

Also besitzt mach Definition das Primideal L aus N den Grad f und
den Exponenten e nach k.

Ist J ein beliebiger Automorphismus von N iiber %k, so ist die
Zerlegungsgruppe von P’ nach k gerade J®zJ!. Diese Gruppe
besitzt offenbar auch die Ordnung m. Beachtet man, dass in einem
beliebigen normalen Teilkorper N, von N ilber . jeder Primteiler
von p denselben Grad bzw. denselben Exponenten nach k besitzt, so
kann man ohne Schwierigkeit beweisen, dass 37 auch den Grad f und
den Exponenten e besitzt.

Wir setzen noch weiter voraus, dass p ein endliches Ideal aus %
ist. Dann ist nach Satz 5 P auch endlich und die Primirkomponente
von p in bezug auf P ist P¢. Also gilt nach Satz 12

Satz 18. Es sei p ein Primideal aus k und B ein Primteiler von
pin N. Ferner sei die Zerlegungsgruppe &z von P nach k eine
endliche Gruppe. Dann sind alle Primteiler von p in N vom gleichen
Grade bzw. vom gleichen Exponenten mach k. Wenn insbesondere p
ein endliches Ideal aus k ist, dann ist' jede nicht triviale Primér-
komponente von p in N von der Form

By,
wobei e den Exponenten von P nach k bedeutet und J alle verschiedenen
Automorphismen von N #ber k durchlaufen kann.

Wir beweisen nun

Satz 14. Die Zerlegungsgruppe &z von B nach k ist eine abge-
schlossene Untergruppe der ganzen galoisschen Gruppe von N nach k.
Beweis. Es sei oV, @, ...., o™, .... eine Fundamentalfolge
aus &z. Dann enthilt die galoissche Gruppe von N nach %k den
Grenzautomorphismus o dieser Fundamentalfolge, weil sie abgeschlossen

By
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ist. Ist N, ein beliebiger Korper aus der Korperreihe Ny, ... N,, ....
von N, so existiert sicher ein Index %, derart dass fiir alle j =< die
a(cW)™* den Korper N, elementweise invariant lassen. Also ist

B. =P~ N, auch bei Ausitbung von o(c??)~! invariant. Bildet man

@)1 .
nun P’ 5o ist offenbar

EBO'(G(J'))—I — éBo ,

weil ¢@ zu G, gehort. Der Durchschnitt von $°C?™ mit N, ist sicher

ein Primideal aus N, und enthalt PP ™ =g, . Also ist
Pr =P°~ Na .
Da diese Relation fiir einen beliebigen Index n gilt, so ist sicher
Po=p,
d. h. o gehort zu Gz, w. z. b. w.

Trigheitsgruppe. Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen =
von N iiber k, fiir welche die Kongruenz

A=A mod P

filr alle fiir P ganzen Zahlen aus N gilt, bildet die sogenannte Trag-
heitsgruppe &7 von P nach k.

Aus dieser Definition folgt sofort, dass ®&r ein Normalteiler der
Zerlegungsgruppe von &z von P nach k ist. Wenn ein Automorphismus
7 aus G, durch die regulire Abbildungsfolge

Tly T2y eceeey Ty eoceoe

definiert ist, dann erkennt mann leicht, dass fiir alle fiir {3, ganzen
Zahlen A, aus N, 74, = r,A,, und folglich

'rnAn =7A,=A, mod an

gilt. Also ist 7, ein Automorphismus aus der Trigheitsgruppe von
B. nach k. Wir wollen im folgenden die Trigheitsgruppe von P,
nach % durchweg mit G$ bezeichnen.
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Es seien B , ®%V resp. die Trigheitsgruppen von PB;, Pi.1 nach
k, und $; die N; zugeordnete Untergruppe aus der ganzen galoisschen
Gruppe von N;,; nach k. Dann gilt bekanntlich

OF = BED 55 .

Beriicksichtigt man diese Isomorphie, so kann man ebenso wie
fir die Zerlegungsgruppe (siehe S. 92) beweisen, dass fiir einen
beliebigen Automorphismus =; aus &% mindestens eine Erweiterung
741 in OF*Y existiert. Es gilt also

Satz 15. Die Tragheitsgruppe G ist ein Normalteiler der Zerle-
gungsgruppe ®z. FEin beliebiger Automorphismus v aus Gr ist durch
die reguldre Abbildungsfolge =1, 72, «ov., Tn, .... definiert, wobei =,
ein Automorphismus aus G ist (n=1, ....). Ferner induziert
®r in jedem Teilkorper N, aus der Korperreithe Ny, N2, ...., Ny,
.... von N die ganze Tragheitsgruppe G .

Nun betrachten wir einen Teilkorper N, aus der Korperreihe von
N und bezeichnen die Zerlegungs- bzw. Trigheitsgruppe von P, nach
k mit % bzw. &%, wobei $, das durch B teilbare Primideal aus N,
bedeutet. Dann ist bekanntlich die Faktorgruppe &% /G$% zyklisch
(der Grundkorper k¥ mag von endlichem oder unendlichem Grade sein).
Die Ordnung f, dieser Faktorgruppe ist gleich dem Grad von %3, nach
E®. Es gibt also einen Automorphismus o, aus &%, derart dass
_o--’;” erst in ®§ tbergeht. Diesen Automorphismus o, will ich ein
erzeugendes Element von G%’/®5’ nennen.

Wir setzen nun n =14, 4+1 und fiir ¢ bzw. 7¢+1 gebrauchen alle
obigen Bezeichnungen. Zunichst will ich zeigen, dass ein erzeugendes
Element o;:1 von ®E*V/GE+D ein erzeugendes Element von &F/G%
induziert. Nimlich 0%, ;7.1 stellt alle Automorphismen aus %Y dar,
wenn a alle ganzen Zahlen von 0 bis f;.1—1, und 7.1 alle Automor-
phismen aus G4+ durchléuft, worin f;.; den Index von G%™ nach

(1) Siehe H. S. 483, wenn k von endlichem Grade ist, und H.I. S. 486, wenn k von

unendlichem Grade ist.
(2) Wenn k von endlichem Grade ist, dann ist diese Tatsache wohlbekannt. Fur
den Fall, wo k& von unendlichem Grade ist, verweise ich auf H.I. S. 483.
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G%+D bedeutet. Da aber G¢*? in N; die ganze Gruppe &Y induziert,
SO muss oi4+1 in N; ein erzeugendes Element von ®&%/8$ induzieren.
Denn sonst wiirde durch &%*" nur ein Teil von &% induziert, weil
&%V nach Satz 15 die Gruppe &% induziert.

Wir bezeichnen den durch o;,; in N; induzierten Automorphismus
aus GY mit o;. Dann ist nach dem oben Bewiesenen o; von der Form

Y —
C;Ti,

wobei 7; ein Automorphismus aus & ist. Ferner ist v eine positive
ganze rationale Zahl, welche zu f; prim ist. Denn wire dies nicht
der Fall, so wire o; kein erzeugendes Element von ®Y/®% . Wir
kéonnen ferner ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
v <f; ist. Wir konnen also eine ganze Zahl p, so bestimmen, dass

wpo=1 mod f;

ist. Ist po zu fis1 prim, so setze man p=po. Wenn aber py zu fin
nicht prim ist, dann bilde man eine Zahl p = pot+fid. Dabei ist d
eine ganze Zahl, welche durch alle derjenigen Primteiler von fi.1, die -
in py nicht aufgehen, sonst aber durch keine anderen Primzahlen
teilbar ist. Die so bestimmte Zahl p ist jedenfalls prim zu fi..
Ferner ist offenbar

wp=1 mod f;.

Dividiert man nun p durch f;.; und bezeichnet mit « den kleinsten
positiven Rest von p, so ist

ve=1 mod fi,

weil f;,1 durch f; teilbar ist. Aus o; = o.7; erhilt man also

- JU
0',--—-0"1'7‘,; ’

wenn man einen geeigneten Automorphismus =} aus G% wihlt. Nun
konnen wir nach dem in S. 98 Gezeigten in B%*? eine Erweiterung



100 M. Moriya

741 von 77 finden. Betrachtet man nun o7}, (5;)™!, so induziert dieses
in N; den Automorphismus

E: (Tf)—l = o,

ist also o7, (vf,1) " eine Erweiterung von o;. Ferner ist o7 (7)™
ein erzeugendes Element von ®§+*0/4+Y , weil « zu fi»; prim ist. Damit
ist folgendes bewiesen :

E's existiert ein Automorphismus o = {061,062, «ov.,0n, «c.. )} I
®z, dessen o, fitr jedes m =1 ein erzeugendes Element von GF S
2St.

Durch die Existenz dieses Elementes o kann man folgenden Satz
beweisen.

Satz 16. Es existiert in &z ein Automorphismus o von der Art,
dass jeder Automorphismus aus ®z als ein Grenzautomorphismus
einer konvergenten Folge, welche aus den Automorphismen von der
Form o° besteht, definiert ist. Dabei ist v ein Automorphismus aus
®z und a eine ganze rationale Zahl. ’ |

Beweis. Es sei p ein beliebiger Automorphismus aus @Z, welcher
durch die regulidre Abbildungsfolge pi, P25 «o-. ) Pn, .... definiert ist.
Dann kann man eine regulire Abbildung p, (2 =>1) immer in der Form

oo T
darstellen, wo o, eine regulidre Abbildung des schon oben bestimmten
Automorphismus ¢ in N,,, 7, ein Automorphismus aus &%, und a,
eine ganze rationale Zahl ist. Nach Satz 15 existiert in ® eine Er-
weiterung ™ von T,. Wir bilden nun eine Automorphismusreihe
oW, 7@, | ganr® . Dann konvergiert diese Reihe zu
P . Denn ist ndmlich N, ein beliebiger Teilkorper aus der Koérperreihe
Ny, Nz, ..., Ny .... von N, so induzieren oov=0), gav+ip0+D
in N, alle einen und denselben Automorphismus p,, weil fir j=>»
oc“r® den Automorphismus p; = of9r; in N; induziert und dieser eine
Erweiterung von p, = o2 7, ist. Hieraus folgt die obige Behauptung
sofort. '
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Wir betrachten nun in einem Teilkérper N,, von N die Primideal-
zerlegung von p. Findet in N, folgende Primidealzerlegung

p=PBur.ee. Prry)™

statt, dann ist bekanntlich e, die Ordnung der Trigheitsgruppe eines
Primteilers von p nach k. Ist besonders &, eine endliche Gruppe
von der Ordnung e, so kann man ebenso wie in S. 95 beweisen, dass
von einem geeigneten Index 7 an der Exponent e; (¢ =>7) immer der
Zahl e gleich sein muss. Also besitzt jeder Primteiler von p in N den
Exponenten e. Daraus kann man ebenso wie in Satz 13 folgenden
Satz beweisen.

Satz 17. Wenn die Trigheitsgruppe von P nach k eine endliche
Gruppe von der Ordnung e ist, dann ist der Exponent jedes Primteilers
von p wn N gleich e. Wenn insbesondere p ein endliches Ideals aus k
ist, dann ist jeder Primteiler von p in N von der Form

(B)°,
wobet P ein Primteiler von p in N und J ein beliebiger Automor-
phismus von N iber k ist.

Wir betrachten nun den Fall, dass die Faktorgruppe &z/®r eine
endliche Gruppe von der Ordnung f ist. Dann ist

Gz=8r+cVGr+.... 4+ Gy,

wobei o, 6@, .. .., oV D geeignete Automorphismen aus ®r bedeuten.
Da in einem beliebigen Teilkorper N, aus der Korperreihe von N Gr
bzw. &z die Trigheitsgruppe G$’ bzw. die Zerlegungsgruppe &% von
B, nach k induziert (nach Satz 10 und 15), so ist die Ordnung von
OGP /G nicht grosser als f. Es gibt also einen Index », derart dass
fir alle j = » die Ordnungen von 8% /&% einer bestimmten natiirlichen
Zahl f gleich sind. Dann ist offenbar f<f.

Nun will ich zeigen, dass f=f ist. Es sei & ein Automorphismus
aus &z. Dann ist & durch folgende regulidre Abbildungsfolge

a (2] an
1 Tly 02 “T2, ecoeey Op Tn, ecoe
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definiert, wobei o1, o2, ... on, .... die regulire Abbildungsfolge
ist, welche den in S. 100 bestimmten Automorphismus o definiert,
und =; Automorphismen aus &% sind ¢t =1,2, ....,n, ....). Dabei
kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die

Exponenten a,, az, ...., @,, .... nicht negativ und resp. kleiner sind
als die Ordnungen von G /GP , G2/8P, ...., ¥ /G, ..... Dann

ist fir jeden Index n=>v der Exponent ¢, gleich einer bestimmten,
nicht negativen ganzen Zahl. Denn fir m > n > v induziert «o™r,, den
Automorphismus o3"r, in N,,. Da aber o, den Automorphismus o,
induziert, so induziert oso™r, einen Automorphismus ¢%"7,, wobei 7,
der durch 7, induzierte Automorphismus aus G ist. Also ist

Am —
a'nm'r'n = a‘gn?n 9
ist also
Am—aA _ \—
O'nm " = Tn('rn) 1 .
Da 7a(7,)"! zu G gehort, so muss o™ °* auch in Gf’ enthalten

sein, d.h. am—a., ist durch f teilbar, weil o, ein erzeugendes Element
von B/ ist. Da aber am—a,. dem Betrag nach kleiner ist als f,
S0 muss a,, = a, sein. Dies gilt filr beliebige m und n, welche nicht
kleiner sind als v. Es ist also av =av;;=.... =a. Ferner folgt
noch, dass

Tn = Tn

ist, d.h. =,, ist eine Erweiterung von =,. Induziert =, in N, N, ....,
N,_; resp. die Automorphismen 7, 72, ...., Tv-1, S0 definiert

Tly T2y eveey Ty—ly, Tus Tysls seos

einen Automorphismus + aus ®&r. Da o¢% durch die regulidre Ab-
bildungsfolge 7, «v.. » 6% 1Tv-15 @27y, ..... definiert ist, so ist sicher

ot =a
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mit 0 a <f. Es gibt also hochstens f verschiedene Nebengruppen
von &z nach &r. Nach dem frither Gezeigten ist also

f=r.
Da o ={0of, ...., 0, ....} ist, so ist o’ ein Automorphismus
aus ®r. Da aber fiir eine natiirliche Zahl f/ <f of zu Gf’ nicht

gehort, so ist

O'f,

auch kein Automorphismus aus &r. Also sind die f Nebengruppen
Sr, e&r, ..., o 1Gr
alle voneinander verschieden. Damit ist es gezeigt, dass

Oz/ 37

zyklisch ist, falls @z/®r endliche Gruppe ist. Ferner ist die Ordnung
f von ®z/®&7r der Grad von P nach k&, weil fir n =» P, den Grad f
nach % besitzt. Es gilt also

Satz 18. Wenn die Faktorgruppe ®&z/8r eine endliche Gruppe
von der Ordnung f ist, so ist Oz/[Sr zyklzsch und f der Grad von P
nach k.

Aus Satz 17, 18 und dem in S. 95 Bewiesenen folgt noch

Zusatz. Wenn die Ordnung von &7 bzw. &z ¢ bzw. ef ist, so besitzt
jeder Primteiler von p den Grad f und den Exponenten e nach k.

Zum Schluss dieses Paragraphen beweisen wir
Satz 19. Die Tr&gheitsg'ruppe von P nach k ist abgeschlossen.

Beweis. Wenn eine Fundamentalfolge

D@, RO

e o 0

" aus G, vorliegt, dann kann man ebenso wie in Satz 14 beweisen, dass
der Grenzautomorphismus = dieser Folge der galoisschen Gruppe von
N nach %k angehort. Ist -1, 72, «cvev b Tn» .... die regulidre Abbildungs-
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folge von =, so ist fiir eine beliebige fiir 5 ganze Zahl A4, aus einem
beliebigen Teilkorper N,, aus der Korperreihe von N

TAp = TnAn =794, =A,, mod B,

falls j, grosser ist als eine geeignete Zahl. Hieraus folgt sofort, dass
fiir alle fiir P ganzen Zahlen A aus N die Kongruenz

tA=A mod P

gilt. Also gehort + zu Gy, w. z. b. w.

§ 4. VERZWEIGUNGSGRUPPE.

In §7 von M. habe ich die Verzweigungsgruppe in einem Normal-
korper von endlichem Grade anders definiert als iiblich, wenn der
Grundkorper ein unendlicher algebraischer Zahlkorper ist. Die dort
angegebene Definition stimmt aber im wesentlichen mit der gewdhn-
lichen iberein, wenn der Grundkérper ein algebraischer Zahlkorper
von endlichem Grade ist. Wir wollen also in diesem Paragraphen fiir
die Verzweigungsgruppe auch eine neue Definition geben.

Wir legen wieder eine Normalkorperreihe No=%, Ny, .... s, Nn,
cees eines Normalkorpers N und ihr entsprechend eine Primidealfolge
Bo=9,PB1s ceeer, Buy .... eines Primideals P aus N fest.

Es sei nun v ein Automorphismus aus der Trigheitsgruppe &r
von P nach %k, dessen regulidre Abbildungsfolge v1, v2, «vve s Vns - ..
simtlich aus denjenigen reguliren Abbildungen besteht, deren Ord-
nungen Potenzen einer und derselben Primzahl p sind. Dabei ist die
Primzahl p durch das Primideal P teilbar. Dann ist v,,, wie in Satz 15
bewiesen ist, ein Automorphismus aus der Trigheitsgruppe G von
B, nach %, dessen Ordnung eine bestimmte Potenz von p ist. Also
gehort v, der Verzweigungsgruppe &% von B, nach k& an®. Also
induziert v in jedem Teilkorper N, einen Automorphismus aus G .

(1) M. S. 182-183.
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Wir zeigen ferner, dass alle Automorphismen v aus &y mit der
oben genannten Eigenschaft einen Normalteiler von &% bilden. Nédmlich
wir bezeichnen die Menge aller solchen Automorphismen v mit &y .
Sind v?, v@ zwei beliebige Automorphismen aus &y, welche durch
die regulire Abbildungsfolge

v](.l)’ vél), e s 00y ,v')(?‘l), e e
bzw.

v@, v@, ..., P, ...
definiert sind, so besteht die regulire Abbildungsfolge

vPoP, vPuP, ..., VPP, ...

von W@ offenbar aus denjenigen regulidren Abbildungen, die als
ihre Ordnungen Potenzen von p besitzen, weil ja v@v®? (n =>1) ein
Automorphismus aus G ist. .

Ersichtlich gehort der identische Automorphismus zu &y und der
inverse Automorphismus »~! von v auch zu &y, weil v™! durch
ot vz, o..., v, ..., definiert ist, und v;!(n =>1) eine bestimmte
Potenz von p als seine Ordnung besitzt.

Also ist @y eine Untergruppe von ®&r.

Ferner -sei o ein beliebiger Automorphismus aus &z, welcher
durch die regulire Abbildungsfolge o1, 025 «vv. s ons ... definiert ist.
Dann ist o lve aus G, durch die regulire Abbildungsfolge

-1 -1 -1
Gy V101, O3 V30p, seee, T, V0,, ...

definiert. Da aber G¢% ein Normalteiler von &% ist®, so gehort
o, 0,0, offenbar zu &%, d.h. die Ordnung von ¢;,c, ist eine bestim-
mte Potenz von p. Also gehort ¢ e zu Gy .

Hierbei will ich darauf aufmerksam machen, dass die obige De-
finition und die Eigenschaft von &y ganz unabhingig sind von der

(1) ©z bedeutet die Zerlegungsgruppe von B nach k.
(2) M. S. 183.
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Wahl der Korperreihe von N. Denn ist Ny=%k,Ni, «eco, Npy cuue
eine andere Korperreihe von N und v{, v}, «ece, ¥y, .... die auf
diese neue Korperreihe bezogene reguldre Abbildungsfolge von v, so
kann man immer einen Korper N, aus der fritheren Korprreihe finden,
derart dass N, den Korper N, enthilt. Also induziert v, den Auto-
morphismus v/, in N’,. Da fiir eine geeignete ganze Zahl a vY" der
identische Automorphismus von N, iiber k ist, so ist der durch »¥*
induzierte Automorphismus (¢,)?* auch der identische Automorphismus
. von N, itber k, d.h. die Ordnung von v ist eine Potenz von p.
Umgekehrt kann man beweisen, dass die reguldren Abbildungen
V1, V2y evees Uns --.. alle Potenzen von p als ihre Ordnungen besitzen,
wenn v,, ¥4, «ee., o, .... S0 sind. Hieraus kann man auch leicht
zeigen, dass die oben erwihnte Eigenshaft von &y ganz unanhingig
ist von der Wahl der Korperreihe von N. Diese Gruppe &y definiere
ich als die Verzweigungsgruppe von 5 nach k.

Wir betrachten nun in zwei nacheinanderfolgenden Normalkorpern
N;, Ni,; resp. die Verzweigungsgruppen &9, &% von PBi, Biw.
Dann ist nach Satz 43 von M. ' |

(BY = GEIHIHW

wobei ; die N; zugeordnete Untergruppe der galoisschen Gruppe von
N;.1 nach k. Dies zeigt aber, dass man fiir einen beliebigen Auto-
morphismus aus & mindestens eine seiner Erweiterungen in G§Y
finden kann. Wenn also v, ein beliebiger Automorphismus aus S1)
ist, dann existiert in &y mindestens ein Automorphismus v, Welcher
in N, den Automorphismus v, induziert.

Es gilt also

Satz 20. Die Verzweigungsgruppe &y von P nach k ist ein
Normalteiler von Gz und &r. FEin Automorphismus aus &y induziert
in einem jeden Normalteilkorper N, einen Automorphismus aus der
Verzweigungsgruppe &% von B, nach k. Ferner induziert Sv in Ny
die ganze Verzweigungsgruppe & . |

(1) Siehe H. S. 483, wenn der Grundkorper k£ von endlichem Grade ist.
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Nach Satz 39 von M. ist in N,,
O /6P

zyklisch. Also kann man mit derselben tberlegung wie in S. 100 fol-
genden Satz beweisen. ‘ |

Satz 21. Es existiert in @1 ein Automorphismus , der in jedem
Normalteilkorper N, aus der Korperreihe von N ein erzeugendes
Element von O /SP induziert. Jeder Automorphismus aus Gr ist
durch eine konvergemte Folge definiert, die aus den Automorphismen
von der Form % besteht, wobei a eine ganze rationale Zahl und v
ein Automorphismus aus Gy ist. '

Aus Satz 21 folgt ebenso wie fiir ®z/&+ in S. 103 folgender Satz.

Satz 22. Wenn &r/& eine endliche Gruppe ist, so ist &Gp/Sy
zyklisch und thre Ordnung gleich dem reduzierten Exponenten von P
nach k.

Nun wollen wir den Spezialfall, dass die Ordnung von & endlich

ist, in Betracht ziehen. Wie wir schon fiir die Zerlegungs- und
Tréagheitsgruppe gezeigt haben, konnen wir auch beweisen, dass es
einen Index % gibt, derart dass von ¢ an alle Verzweigungsgruppen
S, 8¢y, ....,6%, .... von derselben Ordnung wie der von G
sind. Da diese Ordnung eine bestimmte Potenz von p ist, so ist die
Ordnung von &y auch eine Potenz von p .
. Wenn insbesondere P ein endliches Ideal ist (also ist nach' Satz 5
p auch endlich), dann ist nach Satz 17 .&r und infolgedessen &y auch
endlich. Ferner ist nach Zusatz von Satz 8 P2 . Es existiert
also ein Index v, derart dass fir jedes 7=v

N~ P2 = 333455:'

ist (nach Satz 4). Dann erkennt man nach Anmerkung von S. 183
von M., dass die Verzweigungsgruppe & von $P; nach k aus der
Gesamtheit derjenigen Automorphismen »; besteht, fiir die die Kon-
gruenz '

vl;=1; mod PB3
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fir alle fur P; ganzen Zahlen I; aus N; gilt. Wire nun fiir einen
Automorphismus v aus &y und fiir eine fiir 8 ganze Zahl I" aus N

vls=T mod P32,

so gédbe es fiir einen passenden Index n = einen Koérper N,., zu dem
I" gehorte, und in dem

Vo= T" mod T

wiire, wobei v,, der durch v induzierte Automorphismus aus ¢ wére.
Dies wire aber Widerspruch. |

| Es gelte nun fiir einen Automorphismus v’ = {v{} aus @ und fir
eine beliebige filr P ganze Zahl I aus N die Kongruenz

vV I=r mod 3%,

Dann ist fir jeden Index n=>v P2~ N, = P2+ P,. Also ist
fir alle fir Y ganzen Zahlen I, aus N,

v, I,=1I, mod %PZ.

Dabei bedeutet v, die regulidre Abbildung von v’ in N,,. Daher gehort
v, zur Verzweigungsgruppe &% von P, nach k. Nach Satz 24 von
M. sind also v, %, ...., vn_1 resp. die Automorphismen aus
GP, &2, ...., ¢V, d. h. die Ordnungen von v}, v5, «ee., vy
sind Potenzen von p. Nach dem eben Gezeigten folgt ohne weiteres,
dass die reguldren Abbildungen v{, v;, ...., V., .... resp. zu den
Verzweigungsgruppen G@, G2, ...., &%, .... gehoren, d.h. o'
zu & gehort, weil nach Voraussetzung v’ zur Trigheitsgruppe Gz
gehort und die Ordnungen vom v{, v2, ..., ¥,, .... Potenzen von p
sind.

Wir konnen weiter leicht beweisen, dass es einen Index « gibt,
derart dass filr j =« immer G bzw. G mit &; bzw. Gy dieselbe
Ordnung besitzt. Da &7 bzw. &y die ganze Gruppe & induziert,
so kann man ebenso wie in S. 101 leicht schliessen, dass fiir j =«

®Gr/Gy = @(13.)/55(133
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ist. Da nach Definition von &{? die Ordnung von G% /& zu p prim
ist, so ist es auch die von Gr/®y . Also gilt

Satz 23. Wenn die Ordnung der Verzweigungsgruppe &y von P
nach k endlich ist, dann ist die Ordnung von &y eine Potenz von p,
wobei p die durch P teilbare Primzakl ist. Insbesondere, wenn P
endliches Ideal ist, dann besteht v aus allen derjenigen Automor-
phismen v von N uber k, fur welche die Kongruenz

vI'=T mod 32

fir alle fir P ganzen Zahlen aus N besteht. Ferner ist die Faktor-
gruppe O r/®v zyklisch und ithre Ordnung ist prim zu p .
“Wir beweisen nun

Satz 24. Die Verzweigungsgruppe &y tst abgeschlossen.

Beweis. Es sei vW,v®, ..., v, ... eine konvergente Folge
aus &y . Dann kann man wie in Satz 19 beweisen, dass es in der
Trigheitsgruppe von P nach k. einen Automorphismus v gibt, welcher
gerade der Grenzautomorphismus der obigen konvergenten Folge ist,
weil & eine Untergruppe der abgeschlossenen Gruppe &, ist. Es sei
V1, V2s «vens Uns «... die reguldre Abbildungsfolge von v. Dann ist
in einem beliebigen normalen Teilkorper N, aus der Korperreihe von
N fiiber k

Va(vP)

‘der ‘identis‘che Automorphismus von N, iber k, falls j grosser ist als
eine geeignete natiirliche Zahl, wobei ¥ den durch +@ in N, in-
‘duzierten Automorphismus bedeutet. Hieraus folgt ohne Schwierigkeit,
dass v, gehort zu ®¢, d.h. die Ordnung von v, eine Potenz von p ist,
w. zZ. b. w. ':

Fiir die hoheren Verzweigungsgruppen findet man heute noch
keine systematische Theorie wie fiir die hoheren Verzweigungs-
gruppen in endlichen algebraischen Zahlkérpern. Fiir die noch etwas
tiefer eingehende Untersuchung verweise ich auf die Arbeit von
HERBRAND,

(1) H.IIL S. 711-717.
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Zum Schluss dieses Paragraphen beweise ich folgenden Satz.

Satz 25. Es sei K ein Teilkorper von N iber k und O die K
zugeordnete Untergruppe der galoisschen Gruppe von N mnach k.
Ferner bezeichnen wir mit Gz, Gr, &y resp. die Zerlegungs-,
Tragheits- , Verzweigungsgruppe eines Primideals P nach k. Dann
gilt : '

1.) Die Zerlegungsgruppe von P nach k ist Sz~ 9.

2.) Die Trigheitsgruppe von B nach k ist Gz~ .
3.) Die Verzweigungsgruppe von B nach k ist &y~ H .

Beweis. Die Behauptung 1.) und 2.) folgen leicht aus Definition
der beiden Gruppen. Um die Behauptung 3.) zu beweisen, bilden wir
eine besondere Korperreihe von N iiber k. TUnd zwar bilden wir die
Komposita

Kt=K=No, KNi=Ni, «eoe, KN, =Np, veus .

Dann ist bekanntlich

N

K=Noglv1§_lvz—v....g "g....,

I

und die Vereinigungsmenge von Ny, Nz, ...., N,, .... ist der Korper
N | ,

Es sei a; eine primitive Zahl von N; iiber k¥. Dann ist offenbar
a; auch eine primitive Zahl von N; tber K. Ist p ein Automor-
phismus aus $, so ist bekanntlich der durch p induzierte Automor-
phismus p; in N; dadurch bestimmt, in welche konjugierte Wurzel
die Zahl o; bei Ausiibung von p iibergefiihrt wird. Wir nehmen also
an, dass «; bei Ausiibung von p in &) iUibergefithrt wird : in Bezeichnung

Pai = df.
(1) Wenn N iiber K von endlichem Grade ist, dann gibt es unter N,, N,, ...,
Ny, ... endlich viele verschiedene Kérper. Wenn aber N iiber K von unend-

lichem Grade ist, so gibt es darunter unendlich viele verschiedene Korper.
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Ist fi(x) = 0 eine irreduzible Gleichung in K, Welcher a; genugt, so
ist

0 = p(file)) = filPa) = fil) ,

weil K bei Anwendung von p elementweise invariant ist. o] ist daher
eine Wurzel von fi(x) =0. Also bewirkt der durch p induzierte
Automorphismus p; von N; iiber K den Korper N;, ebenso wie der

Automorphismus p; . Also ist die Ordnung von p; gleich der von p;.

Da ein Automorphismus aus der Verzweiguﬁgsgruppe Gy von P
nach K nach Definition zur Trigheitsgruppe G-~ 9 von L nach K
und folglich zu © gehort, so besitzt ein solcher Automorphismus die
oben erwihnte Eigenschaft wie p. Es sei also v ein Automorphismus
aus der Verzweigungsgruppe von 8 nach K. Dann besitzt der durch v
induzierte Automorphismus %; in N; nach Definition eine Potenz von p
als seine Ordnung, ist also die Ordnung von v; — v; ist der durch v in
N; induzierte Automorphismus — auch eine Potenz von p. v gehort
also nach Definition zu ®&y. Daher ist

Cr=Byv9.

Umgekehrt, wenn v = {v;} ein Automorphismus aus Gy ~ 9 ist, dann
kann man unter Benutzung der obigen Bezeichnungen beweisen, dass
nach Definition von &y die Ordnung von v; eine Potenz von p ist.
Also ist die Ordnung von 7; auch eine Potenz von p, wobet ¢ alle
natiirlichen Zahlen durchlaufen kann. Da v zu Gy~ 9 gehort, so ist
nach Definition v ein Automorphismus aus Gv . Also ist Gy~ 9 = Gy

Damit ist es bewiesen, dass

@V= Gy 9

ist.
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§ 5. ZERLEGUNGS-, TRAGHEITS-, UND
VERZWEIGUNGSKE)RPER.

In diesem Paragraphen bedeutet NN wieder einen Normalkoérper
unendlichen Grades iber 4 und es ist N={(N,)}. Im §3 und §4
haben wir bewiesen, dass die Zerlegungs-, Trigheits-, und Verzwei-
gungsgruppe abgeschlossene TUntergruppen der ganzen galoisschen
Gruppe von N nach %k sind. Entsprechend diesen Gruppen konnen
wir jetzt den Zerlegungs-, Triagheits-, und Verzweigungskorper de-
finieren.

Zerlegungskorper. Derjenige Korper, welcher der Invarianten-
korper der Zerlegungsgruppe &z eines Primideals 5 aus N nach % ist,
heisse der Zerlegungskorper von P, und wir bezeichnen ihn mit
Kz. .
Wir bilden nun den Durchschnitt K§ = Kz~ N; von Kz mit N; .
Dann ist Kz nach dem in S. 81 Erwahnten der Vereinigungskorper
von K9, K2, K‘”’ ...., wobei die Korper K9, K§ ,ﬁ ceeey
Ky, . resp. der Invarlantenkorper von B¥ , 2, . , &®,
‘sind. Dabel ist 8% die durch Gz in N; induzierte Gruppe und dlese
ist nach Satz 10 die Zerlegungsgruppe von PB; nach &k, wo wieder
P =P~ N; ist. Also ist KY der Zerlegungskdrper von %P; .

Es sei Bz das durch P -teilbare Primideal aus K% und P das
durch 93 teilbare Primideal aus K% . Dann besitzt B nach Satz
34 von M. den Grad 1 und den Exponenten 1 nach k. Nach Defini-
tion des Grades und Exponenten besitzt - aus Kz den Grad 1 und
den Exponenten 1 nach 4. Damit ist bewiesen :

Satz 26. Der Zerlegungskorper Kz von L ist der Vereinigungs-
korper von K , K9, ...., K%, ...., wobei KY der Zerlegungs-
korper von P; iiber k ist (1 ==1). Das durch B teilbare Primideal
Rz aus Kz besitzt den Grad 1 und de<n Exponenten 1 mach k. '

Ferner konnen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 27. Maximaleigenschaft des Zerlegungskorpers.

Der Zerlegungskorper Kz von P ist der maximale Teilkorper von
N iiber k von der Art, dass jeder Teilkorper K wvon N uber k, in
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dem das durch B teilbare Primideal den Grad 1 und den Exponenten
1 nach k besitzt, in K enthalten ist.

Beweis. Wir bilden nun den Korper K; =K~ N; (1==1), und
bezeichnen das durch P teilbare Primideal aus K mit $3’. Da K der
Vereinigungskorper von Ki, Kz, ..., Ky, .... ist, so besitzt P’ dann
und nur dann den Grad 1 und den Exponenten 1 nach %, wenn das
durch P’ (also durch P) teilbare Primideal P; aus jedem Korper K;
den Grad 1 und den Exponenten 1 nach k besitzt. Nach Satz 35 von
M. (nach der Maximaleigenschaft von K%’) muss dann jeder Korper
K; in K$ enthalten sein. Also ist K offenbar ein Teilkérper von Kz .

Trigheitskorper. Wir nennen denjenigen Korper, der der Invari-
antenkorper der Trigheitsgruppe &z von B nach k ist, den Trdgheits-
korper von B und bezeichnen ihn mit Kr .

Ebenso wie fiir den Zerlegungskorper Kz kann man beweisen

Satz 28. Der Trigheitskorper Kr von P ist der Vereinigungs-
korper von K, K®, ...., K, .... . Dabei bedeutet KP den
Triagheitskorper des durch P teilbaren Primideals B; aus N;. Das
durch P teilbare Primideal Pr aus Kr besitzt den Exponenten 1 nach
k und denselben Grad nach k wie den von P nach k .

Beweis. Die erste Hilfte dieses Satzes kann man genau so wie
fir den Zerlegungskorper beweisen (siehe S. 112). Ist nun PE das
durch P teilbare Primideal aus K{ , so besitzt nach Satz 37 von M.
B¢ den Exponenten 1 und denselben Grad f. nach k& wie den von B, .
Aus Definition folgt also, dass der Exponent von P nach k gleich 1
ist, und der Grad von P+ nach k }Limfn — der Grad von 93 nach &k —
ist.

Satz 29. Maximaleigenschaft des Trigheitskorpers.
Der Trigheitskorper Kr ist der maximale Teilkorper von N iiber

k, derart dass jeder Teilkorper von N uber k, in dem das durch P

teilbare Primideal den Exponenten 1 nach k besitzt, in Kr enthalten
1st.

Beweis. Diesen Satz kann man mit Hilfe von Satz 38 von M. und
von Satz 28 ebenso wie Satz 27 beweisen.
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Nun ist @7 ein Normalteiler von &z, ist also nach Satz 6 der
Invariantenkorper Kr von ®r ein Normalkorper iiber Kz, und die
galoissche Gruppe von Kr nach Kz isomorph zur Faktorgruppe Gz/&r.
Zieht man das in Satz 16 erhaltene Resultat in Betracht, so ist jeder
Automorphismus aus @&z durch eine konvergente (iiber %) Folge
Pt O N W () » «... definiert, wobei 0, @, . , ™ .
resp. Automorphismen aus @z, und o ein bestimmter Automorphismus
aus Oz sind. Aber nach dem in S. 82 Bewiesenen ist diese Folge
auch ‘konvergent ilber K;. Bezeichnet man nun mit X den durch o
induzierten Automorphismus von K iiber Kz, so ist nach dem in
S. 85 Bewiesenen die Folge

vy &g vwan

i 9 L 9 * 00 9 L ’ ® s 00 o

tiber K7 konvergent. Offenbar ist jedes Glied dieser Folge durch einen
Automorphismus I erzeugt. Also ist jeder Automorphismus von K iiber
K, entweder eine Potenz von 3 oder durch eine konvergente Folge von
der Form 3%, 3%, ..., 3%, ... definiert. Daher ist die galoissche
Gruppe von Kr nach K; im gewissen Sinne durch einen Automor-
phismus 5 erzeugt. Diese galoissche Gruppe von Kr nach K ist also
nach Herrn KRULL <dealzyklisch®.

Damit ist bewiesen :

Satz 30. Der Triagheitskorper Kr von P ist ein Normalkorper
uber dem Zerlegungskorper Kz von L. Die galoissche Gruppe von Ky
nach Kz ist isomorph zu Gz/&r, und folglich idealzyklisch.

Aus Satz 30 folgt noch: _

Zusatz. Wenn &z/®r eine endliche Gruppe von der Ordnung f
ist, dann ist CSZ/@T zyklisch, und der Exponent bzw. der Grad von P
nach k ist gleich 1 bzw. f.

Diesen Zusatz kann man mit Hilfe von Satz 18 und 28 beweisen.

(1) K.S. 695. Man kann noch einfacher diese Tatsache beweisen, wenn man fol-
gende Tatsache beachtet, dass jeder endliche Teilkérper von K7 iber Kz
zyklisch ist. Siehe K.S. 696.
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Verzweigungskorper. Der Invariantenkoérper der Verzweigungs-
gruppe Gy eines Primideals 8 aus N heisse der Verzweigungskorper
und wir bezeichnen ihn mit Ky .

Wir beweisen nun folgenden Satz.

Satz 31. Der Verzweigungskorper Ky von P ist der Vereinigungs-
kirper von K, K@, ...., K{, ..... Dabei bedeutet K den
Verzweigungskorper von B, iiber k. Ferner besitzt das durch B
tetlbare Primideal Vv aus Ky den Exponenten E® und den Grad F
nach k, wober E® wund F resp. der reduzierte Exponent und der
Grad von P nach k sind.

Beweis. Die erste Hélfte dieses Satzes kann man ebenso leicht
wie fiir den Zerlegungskorper beweisen (siehe S. 112).

Bezeichnet man nun mit P das durch L teilbare Primideal aus
K, so sind nach Satz 40 von M. der Exponent und der Grad von B¢
nach & resp. ¢ und f., wo ¢ und f, resp. der reduzierte Exponent
und der Grad von P, nach k sind. Da nach Definition E®= lim el®
und F = lim f, resp. der Exponent und der Grad von Py nachnicmist, ’
SO fqlgt : d?g wletzte Behauptung.

Im obigen Beweis ist E@ zu p pfim, wo p die durch P teilbare
Primzahl bedeutet. Denn e ist der reduzierte Exponent von P, nach
k, ist also zu p prim.

Nun beweisen wir

Satz 32. Maximaleigenschaft des Verzweigungskorpers.

Der Verzweigungskiorper Ky ist der maximale Teilkorper von N,
derart dass jeder Teilkorper K von N iber k, in dem das durch B
teilbare Primideal den zu p primen FExponenten besitzt, in Ky
enthalten ist. Dabei ist p die durch B teilbare Primzahl.

Beweis. Wir konnen diesen Beweis genau so ausfithren wie fiir
Satz 26, indem man Satz 41 von M. benutzt.

Nach Satz 21 kann man folgenden Satz genau so wie Satz 30
beweisen. |

Satz 33. Der Korper Ky ist ein Normalkorper uber Kr und seine
galoissche Gruppe nach Kr ist isomorph zu G r/Gv, also idealzyklisch.
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Aus Satz 33 folgt noch : o

Zusatz. Wenn &7/&v eine endliche Gruppe ist, dann ist der
Grad von Ky nach Kr gleich dem Exponenten von {3+ nach k, wobei
By das durch P teilbare Primideal aus Ky bedeutet.

Beweis. Nach Voraussetzung folgt aus Satz 22, dass der Grad von
Kv nach Kr dem reduzierten Exponenten von 8 nach k gleich ist.
Daher ergibt sich die Behauptung aus Satz 31.

Wir beweisen nun folgenden Satz.

Satz 84. Es seien A, B zwei abgeschlossene Untergruppen der
ganzen galoisschen Gruppe & von N nach k, und ferner B ein
Normalteiler von & . Dann tst AB eine abgeschlossene Untergruppe.

Beweis. Dass UAB eine Untergruppe von & bildet, kann man
leicht bestitigen.

Da B ein Normalteiler von & ist, so ist jedes Element aus AV
von der Form o8, wobei a bzw. B ein Automorphismus aus 2 bzw.
B ist. , '

Nun sei a®g0W , . .., ™8™ . . eine Fundamentalfolge aus AB .
Dann besitzt diese Folge ihren Grenzautomorphismus  in &. Ist
Yis Y25 «vees Yns -... die regulire Abbildungsfolge von v, so existiert
ein Index «, derart dassin N, a™B™, VR den Auto-
morphismus v, induzieren.

Es seien a, a?, ...., a™ baw. 8D, B2, ...., 8Y™ die simt-
lichen verschiedenen Automorphismen®, welche o, &®, ...., a™,
bzw. BV, 8@, ....,B8m, ... in N, induzieren. Dann koénnen wir
daraus alle moglichen zu v, gleichen Produkte, etwa

d0BW ..., okngln)
bilden. Firn=1,2, .... bilden wir alle solchen Produkte :
V=8P, yi=af B2, ...., n = a{WgM),
BB, o= aP B, ..., v = ofg, ¢ (D)
vl aDED, T aP AR, .., 7, = R

(1) Die Anzahl von solchen induzierten Automorphlsmen 1st endlich, weil dxe
Anzahl der Automorphismen von N, uber k endlich ist.
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Es sei v, = a,8, ein Beliebiges aus «8%, ...., o* ),BSk“) . Dann
kann man fir 1<p <xé in «PBW, ...., af,"“,eﬁ"?) mindestens ein
a, B, finden, dessen Faktor o, bzw. 8, in N, a, bzw. 8, als seine Er-
weiterung besitzt. Denn induziert a, bzw. 8, in N, &, bzw. 8., so
kann man etwa

setzen. -
Es sei fiur | >1

Y =ab, Mia = G115 oo Yy =a,Byy eeee

eine regulidre Abbildungsfolge von v, wobei «, ...., ay, .... bzw.
Bis evees By, .... in Produkten von (I) als Faktoren auftreten. Wenn
in zwei beliebigen nacheinanderfolgenden Automorphismen aus a,
Ails ooves ay DZW. By Bis1s -..., By jeder nachfolgende seinen vor-
stehenden induziert, aber a,.; oder B..: resp. keine Erweiterung von
a, oder B, ist, dann heisse

'}’j=a“8;, ceeey 7v=ava

eine fortsetzbare Folge von a3 . " Fiir ein bestimmtes «;8; bilde man
alle moglichen fortsetzbaren Folgen. Dann nennt man die Maximal-
anzahl der Glieder von allen moglichen fortsetzbaren Folgen von «8;
den Index von 8,. Wenn es keine Maximalanzahl gibt, dann sagt
man, dass der Index von «8; unendlich wird® .

Nun betrachten wir die Indizes aller o’ 8%, ...., o gl
Dann gibt es darunter mindestens einen Index, welcher unendlich wird.
Denn wire dies nicht der Fall, so gibe es eine Zahl m, derart dass
die Indizes von &8{, ...., &%) kleiner wiren als m. Anderseits
gibt es aber nach dem oben Gezeigten fiir eine natiirlcihe Zahl
y>m vy, = a8, dasin N; eines von a’8{P, ...., af"‘)ﬂﬁk‘) induziert,
d. h. eines von 8%, ...., o)) pesitzt mindestens den Index m .
Dies steht in Widerspruch gegen die obige Annahme. Es gibt also
einen Automorphismus, etwa a’8{", dessen Index unendlich wird.

(1) Diesen Gedanken verdanke ich Herrn KUNUGI.
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Nun betrachten wir die zweiten Glieder von allen moglichen fort-
setzbaren Folgen von «f8{Y. Es seien etwa

L) ol
P8P, ..., Wl

alle solchen Glieder. Von &8, ...., aél?)ﬁglz) ausgehend, bilden wir
dann alle moglichen fortsetzbaren Folgen wie oben und betrachten die
Indizes von a8, ...., agl’)ﬂgl” . Da die Gesamtheit aller moglichen

fortsetzbaren Folgen von P85V, ...., aglz’/sg’ﬂ mit der von allen mégli-
chen fortsetzbaren von «{P8{ iibereinstimmt, so muss mindestens eines
von a’B8%, ...., aglz)/sglﬂ, also etwa a§P’B{", denjenigen Index besitzen,
welcher unendlich wird. So bestimmen wir etwa &8, ...., a®,8%,,
deren Indizes unendlich werden. |

Es seien etwa «P8% | ...., &{")8{") die zweiten Glieder von allen
moglichen fortsetzbaren Folgen von o860, (also die »-ten Glieder der
gewissen forsetzbaren Folgen von of°8{"). Wir konnen wieder leicht
zeigen, dass mindestens eines von «P8Y, ...., &£»)38") denjenigen
Index, welcher unendlich wird, besitzt, weil der Index von a®,8%,
unendlich wird. Es sei etwa a{’8® ein solches. So kénnen wir auch
'l /8,‘}21 , -... bilden, deren Indizes unendlich werden.

Betrachtet man nun

so ist dies sicher eine regulire Abbildungsfolge von v, welche folgende
Eigenschaft besitzt :

af”,aél),....,asl),....bZW “) Bél) Bv’----

bilden eine regulire Abbildungsfolge.

Nach der Wahl von &, of?, ....,a®, .... kann man aus den
Faktoren von oW80, ...., &™gm™, . folgende Automorphismen
PEOV I (O N ) B herausgreifen®, welche resp. o, &,
eeve,d®, ... induzieren.

1) 7y, 7%y «ee., v, .... brauchen nicht notwendlg voneinander verschxeden zZu
sein, aber esist " == .... = <. .
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Wir zeigen nun, dass ™), &), ...., a™), .. .. eine Funda-
mentalfolge ist. Denn ist p > v, so induziert jedes

3 ) (@)

in N, den identischen Automorphismus, weil in N, , N, &, " resp.
o, off induzieren, und o in N, & induziert. Da 9 eine abgeschlos-
sene Untergruppe ist, so besitzt o™, &%) enee, d™) y «o.. In Aden
Grenzautomorphismus «, und « ist offenbar durch die regulire Ab-
bildungsfolge ofY, ofV, ...., o, .... definiert. Ebenso existiert in B
ein Automorphismus B, welcher durch BV, B¢, ..., BW
definiert ist.

Das Produkt a8 von a mit 8 ist offenbar durch die regulire Ab-
bildungsfolge.

m=a8®, ...., v, =a8m , ...

definiert. Also ist o8 =+ . Damit ist es bewiesen, dass AB eine
abgeschlossene Untergruppe ist.

Wir beweisen zum Schluss folgenden Satz.

Satz 35. Es sei K ein beliebiger Normalkorper zwischen N und
k, und 9 die K zugeordnete Untergruppe der galoisschen Gruppe von
N nach k. Ferner seien 8z, Or, Gy resp. die Zerlegungs-, Trigheits- ,
Verzweigungsgruppe eines Primideals B aus N nach k und B das
durch B teilbare Primideal aus K. Dann grlt : ‘

1.) Die Zerlegungsgruppe von P -nack k st tsomorph zu

8295/5 .
2.) Die Tragheitsgruppe von P nach k ist isomorph zu SrH/9 .

3.) Die Verzweigungsgruppe von B nach k ist tsomorph zu

GvD/D . ' ‘
Beweis. Wir betrachten zunichst den Zerlegungskoérper Kz von

P tber k. In K, besitzt das durch P teilbare Primideal den Grad 1

und den Exponenten 1 nach k. Nach Satz 27 ist Kz im Zerlegungs-
korper Kz von P iber %4 enthalten. Da aber K- in K enthalten ist,
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. 80 ist es im Durchschnitt von Kz mit K enthalten. Also ist K, bei
Ausiibung aller Automorphismen aus &z und 9 elementweise invariant.
Also ist Bz eine Untergruppe der Kz zugeordneten Untergruppe.

Da ®z, $ abgeschlossene Gruppen und $ ein Normalteiler von &
sind, so ist nach Satz 34 &9 eine abgeschlossene Untergruppe. Also
existiert der Invariantenkorper K’ von ®z9 . Dann ist nach dem oben
Bewiesenen Kz < K’ . K’ ist offenbar ein Teilkorper von Kz und K.
In K’ besitzt das durch 3 teilbare Primideal den Grad 1 und den
Exponenten 1 nach %k, weil sonst PBY nicht mehr den Grad 1 und den
Exponenten 1 nach % besitzen konnte. = Also ist nach Satz 27 K’ in
K, enthalten. Daher ist

K’ = I?z .
Die Kz zugeordnete Untergruppe ist also &z9 . Hieraus folgt nach
Satz 6 die Behauptung 1.).

Die Behauptung 2.) und 3.) kann man ebenso wie die Behauptung
1.) beweisen, indem man an der Stelle von Satz 27 resp. Satz 29 und
32 benutzt.

(1) Bz ist das durch P teilbare Primideal aus Kz. .



