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INTRODUCTION

On peut trouver dans la théorie des ensembles de points deux
notions—la catégorie et la mesure—qui déterminent comment un sous-
ensemble d’un espace R de quelques dimensions est étendu sur E.
Bien que la notion de la catégorie soit- définie topologiquement et celle
de la mesure soit définie métriquement, il y a beaucoup de propriétés
analogues entre les deux notions. Comme on sait, cette analogie est
attribuable & la ressemblance entre des propriétés d’ensembles de la
premiére catégorie et de la mesure nulle. S’il en est ainsi, on peut
poser le probléme: quelle construction les notions de la catégorie et
de la mesure font-elles au point de vue de la ressemblance entre des
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propriétés d’ensembles de la premiére catégorie et de la mesure nulle ?
M. W. SIERPINSKI a énoncé dans son ouvrage célébre ,, HYPOTHESE DU
CoNTINU® ‘“ un théoréme fondamental® sur la dualité entre la premiere
catégorie et la mesure nulle en faisant appel 4 I’hypothése du continu,
et a donné beaucoup d’applications intéressantes. Ici, ‘nous allons ex-
poser les constructions des deux notions ci-dessus d’une maniére descrip-
tive. Pour cela, nous introduirons dans la suite la notion d’ensemble
mince®, c’est ce qui correspond a celle d’ensemble de la premiére
catégorie dans la théorie de la catégorie et a celle d’ensemble de la
mesure nulle dans la théorie de la mesure. Et considérons des espaces
ot sont définies les notions d’ensembles minces et d’ensembles mesu-
rables (B). Mais, nous ne devons faire aucune supposition sur la dériva-
tion de sous-ensembles d’un espace, puisque la dérivation ne joue pas
un role essentiel dans notre cas. M. E. SZPILRAIN a traité pour la
premiére fois dans sons mémoire ,,Sur certains invariants de 1’opéra-
tion (A)®*‘ des espaces de méme espéce que nous considérerons dans
la suite.

Or, on peut distinguer dans la théorie de la catégorie les notions
absolues (par rapport 3 I’espace) et les notions relatives (par rapport
au sous-ensemble de ’espace), et en correspondant a cette distinction,
il y a dans la théorie de la mesure la théorie de M. H. LEBESGUE® et
celle de M. C. CARATHEODORY®., On doit donc distinguer les notions
absolues et les notions relatives sur les constructions des deux notions
ci-dessus. Or, comme on peut introduire les notions relatives selon
les notions absolues, nous allons étudier en premier lieu les notions
absolues sur les constructions des deux notions ci-dessus, et nous avons
laissé I’exposition des notions relatives pour un autre mémoire.

Notre présent mémoire se divise en deux parties, 'une contient
les conséquences sur l’analogie entre les deux notions ci-dessus, et

(1) Pour la simplicité, nous désignerons dans la suite par H. d. C. cette ouvrage.

{2) W. SierpINskI, H. d. C., p. 77, Proposition C,;.

(8) M. A. DENJOY a employé la terminologie ,, ensemble mince *‘ a quelque autre
sens. Voir p. ex. Journal de Math., ser. 7, t. 1 (1915), p. 105-240.

{4) E. SzpPILRAJN, Fund. Math., t. 21 (1933), p. 229-235.

(5) H.LEBESGUE, Ann. d. Matem., Ser. 3, t. 7 (1902). p. 231-369.

(6) .C. CARATHEODORY, Gé&tt. Nachr., Jg. 1914, p. 404-426.
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I’autre contient les résultats sur les propriétés caractéristiques des deux
notions au point de vue du théoréme d’EGOROFF(? sur une suite conver-
gente de fonctions mesurables (au sens de LEBESGUE).

Je tiens a remercier, en terminant, Professeurs, MM. K. KUNUGUI
et Y. YosipA des précieux conseils et du concours qu’ils m’ont prété
a rédiger ce mémoire.

CHAPITRE 1
ESPACES DE LA CLASSE (§%).

§1. La propriété de Lebesgue sur les ensembles.

1. Ensembles minces et mesurables (B). Nous entendrons dans
la suite par un espace R un ensemble d’éléments quelconques dans
lequel sont introduites les notions d’étre mince et mesurable (B), telles
que les sous-ensembles minces satisfont aux conditions suivantes:

I. Tous les sous-ensembles d’un ensemble mince contenu dans R
sont minces. En particulier, ’ensemble vide est mince.

II. La somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable
d’ensembles minces contenus dans R est mince.

.De plus, pour la simplicité nous désignons la famille de tous les
ensembles minces contenus dans R par M (R) ou M, et la famille de
tous les ensembles mesurables (B) contenus dans R par B(R) ou B.
Enfin, en conservant la terminologie de la théorie de la mesure, nous
définirons la notion ,, presque partout‘‘ comme il suit: lorsqu’ une
prOposition.P est vraie sur tous les points d’un ensemble E sauf les
pcints formant un sous-ensemble mince de E, nous dirons que la pro-
position P est vraie presque*partout sur ’ensemble E.

2. l:lquivalence des ensembles. Nous définirons la notion I’équi-
valence des ensembles en utilisant celle d’ensembles minces. Consi-
dérons une famille ¥ des sous-ensembles de R. Lorsque pour deux
sous-ensembles £ et F' de R, on a

(1) D. TH. EGOROFF, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 162 (1911), p. 244-246,



126 M. Kondé

IMeF]—[(ME e DU(R)) o» (MF e MU(R)) ]@,
on dit que E et F' sont équivalents par rapport a &, et I'on écrit
E~F (rel %) ou F~FE (rel ¥).

Maintenant, on voit bien que 1’équivalence par rapport & F jouit
des trois propriétés suivantes. :

1° E~EFE (rel %).
2° [E~F (rel §)]—[F~E (rel ¥)l.
8° {[E~F (rel §)] & [F~G (rel )]} —=[E~G (rel F)].

De plus, lorsque pour la famille & de tous les ensemble‘s de R, on a
E~F (rel ©), on dit que E et F sont équivalents et 1’on écrit

E~F ou F~E.

Quelquefois, lorsque deux ensembles E et F' ne sont pas équivalénts,
nous désignons ce fait par E non ~F ou F non ~FE.
De cette définition, on peut déduire facilement les conséquences

suivantes. , '

1° Pour qu’un ensemble E de R soit mince, il faut et il suffit
que l’on ait E~O. |

2° Pour que deux ensembles E et F' de R soient équivalents,
il faut et il suffit que I'on ait (E+F)—EF~0.

3. Etendues extérieures et intérieures, Propriété de LEBESGUE.

En utilisant la notion de 1’équivalence que nous avons définie tout-a-
I’heure, introduisons une notion qui correspond a la propriété de BAIRE®
dans la théorie de la catégorie, et qui cerrespond a la nresurabilité
au sens de LEBESGUE dans la théorie de la mesure.. Pour cela il est
utile de définir d’abord les étendues extérieures et intérieures qui cor-
respondqnt ,, der massgleiéhen Hiille ¢“ et ,, dem massgleichen Kern ‘‘ ®
dans la théorie de la mesure. Il parait que des notions correspondantes

(1) Nous emploierons dans la suite les symbols logiques au sens comme il suit: &:.
et, — : implication, < : équivalence.

(2) Voir p. ex., C. KuraTowskl, Topologie, t. I, 1934, p. 49.

(8) Voir p. ex., C. CARATHEODORY, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 1924,
Chap. V. ‘ : '
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1

a celles des étendues extérieures et intérieures ne soient pas beaucoup
employées dans la théorie de la catégorie. Or, nous constatons que les
démonstrations des théorémes dans cette théorie seront simplifiées en
utilisant ces notions. Voici leurs définitions. S’il existe pour un sous-
ensemble £ de R un ensemble mesurable (B) H tel qu’on ait

E~H (rel Bo)?,

nous dirons que H est une étendue extérieure de E. Lorsqu’il y a une
eténdue extérieure de E, et lorsque les deux ensembles mesurables (B)
H; (i =1, 2) sont les étendues extérieures de E, d’apreés la définition de
I’équivalence, on a E—H;~0 (¢ = 1, 2). Or, comme on a E~ H; (rel Bc)
(7=1, 2), nous avons H,—H;~0 (¢, =1, 2), et par suite H;~H;,
c’est-a-dire, les étendues extérieures de E sont équivalents les unes
aux autres. C’est pour cela qu’on peut désigner sans ambiguité une
quelconque des étendues extérieures de E par »*(E). De méme, lors-
qu’il existe, pour un sous-ensemble E de R, un ensemble mesurable
(B) H tel que
R—E~R—H (rel B),

nous dirons que H est une étendue intérieure de E. Pour la méme
raison que nous avons exposé plus haut, on peut désigner une quel-
conque des étendues intérieures de E par vy (E) sans ambiguité.

Ainsi, s’il existe pour un sous-ensemble E de R, son étendue
extérieure et intérieure et on a »* (E)~v, (F), on dit que E jouit de
la proypriete de LEBESGUE. Lorsqu’un sous-ensemble E de R jouit de
la propriété de LEBESGUE, d’apres

(E+v*(E))—E v (E) T{E—* (E)} + (" (E)—vs (B)} »

nous avons E'~y*(FE), c’est-a-dire, E est équivalent a un sous-ensemble
mesurable (B) de R.

Réciproquement, si £ est équivalent a 1’ensemble mesurable (B)
H, d’aprés E~H (rel B) et Bc TS, on a v*(E)~H. De méme, on

(1) Nous designons par Bc(R) ou B¢ la famille des ensembles complémentaires
mesurables (B).
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voit que vy (E)~H. Par conséquent, nous avons v*(E)~v«(E), c’est-
a-dire E jouit de la propriété de LEBESGUE. Donec,

Théoréme 1. Pour qu’un sous-ensemble E de R jouisse de la
propriété de LEBESGUE, il faut et il suffit que E soit équivalent a un
ensemble mesurable (B) de R.

Remarque. D’aprés ce théoréme, on voit aisément que l’espace
R en soi et tous les sous-ensembles mesurables (B) de R jouissent de
la propriété de LEBESGUE.

4. Sommes et produits des ensembles. Sans qu’on suppose
I’additivité et la multiplicativité sur les ensembles mesurables (B) de
R, grice a l’existence des étendues extérieures et intérieures des sous-
ensembles de R, on peut déduire I’additivité et la multiplicativité des
ensembles jouiséant de la propriété de LEBESGUE, c’est-a-dire,

Théoréme 2. 1° Etant donné des sous-ensembles E,(n =1,2, ...)
et > E, de R, s’il existe leurs étendues extérieures v* (E,) (n =1,2,...)

n-l
( En), on a
(1) v* ( SlEn) ~ -"lv* (E») (rel Be) ,
et de plus, st §1v* (E,) jouit de la proprieté de LEBESGUE, mous avons
n-

(2) S, CE)~IrE.

Puis, st E,(n=1, 2, ...) jouissent de la p'mpriété de LEBESGUE
et 8'il existe une étendue intérieure de f_E',,, 3 E Jjouit aussi de la
propriété de LEBESGUE. "

2° Etant donné des sous-ensembles E, (n=1,2, ...) et nI_II E, de

R, 8’il existe leurs étendues intérteures v« (E,) (n=1,2,...) et

vy ( I‘;lEn)’ nous avons
Cox (TE)~CHyx(E,)  (vel B),
n= n=
et de plus, st IIlv* (E,) jouit de la propriété de LEBESGUE, nous avons
fogel

v (ITEn) ~ I, (B)
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Puis, si E,(n =1, 2, ...) jouissent de la propriété de LEBESGUE
et 8’il existe une étendue exterieure de ﬁ’ZE" , 7{2 E, jouit aussi de la
proypriete de LEBESGUE.

Démonstration. Puisque 1la deuxiéme partie du théoréme peut
étre démontré d’une facon analogue, nous n’en démontrerons que la
premiére partie. Commencons par la démonstration de 1’égalité (1).

1). Sil'ona [(MeB) & ( ‘“E,, M~0)], on a E,—M~0. Done,
nous avons v*(E,)—M~0, d ou ‘_lv* (En)—M~0, c’est-a-dire,

(3) (M) & (EIE,.—M~0)] —[ 3 (B)—M~0].

ii). Si 'on a [(MeB) &( *’(E’,.) M~0)], on a v*(E,)—M~0.

Done, nous avons E,—M~0, d’ou ‘*E —M~0, c’est-a-dire,

n

(4) [(MeDB) & (E'u*(E,,)—M~0)]—»[SE,,—‘-M»«OJ .

Il en résulte en vertu des (8) et (4) que u*( v E' ) est équivalent a
_ * (E,) par rapport a Bc. :

" Puis, nous démontrerons 1’égalité (2). Comme ,..lu* (E,) jouissent
de la propriété de LEBESGUE, il existe un sous-ensemble mesurable (B)
H de R tel qu’on ait -1*(E’)~H D’aprés (1), on a v*( 5 )~ H
(rel B¢), ce qui donne p*( E'n) H. Par suite nous avons I’ égahte (2).

Enfin, nous dédulrons que, si £,(n=1,2,...) jouissent de la
propriété de LEBESGUE et s’il existe une étendue intérieure de N E,,

n=1

“E jouit aussi de la proprlété de LEBESGUE. Comme il existe une

n

etendue intérieure de "E’,, , nous avons

n=]1

C EIE,.~ Cus( .E'IE,.) (rel B).

Or, on a E,~u* (E,,) Done, il en suit que »* (¥, )—u*( E.,,)~O, ce
qui donne E _,,*( En)~0 et par suite nous avons SE -—u*( En)~0

L’ ensemble S En Joult done de ]a propriété de LEBESGUE C. Q. F.D.

5. Opération (A) et la propriété de LEBESGUE. A Tl'aide du
théoréme 2, on peut démontrer que la famille de tous les ensembles de
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R jouissant de la propriété de LEBESGUE est additive et multiplicative,
ol R est un espace dont tous les sous-ensembles ont les étendues
extérieures et intérieures. Or, dans tel espace, on peut déduire une
conséquence plus précise comme il suit.

Théorétme 3. Soient R un espace dont tous les sous-ensembles ont
des étendues extérieures et intérieures, et {En,, ny, ..., m} (£, nx =1,2,..)
un schéme de SOUSLIN tel que tous les ensembles FE'n,, ns, ..., nx Sotent
contenus dans R et Jouissent de la propriété de LEBESGUE. Alors,
Uensemble FE = ‘:_ kl_{ En,, ng, ..., m. Jouit ausst de la proprieté de
LEBESGUEW, |

Démonstration. Puisque la famille de tous les sous-ensembles
jouissant de la propriété de LEBESGUE est multiplicative dans R, on
peut supposer qu’on ait En,, ng, ..., neg > Eny, ne, ooy nenn qvuelle que soit
la suite (n,, n2, ...) de nombres naturels. Posons

-]
Zmy, My, oo., my =E'k[lEm1,'mg, ey MLy My, M,y eees Nk o
v .

On voit aisément qu’on a

Zml; mg, '-°7ml<Em11 Mo, «oey ML »

(5) Zmy, me, eoe,mp=2 ‘“IZml,mn,...,mz,n,
. oo n=
Sl[[Zm,,mg, e, =K.
vi=1

Or, puisque Ew,, n,, ..., ni jouit de la propriété de LEBESGUE et contient
Zing, Mgy ooy nie, ON A (Zmy, my, ..., m)—Em,, mq, ..., ;~0 d’ou, il existe
un sous-ensemble mince Tm,, m., ..., m; de R tel qu’on ait

’J*(Zml, Moy ocey m'z) <E’m1, Moy ooy mL+Tm1, Moy «eiy M &

Pour ces ensembles, I'ensemble T = X Tmy, mg, ..., ;@ est
My, Mo,y ooey MY

mince, et on a

K= "'[Iv*(Zml,mv ceeymy) < T-‘:'I;;I(Eml,mg, e+ T E+T.

v i=1

(1) La démonst_ratlon n’est qu'une transposition de la démonstration de MM. N. LUSIN
et W. SIERPINSKI dans Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 35—48.

(2) La sommation P s’étendant &4 tous les systémes finis d’indices.
: MYy Mreee, M| .
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Done, nous avons K—FE~0. En outre, d’aprés (5), on a

o
(6) V*(Zmla M2y ooey ml)_zvlu*(zmlsmzy ceey My, n)~0 ’
ol .

et de meme * (E)—E‘lu* (Z,)~0. Or, on a

v (B)—K < {v* (B)— 2% (Z,)}

oo
+ ~ {V* (Zmy, me, .., m) — X% (Zmy, mqg, ..., m, n)}.
Myy Moy «oey MY n=1

Done, d’aprés (6), nous avons v*(E£)—K~0. Ainsi nous avons
vV (E)-E (v (E)—K)+(K—E),

ce qui donne *(E)—E~0, c’est-a-dire E jouit de la propriété de
LEBESGUE. C.Q.F.D.

6. Espaces de la classe (S*). Nous appellerons un espace de la
classe (S*) un espace R qui satisfait aux conditions suivantes.

III. Tous les sous-ensembles contenus dans R ont les étendues
extérieures et intéreures. ‘

IV. L’ensemble complémentaire dé tout ensemble mesurable (B)
de R jouit de la propriété de LEBESGUE.

Ici, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un espace R soit de la classe (S*).

Théoréme 4. Pour qu’un espace R soit de la classe (S*), il faut
et il suffit que R satisfasse aux conditions suivantes.

(A). Pour tout sous-ensemble E de R, il existe un ensemble mesu-
rable (B) H tel qu’on ait E~H (rel B).

(B). R jouit de la propriété de LEBESGUE.

Démonstration. Nous établissons d’abord quelques remarques.
S’il existe, pour un sous-ensemble E de R, les deux ensembles mesu-
rables (B) H; (1 =1, 2) tel qu’on ait E~H; (rel B) (¢ =1, 2), nous
avons Hi~H,. En effet, considérons des ensembles mesurables (B)
K; (i =1, 2) tel qu’on ait R—H;~K; (rel B) (: =1, 2). Selon la défini-
tion de K;, on a H;K;~0. Donc, d’aprés H;~H; (rel B) (4,5 =1, 2),
H; K; sont minces. D’ou, on a H;—H;~0, c’est-a-dire, H; et H:; sont
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équivalents. C’est pour cela qu’on peut désigner par u(E) un ensemble
mesurable (B) H tel qu’on ait E~H (rel B) sans 'ambiguité. Mainte-
nant, nous verrons qu’on a

(7) uE)+uR—E)~R,

quel que soit I’ensemble £ de R. En effet, posons N = R—{u(E)
+u(R—E)}. Alors, d’aprés Nu(E)~0, ona w(N)E~O0; de méme, on
a u(N)(R—FE)~0. Par suite, nous avons u(N)R~0, ce qui donne
Nu(R)~0. Or, comme R jouit de la propriété de LEBESGUE, nous avons
N~0, et par suite I’équivalence (7). En particulier, si E jouit de la
propriété de LEBESGUE, E+u(R—E)~R.

Démontrons, maintenant, que la condition donnée est suffisante.
Pour cela, supposons qu’un espace R satisfasse aux conditions (A) et
(B). La démonstration se divise en trois parties.

Ly

1° Tous les sous-ensembles de R ont les étendues extérieures.
Pour cela, il suffit de démontrer I’équivalence E~ u(E) (rel Be), quel
que soit le sous-ensemble E de R. Supposons d’abord qu’on ait
[(MeB) & (u(E)—M~0)]. D’aprés u(E)—M~0, on a Eu(R—M)~0.
Or, puisque-M est un ensemble mesurable (B)de R, ona M+ .(R—M)~R,
d’ou, nous avons E~EM+ Euw(R—M)~EM, c’est-a-dire,

(8) [(MeB) & (u(E)—M~0)]—[E—~M~0].
De méme, nous avons ,
(9) [(Me®B) & (E—M~0)]— [w(E)—~M~0].

Done, d’apres (8) et (9), FE ést équivalent & w(E) par rapport a B.

2° L’ensemble complémentaire R—E d’un ensemble mesurable
(B) E contenu dans R jouit de la propriété de LEBESGUE. Commencons
par établir que nous avons E~R—u(R—FE) (rel B). Pour cela, sup-
posons d’abord qu'on a [(MeB) & (ME~0)]. Selon I’équivalence
E+u(R—FE)~R, nous avons Mu(R—E)~M, d’ou

(10 [(MeB) & (ME~0)]— [M—u(R—E)~0] .

De méme, nous avons
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(11) [(MeB) & (M—u(R—E)~0)]1—[ME~0].

Done, d’aprés (10) et (11), E est équivalent & M—u(R—E) par rapport
a B, c’est-a-dire, u(R—FE) est une étendue intérieure de KR—E. Or,
comme u(R—FE) est I'étendue extérieure de R—:—E, R—E jouit de la
propriété de LEBESGUE.

3° Tout sous-ensemble E de R a les étendues intérieures. Comme
R—u(R—E) jouit de la propriété de LEBESGUE, il existe un ensemble
mesurable (B) H de R tel qu’on ait R—u(R—E)~H. Or, puisque nous
avons u(R—H)~R—E (rel B), nous avons R—H~R—E (rel B), c’est-
a-dire, H est une étendue intérieure de E. Il en résulte en vertu de
1°-3° que I’espace R est de la classe (S¥). Il est clair que la condi-
tion donnée est nécessaire. ' C.Q.F.D.

§ 2. La propriété de LEBESGUE sur les fonctionnelles.

Dans les espaces de la classe (S*), on peut établir des conséquences
intéressantes sur les fonctionnelles définies sur un sous-ensemble de tel
espace. Nous consacrons donc ce paragraphe a I’étude des fonction-
nelles.

7. Propriété de LEBESGUE. Nous donnerons la définition de la
propriété de LEBESGUE sur des fonctionnelles. Soient E un sous-ensemble
d’un espace R, et @(xr) une fonctionnelle définie sur E. Nous dirons
que @(x) jouit de la propriété. de LEBESGUE sur FE, si les ensembles

Eﬂr)s {plx) = 7) et Ens {p) < 7)

jouissent de la propriété de LEBESGUE, quel que soit le nombre réel r.
D’apreés la définition, on voit facilement que

1°. Soient ¢;(a:) et () les fonctionnelles définies sur E et jouissent
de la propriété de LEBESGUE sur E. Les fonctionnelles
P@) Y (x), P@)xY@), @)/¥@) (ou y(x) =0 sur E)
jouissent aussi de la propriété de LEBESGUE,

2°, Soit {pu@)} (n=1,2,.. .) une suite convergente des fonction-
nelles définies sur E et jouissant de la propriété de LEBESGUE sur K.
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La limite de la suite {@.(x)} jouit aussi de la propriété de LEBESGUE
sur E.

8. Une condition pour qu’une fonctionnelle jouisse de la pro-
prieté de LEBESGUE. Commengons par la définition. Soit @(x) une
fonctionnelle définie sur un sous-ensemble E d’un espace R. Nous
entendrons par 'csillation o (@), E) de ¢(x) sur E la borné supérieure
de | p(x1)—q(xz)| pour toutes les paires (3, xz) de points tels qu’on ait
wrieE (1 =1,2). Alors, on peut déduire une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une fonctionnelle jouisse de la propriété de LEBESGUE.

Théoréme 5. Soit @(x) une fonctionnelle définie sur un sous-
ensemble E d’un espace R. Pour que @(x) jouisse de la propriété de
LEBESGUE sur FE, il faut et il suffit qu’on puisse choisir les ensembles
E,(n=1,2,...) jouissant dela propriété de LEBESGUE et tels qu’on
ait w(p), E,) <en=1,2,...) et E~§‘1 'ws quelque soit le nombre
positif e. ‘

9. Théoreme de M M. SAKS et SIERPINSKI. M M. S. SAKS et
W. SIERPINSKI ont démontré un théoréme qui peut &tre regardée
comme une extension du théoréme de G. VITALI sur les fonctions
mesurables (au sens de LEBESGUE). Or, ce théoréme est fait aussi une
extension dans notre cas. ‘ -

Théoreme 6. FE étant un ensemble jouissant de la proprieté
LEBESGUE dans un espace R de la classe (S¥*) et p(x) étant une fonction-
nelle définie dans E, il existe toujours une fonctionnelle F(x) jouissant
de la propriété de LEBESGUE sur E, telle que, quel que soit le nombre
positif e, Vineégalite | p(x)—F(x)| <<e a liew pour tous les points x de
E sauf les points formant un ensemble d’étendue interieure mince.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons déduire un lemme.

Lemme. ¢(x) étant une fonctionnelle définie dans un ensemble E,
et ¢ étant un nombre positif, il existe toujours une fonctionnelle F(x)
jouissant de la propriété de LEBESGUE sur E et un sous-ensemble H
de E, tels quwon ait | gp(x)—F(x) | e sur H, et v*(E)~v*(H).

(1) Fund. Math., t. 11 (1928), p. 105-112.
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Démonstr?.tion. Sans perdre la généralité, on peut supposer qu’on
ait E = R. Posons &(x) = ¢E[e'px)] ou E[t] désigne le plus petit
nombre entier = ¢. Nous aurons évidemment

(12) 0= pr)— () e sur R .

Maintenant, puisque I’ensemble des valeurs de &(x) est au plus dénom-
brable, désignons ces valeurs de @(x) par y. (n=1,2, ...) et posons
E,=FEns(@d@)=1y,) m=1,2,...). Nous définirons par 1’induction
les ensexmbles M,(n=1,2,...) jouissant de la propriété de LEBESGUE,
comme il suit. -

Tout d’abord, posons M; = »* (E;). Maintenant soit » un nombre
naturel > 1 et supposons que nous ayons déja défini les ensembles
M, (k=1,2,...,n—1). Nous définissons M, par

n-1
M',,,"")aﬁ6 {En—k‘gle} ’
M M;,=0 (k=1,2,...,n—1).

Alqrs, d’apres la définition de M, , on a

n n-1 n-1 n-1
S My = 3 My+M, ~ 3 My+v*{En— 3 M} ~ v* (En) .

k=

Done, ’ensemble v* (&, )- 5 Mk est mince. Or, comme "Mk jouit de
la prOprléte de LEBESGUE, En—k"' M, est mlnce ; donc, en posant
H= Y'M/,Ek, nous avons H>M,E,~FE, —)JMk Il en suit que
lensemble v (K,— “Mk)—u* (H), et par sulte, Mn— * (H) est mince,
d’ou, nous avons n{'lM —*(H)~0. En outre, d’aprées E, —’:L: %z~ 0,

nous avons
R— . “M~“E’—“M~O
n=1 n=1

Done, nous avons
R—v* (H) < (B~ 5 M,y +{ S M= (H)} ~0

c’est-a-dire, R~v*(H).

Maintenant, nous définirons la fonctionelle F(x) comme il suit,
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Yo sur M,,
0 sur R—XM,.

n=1
Nous avons alors F(x) = y», = @(x) sur' M, H, , et par suite F(x) = @(x)
sur H. Donec, d’apres (12), nous avons

| Flx)—q(x) | <e sur H,

et comme on voit, F(x) jouit de la propriété de LEBESGUE sur R.

F(x) = {

Notre lemme est ainsi démontré.

La démonstration du théoreme 6. Sans réstreindre la généralité,
on peut supposer qu’on ait E = R. Tout d’abord, nous définirons par
I'induction les fonctionnelles F,(x) (n =1, 2, ...) ayant de la propriété
' de LEBESGUE sur R et les ensemble H, (n =1, 2, ...) tels qu’on ait

(13) lq)(x)¥—Fn(x)l <2 sur H, (n=1,2,...),
4) H.DODH,a(r=1,2,...) et W*H,)~Rn=12...).

Pour cela, dans le lemme, en posant ¢ = 2! et E = R, on peut choisir
Fi(x) et H; de sorte qu’ils satisfassent a (13) et (14). Maintenant,
soit 2 un nombre entier > 1 et supposons que nous ayons déja défini
Fi(x) et H, (k=1,2,...,n—1). Enposant e =2 et £ = H,, dans
le lemme, on peut définir F,(x) et H, tels qu’ils satisfassent (13) et
(14). Alors, d’aprés (18), on a

| Frp@)— Fy () | << 2 sur H,y n=1,2,...),

et F,(x)—F,.i(x) jouit de la propriété de LEBESGUE sur R, done, l’en-
semble ' _
J'n = Ens { l Fn(x)_Fnd»l(x) l < 21—'”}

jouit de la propriété de LEBESGUE et contient 1’ensemble H,,;. Par
conséquent, d’aprés (14), nous avons klz Jr > Hpir. Or; comme k[I: Jx
jouit de la propriété de LEBESGUE et v*(H,.;)~R, kl-I1 Jr est aussi
équivalent a R.

Maintenant, selon la définition des ensembles J,,, on a

| Fal@) - Fan@) | <20 sur ITJ;.
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La suite {F.(x)} est donc convergen’oe sur [[ Jk . Désignons par F(x)
la limite de {F.(x)} sur I[ Jk . Nous étendrons en R la domaine ou
F(x) est définie, en posant sur R— 17 Jk » F(x)=0. Comme F(x) jouit
de la propriété de LEBESGUE sur k]_Ile , F(x) jouit aussi de la propriété
de LEBESGUE sur R. Or, d’aprés la définition de F(x), nous avons
aisément

| F@)—Fa@) | <22 sur ilJ;.

Par suite, d’apreés (16), nous avons aussi
| F@)~p(x) | < 22 sur H, I{ZJ,,.

Or, selon les définitions de H, et klz Ji, anlz Jr est equivalent & R.
Il en résulte que | F(x)—g(x)| <28 a lieu pour tous les points x de
R, sauf ceux qui formant un ensemble d’étendue intérieure mince,
quel que soit le nombre naturel 7. C.Q.F.D.

10. La propriéeté ’EGOROFF. Dans la théorie de la catégorie,
on ne peut trouver aucune proposition correspondant au théoréme
d’EGOROFF® sur la convergence uniforme d’une suite des fonections
mesurables (au sens de LEBESGUE), mais comme c’est un des théorémes
caractéristiques dans la théorie de la mesure, il est trés intéressant de
trouver une condition pour que nous ayons un théoréme correspondant
dans notre cas. Nous verrons plus loin beaucoup d’application intéres-
santes de cette condition.

Maintenent, nous donnerons la propriété d’EGOROFF. Soit £ un en-
semble non mince d’un espace R jouissant de la propriété de LEBESGUE.
Nous dirons que E jouit de la propriété d’ EGOROFF, lorsque toute suite
convergente des fonctionnelles jouissant de la propriété de LEBESGUE
sur E converge uniformément sur un sous-ensemble non mince de FE.

Or, lorsqu’une suite {F,.@))} (n=1,2, ...) des fonctionnelles, qui
jouissent de la propriété de LEBESGUE sur un ensemble non mince E
d’un espace R converge uniformément sur un sous-ensemble non mince
N de E, cette suite converge aussi uniformément sur un sous-ensemble

(1) Voir la note (1) de la page 125.
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non mince de E ayant de la propriété de LEBESGUE. En effet, comme
la suite {(F.(r)} converge uniformément sur N, il existe un nombre
naturel 7n(e), tel qu'on ait sur N

| Fn(@)—Fu(®)| e pour m,n=mnle).
Posons _
Ho= 1 Ens{|F@-F.@|<i} G=12..),
mZnZn(—}c—) ® k

et H = ITH;.

k=1

Alors, H est un ensemble, qui contient N et qui jouit de la propriété de
LEBESGUE. Or, comme on voit, la suite {F,(x)} converge uniformément
sur H. Done, la suite {F,(x)} converge uniformément sur un sous-
ensemble non mince de E, qui jouit de la propriété de LEBESGUE.

Par suite, lorsqu’un ensemble non mince E d’un espace jouit
d’EGOROFF, toute suite convergente des fonctionnelles ayant de la pro-
priété de LEBESGUE sur E converge uniformément sur un sous-ensemble
non mince de E, qui jouit de la propriété de LEBESGUE.

Ici, nous établirons une condition pour qu'un sous-ensemble d’un
espace R de la classe (S*) ne jouit pas de la propriété d’EGOROFF.

Théoréme 7. Pour qu’un sous-ensemble E d’un espace R de la
classe (S*) ne jouisse pas de la propriéte d’ EGOROFF, il faut et il suffit
qu’il existe une famille {Mp ) (k,n=1,2, ...) des ensembles ayant
de la propriété de LEBESGUE, telle que:

(A) Mk.n>Mk,-n+1_ (k,n=1, 2, .._.).
(B) i}lM,,,,,~0 k=12...).

(C)  Quelle que soit la suite {mz} (k =1, 2, ...) des nombres

o0
naturels, on_ait kZle, np ~E.

Démonstration. La condition est suffisante. Sizpposons que la
famille {M..) (k, n=1,2, ...) des ensembles ayant de la propriété
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de LEBESGUE satisfassent aux conditions du théoréme. Posons Ni, , =
k
X Min(k,m=1,2,...). Alors,lafamille {Ni,»} (k,n=1,2, ...) remplit

aussi les conditions (A)—(C) et de plus Ni.n < Nisrw (b, =1,2,...).
Ici, sans réstreindre la généralité, on peut supposer que

(B*) éNk.n=o =12 ...

Maintenant, d’aprés les conditions (A) (B*) et (C) sur la famille
{Nk.a), nous pouvons définir la suite des fonctionnelles {F,@)} (n =1,
2, ...) comme il suit.

% pour ZeNr, n—Nr-y » »
F,(x) = '

0 pour e E—{N »—Ni1.)}.

Alors, F.(x) sont les fonctionnelles non négatives et jouissant de la
propriété de LEBESGUE sur E. D’ailleurs, on peut déduire aisément
que la suite {F,())} converge vers nulle identiquement sur E. Mais, il
ne converge uniform‘émenvt sur aucun sous-ensemble non mince de E.
En effet, si la suite {F.(@)} converge uniformément sur un ensemble
non mince N, il existe un nombre entier n; tel qu'on ait sur N

Fu(®) <% ,

pour tout nombre entier k. Alors, on voit aisément qu’on a N N, ne =0
ou N E—N,,,,, d’oi nous avons N < E—k;‘ZNk, n,+. Par conséquent,
d’aprés (C), N est mince. C’est incompatible avec I’hypothése sur N.
Done, la suite {F,.@)} ne converge uniformément sur aucun sous-
ensemble non mince de E, c’est-a-dire, £ ne jouit pas de la propriété
d’EGOROFF.

La condition est nécessaire. Lorsqu’ un ensemble non mince E
ayant de la propriété de LEBESGUE ne jouit pas de la propriété d’EGOROFF,
il existe une suite {F,(@)} (n =1, 2, ...) des fonctionnelles définies dans
E' et jouissent de la propriété de LEBESGUE, telle que la suite {F,(z))
ne converge uniformément sur aucun sous-ensemblq non mince de E.
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Sans réstreindre la généralité, on peut supposer que la suite {F.@))}
converge vers nulle identiquement sur E et que les fonctionnelles F(x)
soient positives dans E. Posons

Nk_,,,-——Ens{Fn(x)g%} k,n=1,2,...).

Alors, quelle que soit la suite {7} (k=1,2, ...) des nombres entiers,
nous avons

15) ‘ E~2SX X Nu:.

k=1 np <i |

En effet, soit N un sous-ensemble non mince de E. Comme la suite
{F.x)) ne converge pas uniformément sur N, il existe les nombres
entiers ko et mo tels que Fp(x) <71‘; n’ait pas lieu sur N et qu’on ait
70 == Nx,. Pour ces nombres entiers, nous avons N Ny, no+ 0, et par
suite, E— > S Ni: ne contient pas N. Donc E — S 3 Nu. est

k=1 np <1 k=1 np <t
mince, ¢’est-a-dire, nous avons 1’équivalence (15). Posons My, = 3 Ng,:.
n<te

On voit aisément que la famille {M;, .} (k, =1, 2, ...) des ensembles
ayant de la propriété de LEBESGUE satisfont aux conditions (A)—(C)
du théoréme. ' C.Q.F.D.

11. Le théoréme d’AscoLl et ARZELA.® Le théoréme sur la
compacité® d’une famille de fonctions mesurables (au sens de LEBESGUE),
donnée par G. AscoLl et C. ARGELA, peut étre étendu aussi dans notre

cas.

Théoreme 8. Soient E un ensemble non mince d'un espace de la
classe (S*), qui jouit de la prop’kz‘été de LEBESGUE et & une famille des
Sonctionnelles ayant de la propriété de LEBESGUE sur E et uniformément
borné sur E. Pour qu’on puisse choisir parmi la famille ¥ une suite
des fonctionnelles qui converge uniformément presque partout sur E,
ol faut et il suffit que, quel que soit le nombre positif e, il existe un
nqmbre fini des ensembles mesurables (B): Ej (k = 1,2, ..., n) tels

(1) G. AscoLi, Mem. Accad. Line., (3) t. 18 (1884), p. 545-580. C. ARzZELA, Rend.
' Accad. Linc., (4) t. 5 (1889), p. 342-328.
(2) Voir p. ex., M. M. FRECHET, Les espaces abstraits, Paris, 1928.
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qu’on ait

1° E~E\+E:+....+E,,

2°  pour toute fonctionnelle F(x) de &, on puisse déterminer un
ensemble mince N tel qu’on ait o (F(x), Ex—N) <e (k=1,2, ..., n).

On peut démontrer ce théoréme de la facon que M. P. VERESS a
démontré son théoréme 1 dans FUNDAMENTA MATHEMATICAE, tom 7.
(1925), p. 244-249.

CHAPITRE 1II
ESPACES DES CLASSES (U) ET (U*).

Pour établir des conséquences sur les ensembles qui ne jouissent
pas de la propriété de LEBESGUE, nous allons considérer dans ce chapitre
des espaces des classes (U) et (U*). Dans ces espaces, on peut déduire
des propositions qui peuvent étre démontrés en faisant appel a I’hypo-
thése des alephs inaccessibles®,

De plus, on peut établir dans ces espaces de conséquences sur les
fonctlonnelles

§ 3. L’hypothése des alephs inaccessibles.

12. Espaces de la classe (U). Maintenant définirons des espaces
de la classe (U). Nous appellerons un espace de la classe (U ) un
espace qui satisfait aux conditions suivantes,

IIT que nous avons donné plus haut.

V. Toute suite monotone bien ordonnée de sous-ensembles dont
chacun jouit de la propriété de LEBESGUE et n’est pas équlvalent aux
suivantes, ne consiste qu’au plus dénombrable d’ensembles.

Dans ce numéro, nous établissons un lemme sur un espace de la
classe (U) et quelque application de ce lemme. Pour cela nous don-
nerons une notion sur la décomposition des ensembles mesurables (B).
Nous dirons qu’un ensemble non mince mesurable (B) E est décompo-
sable, lorsqu’il existe deux ensembles non minces mesurables (B)
E; (i =1, 2) tels qu’on ait E~E\+E, et E1E,~0.

(1) Voir p. ex., M. W, SIERPINSKI, H. d. C., Chap. V.
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Lemme A. Soit R un espace de la classe (U) dont tout sous-
ensemble non mince mesurables (B) est décomposable. R peut étre alors
représenté comme une somme de tout aw plus 2% gnsembles minces.

Démonstration. Nous définirons d’abord par P’induction transfinie
la famille § = {(Eny, 1, «evr Ba, ... <)} (<2, n.=0 ou 1) des en-
sembles jouissant de la propriété de LEBESGUE.

Puisque R jouit de la propriété de LEBESGUE, on peut définir deux
ensembles non minces E'n, (1o = 0, 1) ayant de la propriété de LEBESGUE,
comme il suit, R =7E0+E1 et EoE; = 0. Pour un nombre ordinal quel-
conque n compris entre 1 et £, nous distinguons deux cas.

PREMIER CAS. 7 est de premiére espece. Lorsque I’ensemble
Eng,nyy oovyna, ... (@<n—1) est mince, posons

Eng, s eoesMay eee @0y Mgy =0) = Eng, nyy eeoy 7a, oon (2 <0—1)
E’no, Niy ooy Nay ..'. (u<'ﬂ, 'nq—1=1) =0 .

Lorsque Eny, %y, ..., s, ... (x<n~1)y est non mince, comme cet en-
semble est décomposable, il existe deux ensembles non minces E© et
E® jouissant de la propriété de LEBESGUE, tels qu’on ait EQE® =0
et Eng, nyy eeesBa, .. (@<n—1) = EO+ FD®, Posons

E’”o: N1y eoes Ny oo (a<-q) =E(n’l"l) .
DEUXIEME CAS. 7 est de deuxiéme espece. Posons
By ms oo coe @ <) = [ By e, (6.
n

Alors, pour un nombre ordinal quelconque » < 2, la famille des
tous les ensembles En,, ny, ..., s, ... (x <) est de la puissance 2%, ce
qui entraine que la puissance de ¥ est aussi 2%

Pour une suite du type 2 v = (1o, B1s «oe s Nas ...) (@< 2), 0
n. est 0 01.1 1, la suite transfinie {Eng, 71y ceeyr Bz, ... (e <)} (n << 2) est
la suite monotone décroissante bien ordonnée de sous-ensembles de R,
dont chacun jouit de la propriété de LEBESGUE et n’est pas équivalent
aux suivantes. Donc, d’aprés la condition V, la suite transfinie
{Eng, ny, «ov»May ... (<n)} consiste en des ensembles minces sauf
tout au plus dénombrable d’ensembles. Pour toute suite du type £
py=~(M0, Ny +verNays ...) (@< L) des nombres 0 ou 1, considérons le
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premier ensemble mince dans la suite transfinie {Eny, n,, ..., na, ... (@ <))
(n <L) et désignons par & la famille de ces ensembles. Alors, selon
G CF, ® consiste au plus en 2 ensembles, et tous les ensembles de
® sont minces. Or, tout point de R est contenu dans au moins un
ensemble de &. Il en suit que R est représenté comme la somme de
tous au plus 2% ensembles minces de E. C.Q.F.D.
On peut déduire a ’aide du lemme A quelque proposition comme
il suit. '

Proposition 1. Soit R un espace de la classe (U) dont tout sous-
ensemble mon mince mesurable (B) est décomposable. Il existe alors
dans Uespace produit R x R un ensemble E tel que toute droite paral-
léle 6 U'axe d’ordonnées rencontre ’ensemble E dans un ensemble mince
de l'espace R et toute droite parallele ¢ ’axe d’abscisses remcontre le
conplémentaire de E dans un ensemble mince de R®.

En effet, en vertu du lemme A, on peut représenter I’espace R
comme la somme de tout au plus 2*° ensembles minces disjoints. Done,
on peut démontrer, en admettant I’hypothése du continu, cette proposi-
tion de la facon que M. W. SIERPINSKI a démontré la proposition Cg
dans H. d. C.. '

13. Les constituantes des ensembles analytiques. Avant d’établir
des conséquences sur les ensembles qui ne jouissent pas de la propriété
de LEBESGUE, nous déduirons quelque conséquence sur les ensembles
obtenu par l'opération (4). La conséquence® obtenu par M. W. SIERPIN-
SKI sur les constituantes des ensembles analytiques peut étre aussi
étendue dans des espaces de la classe (U), comme M. E. SZPILRAJN a
proposé une extension sur cette conséquence™.

(1) Etant donné deux espaces quelconques R, et R,, nous entendrons par l’espace
produit R, xR, ’ensemble de toutzs les paires (x;, x.) de points telles qu’on
ait x;€ R; (i = 1, 2) par une droite parallétle & ’axe d’ordonnées un ensemble
de toutes les paires (&, 2,) de points telles qu’on ait x,€ R,, quel que soit le
point § de R,, et enfin par urie droite paralléle & I'axe d’abscisses un ensemble
de toutes les paires (z,, &) de points telles qu’on ait r,€ R;, quel que soit le
point Eg de Rg.

(2) W.SIERPINSKI, H.d.C., p. 108, Proposition C,.

(8) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 21 (1933), p. 29-34.

(4) Voir la note (4) de la page 121.



144 ' M. Kondd

Considérons un systéme déterminant S = {En,, n,, ..., nx} (k, e =
1, 2, ...) des ensembles jouissant de la propriété de LEBESGUE. Comme
M. W. SIERPINSKI a fait, nous définirons les constituantes du noyau

E=>1 En,, n, ..., n dusystéme S. Pour cela nous définirons d’abord

v k-1
@ . . .
les ensembles En,, n., ..., nx par l'induction transfinie:
(®)
1° En,ny, eoo,mpe=FEny,ng, ..., nk.

2° Pour un nombre ordinal quelconque « compris entre 1 et £,
posons

(x) (¢-1) ® __(e¢=1)
En,ngy eoo,mp = En,,..., 'nka'lEnl, Nay ooe Ny, B
ou ) (%)
= [T En,, ny, ..., nk »
E<a

suivant que « est de premiére ou deuxiéme espéce, et posons pour
0<ae<@, ' ' :
S = SE®,

n=1

: () (x+1) _ )
T(¢)= ‘—S" {E'nl”n2r---,’nk_Enlv'nzy---"nk} ’
Ny Noy 0oy NE

Q(“) — (S(")—T("))-— E(S("—Tm) .
t<a
Alors, comme on sait, nous avons

E = 3SO—-T) = XQ,.
a<lQ

a<Q

Ici, les ensembles Q. sont appelés les constituantes du noyau E.
On peut alors établir le théoréme de la fagon que M. E. SZPILRAJN a
démontré son théoréme 2 dans FUNDAMENTA MATHEMTICAE, t. 21
(1983), p. 229-235.

Théoréme 9. Soient R un espace de la classe (U) et S=
(Eny,may ooy mi) (ks me =1, 2, ...) un systéme déterminant constituant
des ensembles de R jouissant de la propriété de LEBESGUE. Alors, les
constituantes du‘ noyau I 1{?1E"" ng, ..., nr du systéme S sont minces

v

sauf au plus une infinite denombrable d’ensembles.

(1) Voir la note (2) de la page 130.
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14. Ensembles qui ne jouissent pas de la propriété de LEBESGUE.
Nous établissons en faisant appel a I’hypothése des alephs inaccessibles
une proposition sur I'existence des ensembles qui ne jouissent pas de
la propriété de LEBESGUE.

Proposition 2. Etant donné un espace non mince R de la classe
(U) dont tout sous-ensemble non mince mesurable (B) est decomposable,
dész’gnons par n = n (R) la borné inférieure des puissance m telles que
R peut étre représentée comme une somme des m ensembles minces. R
contient alors n ensembles disjoints dont chacun mne jouit pas de la
proprieté de LEBESGUE.

Puisque R est représenté comme une somme de n ensembles minces,
il existe n ensembles minces disjoints {e} tels qu'on ait R = Se.
Considérons un espace R* dont tout point est un élément de la famille
{e}. Dans l’espace R*, nous définirons les notions d’étre mince et
mesurable (B), comme il suit. Désignons par [E] l’ensemblee;% e pour
tout ensemble £ de R*. Nous dirons qu’un ensemble E de R* est
mince ou non mince, suivant que [E] soit mince ou non. De méme,
nous dirons qu’un ensemble E de R* est mesurable (B) ou non suivant
que [E] soit mesurable (B) ou non. Alors, comme on voit, R* est
aussi un espace de la classe (U).

Comme 7 =1 dans n = ¥,, nous considérons d’abord le cas 7 = 1.
Puisque R* est un espace non mince de la classe (U), d’aprés le lemme
de M. S. ULAM®; il existe une famille 9 non dénombrable d’ensembles
non minces disjoints dans R*. Done, d’aprés la condition V, il existe
dans la famille  non dénombrable d’ensembles qui ne jouissent pas
de la propriété de LEBESGUE, d’ou R contient %; ensembles disjoints
qui ne jouissent pas de la propriété de LEBESGUE. Maintenant, pour
un nombre ordinal quelconque ¢ compris entre 1 et £, supposons que
la proposition 2 a lieu pour tous les nombres ordinaux 7 tels qu’on ait
n<&. Nous distinguons deux cas.

PREMIER CAS. £ est de premiére espéce. De méme que nous
avons fait dans le cas o 7 =1, on peut établir qu'il existe dans R*,

(1) W. SierpINskI, H. d.C., p. 153, Lemme 1.
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et par suite dans R . ensembles disjoints qui ne jouissent pas de la
propriété de LEBESGUE. Nous avons donc notre proposition dans le
premier cas.

DEUXIEME CAS. & est de deuxiéme espéce. Comme nous avons
n < 2% en vertu du lemme A, on peut définir en admettant I’hypothése
des alephs inaccessibles les nombres cardinaux ni (A <@, @ = n) tels
qu’on ait '
n= Sn, et nn 1<g).

En correspondant & ces nombres n., on peut définir 5 ensembles dis-
joints N, (A <) comme il suit: ‘
R*= SN et M=mn @<g).

Comme R* n’est pas représenté comme la somme de & ensembles
minces, il existe dans la suite transfinie {N,} (1<®) au moins un
ensemble non mince. Nous désignons par Mr. 1 <2<, ¢ < @) ces
ensembles non minces, et par M, la somme de tous les ensembles
minces dans cette suite. Soient m, la borné inférieure des puissances
m telles que I'’ensemble M, peut étre représenté comme la somme des
m ensembles minces, pour tout nombre ordinal A telle qu’on ait
0 < 2<+. Alors, d’aprés la définition des ensembles M,, on a

(16) m<n 0<i<y) et ng@m.

Or, comme la proposition a lieu pour <&, il existe dans M, m,
ensembles disjoints qui ne jouissent pas de la propriété de LEBESGUE,
tant que nous avons m, >1. Il en résulte en vertu de (16) que R¥*,
et par suite R contient A" n, ensembles disjoints qui ne jouissent pas
de la propriété de LEBESGUE. Ainsi nous avons notre proposition dans
le deuxiéme cas.

Done, notre théoréme est démontré dans tous les cas.
Remarque. A TI'aide de la proposition 2, on peut établir une

proposition suivante qui répond & un probléme de la mesure dans les
ensembles d’éléments quelconques. ‘
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Proposition. Quel que soit I’ensemble R d’élements quelconques, il
n’existe aucune fonction o(E) d’ensembles pour tous les sous-ensembles
E de R, quti satisfassent aux conditions suivantes.

1° Quel que soit le sous-ensemble E de R, ¢(FE) est une nombre
(fint) réel non negatif et p(R) > 0.

2°  Quelle que soit la suite (fint ou infini) Er, Ez, ..., En, ...
de sous-ensembles disjoints de R, ¢(§1En) = §1¢(E’n).

3° Silon a o(E)>0 pour un sous-ensemble E de R, il existe
deux sous-ensembles disjoints E; et E» de R, tels qu'on ait ¢o(E;) >0
(C=1,2) et p(E)=g(Er)+p(Er).

On peut maintenant établir des propositions suivantes en admettant
la proposition 2.

Proposition 3. Soit R un espace de la classe (U) dont tous les
sous-ensembles non minces mesurables (B) sont décomposables. Il existe
alors dans chacun sous-ensemble non mince E de R un ensemble qut
ne peut étre représenté comme un produit E et d’un ensemble ayant
de la proprieté de LEBESGUE.

Proposition 4. Soit R un espace de la classe (U) dont tous les
sous-ensembles non minces mesurable (B) sont déecomposables. Il existe
alors sur chacun sous-ensemble non mince E de R une fonctionnelle
qut n’admet aucun prolongement a une fonctionnelle deéfinie sur R et
jouissant de la propriété de LEBESGUE sur R. | '

15. Espaces de la classe (U*). Nous appellerons un espace de la
classe (U*) celui qui appartient a les classes (U) et (S*) a la fois.
Dans les espaces de la classe (U*), la condition V peut étre remplacée
par la condition suivante. -

V*. Toute famille des ensembles disjoints non minces, qui sont
contenus dans un espace de la classe (U*) et qui jouissent de la pro-
priété de LEBESGUE, ne consiste qu’au plus dénombrable d’ensemble.

Dans ce numéro, nous établissons quelque lemme qui sera utilisé
plus loin.

Lemme B. Soient R un espace de la classe (U*) dont tous les
sous-ensembles mon minces mesurables (B) sont décomposable, E un
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sous-ensemble non mince de R et § une famille des sous-ensembles non
minces de R qui jouissent de la propriété de LEBESGUE et qui satisfont
a la condition: pour tout sous-ensemble mon mince H de R jouissant
de la propriéte de LEBESGUE, tel que H E soit non mince, il existe un
ensemble H* de § tel que H*— Hy*(E) soit mince. On peut alors
chotisir au plus une infinité denombrable d’ensembles {F,}) (n =1,2,...)
parmt ¥, tels qu’on ait ‘

§1Fn ~y*(E) et F,F,~0 pour nfn'.

Démonstration. Nous définirons d’abord la suite transfinie {H.)
(e < 2) des sous-ensembles de R par l’'induction transfinie. Etant
donné I’ensemble v* (F), il existe parmi ¥ au moins un ensemble H*
‘tel que H*—v* (E) soit mince. Désignons par H; un de ces ensembles
H*.

Puis, considérons I’ensemble “:‘ H. pour un nombre ordinal que]-
conque « compris entre 1 et £2. Lorsque »*(F) —2 "“HE est mince,
‘posons H, = 0. Lorsque *(E)— 'ng est non mince, comme

¥ (E)— y Hg jouit de la propriété de LEBESGUE 'il existe au moins un
'ensemble H* tel qu'on ait H*— {* (E’)—— vI—It) ~ 0. Désignons par
H, un de ces ensembles H*. La suite transﬁnle {H:) (a< 2) se
trouve ainsi définie. Comme les ensembles de { H.) jouissent de la
propriété de LEBESGUE et les deux ensembles différents de { H.)
admettent un ensemble mince formant des points communs d’aprés la
condition V*, il existe parmi { H.} au plus infinité dénombrable d’en-
sembles non minces. On peut alors voir aisément que ces ensembles
non minces sont ceux qui sont demandés dans le lemme B.

- 16. Ensembles disjoints de méme étendues extérieures. On péut
étendre dans notre cas les propositions® de M. W. SIERPINSKI sur les
ensembles disjoints de méme mesure extérieure et sur les ensembles
disjoints partout deuxieme catégorie, comme il suit.

Proposition 5. Sotent R un espace de la classe (U*) dont tous
les sous-ensembles non minces mesurab’es (B) sont décomposable, et.E

(1) Fund. Math., t. 22 (1934), p. 1-3. et t. 23 (1934). p. 125-134.
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un sous-ensemble mon mince de R. Il existe alors dans E une infinite
non dénombrable d’ensembles disjoints tels que leurs étendues extérieures
sont equivalents a I’etendue exterieure de E.

Nous démontrerons cette proposition en faisant appel a I’hypothese

des alephs inacessibles.
V Soit H un sous-ensemble non mince de v* (E) jouissant de la pro-
priété de LEBESGUE. Alors, d’aprés la proposition 2, H contient une
infinité non dénombrable d’ensembles disjoints { F.} (< £) qui ne
jouissent pas de la propriété de LEBESGUE. Désignons par § la famille
de tous les ensembles non minces F jouissant de la propriété de
LEBESGUE et contenu dans H, tels que la suite { FE.} (a<<£) ne
consiste qu’en des ensembles minces sauf au plus une infinité dénom-
brable de termes. Or, comme la somme d’un nombre fini ou d’une
infinité dénombrable d’ensembles de & est aussi contenu dans F, d’apreés
la condition V, il existe un ensemble F* de ¥ tel qﬁe Pensemble
F—F* soit mince, quel que soit I’ensemble F''de . Or, puisque tous
les ensembles de { E.) sont non minces, H—F* est non mince et jouit
de la propriété de LEBESGUE.

A présent, posons Fg = H— F*, et désignons par & la famille des
ensembles non minces contenu dans la suite transfinie { FgE.)} (a < Q).
La famille & consiste alors en une infinité non dénombrable d’ensembles
disjoints contenu dans F'y et satisfait a la condition Z: il existe, dans
toute famille &* obtenu en enlevant au plus une infinité dénombrable
des ensembles de &, au plus une infinité dénombrable des ensembles
Q) m=1,2,...) tels qu’on ait

a7 S (Q)~Fa.

En effet, d’aprés la condition V, il existe au plus une infinité
dénombrable des ensembles {Q,) =1, 2, ...) tels qu'on ait
F—n:f‘lv*(Q,,)?O, quel que soit I’ensemble F de &. Alors, ces en-
sembles @, sont précisément ceux qui satisfont & la condition Z. Soit
N un sous-ensemble non mince de Fx, qui jouit de la propriété de
LEBESGUE. Comme il existe dans &, et par suite aussi dans &*, une
infinité non dénombrable d’ensembles dont chacun admet un ensemble
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non mince des points communs avec I’ensemble N, Fy— x *(Q,.) est
mince, or, chaque ensemble de &* est contenu dans FH, nous avons
donec I’équivalence (17).

Maintenant, nous définirons par l'induction transfinie la suite
transfinie {F'{’)} («<<£) d’ensembles non minces 'disjoints de méme
étendues extérieures équivalentes & Fir. Posons d’abord Fy = s Q‘”

'n-l

Alors, on voir sans peine que v*(F #P)~Fy. Puis, supposons que nous
ayons défini les ensembles {(F’) (¢ <7) et que I’ensemble F'§ est
défini comme la somme des ensembles QY (n=1,2, ...) de ®, pour
un nombre ordinal queleconque #» compris eutre 1 et 2. Désignons par
®™ la famille obtenue en enlevant les ensembles QY (6< ) de 6.
Alors, d’aprés la condition V, il existe dans &M les ensembles
QY (n=1,2,...) tels qu’on ait Fp~ = 5 *(Q"") Posons F) = Q""

on voit sans peine que
V(EF)~Fy et FIPFP =0 pour §<n.

La suite transfinie {F§’} (e <) est ainsi définie par l’induction. Il
en résulte qu’il correspond & tout sous-ensemble non mince H de
v* (E), qui jouit de la propriété de LEBESGUE, les ensembles Fy et
{F} (< 9) tels que nous avons défini plus haut.

Maintenant, considérons la famille $ d’ensemble F, ou H par-
court tous les sous-ensembles non mince de »* (E), qui jouissent de la
propriété de LEBESGUE. D’éprés le lemme B, on peut choisir parmi 9
au plus une infinité dénombrable d’ensembles {H,}) (n =1, 2, ...) tels
qu’on ait *(E)~ 3 H et H,H,~0 pour mn==n’. Pour ces en-
sembles, posons F“” = "F};” (<< L). On voit alors sans peine que
V¥ (F @)~ *(E) (@ << 2) et FEF® ~0 pour a==a’. Donec, les en-
sembles | |

EO = FO E@=F® __ x F®) (« < Q)
. <e

sont des sous-ensembles disjoints de E, ayant méme étendue extérieure
équivalente a »* (F). C.Q.F.D.
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17. Ensemble disjoints d’étendues extérieures données. Etant
donné un ensemble non mince E d’un espace R et une suite transfinie
du type quelconque {FE.} (2 < @) des sous-ensembles de E, peut-on
trouver une suite transfinie du type ¢ { F.} des sous-ensembles dis-
joints de E, tels qu'on ait v*(E.) ~v*(F.) (@<@)? En traitant
cette question, on peut arriver a la eonséquence suivante qui peut
étre démontrée en faisant appel & I’hypothése des alephs inaccessibles.

Proposition 6. Soient R un espace de la classe (U*) dont tous les
" sous-ensembles mesurables (B) sont décomposables, et {E,} n=1,2,...)
des ensembles non mince de R. Alors, il existe les ensembles disjoints
{Fn}) m=1,2,...) tels qu’on ait v*(F)~v*(E,) (cn=1,2,...). De
plus, on peut determiner F, comme nous avons Fpn C E,.

Pour établir cette proposition, nous donnerons d’abord des lemmes.

| Lemme 1. Il existe dans S = ,§1E" un ensemble mon mince N
tel qu'on ait v*(E,—N)~v*(E,) (n=1, 2, ...). .

En effet, désignons par % la famille des termes non vides obtenus
en deéveloppant ;; (Enjk(S——E,,)} en la somme des ‘produits de la

o =1

forme k]ZE’n,ckl_[l (S—Em,), ou on a mg=Emir, ng=Fne et mp== my
pour k ==k’ et ou tout nombre entier est contenu dans une des suites
{ny} et {mz}. Alors, les ensembles de & sont disjoints et la somme
de ces ensembles est S. Nous distinguons deux cas.

PREMIER cas: 1l existe au moins un ensemble non mince dans
&. Designons par E un ensemble non mince dans F. Alors, d’aprés
la proposition 2, il existe dans E un ensemble non mince N tel qu’on
ait v*(E)~v*(E—N), en admettant ’hypothése des alephs inaccessibles.
Il est évident que N satisfait 2 la demande du lemme 1.

DEUXIEME CcAS: Il n’existe aucun ensemble mince dans .
Maintenant, on voit sans peine qu’il existe une famille & des sous-
ensembles de S, qui satisfait aux conditions suivantes :

1° Tous les points de S sont contenus au moins dans un en-
semble de .

- 29 Tous les ensembles de & sont minces et disjoints les uns les
autres. .
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3° Chaque ensembles de ¥ est contenu dans un ensemble de .

4° & est la famille telle que la puissance n de & ne soit pas
supérieure & celle de toute famille qui satisfait aux conditions 1°, 2°,
et 3°.

Ici, considerons 1’espace R* dont tout point est un élément de ®.
Dans R*, nous définirons les notions d’étre mince et mesurable (B),
comme nous avons fait dans la démonstration de la proposition 2,
c’est-a-dire, nous dirons qu’un ensemble £ de R* est mince ou non
(mesurable (B) ou non), suivant que I’ensemble [E]® soit mince ou non
(mesurable (B) ou non). ,

Maintenant, nous démontrerons le deuxiéme cas du lemme 1 par
I'induction transfinie pour » tel qu’on ait n = ¥,. Pour cela supposons
qu’il n’existe aucun sous-ensemble N non mince de S tel qu’on ait
V¥ (Ep—N)~v*(E,) (n=1,2,...)). |

Considérons d’abord le cas ou »=1. D’aprés le lemme de
M. ULAM, on peut définir des sous-ensembles {Ni s} (@< wo, 8 < wi1)
de I'espace R*, comme il suit:

1° Ne, s Ne,p» =0  pour B=F45'.
20 Nu_ pNa', g = 0 pour a =f= a .
3° R*—X N, est de au plus %, pour tout 8<< 2.

Comme R* ne peut éetre décomposé en %, ensembles minces, il
existe au moins un ensemble non mince N,,; pour tout nombre ordinal
B; nous désignons un de ces ensembles par N,,,;. Or, puisque I'en-
semble [N,,,s]® est non mince, d’aprés I’hypotheése, il existe au moins
un ensemble E, tel qu'on ait »*(E,) non ~*(E,—[N,;,s]). Nous
désignons un des ces ensembles par E,;.

Considérons la suite transfinie © = { (5, 7s) )} (B << 2) des paires
de nombres naturels. Comme on a 3, n; < wp pour 8 << £, il existe
au plus une infinité dénombrable de paires différentiées dans . 11
existe donc au moins une paire (v, n) tel que

(18) Yy =1 et n=nmns

a lieu pour une infinité non dénombrable d’indices différents 8. Nous

(1) Nous désignerons par [F'] ’ensemble X e.

e€F
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désignons par {B.) (A1 << £2) les indices qui ont lieu (18) pour une paire
(v, n). Alors,

M= *(En)—v* (Ex—[Nv5]) (<9

sont les ensembles non minces de »*(E,), qui jouissent de la propriété
de LEBESGUE. Puisqu’on a [N,,s,] [N..s,.] = 0 pour 2==2’, nous avons
M, M, = 0. Par conséquent,

Ny = M, et N, = M, _g%';.Mg Q<9 .

sont les ensembles non minces disjoints, qui jouissent de la propriété
de LEBESGUE, ce qui est incompatible avec la condition V. Done, dans
le cas ou » =1, il existe un sous-erisemble N de S demandé dans le
lemme 1.

On peut démontrer dans le cas ou n est de premiére espéce, qu’il
existe un sous-ensemble non mince N de S demandé dans le lemme 1,
tout & fait de la méme facon que nous l’'avons fait dans le cas ou
n=1.

Puis considérons le cas ou 7 est de deuxiéme espéce. D’apreés la
définition de ®, la puissance de & n’est pas supérieure & 2%,  Done,
en admettant I’hypothése des alephs inaccessibles, on peut définir les
nombres cardinaux n. (@ <g, » <n) tels qu'on ait n= "na. Cor-
respondant & ces nombres cardinaux, il existe des sous-ensembles dis-
joints S, (@ <) de R*, tels qu’on ait R* —K‘;Sa et Se=ne (a < ).
D’aprés la définition de n, il existe au moins un ensemble non mince
parmi {S.). Désignons par S* un de ces ensembles. Comme [S*]®
- est le sous-ensemble non mince de S, il existe des ensembles non
minces dans la suite {[S*] E.} (n=1, 2, ...); désignons par
[S*] E',,k (k=1,2, ...) ces ensembles non minces. Comme le puissance

de = [S*] E,, est inférieure a n, d’aprés I’hypothése, il existe un en-

semble non mince N de kZ [S*] E,, tel qu’on ait pour n = ng
(19) v ([S¥] Evp, —N)~* ([S*] Eyy,) -

Mais, on voit sans peine que 1’équivalence (19) a lieu pour tout nombre

(1) Pour la notation, voir la note (1) de la page 152.
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naturel n. Il en résulte que N satisfait a la demande du lemme 1
dans notre cas. |

Par suite, nous avons qu'’il existe dans tous les cas un sous-ensemble
N de S, qui satisfait a la demande du lemme 1. C.Q.F.D.

Lemme 2. Il existe un sous-ensemble mon mince N de S, tel
qu’on att

0) »*(S)~*(N) et V(E)~V*(E,—N) (n=1,2,...).

Pour le voir, considérons un sous-ensemble non mince H de »*(S),
qui jouit de la propriété de LEBESGUE ; et posons F), = E,.H (n=1,2, ..).
D’aprés le lemme 1, en admettant I’hypotheése des alephs inaccessibles,
il existe un ensemble non mince Ng tel qu’on ait

H>IF.D>Nu et v (F)~"(Fa—Na) (n=12, ...).

Alors, comme on voit, v*(E,)~v* (E,—Ng) (n =1, 2, ...), ¢’est-a-dire,
quel que soit le sous-ensemble non mince H de »*(S), qui jouit de la
propriété de LEBESGUE, il existe un sous-ensemble. non mince Ny de
S H, tel qu’on ait *(E,)~v*(E,—Ng) (n =1, 2, ...). Désignons par
$ la famille de tous les ensembles *(Ng), ou H parcourt tous les
sous-ensembles H non minces de »*(S), .qui jouit de la propriété de
LEBESGUE. D’aprés le lemme B, on peut choisir au plus une infinité
dénombrable des ensembles { . * (Ng,)) (k=1,2,...) parmi 9, tels
qu’on ait B ‘ ‘

(@) #(S)~ I»*(Nm,) et v*(Nm)v*(Ne,)~0 pour k=K' .
Posons N = g'lNHk.., Alors, d’apres (21), on a
E,—N~ X (E,~Ng,)*(Ng,) (=12, ...),

ce qui donne v*(E,—N)~v*(E,) (n=1, 2, ...), c’est-a-dire, N satis-
fait a la condition (20).

Maintenant, nous démontrerons la proposition 6 en faisant appel
a I’hypothése des alephs inaccessibles. Pour cela, d’abord nous définirons
les ensembles {Fn}v (n=1, 2, ...) par I’induction. Comme il existe au
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moins un ensemble non mince dans la suite {E, E,) (n =1, 2 ..), on
peut définir, 4 'aide du lemme 2, un sous-ensemble F) de ElE tel
qu'on ait v* (Fy)~v* (Ey) et v* (B Eu— F)~v* (L Ey) (n=1,2, ...).
Supposons que Fj; (< n) ont été définis et qu’ils satisfont aux.
onditions suivantes pour £ =1,2, ..., n

22) X BB~ 3 Fi> Fi,
a-
k-1
@) FEE-SF)~rEE—~SF) (G=12..),
. 1= - A e 1=
(24) H (F)~v* (E BB~ S F) .
2= -

Comme il existe au moins un ensemble non mince dans la suite
{Eps1 Ep— {'L'F-} (k=1,2,...), on peut trouver un ensemble F,.;,
qui satlsfalt aux condltlons (22), (23) et (24) pour kK =n+1. Nous
avons donc * (X, —_H- ;) ~ % (E f D (k,m=1,2,...), ce qui
donne par l’lnductlon v (B, — z F,)%»—;ﬁr (E,) k=1,2,...). 1l en
résulte en vertu de (24) que u* (Fk)~u* (Bx) (k=1,2,...). Or, les
ensembles Fy, sont disjoints et Ej > Fy, d’ou la suite (F) satisfait

aux demande de la proposition 6. C.Q.F.D.

§4. La propriété de FRECHET sur les fonctionnelles.

M. M. FRECHET a demontré dans son thése®’) un théoréme sur une
famille des fonctions mesurables (au sens de LEBESGUE). On ne peut
trouver dans la théorie de la catégorie aucun théoréme qui correspond
a ce théoréme, mais, il y a des relations intéressantes entre ce théoréme
et la propriété d’EGOROFF. Nous allons done étudier ce théoréme dans
ce paragraph. Pour cela, nous introduirons d’abord une notions sur
les fonctionnelles.

18. Propriété de FRECHET. Etant donné un ensemble non mince
E jouissant de la propriété de LEBESGUE d’un espace R, considérons
toutes les suites quelconques {F'™(x)! et {(F™@)) (m,n=1,2,...) des
fonctionnelles définies dans E, qui satisfont aux conditions suivantes:

(1) M. FreEcHET, Rendiconti d. Palermo, t.22 (1906), p. 1-72.
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(A) Les fonctionnelles F®™(x) et F () jouissent de la propriété
de LEBESGUE sur E.

(B) La suite {F®@) (m =1,2,...) converge vers F™(x) presque
partout sur E, quel que soit le nombre naturel n.

(C) La suite {F™() (n=1,2,...) converge presque partout
sur E.

Nous dirons que E jouit de la propriétée de FRECHET, lorsqu’il
existe une suite croissante de nombres naturels {n:} (7 <<7g+1,
k=1,2 ...) et une suite d’indices {mi} (k=1,2,...), telles que
la suite {F,f{;c"’(x)} (k=1,2,...) converge vers lim FF™(x) presque

n-»>0

partout sur E.

Théoréeme 10. Etant dommé un espace R de la classe (U*), pour
qu’un sous-ensemble non mince E de R, qui jouit de la propriete de
LEBESGUE, jouisse de la propriété de FRECHET, il faut et il suffit
que tous les sous-ensembles de E, qui jouissent de la propriéte de
LEBESGUE, jouissent de la propriété d’ EGOROFF.

Démonstration. On peut supposer, sans restreindre la généralite,
qu’on ait E = R. .

La condition est nécessaire. Il nous suffit de démontrer que R
ne jouit pas de la propriété de FRECHET, lorsqu’un sous-ensemble non
mince H de R, qui jouit de la propriété de LEBESGUE, ne jouit pas
de la propriété d’EGOROFF. Maintenant, supposons par impossible que
R jouisse de la propriété de FRECHET. Comme H ne jouit pas de la
propriété d’EDOROFF, il existe des ensembles (M.} (k,n=1,2, .. .)
tels qu’'on ait: ‘

1° Tous les ensembles My, , jouissent de la propriété de LEBESGUE.

9o Mow 2O Minna(ksn=1,2,. ..) et IIMk,,—O(Ic—-lz ee)e

3° Quelle _que soit la suite ('nk} (lc = 1 2,...) des nombres
naturels, Mk "y *

Pour ces ensembles, nous définirons les fonctlonnelles {F M ))
(m,n=1,2,...), comme il suit,

, 1 pour Te f M;
FP () = =
0  pour rel M., m .

t=1"
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Alors, les fonctionnelles F/((x) jouissent de la propriété _de
LEBESGUE sur R et on asur R limF®@)=0(r=1,2,...). Comme

m—

R jouit de la propriété de FRECHET, il existe une suite infinie crois-
sante de nombres naturels {n;) (nx <mz1, k=1,2, ...) et une suite
infinie d’indices {mu) (k =1, 2, . ..), telles qu’on ait presque partout
sur R lim F,ﬁf}c") @) = 0. Alors, d’aprés la définition de FZ(x), on a

ng k> .

lim X M;, ,, ~ 0. Done, d’aprés n; =k, on a aussi

k> §=1

(25) lim My, m, ~0 .

>

Or, en outre, on a ;'Mk me~H (j=1,2, ...), ce qui donne
- -2
H~ }cim M, m,. C’est incompatible avee (25). Il en résulte que R ne

jouit pas de la propriété de FRECHET.
La condition est suffisante. Etablisons d’abord un lemme.

Lemme C. Soient R un espace de la classe (U*) dont tous les
sous-ensemble mon wmince mesurable (B) jouissent de la propriéte
d’EGOROFF, et {M.,) (k,n=1, 2, ...) une famille d’ensembles de R,
qui jouissent de la propriété de LEBESGUE et qui satisfont aux conditions
(A) et (B) du théoréme 7. Il existe alors une suite {m} (k=1,2, ...)
de nombres naturels, telle qu’on ait EM];, ng ~ 0.

Démonstration. Supposons par impossible que les ensembles
}ciEMk, n Soient non mince, quelle que soit la suite {n:} (k=1, 2, ...)

de nombres naturels.

Nous définirons par l’induction transfinie la suite transfinie du
type 2 {(M®) («<<£2) comme il suit. Pour une suite quelconque
{nf’) (k=1,2,...) de nombres naturels, posons M® =lim Mz, ().

>0

Maintenant, supposons que les ensembles M® (¢ <75) et les suites {n{?)
de nombres naturels (£ <) soient definie et qu’on ait M =§2 M, »§9
(¢ <7%) pour un nombre ordinal quelconque » compris entre 1 et 2.
Comme P’ensemble N de tous les nombres ordinaux & <#n est au plus
dénombrable, il existe une suite infinie {&.} (k. =1, 2, ...) formée de
tous les nombres de N. Posons 7; = max {n, ng?), cees ng")}

(k=1,2,...) et considérons les ensembles
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(26) MMk,nk: MMk,nk+1, MMk,nk+2, e (’G-’:l, 2, ...)

ou M= }‘Tm_Mk, n- Comme les ensembles de (26) satisfont aux condi-

tions (4) et (B) du théoréme 7 et jouit de la propriété d’EGOROFF, il
existe une suite {n{”) (k =1, 2, ...) de nombres naturels telle qu’on ait

ng = N et 11,1_.15 My, »,, _zlgf} Mz, »{» non ~0.

Maintenant, posons M = }:EIEM;, a{". La suite transfinie {M®™}
(n << 2) se trouve ainsi définie. La suite transfinie {M ™} est mono-
tone, et chaque ensemble de la suite {M(} n’est pas équivzlent aux
suivantes. C’est incompatible avec la condition (V). C.Q.F.D.
A Paide du lemme, établissons que la condition donnée dans le
théoréme 10 est suffisante. Soient {F™@)), {F™@)) (m,n=1,2, ...)
et F(x) les fonctionnelles jouissant de la propriété de LEBESGUE dans

R et satisfont a la condition: on a presque partout sur R

lim F"@) = F™(x) et lim F®)(x) = F(x) .

m—»oo n—>o0

Sans restreindre la généralité, on peut supposer qu'on a sur R
identiquement F"™(x)=F@) =0 (n=1, 2, ...). Pour un nombre
rationnel positif r, posons

My, ) =Ens { | FP@)| =7},
MEr =2 M ;).

j=zn

Alors, les ensembles (M )} (k,»=1,2, ...) satisfont aux condi-
tions (A4) et (B) du théoréme 7. Donc, d’aprés le lemme C, il existe
une suite {n:) (k=1,2, ...) de nombres naturels telle qu’on ait
ka,nk (r)~0. Considérons une suite infinie {r;} (¥ =1, 2, ...) formée

‘-0

de tous les nombres rationnels positifs et posons
ngy=max {ngry), e, ..., m@ry) k=1,2,...).
Alors, on voit aisément qu’on' a pour tout nombre ratidnnel positif 7

limEns {|F¥@)| =r}~0.
k—>oo x o
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Par suite, nous avons }‘im F{x)=10 presque partout sur R, c’est-a-
dire R jouit de la propriété de FRECHET. C.Q.F.D.

19. Equivalence des propositions. Dans ce qui suit, nous établis-
sons des propriétés équivalentes & la propriété de FRECHET. Pour cela,
commengons par la définition. -

Soient £ un sous-ensemble non mince d’un espace R, qui jouit de
la propriété de LEBESGUE, et {F,.(®@)} (n =1, 2, ...) une suite conver-
gente des fonctionnelles, qui jouissent de la propriété de LEBESGUE
sur E. Alors, nous dirons que la suite {F, (x)} converge uniformément
sur E au sens de WEYL®W, lorsqu’il existe une suite {E,}) (n =1,2, ...)
des sous-ensembles non minces de E tels que

1° les ensembles E, jouissent de la propriété de LEBESGUE et on

ait £ ~ §1E" .
2° quel que soit le nombre naturel k, {F. ()} converge uniformé-
ment sur Ej.

Par cette définition, nous avons le

Théoréme 11. Dans un espace R de la classe (U*), les proposi-
tions sutvantes sont équivalentes les unes aux autres: :

(A) Tous les sous-ensembles non wminces mesurables (B) de R
jourssent de la propriéete de d’EGOROF"F.

(B) Pour tous les srus-ensembles mon minces mesurables (B) de
R, il n’existe aucune famille {M;, .} (k, n=1,2, ...) des ensembles
Jouissant de la propriéte de LEBESGUE, tels qu’on ait

1° Miw> Mnis (on=1,2,...) et [ Mun~0(k=1,2, ...),

2° quelle que soit la suite {n.) (k =1, 2, ...) de nombres naturels,
on ait é‘:Mk, np~E . ~ _
(C) Toutes les suites convergentes {F,(x)) (n=1,2, ...) des fone-
tionnelles jouissant de la propriété de LEBESGUE dans R converge
uniformement sur R au sens de WEYL. ‘

(1) La convergence uniformément au sens de WEYL est la traduetion en le francais
de ,, Die Wesentliche gleichméissige Konvergenz ‘‘ qui a été donne par M. H.
WEYL dans Math. Ann., t. 67 (1909), p. 225-245.
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(D) R jouit de la propriété de FRECHET.

Démonstration. Puisque nous avons déja vu que (A) est équi-
valent 4 (B) et que (A) l'est a (D) aussi, il ne reste qu’a montrer que
(A) =(0). ‘

(4)—(C): Soit {F,@)} (n=1,2,...) une suite convergente des
fonctionnelles jouissant de la propriété de LEBESGUE sur R. Il existe
alors un sous-ensemble non mince Fx de H qui jouit de la propriété
de LEBESGUE et sur lequel {Fn (x)) converge uniformément, quel que
soit I’ensemble non mince mesurable (B) H. Désignons par & la famille
des ensembles Fz ou H parcourt tous les ensembles non minces mesu-
rables (B) H de R. D’aprés le lemme B, il existe dans % les ensembles
{Fg,) n=1,2,...) tels qu’on ait

R~X Fy, e  Fg,Fu,~0 opour n==n'.

% B
Posons Ej = 2.1 Fy;. Alors, {F.(@®)} converge uniformément sur E; et
o d=

ona R~ SIE,,. Par conséquent, {F,(x)} converge uniformément sur

R au sens de WEYL. Done, nous avons (A4) — (C). Il est évident que
C)—(4). . C.Q.F.D.

20. Convergence en étendue de fonctionnelles. Nous introdui-
rons ici une notion analogie a celle de la convergence en mesure donnée
par M. F. Rigsz®®. Voici la définition. Soient E un sous-ensemble non
mince de R jouissant de la propriété de LEBESGUE, et F,,@) (n =1, 2, L.Y)
des fonctionnelles qui jouissent de la propriété de LEBESGUE sur E.
Nous dirons que la suite {F, @)} converge en étendue vers une fonc-
tionnelle F'(x) sur E, lorsqu’on a

IimEns{|F.@)—F@|=r}~0,

quel que soit le nombre positif r. Maintenant on voit bien que
1° Jes limites au sens de la convergence en étendue d’une suite

de fonctionnelles ayant la propriété de LEBESGUE sont équivalentes les
unes aux autres, et jouissent de la propriété de LEBESGUE,

(1) C.R. Acad. Sci. Paris, t. 148 (1909), p. 1303-1306.
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2° toute suite convergante au sens ordinaire de fonctionnelles
ayant la propriété de LEEBESGUE aussi converge en étendue.

On peut énoncer dans notre théorie un théoréeme analogique a celui
de M. F. RIESZ sur la convergence en mesure, comme il suit.

Théoréme 12. Soient R un espace de la classe (U*) jouissant de
la propriété A’ EGOROFF et {F,@) (n=1,2,...) une suite convergente
en étendue de fonctionnelles ayant la propriéeté de LEBESGUE sur R.
On peut alors extraire de la suite {F,(x)} une sous-suite qui converge
uniformeément au sens de WEYL sur R.

Démonstration. Soient F'(x) une limite de la convergence étendue

de {F,@)} et X en une série convergente de nombres positives. Posons

n=1

Ni,w = T Ens{|F;@w—F;@ | =e)} (k,n=1,2,...).

1,.1211. "]

Alors, d’apres la relation

EnsHF(x)—F(x)lzek}<Ens{|F<x)—F<x>l> )

—

+ Ens { | F3@)—F@) | = %Gk -
on a |
New DX Ens{lFi(x)—F(x)I__Z-_—;—ek} ,

t n %
ce qui donne TiTﬁN;,,,,~0 (k=1,2,...). En outre, nous avons
Nin>O Niyn1 (k,n=1,2,...). Or, comme R jouit de la propriété
d’EGOROFF, d’apres le lemme C, il existe une suite croissante {n;)
(nz<mx+1, k = 1,2, ...) de nombres naturels telle qu’on ait lim Ny, ngy ~ 0.

k—»oo

Posons N® = -“N,,,.j (k=1,2,...). Alors, comme on voit, nous
avons hm N(")~O Etant donné un nombre naturel %, considérons
lensemble R—N®, Comme on a (R—NW) Nj.»; =0 pour j =k,
d’aprés la définition de { Nj n; }, nous avons sur R—N® -

| Fr@)—Fyp (@) | <eg; pour n,n' =n;,

quel que soit le nombre naturel 7> k Done, comme on voit, nous
avons sur R—N® '
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an,-(x)—'Fnj+,-(x) l < gjen (j_z__.k, 1= 1’ 2, . .) .

11 en résulte que la suite {F,;()} (j =1, 2, ...) converge uniformément
sur R—NW, quel que soit le nombre naturel k; c’est-a-dire, la sous-
suite {F,;@)} de la suite donnée converge uniformément au sens de
WEYL sur R. . C.Q.F.D.

Nous établissons a I’aide du théoréme 12 une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une suite des fonctionnelles jouissant de la pro-
priété de LEBESGUE sur R converge en étendue sur R.

Théoreme 13. Soient R un espace de la classe (U*), qui jouit
de la propriété d’ EGOROFF et {F,@) (n=1, 2, ...) une suite des
fonctionnelles, qui jouit de la propriéte de LEBESGUE sur R. Pour
que la suite {F, (@)} converge en étendue sur R, il faut et il suffit qu’on

ait, quel que soit le nombre positif e,

(27) I_i—n—{N!.n"'O ’
ou Nen = ‘Z Ens{| F;@)—F;@) | =e¢e) .
7 n x .

Démonstration. La condition est suffisante. - Comme nous avons
les équivalences (27) pour tout nombre positif ¢, on peut extrafre de
la suite {F,.(x)) une sous-suite {F, @)} (k=1,2,...) converg'ente
uniformément au sens de WEYL sur R, de méme que nous avons fait
dans le cas du théoréme 12. Désignons par F'(x) la limite au sens
ordinaire de {F, ()}. Soit ¢ un nombre positif quelconqué, d’apreés
la définition de Nern, On a |

Ens { | Fop @)— Fo (2) | ;—;—e} < Nlem pour m=m.

Done, nous avons Im{|Fn@—F@|==e)} ~0.

m >0

Il en suit que {F,(x)} converge en étendue sur R.

11 est évident que la condition donnée est nécessaire. C. Q. F. D.
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CHAPITRE II1
ESPACES DES CLASSES (B) ET (B*).

M. F. BERNSTEIN®Y g introduit dans la théorie des ensembles de
points un principe qui donne ensembles totalement imparfaits de la
puissance 2 dans l’ensemble linéaire en faisant appel a4 ’axiome du
choix de M. ZERMELO. Comme on sait, ce principe joue un rdle im-
portant dans les diverse directions de la théorie d’ensembles singuliéres
de points. Maintenant, nous allons considérer des espaces auxquels le
principe de M. F. BERNSTEIN est applicable. Mais, malheureusement,
nous devons de faire appel a I’hypothése du continu pour appliquer
ce principe dans notre espace.

8§ 5. Ensembles qui ne jouissent pas de la propriété
de LEBESGUE. ‘

21. Espace de la classe (B). Nous appellerons un espace de la
classe (B) un espace R qui satisfait aux conditions suivantes.

III*. Pour tout ensemble K de R, il y a au moins une étendue
extérieure qui contient E. Nous désignons, en particulier, par v*(E)
une quelconque de ces étendues.

- . VL. La puissance de la famille B (R) de tous les sous-ensembles
mesurables (B) de R est au plus 2%°.

22. Ensemble disjoints d’étendues extérieures données. Dans
un espace R de la classe (B), on peut déduire une extension de la
proposition 6 comme il suit.

Proposition 7. Soient R un espace de la classe (B) dont tous les
points sont minces, et F une famille de tout au plus 2%° ensembles non
minces dans R. On peut alors correspondre a chacun ensemble E de
& des sous-ensembles N (a < 2) de E de la fagon que les conditions
sutvantes soient remplies :

(1) Leipz. Ber., t. 60 (1908), p. 325-338.
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1°  Pour tout ensemble E de F, on ait v*¥(E)~v*(NE) (<< Q).
2°  Pour deux ensembles distincts E et F' de §, on ait NN = 0.

Nous démontrerons cette proposition en faisant appel a I’hypothése
du continu. , '

Comme la puissance de laufamille & est au plus 2*"_ » en admettant
I’hypothése du continu, les ensembles de ¥ peuvent étre rangés en
une suite transfinie du type £ {E.)} (e <£2) de maniere que chaque
ensemble de § est contenu dans cette suite une infinité non dénom-
brable de fois. ' | | |

- Etant donné un ensemble E., considérons des ensembles HE, et
E.—H, pour tous les ensembles mesurables (B) H. Parmi ces en-
sembles, il existe au plus 2% ensembles non minces. On peut donc
ranger ces ensemble en une suite transfinie {Ha, 8} (8<<2) en admet-
tant toujours I’hypothése du continu. Il existe donc une suite transfinie
{Hzx,,8,) (v < 2) formée de tous les ensembles Ha, g. Enfin, soit une
suite transfinie du type quelconque {z,} (v <g@) formée de tous les
poinis de R.

Nous définirons la famille {pa,,g,) (v <<2) de points contenus dans
R par l’'induction transfinie. comme il suit. Désignons par pe,g, le
premier terme de la suite transfinie {x,} qui appartient a I’ensemble
H.,s,. Etant donné un nombre ordinal quelconque » compris entre 1
et 2, I'ensemble Q. de tous les points pi,,8, (v <7n) est évidemment
au plus dénombrable. Il existe done au moins un point qui appartient
a Ha,,8,—Q,. Désignons par pa,p, le premier terme de la suite
transfinie {x,} qui appartient au dermier. La famille {px,,8,) (v < 2)
se trouve ainsi définie par I’'induction. Posons Fs = X (pa,,8,) (a < 2).

ay =a

Alors, les ensembles F, jouissent des propriétés suivantes :
"~ 1° Nous avons E, D I Hu,8, D I (Du,p) D Fs et FuFo =0
Gy =a _

pour a==a’. v

2° Nous avons *(Fau)~v*(E,) (a << 2).

En effet, lorsqu’on a v*(F.) non ~»*(E,) pour un nombre ordinal
quelconque «. Nous avons E,—p* (F.) non ~0. Par suite, il existe

un nombre ordinal 8 tel qu’on ait Hs s = E, —1v* (Fa), d’ou nous avons
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F.H.s=0. Or, selon la définition de Pa.s, ON & Po,pe F. Ha s, ce qui
donne une contradiction.

3° Pour un nombre ordinal quelconque a, il existe une infinité
non dénombrable de nombres ordinaux a’, tels qu'on ait E. = FE,.
Pour ces nombres ordinaux o', nous avons (Fa')""v (F.), dou F, ne
jouit pas de la propriété de LEBESGUE. ,

Par suite, en désignant par (N} (e< ) tous les ensembles
distinets F.- tels qu'on ait E..=E, ou Ee%, on voit aisément que
N satisfont 4 la demande de la proposition 7. C.Q.F.D.

Remarque 1. Dans la proposition 7, on peut imposer sur les
ensembles N§’ une autre condition que ses étendues intérieures soient
minces. 4

Reémarque 2. On voit aisément qu’on peut enlever dans la pro-
position 7 la condition: tous les ensembles de % sont non minces.

Proposition 8. Sotent R un espace de la classe (B) dont tous
les points sont minces et §F une famille de tout au plus 2¥° ensembles
non minces de R. On peut correspondre d chaque ensemble E de §
des sous-ensembles NP (@< 2) de E de la fa,(-on que les conditions
sutvantes soient 'remplws

1° Quels que sotent les deux ensembles E et F de‘ %,' on a
NN =0 pour a=+4.

20  Quelle qué soit la suite {E,) (n=1,2,...) des ensembles de
I, on @ v*(IIN‘“’)~v*([[E) (2 << 9). S

Nous démontrerons cette proposition en admettant lhypothese du
continu. Soit une suite transfinie de type 2 {(E,) (a<{2) formée de
tous les ensembles de F. Cons1derons la famille $ de toutes les suites
infinies 7 = (a1, @z> «++» ans ...) formée de nombres ordinaux de
premiére et deuxiéme classe. Comme la puissance de cette famille
H est 250, en admettant I’hypothése du continu, on peut ranger toutes
les suites distincts de $ en une suite transfinie du type 2 { )
<2 ou m = & ..., a, ...). Posons E = I1E, 0.

n=1"

Alors, d’aprés la remarque 2 de la proposition 7, on peut déﬁmr des
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ensembles F? (a, » < 2) comme il suit,
1° E. > F® et V(ER)~v*EFY) (erv<<Q).
20 FOFL) =0 pour a=a ou vy,

Désignons par N§ la somme de tous les ensemble F{ tels qu’on
ait Bem, et Ey = E. Alors, les ensembles N (a << 2, Ee¢%) satis-
font a la demande de la proposition 7. En effet, soit o une suite
(B1s Bzs .. s Bns ...) formée de nombres ordinaux de premiére ou
deuxiéme classe. Nous avons alors

INg =[0( > F&) =5 FO,

n=1 n=1 Bne“y 6 Cmy,

ou o<, désigne que o est une suite partielle de =,. Par suite
nous avons

E, D> IIN}}” = 2 F‘“’>F‘°" ,

n=1

ce qui donne v*(E,)~p* ( H N, ,g-’ ), quel que soit le nombre ordinal

a< 2; c’est-a-dire, les ensembles N D (@2, Ee) satisfont a la
condition 2° de la proposition 7. Il est évident que ces ensembles
satisfont a la condition 1° de la proposition 7. C.Q.F.D.

23. Transformations biunivoques des ensembles. Les théorémes
de M. M. S. BANACH et W. SIERPINSKI?) sur les translations des en-
sembles peuvent étre étendus dans notre cas, comme il suit.

Proposition 9. Soient R un espace non mince de la classes (B)
dont tous les points sont mincés et I’ une famille de tout au plus 2%°
transformations biunivoques qui transforment R en lui-méme. Il
existe alors une infinité non déenombrable d’ensembles disjoints {M®)
(a << Q) qur satisfont aux conditions suivantes :

1° VM)~R (a< Q).

2° Quelle que soit la transformation A de I', les ensembles

(1) S. BaNAcH, Fund. Math., t. 19 (1982), p. 10-16, et W. SIERPINSKI, Fund. Math.,
t. 19 (1982), p. 24-28.
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(M) =M@Y + (MO (M)} (@< 2)

sont tout aw plus de’une infinite dénombrable de points.

Nous donnerons la dimonstration en faisant appel a I’hypothese
du continu. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
I’itération d’un nombre fini de transformations de I” et I'inverse de
transformation de I' appartiennent aussi a I. Soient {4} (@ << %)
une suite transfinie formée de toutes les transformations de I” et
{H,) (a << £) une suite transfinie formée de tous les ensembles non
minces mesurables (B) ou complémentaires mesurables (B). Et enfin
soit {x,) (v< @) une suite transfinie du type quelconque formée tous
les points de R.

Nous définirons la famille {p{?} (<8 <L) de points de R par
I’induction transfinie pour a et 8 comme il suit. DéSIgnons par p{Y,
le premier point de {x.) contenu dans H;. Ma.mtenant, supposons
que les points {p{?) (@ < B <€) ont été définis pour un nombre ordinal
quelconque & compris entre 1 et 2. Désignons S par 1’ensemble de
tous les points

a5 .. A0 G <8, 89 .

Alors, puisque la puissance de S® est au plus dénombrable, H.—S{
est non vide. Nous désignons par p{? le premier point de {z,) contenu
dans H.—S®. Supposons encore une fois que les points p{? (a < %)
ont ét4 définis pour un nombre ordinal » tel .qu’on ait 1 <1; <¢e¢.
Désignons par S{® I’ensemble de tous les points

Aslagl
1 >

g...... @) &< & a<m)

et le points de S{®. Alors, on voit que H.—S{” est non vide.
Désignons par p!® le premier terme de {av)} qui soit contenu dans
H.—S{, Ainsi, par I'induction transfinie les points ¥, p@, ..., p®
sont définis, par suite les points {p{®} sont aussi définis. Désignons
par M® I’ensemble de tous les points

ARE L AR E<P)
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pour tout nombre ordinal « < 2. Alors, les ensembles M satisfont
a la demande de la proposition 9. Pour le voir, nous dimontrerons
d’abord qu'on a M®M®™ =0, quels que soient les deux nombres
ordinaux distincts ¢ et » (< 2). Pour cela supposons par impossible
que M®M®™ continenne un point p. Il existe alors deux points p{¥
et p{ tels qu’on ait

(28) P= X ... REP) =L L (o))
E<<a et m<<pP.

Ici, sans restreindre la généralité, on peut supposer que & <». N ous
distinguons trois cas.

PREMIER CAS. a= 8. D’aprés (28), nous avons

(29) P =ATLATL L0 AN W),

ce qui donne p{MeS{Y. Or, selon é+1=<79, on a SHP T S{. Nous
avons donc p{MeS{® = S{”. C’est incompatible avec la définition
de p{M. | .

DEUXIEME CAS. a <8. Selon la relation (29), on a p{”eS{, c’est
incompatible avec la définition de p{.

TROISIEME CAS. « > 8. De méme que nous avons fait dans le
deuxiéme cas, nous avons une contradiction. Par suite, nous avons
MOM® =0, '

Puis, nous démontrerons que les ensembles
(30) { QM) —M ) + (M —2,(M @) } (<< 2)

sont au plus' dénombrable, quel que soit le ’nombre ordinal & <.
Pour cela soit p un point de s (M ©@)—M®, Alors, d’aprés pei: (M),
le point p peut étre écrit comme il suit, |

81 D=0 ..., zg;(pf,”) <P .

Or, comme nous avons peM®, nous avons 8<¢ dans (81). Il en
résulte que A (M®)—M® est au plus d2nombrable. De méme, 1’en-
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semble M@ —i, (M®) = A, (A;}(M®)—M®) est au plus dénombrable,
par suite (80) est au plus dénombrable.

Or, comme nous 1’avons exposé dans la démonstration de la pro-
position 7, on voit que »* (M®@)~R. Donc, les ensembles M ) satis-
font aux conditions 1° et 2° de la proposition 9. C.Q.F.D.

24. Espaces de la classe (B*). Nous appellerons un espace R de
la classe (B*) celui de la classe (B) qui satisfait a la condition suivante:

IV*. L’ensemble complémentaire d’un ensemble mesurable (B)
quelconque de R est aussi mesurable (B).

Ici, nous allons donner un lemme sur des espaces de la classe (B*).

Lemme D. Soit R un espace de la classe (B*). Alors, toute
Jamille des sous-ensembles mon minces, disjoints, contenus dans R, el
jouissant de la propriété de LEBESGUE est de la puissance au plus
dénombrable.

En effet, supposons par impossible qu’il existe une famille { E.}
(a < 2) d’ensembles non minces, disjoints, contenu dans R, et jouissant

de la propriété de LEBESGUE. Pour un ensemble I” de nombres ordi-
naux de premiére ou deuxmiéme classe, posons

Nl’= S.Ea.

a€rl

Alors, d’aprés la condition IV*, on voit aisément que I’ensemble N
contient ou non E. un ensemble mince pres, suivant qu’un nombre
ordinal a est contenu ou non dans I'. Il en suit que les deux ensembles
v*(Nr) et v*(Np) ne sont pas équivalents, tant que deux ensembles
I’ et I’ de nombres ordinaux de premiére ou deuxiéme classe ne se
coincident pas. Or, la famille de tous les ensembles de nombres ordi-
naux de premiére ou deuxiéme classe est de la puissance > 2%, Par
suite, la famille de tous les ensembles mesurables (B) de R est aussi
de la puissance > 2%, contrairement 4 1’hypothése. C.Q.F.D.-

Remarque. D’aprés le lemme D, on voit qu’un espace de la classe
{B*) est de la classe (U*). '
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25. Images des ensembles par transformation jouissant de la
propriété¢ de LEBESGUE. Soit @(x) une transformation univoque pone-
tuelle d’un sous-ensemble £ d’un espace R en un sous-ensemble d’un
espace R*. Nous dirons que o) jouit de la propriété de LEBESGUE,
lorsque I’ensemble E - Ens {@@@)e M) jouit de la propriété de LEBESGUE,
quel que soit l’ensemblewmesurable (B) M de R*. On peut alors établir
une proposition sur les transformations jouissant de la propriété de
LEBESGUE, comme il suit.

Proposition 10. Soient R et R* des espaces non minces de la
classe (B*) dont tous les sous-ensembles non minces mesurables (B) sont
décomposables, @ une famille de tout au plus 2%° transformations
univoques ponctuelles de R en un sous-ensemble de R* et jouissant de
la propriété de LEBESGUE sur R, et & une famille de tout au plus
2% sous-ensembles non minces de R*. Il existe alors un sous-ensemble
N de la puissance 2% et contenu dans R*, tel qu’on a E—¢(N) non ~0,
quel que soient l’ensemble E de § et la transformation o) de @.O

Pour démontrer cette proposition, nous admettrons 1’hypothése du
continu. Soit {E,) (»<£) une suite transfinie du type £ formée
tous les ensembles de ¥. Etant donné un ensemble E. de {E,)
considérons des ensembles E. H pour tous les ensembles mesurable (B)
H de R. Parmi ces ensembles, il existe au plus 2% ensembles non
minces. On peut donc ranger ces ensembles non minces en une suite
du type 2 {Ha,8) (8<£). Comme la famille ® de tous les ensembles
H.,p et la famille @ sont respectivement de la puissance au plus 2%,
on peut ranger les &léments de & et @ respectivement en une suite
du type £ {Ha, ) (<< 2) et {p. @} (»<<2) tels qu’il existe une
infinité non dénombrable de nombres ordinaux v qui satisfont a la condi-
tion Hs, 8 = Hs,,8, €t @@ = ¢, @), quels que soient ’ensemble Ho,p
de G et la transformation () de @. Nous allons définir par 1’induction
transfinie une suite transfinie { M.) (« < £2) d’ensembles minces de R
et une suite transfinie {p.)} (e <£2) de points de R. Pour définir
I’ensemble M;, distinguons deux cas.

(1) W. SIERPINSKI, H. d. C., p. 185, Proposition Cj;.
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PREMIER cAS. Ha,8,—¢i1(R) non ~0. Nous poserons dans ce cas
M, =0.

DEUXIEME CAS. Hu,,8,—@1(R)~0. D’aprés la remarque du lemme
D, v*(Hx,8,) peut étre représenté comme la somme de tout au plus
2% ensembles minces mesurables (B). En désignant ces ensembles par
{€} (a<9), considérons les ensembles

N. = Ens (¢1(x)eea+1—5§ e} (pour «<9).

Les ensembles N. jouissent de la propriété de LEBESGUE et sont dis-
joints les uns aux autres. Done, il existe une infinité non dénombrable
d’ensembles N, tels qu’on ait N. ~0 et ¢1(N:) Hx,, 8, == 0. Désignons
par M; un de ces ensembles N,, et par p; un point d¢ R—M,;. Etant
donné un nombre ordinal quelconque » tel qu’on ait » << £, distinguons.
deux cas.

PREMIER CAS. Hu,, 8,—,(R) non ~0. Nous poserons dans ce cas
M,=0.
" DEUXIEME CAS. Hs,, 8,— @, (R)~0. Comme les points p: E<9)
sont au plus dénombrable, de méme que nous avons fait dans le cas
v=1, on peut conclure qu’il existe une infinité non dénombrable
d’ensembles minces N tels qu’on ait @,(N) { Ha,, 8, —Ez‘.‘y(pi)} =+ 0.
Désignons par M, un de ces ensembles N, et par p, un point de
R— {E‘s?vME +E‘<-‘.'y( p:)). Les suites transfinies { M.} et {p.) se trou-
vent ainsi définies.

Désignons par M I’ensemble de tous les points p: (¢ < 2). Alors,
M est de la puissance 2%, 1’hypothése du continu etant admise.
Maintenant, nous verrons que M est I’ensemble demandé dans la pro-
position 10. Pour cela, supposons par impossible qu’on ait E. —¢(M)~0
pour un ensemble E, de { et une transformation @) de @. Alors,
on a Hs 8—@p(M)~0, et par suite Hx g—g{R)~0, quel que soit le
nombre ordinal 8< 2. Comme E,—@(M) est mince, d’aprés la
condition IV*, R—3* (E, — @(M)) est ’ensemble mesurable (B) équi-
valent & R. Par suite il existe un nombre ordinal 8’ tel qu’on ait
Ho ¢ = H,—v*(E;—@(M)). Comme on a vu plus haut; on a
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H., —@(R)~0. Or, d’aprés la définition de { M.} et {p.}, il existe
un nombre ordinal » tel qu’on ait Ha,, 8, = Hea, ¢/ €t ¢, @) = @p@@). 1l
en résulte en vertu de la définition de M, qu'on a Hy,, 8, ¢ (M.) =+=0
ou Hs, & (M,)=0. Or, comme nous avons @(M,) p(R—M.) =0 et
M, M = 0, nous avons Ha, ¢/—@(H) == 0.

En outre, d’aprés la définition de Ha, ¢/, nous avons Ha, ¢ —@p(M) = 0,
ce qui donne une contradiction. C.Q.F.D.

8§ 6. Ensembles de LUSIN.

M. N. LUusIN(®? 3 introduit a 1’aide de I’hypothése du continu une
classe d’ensembles de points pour déduire l’existence des fonctions
jouissant de la propriété de BAIRE, sans étre représentables analytique-
ment. Les ensembles de cette classe ont été appelés par M. W.
SIERPINSKI les ensembles de LUSIN. En outre M. W. SIERPINSKI‘Z) a
introduit dans la théorie de la mesure une classe d’ensembles de pomts
(ensembles jouissant. de la propriété (S)) qui correspondent aux en-
sembles de LusiIN. Comme on sait, les ensembles des deux classes
jouent un réle tres important dans la théorie des ensembles de points.
Nous considérons ici une classe d’ensembles de points qui correspondent
aux ensembles des deux classes ci-dessus. Nous donnerons d’abord la
définition. '

26. L’ensemble de LUSIN. Nous appellerons dans un espace
quelconque R un ensemble de LUSIN un ensemble non mince qui admet
un ensemble au plus dénombrable de points communs avec tout en-
semble mince de R. Dans un espace non mince R de la classe (B) tout
sous-ensemble mince est une partie d’un ensemble mince mesurable
(B), et la famille de tous les ‘ensembles minces mesurables (B) de R
est au plus de la pulssance 2750 , par suite, on peut démontrer l’exis-
tence des ensembles de LUSIN dans chaque sous-ensemble non mince
de R, de méme que M. N. LusIN a fait dans Comptes Rendus t. 158

(1) C.R. Acad. Sci. Paris, t. 168 (1914), p. 12568-1251.
(2) Fund. Math., t. 5 (1924), p. 177-187.
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(1914), p. 1258-1261, en faisant appel a I’hypothése du continu. Done,

Proposition 11. Dans chaque sous-ensemble non mince d’un espace
non mince de la classe (B), il existe des ensembles de LUSIN.

- 27. La puissance des ensembles de LUSIN. On peut déterminer
la puissance d’un ensemble de LUSIN dans quelques espaces, en admet-
tant I’hypothése du continu.

Proposition 12. Dans un espace non mince R de la classe (B)
qut ne contient aucun point mon mince, un ensemble de LUSIN est de
la puissance 2%°. |
~ Dé5monstration. Nous établissons d’abord que R ‘peut étre re-
présenté comme la somme de tout au plus 2¥° ensembles minces.
Supposons par impossible que ce n’en est pas ainsi. Nous définirons
la suite transfinie { N.} (a < w2) des ensembles minces mesurables (B).
Pour cela, rangeons tous les points de R en une suite transfinie du
type quelconque {z.} (@ <o) et posons N;=r*(x;). Etant donné
un nombre ordinal quelconque ¢ compris entre 1 et w2, ’ensemble
R _E‘EaNa est non vide. Soit xf{ le premier point de {z.} contenu

dans R ——5‘: N.. Posons alors N: = v*(x{). La suite transfinie {N,}

(e < w2) se trouve ainsi définie.

Les ensembles N, sont mesurables (B) et differents I’un de 1’autre,
et la suite transfinie { N.) est de la puissance supérieure a 2%, en
admettant I’hypotheése du continu. C’est incompatible avec la condi-
tion VI. ‘ ' o '

Soient { E.) (a < @) des énsembles minces tels qu’on ait R = 2‘. E,

aly
et ¥ un ensemble de LUSIN. On a alors £ = X~ E E,, et les ensembles
EFE, est au plus dénombrable. Il en résulte a ’aide de I’hypothése

du continu que E est de la puissance 2. C.Q.F.D.

28. La propriéte de LEBESGUE. Soit R un espace de la classe
(B) dont tous les points sont minces. Il existe alors dans tout sous-
ensemble non mince de R un ensemble de LUSIN, en admettant 1’hypo-
thése du continu. Or, comme tous les points de R sont minces, tout
sous-ensemble non mince de R contient un ensemble qui ne jouit pas
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de la propriété de LEBESGUE, en admettant 1’hypothése du continu.
Done,

Proposition 13. Soient R un espace de la classe (B) dont tous
les points sont minces et E un sous-ensemble non mince de R. Il existe
alors dans E un ensemble de LUSIN, qui ne jouit pas de la propriete
de LEBESGUE. |

Or, tout sous-ensemble non mince de R contient un sous-ensemble
non mince dont les étendues intérieures sont minces. Il existe donec
dans un sous-ensemble non mince £ de R un ensemble de LUsSIN N
dont les étendues intérieures sont minces, en admettant ’hypothése
du continu. Alors aucun des sous-ensembles non dénombrables de N
ne jouit pas de la propriété de LEBESGUE, c’est-a-dire,

Propositionn 14. Soitent R un espace de la classe (B) dont tous
les points sont minces et E un sous-ensemble non mince de R. 1II
existe alors dans R un ensemble dont aucun sous-ensemble non dénom-
brable ne jouit de la propriété de LEBESGUE.

29. Une application de la proposition 14. Soit B un espace
non mince de la classe (B*) dont tous les points sont minces. Alors;
d’aprés la proposition 14, il existe dans R un ensemble non mince N
dont aucun sous-ensemble non dénombrable n’est mince. Or, lorsque
R ne jouit pas de la propriété d’EGOROFF, il existe une suite conver-
gente {@,@®)} (n=1, 2, .. :) des fonctionnelles définies dans N, telle
que la suite {@.(¥)} ne converge pas uniformément sur aucun sous-
ensemble non mince, et par suite non dénombrable de N. Donc,

Proposition 15. Soit R un espace non mince de la classe (B*)
qut ne jouit pas de la propriété d’ EGOROFF et qui tous les points de
R sont minces. Il existe un sous-ensemble mon mince N de R et une
suite convergent ‘{% @) m=1,2, ...) des fonctionnelles définies dans
N, telle que {p,®x)} me converge uniformément aucun sous-ensemble
non-dénombrable de N©,

(1) W. SIERPINSKI, C.R. Soec. Sc. et Lettres. Varsovie, 1928, p. 84-87.



Sur les Notions de la Catégorie et de la Mesure 176

30. Condition .pour qu’un ensemble soit de LUSIN. On peut
déduire a I'aide de la propriété de FRECHET des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’un ensemble soit de LUSIN. Nous donnerons
dans ce numéro une des conditions.

Proposition 16. Soit R un espace de la classe (B*) qui jouit de
la p'ropr'iété‘ de FRECHET. Pour qu’un sous-ensemble N de R soit de
LUSIN, il faut et il suffit que N remplit la condition suivante: Pour
tout espace R* de la classe (B*), dont tous les points sont minces et
qui me jouit pas de la propriété d’ EGOROFF, et pour toute transforma-
tion univoque @) de R en sous-ensemble de R*, ayant la proprieté
de LEBESGUE sur R, U’ensemble @(N) est mince.

Démonstration. La condition est nécessaire. Comme R* ne jouit pas
de la propriété d’EGOROFF, il existe une famille (M. .} (k,n=1,2,...)
des sous-ensembles de R, qui jouissent de la propriété de LEBESGUE et
qui satisfont aux conditions (A)—(C) du théoréme 7. Alors,

Niw=Ens (0@ ev* Mr.n)} *k,n=1,2,...)

jouissent de la propriété de LEBESGUE. Posons

H= X 3 (Nea—Nimi) + 3 I Niow + 3 (B— 2 Nia)

k=1 n=1 k=1 n=1

Ng,= (R—H)Ngn -
On voit aisément que
1° N2 >Nt (e,n=1,2,...) et n]ZN;:,. —0(k=12,...),
2° X Ng,= R-—H *k=1,2,...),

k=1

3° 9H)~O0.
Soit N un sous-ensemble de LusIN de R. Distinguons deux cas.

PREMIER cAs. R—H~0. Comme nous avons @(N) = c?(N——H)
+P(NH)~P(N—H) et comme N—H est au plus dénombrable, @&(N)
est mince.

DEUXIEME CAS. R—H non ~0. Il est évident que R—H jouit de
la propriété de LEBESGUE. Soit M un ensemble non mince de R—H,
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qui jouit de la propriété de LEBESGUE, nous definirons sur M la suite
(F,@)} (n =1, 2, ...) des fonctionnelles qui satisfont a la condition

M Ny, = Ens {Fn(x) g%} .

Alors, les fonctionnelles F,(x) jouissent de la propriété de LEBESGUE
sur M et convergent vers zéro partout sur M. Or, comme R jouit de
1a propriété de FRECHET, il existe dans M un ensemble non mince Hys
qui jouit de la prbpriété de LEBESGUE et sur lequelle {F, (x)} converge
‘uniformément. Il existe donc une suite {7z} (k=1, 2, ...) de

nombres naturels telle qu’on ait F (x) ( }c pour 7z =my; sur Hu, ce

qui donne N "kHM—- 0. Donc, nous avons Huy R_Jf Nk —_— Par

suite, nous avons @(Hu) < R— ) *(Mk n)~0, c’est-a-dire, @(Hu) est.
mince. Il en résulte que, quel que soit ’ensemble non mince M con-
tenu dans R—H et jouissant de la propriété de LEBESGUE, il existe
dans un ensemble non mince H)s ayant la propriété de LEBESGUE, tel
qu’'on ait @(Ham)~0. Maintenant désignons par & la .famille de tous
les ensembles Has ou M parcourt tous les ensembles non minces contenu
dans R—H et jouissant de la propriété de LEBESGUE. Alors d’aprés
les lemmes B et C, on peut choisir parmi § au plus une infinité
dénombrable des ensembles Hyy, (kK =1,2, ...), tels qu’on ait

R——H~k§1HMk et Hy Hwu,~0 (pour k==F¥).

Alors, comme N {(R—H )—k.i Hy,} est au plus dénombrable, nous

avons
o) = OWN H) + O{N (R—H)— 3 Hu,}} + 5 O(N Hu,)~0 ,

c’est-a-dire, @(IN) est mince.

La condition est suffisante. Nous donnerons la démonstration en
faisant appel a I’hypothése du continu. Soit N ‘un ensemble de R qui
admet un ensemble non dénombrable de points communs avec un en-
semble non mince E de R. Sans restreindre la généralité, on peut
supposer que la puissance de E est 2%, en admettant ’hypothese du
continu. Or, d’aprés la proposition 7, il existe dans R* un ensemble
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non mince M de la puissance 2%, Soient @(x) une correspondence

biunivoque ponctuelle entre NE et M, et xo un point de R*.
Maintenant, nous définirons a 1’aide de @(x) une transformation

ponctuelle @) de R en un sous-ensemble de R*, comme il suit,,

@(x) pour xeNE
D(x) =
o pour xeNE .

Comme on voit, @@) jouit de la propriété de LEBESGUE sur R et &(N)
est non mince. Done, la condition donnée est suffisante. C. Q. F.D.

31. Condition pour qu’un ensemble soit de LUSIN (suite).
Nous avons donné dans un espace R ayant la propriété de FRECHET
une condition pour qu’un sous-ensemble de R soit de LUSIN. Ici nous
nous proposons de chercher une pareille condition dans le cas ou I’espace
ne jouit pas de la pfopriété de FRECHET. Pour cela, nous donnerons
une définition sur des fonctionnelles. Soit @) une transformation
ﬁnivoque ponctuelle d’un sous-ensemble F d’un espace R en un sous-
ensemble d’un espace R* et jouissant de la propriété de LEBESGUE
sur E. Nous dirons que @) est continue sur E, lorsque nous avons
Iim »*(P(E,) )~0, quelle que soit la suite décroissante {E,} (n =1, 2, ...)

700

des ensembles mesurables (B) de R qui satisfont a IZ E, =0.

Proposition 17. Soit R un espace de la classe (B*) qui ne jouit
pas de la propriéte d’ EGOROFF. Pour qu'un sous-ensemble E de R sott
de LUSIN, il faut et il suffit que E rempli la condition suivante: quel
que soient R* un espace de la classe (B*) jouissant de la proprieté de
FRECHET ou tous les points sont minces et P(x) une transformation
continue sur R telle que U'image &(R) est contenu dans R*, I’ensemble
O(FE) est mince.

Nous donnerons ici une démonstration a I’aide de I'hypothése du
continu. '

La condition est nécessaire. Comme R ne jouit pas de la propriété
d’EGOROFF. Il existe une famille {My. .} (k, n =1, 2, ...) des ensem-
bles ayant de la propriété de LEBESGUE, qui satisfait aux conditions
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(A)—(C) du théoréme 7, et en particulier R —;:IMk n et I[ M =
k=1,2,...).

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que les ensembles
M, . sont mesurables (B). En effet, nous définirons d’abord. les ensem-
bles (B) Cyn (b, n=1,2, ...) comme il suit,

Cr.1 = v*(CMy,1) , |
Chun = 7*(Z.Ces+CMin)  (n22),
b

et posons Ny, » = R—Ci,,. Alors, N;, est I’ensemble mesurable (B)
équivalent a M, , et satisfait aux conditions demandées.

Maintenant, nous définirons les ensembles {Ni,) (k,n=1,2,...),
comme il suit ' ‘

Niin ~ v(#(Nk,w))
len > w(Nk-")+Nl;fn+1 s

d’aprés la continuité de &(x), les ensembles I°I° NF, (k=1,2,...) sont
minces. Il en résulte en vertu du lemme C qu’il existe une suite
{me} k=1, 2, ...) de nombres naturels, telle qu’on ait hm Niu, ~0.
Pour un nombre naturel N , considérons Zy = R*— k“ Nk ng Comme
on a ZN D(Ng, ,,k) =0 (k=N), on a @ NZN)Ni,n, =0, ce qui donne

R AN <R-—. Nk ne+ Par conséquent, (p“l(ZN) et par suite @~ 1( “sz)
est mince. De plus, il est evident que R*— N“ Zxn est mince. Mam-’

tenant, soit £ un ensemble de Lusin dans R et considérons
AE) = 0EOE Zx)) + O(E—0F 7).

Comme FE @- 1( ZN) est au plus dénombrable, @{E ¢~ 1( ZN)} est
aussi au plus dénombrable, et puisque Q(E—&~ Y "ZN)) est un sous-
ensemble de R—N‘ Zn, cet ensemble est aussi mince. Il en résulte
que &(E) est mince. On peut déduire que la condition donnée est
necéssaire de méme que nous avons fait dans le cas de la proposition
16.
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Remarque. Soit R un espace de la classe (B*) dont tous les point
sont minces. Désignons par ¥ la famille de tous les sous-ensembles
non minces mesurables (B) ayant de la propriété de FRECHET. Comme
un espace de la classe (B*) est de la classe (U*), comme on voit, il
existe une suite {E,} (n =1, 2, ...) d’ensembles de &, telle qu’on ait
tout ensemble de F est contenu dans :‘o' FE, sauf un ensemble mince.

n-1

Or, si R—ZlEn ‘est non mince, cet ensemble ne jouit pas de la pro-
n-

priété d’EGOROFF. Done, il ne peut y avoir lieu que les trois cas
suivants,
- 1° R ne jouit pas de la propriété d’EGOROFF.
2° R jouit de la propriété de FRECHET.
3° R est la somme des deux parties telles que 'une jouit de la
propriété de FRECHET et ’autre ne jouit pas de la propriété d’EGOROFF.
Par suite, d’aprés les propositions 16, et 17, on peut donner dans tous

les cas une condition nécessaire et suffisante, pour que un sous-ensem-
ble de R soit de LUSIN.

32. Famille d’ensembles presqué disjoints. On peut établir une
proposition sur ensembles presque disjoints®” analogue a celle proposé
par M. W. SIERPINSKI dans FUNDAMENTA MATHEMATICAE t. 13, p. 195.

Proposition 18. Soient R un espace de la classe (B*) dont tous
les points sont minces et E un sous-ensemble mon mince de R. Il
existe dans E 2° (o ¢ = 2%°) ensembles qui ont les étendues extérieures
equivalentes a v*(E) et qui n’ont deux o deux qu’un ensemble au plus
denombrable de points communs.

Nous démontrerons cette proposition en faisant appel & ’hypothése
du continu. Comme on voit, il existe dans £ un ensemble N de LUSIN
tel qu’on ait v*(E) ~ ,*(N). Soit H un ensemble non mince contenu
dans v*(E) et jouissant de la propriété de LEBESGUE. Comme HN est
de la puissance 2™, en admettant I’hypothése de continu, il existe une
famille §xz de puissance 2° de sous-ensembles de puissance 25 de HN,
telle que deux ensembles differents de la famille Fx ont toujours un

(1) W. SIERPINSKI, Monatshefte fir Math. u. Phys., t 35 (1928), p. 239-242.
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ensemble au plus dénombrable de points communs. Comme les ensem-
bles de ¥z sont de LUSIN, ils sont non minces.

On ‘peut done démontrer qu’il existe une famille @y de puissance
2° de sous-ensembles de HN, tels qu’on ait

1° deux ensembles différents de ®x ont toujours un ensemble au
plus dénombrable de points communs, ' '

20  tout ensemble de Gz a méme étendues extérieures.

Nous désignons par F'gz une étendue extérieure d’ensembles de Gz,
comme nous 1’avons exposé dans la démonstration de la proposition 5. Soit
(B} (a<g, & =2°) une suite transfinie formée tous les ensembles
différents de ®@g. Or, un espéce de la classe (B*) est de la classe (U*),
il existe donc en vertu de lemme B au plus dénombrable d’ensembles non
minces {H,) (n =1, 2, ...) ayant la propriété de LEBESGUE, tels ‘qu’on
ait v*(&) ~§'1H,, et H,H, ~0 pour n==n'. Posons F® =1§'1E§‘}‘L
{a < @). Les étendues extérieures de F. sont équivalentes a v¥F) et
deux ensembles F'® et F®, ou «==8, ont un sous-ensemble mince de
N et par suite au plus dénombrable de points communs, c’est-a-dire,
les ensembles F'® sont des demandes dans la proposition 18.

C.Q.F.D.
Sapporo, le 26 Octobre 1935.



