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INTRODUCTION

On peut trouver dans la th\’eorie des ensembles de points deux
notions–la cat\’egorie et la mesure-qui d\’eterminent comment un sous-
ensemble d’un espace $R$ de quelques dimensions est \’etendu Sur $R$ .
Bien que la notion de la cat\’egorie soit d\’efinie topologiquement et celle
de la mesure soit d\’efinie m\’etriquement, il $y$ a beaucoup de propri\’et\’es
analogues entre les deux notions. Comme on sait, cette analogie est
attribuable \‘a la ressemblance entre des propri\’et\’es d’ensembles de la.
premi\’ere cat\’egorie et de la mesure nulle. S’il en est ainsi, on peut
poser le probl\’eme: quelle construction les notions de la cat\’egorie et
de la mesure font-elles au point de vue de la ressemblance entre des
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propri\’et\’es d’ensembles de la premiere cat\’egorie et de la mesure nulle ?
M. W. SIERPIN’SKI a \’enonc\’e dans son ouvrage c\’el\‘ebre ,, HYPOTHEsE $DU$

CONTINU(1) “ un th\’eor\’eme fondamenta1 sur la dualit\’e entre la premi\’ere

cat\’egorie et la mesure nulle en faisant appel \‘a l’hypothese du continu,

et a donn\’e beaucoup d’applications int\’eressantes. Ici, nous allons ex-
poser les constructions des deux notions ci-dessus d’une mani\’ere descrip-

tive. Pour cela, nous introduirons dans la suite la notion d’ensemble
mince, c’est ee qui correspond \‘a celle d’ensemble de la premi\’ere

cat\’egorie dans la th\’eorie de la cat\’egorie et \‘a eelle d’ensemble de la

mesure nulle dans la th\’eorie de la mesure. Et consid\’erons des espaees

ou sont d\’efinies les notions d’ensembles minces et d’ensembles mesu-
rables (B). Mais, nous ne devons faire aucune supposition sur la d\’eriva-

tion de sous-ensembles d’un espace, puisque la d\’erivation ne joue pas

un r\^ole essentiel dans notre cas. M. E. SZPILRAJN a trait\’e pour la
premi\’ere fois dans sons m\’emoire ,, Sur certains invariants de l’op\’era-

tion $(A)^{(4)}$
“ des espaees de m\^eme esp\’ece que nous consid\’ererons dans

la suite.
Or, on peut distinguer dans la th\’eorie de la cat6gorie les notions

absolues (par rapport \‘a l’espaee) et les notions $relat\dot{w}$es (par rapport

au sous-ensemble de l’espace), et en correspondant \‘a cette distinction.
il $y$ a dans la th\’eorie de la mesure la th\’eorie de M. H. LEBESGUE(5) et

celle de M. C. CARATHEODORY. On doit donc distinguer les notions
absolues et les notions relatives sur les constructions des deux notions
ci-dessus. Or, comme on peut introduire les notions relatives selon

les notions absolues, nous allons \’etudier en premier lieu les notions
absolues sur les constructions des deux notions ci-dessus, et nous avons
laiss\’e l’exposition des notions relatives pour un autre m\’emoire.

Notre pr\’esent m\’emoire se divise en deux parties, l’une contient
les cons\’equences sur l’analogie entre les deux notions ci-dessus, et

(1) Pour la simplicit\’e, nous d\’esignerons dans la suite par H. $d$ . C. cette ouvrage.
(2) W. $SIERPI\acute{N}$SKI, H. $d$ . C., p. 77, Proposition $C_{25}$ .
$’(3)$ M. A. DENJOY a employ\’e la terminologie ,, ensemble mince “ a quelque autre

$sen8$ . Voir $p$ . ex. Journal de Math., ser. 7, t. 1 (1915), p. 105-240.
\langle 4) E. SZPILRAJN, Fund. Math., t. 21 (1933), p. 229-235.
\langle 5) H. LEBESGUE, Ann. $d$ . Matem., Ser. 3, t. 7 (1902). p. 231-359.
\langle 6) C. CARATHEODORY, $G6tt$ . Nachr., Jg. 1914, p. 404-426.
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l’autre contient les r\’esultats sur les propri\’et\’es caract\’eriStiques des deux
notions au point de vue du th\’eoreme $d’ EGOROFF^{(1)}$ sur une suite conver $\cdot$

gente $de$ fonctions mesurables (au sens de LEBESGUE).

Je tiens \‘a remercier, en terminant, Professeurs, MM. K. KUNUGUI
et Y. YOSIDA des pr\’ecieux conseils et du concours qu’ils $m’ ont$ pr\^et\’e
a r\’ediger ce m\’emoire.

CHAPITRE I

ESPACES DE LA CLASSE $(S^{*})$ .

1. Ensembles minces et mesurables (B). Nous entendrons dans
la suite par un espace $R$ un ensemble d’\’el\’ements quelconques dans
lequel sont introduites les notions d’\^etre mince et mesurable (B), telles
que Ies sous-ensembles minces satisfont aux conditions suivantes:

I. Tous les sous-ensembles d’un ensemble mince contenu dans $R$

sont minces. En particulier, l’ensemble vide est mince.
II. La somme d’un nombre fini ou d’une infinit\’e d\’enombrable

d’ensembles minces contenus dans $R$ est mince.
De plus, pour la simplicit\’e nous d\’esignons la famille de tous les

ensembles minces contenus dans $R$ par $\mathfrak{M}(R)$ ou $\mathfrak{M}$ , et la famille de
tous les ensembles mesurables (B) contenus dans $R$ Par $\mathfrak{B}(R)$ ou $\mathfrak{B}$ .
Enfln, en conservant la terminologie de la th\’eorie de la mesure, nous
d\’efinirons la notion ,, presque partout “ comme il suit: lorsqu’ une
Proposition $P$ est vraie sur tous les points d’un ensemble $E$ sauf les
$p3ints$ formant un sous-ensemble minee de $E$, nous dirons que la pro-
position $P$ est vraie presque partout sur l’ensemble $E$.

\S 1. La propri\’et\’e de Lebesgue sur les ensembles.

2. ’quivalence des ensembles. Nous d\’efinirons la notion l’\’equ\ddagger -

valence des ensembles en utilisant eelle d’ensembles minces. Consi-
d\’erons une famille $\mathfrak{F}$ des sous-ensembles de $R$ . Lorsque pour deux
sous-ensembles $E$ et $F$ de $R$ , on a

(1) D. TH. EGOROFF, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 152 (1911), p. 244-246.
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$[M\epsilon \mathfrak{F}]\rightarrow[(ME\epsilon \mathfrak{M}(R))\infty(MF\epsilon \mathfrak{M}(R))]^{(1)}$ ,

on dit que $E$ et $F$ sont \’equivalents par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ et l’on \’ecrit

$E\sim F$ (rel $\mathfrak{F}$) ou $F\sim E$ (rel $\mathfrak{F}$).

Maintenant, on voit bien que l’\’equivalence par rapport \‘a $\mathfrak{F}$ jouit
des trois propri\’et\’es suivantes.

1o $E\sim E$ (rel $\mathfrak{F}$).
$2^{o}$ [$E\sim F$ (rel $\mathfrak{F})$] $\rightarrow$ [$F\sim E$ (rel $\mathfrak{F})$].
$3^{o}$ { $[E\sim F$ (rel $\mathfrak{F}$)$]$ & $[F\sim G$ (rel $\mathfrak{F})]$ } $\rightarrow$ [$E\sim G$ (rel $\mathfrak{F})$].

De plus, lorsque pour la famille $\mathfrak{S}$ de tous les ensembles de $R$ , on a
$E\sim F$ (rel $\mathfrak{S}$), on dit que $E$ et $F$ sont \’equivalents et l’on \’ecrit

$E\sim F$ ou $F\sim E$ .
Quelquefois, lorsque deux ensembles $E$ et $F$ ne sont pas \’equivalents,

nous d\’esignons ce fait par $E$ non $\sim F$ ou $F$ non $\sim E$.
De cette d\’efinition, on peut d\’eduire facilement les cons\’equences

suivantes.
1o Pour qu’un ensemble $E$ de $R$ soit mince, il faut et il suffit

que l’on ait $E\sim O$ .
$2^{o}$ Pour que deux ensembles $E$ et $F$ de $R$ soient \’equivalents,

il faut et il suffit que l’on ait $(E+F)-EF\sim O$ .
3. \’Etendues ext\’erieures et int\’erieures. Propriet\’e de LEBESGUE.
En utilisant la notion $de$ l’\’equivalence que nous avons d\’efinie tout-a-

l’heure, introduisons une notion qui correspond a la propri\’et\’e de BAIRE(2)

dans la th\’eorie de la cat\’egorie, et qui cerrespond \‘a la mesurabilit\’e

au sens de LEBESGUE dans la th\’eorie de la mesure. Pour cela il est
utile $de$ d\’efinir d’abord les \’etendues ext\’erieures et int\’erieures qui cor-
respondent ,, der massgleichen H\"ulle ‘ ‘ et ,, dem massgleichen Kem ‘ ‘ (3)

dans la th\’eorie $de$ la mesure. Il $para^{\wedge}1t$ que des notions correspondantes

(1) Nous emploierons dans la suite les symbols logiques au sens comme il suit: &:
et, $\rightarrow$ : implication, $\infty$ : \’equivalence.

(2) Voir $p$ . ex., C. KURATOWSKI, Topologie, $t$ . $I$ , 1934, p. 49.
(3) Voir $p$ . ex., C. CARATHEODORY, Vorlesungen \"uber reelle Funktionen, 1921,

Chap. V.
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\‘a celles des \’etendues ext\’erieures et int\’erieures ne soient pas beaucoup
employ\’ees dans la th\’eorie de la cat\’ogorie. Or, nous constatons que les
d\’emonstrations des th\’eoremes dans cette th\’eorie seront simplifi\’ees en
utilisant ces notions. Voici leurs d\’efinitions. S’il existe pour un sous-
ensemble $E$ de $R$ un ensemble mesurable (B) $H$ tel qu’on ait

$E\sim H$ $($rel $\mathfrak{B}_{C})^{\langle 1)}$ ,

nous dirons que $H$ est une \’etendue ext\’erieure de $E$. Lorsqu’il $y$ a une
et\’endue ext\’erieure de $E$, et lorsque les deux ensembles mesurables $(B)$

$H_{i}(i=1,2)$ sont les \’etendues ext\’erieures de $E$, d’apr\’es la d\’efinition de
l’\’equivalence, on a $E-H_{i}\sim 0(i=1,2)$ . Or, comme on a $E\sim H_{j}$ (rel $\mathfrak{B}_{C}$)

$(j=1,2)$ , nous avons $H_{J}-H_{1}\sim 0(i, j=1,2)$ , et par suite $H_{1}\sim H_{2}$ ,

c’est-\‘a-dire, les \’etendues ext\’erieures de $E$ sont \’equivalents les unes
aux autres. C’est pour cela qu’on peut d\’esigner sans ambiguit\’e une
quelconque des \’etendues ext\’erieures de $E$ par $\nu^{*}(E)$ . De m\^eme, lors-
qu’il existe, pour un sous-ensemble $E$ de $R$ , un ensemble mesurable
$(B)H$ tel que

$R-E\sim R-H$ (rel B) ,

nous dirons que $H$ est une \’etendue int\’erieure de $E$. Pour la m\^eme

raison que nous avons expos\’e plus haut, on peut d\’esigner une quel-
conque des \’etendues int\’erieures de $E$ par $\nu_{*}(E)$ sans ambiguit\’e.

Ainsi, s’il existe pour un sous-ensemble $E$ de $R$ , son \’etendue

ext\’erieure et int\’erieure et on a $\nu^{*}(E)\sim\nu_{*}(E)$ , on dit que $E$ jouit de
la propri\’et\’e de LEBESGUE. Lorsqu’un sous-ensemble $E$ de $R$ jouit de
la propri\’et\’e de LEBESGUE, d’apr\‘es

$(E+\nu^{*}(E))-E\nu^{*}(E)C\langle E-\nu^{*}(E)\rangle+\{\nu^{*}\langle E)-\nu_{*}(E)\}$
,

nous avons $E\sim\nu^{*}(E)$ , c’est-\‘a-dire, $E$ est \’equivalent \‘a un sous-ensemble
mesurable $(B)$ de $R$ .

R\’eciproquement, si $E$ est \’equivalent \‘a l’ensemble mesurable $(B)$

$H$, d’apr\’es $E\sim H$ (rel $\mathfrak{B}$ ) et $\mathfrak{B}_{C}C\mathfrak{S}$ , on a $\nu^{*}(E)\sim H$. De m\^eme, on

(1) Nous designons par $\mathfrak{B}_{C}(R)$ ou $\mathfrak{B}_{C}$ la famille des ensembles compl\’ementaires
mesurables $(B)$ .
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voit que $\nu_{*}(E)\sim H$. Par cons\’equent, nous avons $\nu^{*}(E)\sim\nu_{*}(E)$ , c’est-
\‘a-dire $E$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Donc,

$Th4or\dot{e}$me 1. Pour qu’un sous-ensemble $E$ de $R$ jouisse de la
propri\’et\’e de LEBESGUE, il faut et il suffit que $E$ soit \’equivalent \’a un
ensemble mesicrable $(B)$ de $R$ .

Remarque. D’apres ee th\’eoreme, on voit ais\’ement qu$e$ l’espace
$R$ en soi et tous les sous-ensembles mesurables $(B)$ de $R$ jouissent de
la propri\’et\’e de LEBESGUE.

4. Sommes et produits des ensembles. Sans qu’on suppose
l’additivit\’e et la multiplicativit\’e sur les ensembles mesurables $(B)$ de
$R$ , gr\^ace \‘a l’existenoe des \’etendues ext\’erieures et int6rieures des sous-
ensembles de $R$ , on peut d\’eduire l’additivit6 et la multiplicativit\’e des
ensembles jouissant de la propri\’et6 de LEBESGUE, c’est-\‘a-dire,

Th\’eor\’eme 2. 1o Etant donn\’e des sous-ensembles $E_{n}(n=1,2, \ldots)$

et $\Sigma E_{n}$ de $R$ , s’il existe leurs \’etendues ext\’erieures $\nu^{*}(E_{n})(n=1,2, \ldots)$

$ et\nu^{*}n-1(_{\sim^{\nabla} ,n-1}E_{n})\infty$ , on a

(1) $\nu^{*}(\underline{v}E_{n})_{\sim^{\nabla}}\sim\nu^{*}(E_{n})n-1n-1\infty\infty$ (rel $\mathfrak{B}_{C}$),

et de plus, si $n-1\sim^{v_{\nu^{*}}}\infty(E_{n})$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE, nous avons

(2) $\nu^{*}(\sim^{\nabla}E_{n})_{\sim^{\nabla}}\sim\nu^{*}(E_{n})n-1n-1\infty\infty$

Puis, si $E_{n}(n=1,2, \ldots)$ jouissent de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$

et s’il existe une \’etendue int\’erieure de $n\rightarrow 1n-1\wedge^{\backslash }\infty\infty E_{n’\sim^{s}}E_{n}$ jouit aussi de la
propri\’et\’e de LEBESGUE.

$2^{o}$ Etant donn\’e des sous-ensembles $E_{n}(n=1,2, \ldots)$ et $\prod_{n-1}^{\infty}E_{n}$ de
$R$ , s’il existe leurs \’etendues int\’erieures $\nu_{*}(E_{n})(n=1,2, \ldots)$ et
$\nu_{*}(\prod_{n-1}^{\infty}E_{n})$ , nous avons

$c_{\nu_{*}}(\prod_{n-1}^{\infty}E_{n})\sim C\prod_{n-1}^{\infty}\nu_{*}(E_{n})$ (rel B),

et de plus, si $\prod_{n-1}^{\infty}\nu_{*}(E_{n})$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$, nous avons

$\nu_{\$\epsilon}(\underline{II}E_{n})\sim\underline{II}\nu_{*}n1n1\infty\infty(E_{n})$ .
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Puis, si $E_{n}(n=1,2, \ldots)$ jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE
et s’il existe une \’etendue ext\’erieure de $\prod_{n-1}^{\infty}E_{n},$ $ n1\underline{II}E_{n}\infty$ iouit aussi de la
propri\’et\’e de LEBESG $UE$.

D\’emonstration. Puisque la deuxi\’eme partie $du$ th\’eoreme peut
\^etre d\’emontr\’e d’une fagon analogue, nous n’en d\’emontrerons que la
premiere partie. Commen\caons par la d\’emonstration de l’\’egalit\’e (1).

i). Si l’on a $[(M\epsilon \mathfrak{B})\&(_{\wedge^{\backslash \urcorner}}E_{n}-M\sim O)]\infty$ , on a $E_{n}-M\sim O$ . Donc,
n-l

nous avons $\nu^{*}(E_{n})_{\urcorner}M\sim 0$ , d’ou $n-1\sim^{v_{\nu}*}(E_{n})-M\sim O$ , c’est-a-dire,

(3) $[(M\epsilon \mathfrak{B})\&t_{n-1}^{\infty}\sim^{\nabla}E_{n}-M\sim 0)]\rightarrow[\wedge^{\backslash }\nu^{*}n-1\infty(E_{n})-M\sim O]$ .
ii). Si l’on a $[(M\epsilon \mathfrak{B})\&(_{\wedge^{\backslash _{\nu^{*}}} ,n-1}(E_{n})-M\sim O)]\infty$ , on a $\nu^{*}(E_{n})-M\sim O$ .

Donc, nous avons $E_{n}-M\sim O$ , d’ou $ n-\backslash ^{\urcorner}-1E_{n}-M\sim O\infty$ , c’est-a-dire,

(4) $[(M\epsilon \mathfrak{B})\&(\sim\backslash n-1\infty\nu^{*}(E_{n})-M\sim 0)]\rightarrow[_{\sim,n-1}\backslash \urcorner E_{n}-M\sim O]\infty$ .
$I1\infty$ en r\’esulte en vertu des (3) et (4) que $\nu^{*}t_{n-1}^{\infty}-\backslash E_{n}$ ) est \’equivalent a
$n-1\wedge^{\backslash _{\nu^{*}}}\urcorner(E_{n})$ par rapport \‘a $\mathfrak{B}_{C}$ .

Puis, nous d\’emontrerons 1’6galit\’e (2). Comme $\sim^{\sigma_{\nu}*}\infty(E_{n})$ jouissent
n-l

de la propri\’et\’e de LEBESGUE, il existe un sous-ensemble mesurable $(B)$

$H$ de $R$ tel qu’on ait $n-1\sim^{\nabla}\infty\nu^{*}\infty(E_{n})\sim H$. D’apr\’es (1), on a $\nu^{*}(_{\sim^{\nabla} ,n-1}E_{n})\sim H\infty$

(rel $\mathfrak{B}_{C}$), ee qui $d$onne $\nu^{*}t_{n-1}\underline{\backslash }E_{n}$) $\sim H$. Par suite nous avons $1’ 6galite(2)$ .
Enfin, nous d\’eduirons que, si $E_{n}(n=1,2, \ldots)$ jouissent de la

propri\’et\’e de LEBESGUE et s’il existe une \’etendue int\’erieure de $n-1\underline{\infty\backslash }E_{n}$ ,
$n-1\wedge^{\backslash ^{\urcorner}}\infty E_{n}$ jouit aussi de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Comme il existe une
\’etendue int\’erieure de $n\sim^{\nabla}-1\infty E_{n}$ , nous avons

$ c_{n-1}^{\infty}\sim^{\nabla}E_{n}\sim C\nu_{*}(_{\sim^{\nabla} ,n-1}E_{n})\infty$ (rel B).

Or, on a $E_{n}\sim\nu^{*}(E_{n})$ . Donc, il en suit que $\nu^{*}(E_{n})-\nu_{*}(_{\wedge^{\backslash },n-1}E_{n})\sim 0\infty$ , ce
qui donne $ E_{n}-\nu_{*}(_{\sim^{\nabla} ,n-1}E_{n})\sim 0\infty$ et par suite nous avons $n-1\wedge^{\backslash }\infty\urcorner E_{n}-\nu_{*}t_{n-1}^{\infty}\underline{\nabla}E_{n}$) $\sim 0$ .
L’ensemble $n-1\sim^{\sigma}\infty E_{n}$ jouit donc $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE. C. Q. F. D.

5. Op\’eration (A) et la propri\’et\’e de LEBESGUE. \‘A l’aide du
$th_{\vee}^{\prime}\circ or\acute{e}$me 2, on peut d\’emontrer que la famille de tous les ensembles $de$
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$R$ jouissant $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE $e$st additive et multiplicative,

ou $R$ est un espaoe dont tous les sous-ensembles ont les \’etendues

ext\’erieures et int\’erieures. Or, dans tel espace, on peut d\’eduire une
cons\’equence plus pr\’ecise comme il suit.

Th\’eor\‘eme 3. Soient $R$ un espace dont tous les sous.ensembles ont
des \’etendues ext\’erieures et int\’erieures, et $\{E_{n_{1},n_{2}}, \ldots, n_{k}\}(k, n_{k}=1,2, ..)$

un sch\‘eme de SOUSLIN tel que tous les ensembles $En_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$ $nk$ soient
eontenus dans $R$ et jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Alors,

l’ensemble $E=\sim_{\nu’ k-1}^{s}IIE_{n_{1}}\infty,$ $n_{2},$ $\ldots.nk$ jouit aussi de la propri\’et\’e de

LEBESGUE.
D\’emonstration. Puisque la famille de tous les sous-ensembles

jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE est multiplicative dans $R$ , on
peut supposer qu’on ait $En_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$

$n_{k}\supset E_{n_{1},n,.n_{k+1}}:..$, quelle que soit
la suite $(n_{1}, n_{2}, \ldots)$ de nombres naturels. Posons

$z_{m_{1}},=\prod_{k-1}^{\infty}E_{m_{1},m_{2},\ldots.m_{l},n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ .
On voit ais\’ement qu’on a

$z_{m_{1},m_{2}},$
$\ldots,$

$m\iota CEm_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $ m\iota$ ,

(5) $Z=_{n-1}\underline{\backslash \urcorner}Zm_{1},$ $m,$ $\ldots,$ $m_{l},$$ n\infty$ ,

$\sim_{\nu l\sim 1}^{\nabla}IIZm_{1},$

$m_{2}\infty,$
$\ldots,$

$m_{l}=E$ .
Or, puisque $En_{1},$ $n:’\ldots,$ $n_{k}$ jouit de la propri\’et6 de LEBESGUE et contient
$Z_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}$ , on a $\nu^{*tz_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{l}})-Em_{1},m_{2},\ldots,m_{l}\sim 0}$ d’ou, ii existe
un sous-ensemble mince $\tau_{m_{1},m_{2}},$

$\ldots,$ $mt$ de $Rte1$ qu’on ait

$\nu^{*}(z_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{l}})CEm_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$
$m_{l}+Tm_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $m_{l}$ .

Pour ces ensembles, l’ensemble $T=\sim^{\nabla}\ldots,Tm_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$$m\iota^{\langle 2)}m_{1},$
$m,,m_{l}$

est

mince, et on a
$K\equiv\frac{\nabla}{\nu}\underline{I}I\nu^{*}(Zm_{1}, ml1\infty:’\ldots, m_{l})\epsilon_{\sim_{\nu}}^{\nabla}\prod_{l-1}^{\infty}(Em_{1}, m*., \ldots, m_{l}+T)CE+T$ .

.

(1) La d\’emonstration n’est qu’une transposition de la d\’emonstration de MM. N. LUSIN
et W. SIERPINSKI’ dans Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 35-48.

(2) La sommation $\sum_{m_{1}.m_{2}.m_{l}}\ldots.$
s’\’etendant \‘a tous les systemes finis d’indices.
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Donc, nous avons $K-E\sim O$ . En outre, d’apr\’es (5), on a

(6) $\nu^{k}(z_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{l}})_{\wedge^{\backslash }}^{\infty}-’\nu^{*}(Z_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{l},n})\sim 0n-1$

et de m\^eme $\nu^{*}(E)-\wedge^{\backslash }\nu^{*}n-1\infty\urcorner(Z_{n})\sim 0$ . Or, on a

$\nu^{*}(E)-KC\{\nu^{*}(E)_{\wedge}-v_{\nu^{*}}(Z_{n})\}n-1\infty$

$+\sim^{\nabla}..,t_{\nu^{*}(z_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{l}})_{\sim^{v*}}(Zm_{1},m_{2},\ldots,m_{l},n)\rangle}m_{1},$$ m,.m\iota-\nu n-1\infty$

Donc, d’apres (6), nous avons $\nu^{*}(E)-K\sim O$ . Ainsi nous avons

$\nu^{*}(E)-EC(\nu^{*}(E)-K)+(K-E)$ ,

ce qui donne $\nu^{*}(E)-E\sim 0$ , c’est-\‘a-dire $E$ jouit de la propri\’et\’e de
LEBESGUE. C. Q. F. D.

6. Espaces de la classe $(S^{*})$ . Nous appellerons un espace de la
classe $(S^{*})$ un espace $R$ qui satisfait aux conditions suivantes.

III. Tous les sous-ensembles contenus dans $R$ ont les 6tendues
ext\’erieures et int\’ereures.

IV. $L^{r}ensemble$ compl\’ementaire de tout ensemble mesurable $(B)$

de $R$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE.
Ici, nous donnerons une condition n\’ecessaire et suffisante pour

qu’un espace $R$ soit de la classe (S’).

Th\’eor\’eme 4. Pour qu’un espace $R$ soit de la elasse $(S^{*})$ , il faut
et il suffit que $R$ satisfasse aux conditions suivantes.

(A). Pour tout sous-ensemble $E$ de $R$ , il existe un ensemble mesu-
rable $(B)H$ tel qu’on ait $E\sim H(rel\mathfrak{B})$ .

(B). $R$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE.
D\’emonstration. Nous \’etablissons d’abord quelques remarques.

S’il existe, pour un sous-ensemble $E$ de $R$ , les deux ensembles mesu-
rables $(B)H_{:}(i=1,2)$ tel qu’on ait $E\sim H_{i}$ (rel $\mathfrak{B}$) $(i=1,2)$ , nous
avons $H_{1}\sim H_{2}$ . En effet, consid\’erons des ensembles mesurables $(B)$

$K_{i}(i=1,2)$ tel qu’on ait $R-H_{i}\sim K_{i}$ (rel $\mathfrak{B}$ ) $(’=1,2)$ . Selon la d\’efini-
tion de $K_{i}$ , ona $H_{i}K_{1}\sim 0$ . Donc, d’apr\‘es $H_{i}\sim H_{j}$ (rel $\mathfrak{B}$) $(i, j=1,2)$ ,
$H_{:}K_{j}$ sont minces. D’ou, on a $H_{i}-H_{j}\sim 0$ , c’est-a-dire, $H_{1}$ et $H_{2}$ sont
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\’equivalents. C’est pour cela qu’on peut d\’esigner par $\mu(E)$ un ensemble
mesurable $(B)H$ tel qu’on ait $E\sim H$ (rel B) sans l’ambiguit\’e. Mainte-
nant, nous verrons qu on a

(7) $\mu(E)+\mu(R-E)\sim R$ ,

quel que soit l’ensemble $E$ de $R$ . En effet, posons $N=R-t_{\mu}(E)$

$+\mu(R-E)\}$ . Alors, d’apres $N_{\mu}(E)\sim O$ , on a $\mu(N)E\sim O$ ; de m\^eme, on
a $\mu(N)(R-E)\sim O$ . Par suite, nous avons $\mu(N)R\sim O$ , ee qui donne
$N_{\mu}(R)\sim O$ . Or, comme $R$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE, nous avons
$N\sim O$ , et par suite l’\’equivalenoe (7). En particulier, si $E$ jouit de la
propri\’et\’e de LEBESGUE, $E+\mu(R-E)\sim R$ .

D\’emontrons, maintenant, que la condition donn\’ee est suffisante.
Pour cela, supposons qu’un espace $R$ satisfasse aux conditions $(A)$ et
$(B)$ . La d\’emonstration se divise en trois parties.

1o Tous les sous-ensembles de $R$ ont les 6tendues ext\’erieures.
Pour cela, il suffit $de$ d\’emontrer l’\’equivalence $E\sim\mu(E)$ (rel $\mathfrak{B}_{C}$), quel
que soit le sous-ensemble $E$ de $R$ . Supposons d’abord qu’on ait
[ $(M\epsilon \mathfrak{B})$ &(\mu (E)--M\tilde O)]. D’apres $\mu(E)-M\sim O$ , on a $E_{\mu}(R-M)\sim O$ .
Or, puisque $Me$st un ensemble mesurable $(B)$ de $R$ , on a $M+\mu(R-M)\sim R$ ,
d’ou, nous avons $E\sim EM+E\mu(R-M)\sim EM$, c’est-\‘a-dire,

(8) [ $(M\epsilon \mathfrak{B})$ &(\mu (E)--M\sim O)]\rightarrow [E--M\sim O].

De m\^eme, nous avons

(9) [ $(M\epsilon \mathfrak{B})$ &(E--M\sim O)]\rightarrow [\mu (E)--M\sim O].

Donc, d’apres (8) et (9), $E$ est \’equivalent \‘a $\mu(E)$ par rapport \‘a $\mathfrak{B}$ .
$2^{o}$ L’ensemble compl\’ementaire $R-E$ d’un ensemble mesurable

$(B)E$ contenu dans $R$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Commengons
par \’etablir que nous avons $E\sim R-\mu(R-E)$ (rel B). Pour cela, sup-
posons d’abord qu on a $[(M\epsilon \mathfrak{B}) \& (ME\sim O)]$ . Selon l’\’equivalence
$E+\mu(R-E)\sim R$ , nous avons $M_{\mu}(R-E)\sim M$, d’ou

(10) [ $(M\epsilon \mathfrak{B})$ &(ME\sim O)]\rightarrow [M--\mu (R--E)\sim O].

De m\^eme, nous avons
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(11) [ $(M\epsilon \mathfrak{B})$ &(M-\mu (R-E)\sim O)]\rightarrow [ME\sim 0].

Donc, d’apres(10) et (11), $E$ est \’equivalent \‘a $M-\mu(R-E)$ par rapport
\‘a $\mathfrak{B}$ , c’est-\‘a-dire, $\mu(R-E)$ est une \’etendue int\’erieure de $R-E$. Or,

comme $\mu(R-E)$ est l’\’etendue ext\’erieure de $R-E,$ $R-E$ jouit de la
propri\’et\’e de LEBESGUE.

$3^{o}$ Tout $sous- ense\dot{m}$ble $E$ de $R$ a les \’etendues int\’erieures. Comme
$R-\mu(R-E)$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE, il exist $e$ un ensemble
mesurable $(B)H$ de $R$ tel qu’on ait $R-\mu(R-E)\sim H$. Or, puisque nous
avons $\mu(R-H)\sim R-E$ (rel B), nous avons $R-H\sim R-E$ (rel $\mathfrak{B}$), c’est-
\‘a-dire, $H$ est une \’etendue int\’erieure de $E$. Il en r\’esulte en vertu de
$1^{o}-3^{o}$ que l’espaoe $R$ est de la classe $(S^{-i^{\prime}}\rightarrow)$ . Il est clair que la condi-
tion donn\’ee est n\’ecessaire. C. Q. F. D.

\S 2. La propri\’et\’e de LEBESGUE sur les fonctionnelles.

Dans les espaoes de la classe $(S^{*})$ , on peut \’etablir des cons\’equences
int\’eressantes sur les fonctionnelles d\’efinies sur un sous-ensemble de tel
$e$space. Nous consacrons donc ce paragraphe \‘a l’\’etude des fonction-
nelles.

7. Propri\’et\’e de LEBESGUE. Nous donnerons la d\’efinition de la
propri\’et\’e de LEBESGUE sur des fonctionnelles. Soient $E$ un sous-ensemble
d’un espaoe $R$ , et $\varphi(x)$ une fonctionnelle d\’efinie sur $E$. Nous dirons
que $\varphi(x)$ jouit de la propri\’et\’e. de LEBESGUE sur $E$, si les ensembles

Ensx $\langle\phi x)\geqq r\rangle$ et Ensx $t_{\varphi}(x)\leqq r$ }

jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE, quel que soit le nombre r\’eel $r$ .
D’apres la d\’efinition, on voit facilement que

$1^{o}$ . Soient $\varphi(x)$ et $\psi(x)$ les fonctionnelles d\’efinies sur $E$ et jouissent
de la propri\’et\’e de LEBESGUE sur $E$. Les fonctionnelles

$\varphi(x)\pm\psi(x),$ $\varphi(x)\times\psi(x)$ , $\varphi(x)/\psi(x)$ (o\’u $\psi(x)\neq 0$ sur $E$)

jouissent aussi de la propri\’et\’e de LEBESGUE,

$2^{o}$ . Soit $t_{\varphi_{n}}(x)$ } $(n=1,2, \ldots)$ une suite convergente des fonction-
nelles d\’efinies sur $E$ et jouissant de la propri6t\’e de LEBESGUE sur $E$.
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La limite de la suite $\langle_{\varphi_{n}}(X)$} jouit aussi de la propri\’et\’e de LEBESGUE
sur $E$.

8. Une condition pour qu’une fonctionnelle jouisse de Ia pro $\cdot$

pri\’et\’e de LEBESGUE. Commen\caons par la d\’efinition. Soit $\varphi(x)$ une
fonctionnelle d\’efinie sur un sous-ensemble $E$ d’un espace $R$ . Nous
entendrons par l’osillation $\omega(_{\varphi}(x), E)$ de $\varphi(x)$ sur $E$ la born\’e sup\’erieure
de $|\varphi(x_{1})-\varphi(x_{2})|$ pour toutes les paires $(x_{1}, x_{2})$ de points tels qu’on ait
$x_{i}\epsilon E(i=1,2)$ . Alors, on peut d\’eduire une condition n\’eoessaire et
suffisant $e$ pour qu’une fonctionnelle jouisse de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Th\’eoreme 5. Soit $\varphi(x)$ une fonctionnelle d\’efinie sur un sous-
ensemble $E$ d’un espace R. Pour que $\varphi(x)$ jouisse de la propri\’et\’e de
LEBESGUE sur $E$, il faut et il suffit qu’on puiss $e$ choisir les ensembles
$E_{n}(n=1,2, \ldots)$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE et tels qu’on
ait $\omega(\varphi(x), E_{n})<e(n=1,2, \ldots)$ et $ E\sim_{n-1}\underline{\nabla}E_{n}\infty$ , qudque soit le nombre
positrf $e$ .

9. Th\’eoreme de M M. SAKS et $SIERPI\acute{N}$SKI. $M$ M. S. SAKS et
W. SIERPIN’SKI ont d\’emontr\’e un th\’eoreme(1) qui peut \^etre regard\’ee

comme une extension du th\’eoreme de G. VITALI sur les fonctions
mesurables (au sens de LEBESGUE). Or, ce th\’eor\‘eme est fait aussi une
extension dans notre cas.

Th\’eoreme 6. $E$ \’etant un ensemble jouissant de la propri\’et\’e

LEBESG $UE$ dans un espace $R$ de la classe $(S^{\#})$ et $\varphi(x)$ \’etant une fonction-
nelle d\’efinie dans $E$, il existe toujours une fonctionnelle $F(x)$ jouissant

de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$ sur $E$, telle que, quel que soit le nombre
positif $e$ , l’in\’egalit\’e $|\varphi(x)-F(x)|<e$ a $heu$ pour tous les points $x$ de
$E$ sauf les points formant un ensemble d’\’etendue int\’erieure minee.

Pour d\’emontrer oe th\’eoreme, nous allons d\’eduire un lemme.

Lemme. $\varphi(x)$ \’etant une fonctionnelle d\’efinie dans un ensemble $E$,

et $e$ \’etant un nombre positi,$f$, il existe toujours une fonctionnelle $F(x)$

jouissant de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$ sur $E$ et un sous-ensemble $H$

de $E,$ $tls$ qu’on ait $|\varphi$)$(x)-F(x)|<e$ sur $H$, et $\nu^{*}(E)\sim\nu^{*}(H)$ .
(1) Fund. Math., t. 11 (1928), p. 105-112.
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D\’emonstration. Sans perdre la g\’en\’eralit\’e, on peut supposer qu’on
ait $E=R$ . Posons $\Phi(x)=\epsilon E[e^{-1}\varphi(x)]$ ou $E[t]$ d\’esigne le plus petit
nombre entier $\geqq t$ . Nous aurons \’evidemment

(12) $0\leqq\varphi(x)-\Phi(x)<e$ sur $R$ .
Maintenant, puisque l’ensemble des valeurs de $\Phi(x)$ est au plus d\’enom-
brable, d\’esignons ces valeurs de $\Phi(x)$ par $y_{n}(n=1,2, \ldots)$ et posons
$E_{n}=Ensx(\Phi(x)=y_{n})(n=1,2, \ldots)$ . Nous d\’efinirons par l’induction
les ensembles $M_{n}(n=1,2, \ldots)$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE,

comme il suit.
Tout d’abord, posons $M_{1}=\nu^{*}(E_{1})$ . Maintenant soit $n$ un nombre

naturel $>1$ et supposons que nous ayons d\’ej\‘a d\’efini les ensembles
$M_{k}(k=1,2, \ldots, n-1)$ . Nous d\’efinissons $M_{n}$ par

$ M_{n}\sim\nu^{*}\{E_{n}-\sum_{k-1}^{n-1}M_{k}\rangle$ ,

$M_{n}M_{k}=0$ $(k=1,2, \ldots, n-1)$ .
Alors, d’apres la d\’efinition de $M_{n}$ , on a

$k-\backslash -1n_{M_{k}=\sum_{k-1}^{n-1}M_{k}+M_{n_{k-1k-1}}^{n_{\underline{\nabla^{-1n-1}}}}\sim M_{k}+\nu^{*}\{E-M_{k}\}}\sim\nu^{*}(E_{n})$ .
Donc, l’ensemble $\nu^{*}(E_{n})-\sum_{k-1}^{n}M_{k}$ est minoe. Or, comme $\sum_{k-1}^{n}M_{k}$ jouit de
la propri\’et\’e de LEBESGUE, $E_{n}-\sum_{k-1}^{n}M_{k}$ est minoe; donc, en posant
$ H=_{k-1}\sim^{\nabla}M_{k}E_{k}\infty$ , nous avons $H^{\sim}>M_{n}E_{n}\sim E_{n}-\sum_{k-1}^{n-1}M_{k}$ . Il en suit que

l’ensemble $\nu^{*}(E_{n}- \sum_{k-1,\infty}^{n-1}M_{k})-\nu^{*}(H)$ , et par suite, $M_{n}-\nu^{*}(H)$ est mince,

d’o\‘u, nous avons $\sum_{n-1}M_{n}-\nu^{*}(H)\sim O$ . En outre, d’apr\‘es $E_{n_{k-1}^{-\nabla}}^{n-1}\rightarrow M_{k}\sim 0$ ,

nous avons
$ R^{\nabla}-\leftarrow M_{n}\sim\sum_{nn-1-1}^{\infty}E_{n}-\sum_{n-1}^{\infty}M_{n}\sim 0\infty$ .

Do$nc$ , nous avons

$R-\nu^{\prime=}\backslash ’(H)\subset\langle R_{r}^{\backslash \urcorner}-M_{n}\}n-1\infty+t_{n-1}^{\infty}\wedge^{\backslash }\urcorner M_{n}-\nu^{*}(H)\}\sim 0$ ,

c’est-\‘a-dire, $R\sim\nu^{*}(H)$ .
Saintenant, nous d\’efinirons la fonctionelle $F(x)$ comme il suit,
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$F(x)=\left\{\begin{array}{ll}y_{n} & sur M_{n},\\0 & sur R-\sim\backslash n-1\infty\urcorner M_{n}.\end{array}\right.$

Nous avons alors $F(x)=y_{n}=\Phi(x)$ sur $M_{n}H_{n}$ , et par suite $F(x)=\Phi(x)$

sur $H$. Donc, d’apres (12), nous avons
$|F(x)-\varphi(x)|<\epsilon$ sur $H$ ,

et comme on voit, $F(x)$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE sur $R$ .
Notre lemme est ainsi d\’emontr\’e.

La d\’emonstration $du$ th \’eoreme 6. Sans r\’estreindre la g\’en\’eralit\’e,
on peut supposer qu’on ait $E=R$ . Tout d’abord, nous d6finirons par
l’induction les fonctionnelles $F_{n}(x)(n=1,2, \ldots)$ ayant de la propri\’et\’e
de LEBESGUE sur $R$ et les ensemble $H_{n}(n=1,2, \ldots)$ tels qu’on ait

(13) $|\varphi tx$) $-F_{n}(x)|<2^{-n}$ sur $H_{n}(n=1,2, \ldots)$ ,

(14) $H_{n}>H_{n+1}(n=1,2, \ldots)$ et $\nu^{*}(H_{n})\sim R(n=1,2, \ldots)$ .
Pour oela, dans le lemme, en posant $e=2^{-1}$ et $E=R$ , on peut choisir
$F_{1}(x)$ et $H_{1}$ de sorte qu’ils satisfassent \‘a (13) et (14). Maintenant,

soit $n$ un nombre entier $>1$ et supposons que nous ayons d\’eja d\’efini
$F_{k}(x)$ et $H_{k}(k=1,2, \ldots, n-1)$ . En posant $e=2^{-n}$ et $E=H_{n-1}$ dans
le lemme, on peut d\’efinir $F_{n}(x)$ et $H_{n}$ tels qu’ils satisfassent (13) et
(14). Alors, d’apres (13), on a

$|F_{n}(x)-F_{n+1}(x)|<2^{1-n}$ sur $H_{n+1}(n=1,2, \ldots)$ ,

et $F_{n}(x)-F_{n+1}(x)$ jouit $de$ la proprI\’et\’e de LEBESGUE sur $R$ , donc, l’en-
semble

$J_{n}=Ensx\{|F_{n}(x)-F_{n+1}(x)|<2^{1-n}\}$

jouit $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE et contient l’ensemble $H_{n+1}$ . Par
cons\’equent, d’apres(14), nous avons $k-1IIJ_{k}n\supset H_{n+1}$ . Or, comme $\prod_{k-1}^{n}J_{k}$

jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE et $\nu^{*}(H_{n+1})\sim R,$ $ k-11IJ_{k}\infty$ est aussi
\’equivalent \‘a $R$.

Maintenant, selon la d\’efinition des ensembles $J_{n}$ , on a
$|F_{n}(x)- F_{n+1}(x)|<2^{1-n}$ sur $ k1\underline{I}IJ_{k}\infty$ .
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La suite $\{F_{n}(x)\}$ est donc convergente sur $ k1\underline{I}IJ_{k}\infty$ . D\’esignons par $F(x)$

la limite de { $ F_{n}(x)\rangle$ sur $ k-1IIJ_{k}\infty$ . Nous \’etendrons en $R$ la domaine o\‘u
$F(x)$ est d\’efinie, en posant sur $R-\prod_{k,\infty-1}^{\infty}J_{k},$ $F(x)\equiv 0$ . Comme $F(x)$ jouit

de la propri\’et\’e de LEBESGUE sur $\prod_{k-1}J_{k},$ $F(x)$ jouit aussi de la propri\’et\’e
$de$ LEBESGUE sur $R$ . Or, d’apres la d\’efinition de $F(x)$ , nous avons
ais\’ement

$|F(x)-F_{n}(x)|<2^{2-n}$ sur $ k1\underline{I}IJ_{k}\infty$ .
Par suite, d’apres (16), nous avons aussi

$|F(x)-\varphi(x)|<2^{3-n}$ sur $ H_{n_{k-1}}IIJ_{k}\infty$ .
Or, selon les d\’efinitions de $H_{n}$ et $k1\underline{II}J_{k}\infty,$ $ H_{n_{k\approx 1}}IIJ_{k}\infty$ est equivalent \‘a $R$ .
Il en r\’esulte que $|F(x)-\varphi(x)|<2^{8-n}$ a lieu pour tous les points $x$ de
$R$ , sauf ceux qui formant un ensemble d’\’etendue int\’erieure minoe,
quel que soit le nombre naturel $n$ . C. Q. F. D.

10. La propriet\’e $d’ EGOROFF$. Dans la th\’eorie de la cat\’egorie,
on ne peut trouver aucune proposition correspondant au th\’eor\‘eme
$d’ EGOROFF^{(1)}$ sur la convergenoe uniforme d’une suite des fonctions
mesurables (au sens $de$ LEBESGUE), mais comme c’est un des th\’eor\’emes
caract\’eristiques dans la th\’eorie de la mesure, il est tr\’es int\’eressant de
trouver une condition pour que nous ayons un th\’eor\‘eme correspondant
dans notre cas. Nous verrons plus loin beaucoup d’application $Int6res-$

santes de cette condition.
Maintenent, nous donnerons la propri\’et\’e $d^{r}EGOROFF$ . Soit $E$ un en-

semble non minoe d’un espaoe $R$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE.
Nous dirons que $E$ jouit de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$, lorsque toute suite
convergente des fonctionnelles jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE
sur $E$ converge uniform\’ement sur un sous-ensemble non minoe de $E$.

Or, lorsqu’une suite { $ F_{n}(x)\rangle$ $(n=1,2, \ldots)$ des fonctionnelles, qui
jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE sur un ensemble non minoe $E$

d’un espaoe $R$ converge uniform\’ement sur un sous-ensemble non mince
$N$ de $E$, oette suite converge aussi uniform\’ement sur un sous-ensemble

(1) Voir la note (1) de la page 125.
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non minoe de $E$ ayant de la propri\’et\’e de LEBESGUE. En effet, comme
la suite $\{F_{n}tx)\}$ converge uniform\’ement sur $N$, il existe un nombre
naturel $n(e)$ , tel qu’on ait sur $N$

$|F_{m}(x)-F_{n}(x)|<\epsilon$ pour $m,$ $n\geqq n(\epsilon)$ .
Posons

$H_{k}=lIEnsm\geq n\geq n(\frac{1}{k})^{x}\{|F_{m}(x)-F_{n}(x)|<\frac{1}{k}\}$ $(k=1,2, \ldots)$ ,

et $H=\prod_{k-1}^{\infty}H_{k}$ .

Alors, $H$ est un ensemble, qui contient $N$ et qui jouit de la propri\’et\’e de
LEBESGUE. Or, comme on voit, la suite $\{F_{n}(x)\}$ converge uniform\’ement

sur $H$. Donc, la suite \langle $F_{n}(x)$ } converge uniform\’ement sur un sous-
ensemble non mince de $E$, qui jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Par suite, lorsqu’un ensemble non mince $E$ d’un espaoe jouit
$d’ EGOROFF$ , toute suite convergente des fonctionnelles ayant de la pro-
pri\’et\’e de LEBESGUE sur $E$ converge uniform\’ement sur un sous-ensemble
non minoe de $E$, qui jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Ici, nous \’etablirons une condition pour qu un sous-ensemble d’un
espace $R$ de la classe $(S^{*})$ ne jouit pas $de$ la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ .

Th\’eor\’eme 7. Pour qu’un sous-ensemble $E$ d’un espace $R$ de la
classe $(S^{*})$ nejouisse pas de la propriet\’e $d’ EGOROFF$, il faut et il suffit
qu’il existe une famiue $\{M_{k.n}\}(k, n=1,2, \ldots)$ des ensembles ayant

de la propri\’et\’e de LEBESGUE, telle que:

(A) $M_{k.n\vee}\neg M_{k,n+1}$ $(k, n=1,2, \ldots)$ .
(B) $ n-1IIM_{k.n}\sim 0\infty$ $(k=1,2, \ldots)$ .
(C) Quelle que soit la suiie \langle $n_{k}$ } $(k=1,2, \ldots)$ des nombres

naturels, on. ait $\sum_{k-1}^{\infty}M_{k.n_{k}}\sim E$.
D\’emonstration. La condition est suffisante. Supposons que la

famille $\dot{\langle}M_{k,n}$ } $(k, n=1,2, \ldots)$ des ensembles ayant de la propri\’et\’e
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de LEBESGUE satisfassent aux conditions du th\’eor\’eme. Posons $N_{k.n}=$

$\sim\backslash M_{i.n}(k, n=1, 2k )$ . Alors, la famille \langle $N_{k.n}$ } $(k, n=1,2, \ldots)$ remplit
$:-1$

aussi les conditions $(A)-(C)$ et de plus $N_{k}.{}_{n}CN_{k+1,n}(k, n=1,2, \ldots)$ .
Ici, sans r\’estreindre la g\’en\’eralit\’e, on peut supposer que

$(B^{*})$ $\prod_{n-1}^{\infty}N_{k.n}=0$ $(k=1,2, \ldots)$ .
Maintenant, d’apr\’es les conditions (A) $(B^{*})$ et (C) sur la famille

\langle $N_{k.n}$ }, nous pouvons d\’efinir la suite des fonctionnelles \langle $F_{n}(x)$ } $(n=1$ ,
2, $\ldots$ ) comme il suit.

$F_{n}(x)=\left\{\begin{array}{ll}\frac{1}{k} & pour X\epsilon N_{k.n}-N_{k-l,n},\\0 & pour X\epsilon E-\{N_{k.n}-N_{k-1.n}\}.\end{array}\right.$

Alors, $F_{n}(x)$ sont les fonctionnelles non n\’egatives et jouissant de la
propri\’et\’e de LEBESGUE sur $E$. D’ailleurs, on peut d\’eduire ais\’ement
que la suite $\{F_{n}(x)\}$ converge vers nulle identiquement sur $E$. Mais, il
ne converge uniform\’ement sur aucun sous-ensemble non minoe de $E$.
En effet, si la suite $\{F_{n}(x)\}$ converge uniform\’ement sur un ensemble
non mince $N$, il existe un nombre entier $n_{k}$ tel qu’on ait sur $N$

$F_{n_{k}}(x)<\frac{1}{k}$ ,

pour tout nombre entier $k$ . Alors, on voit ais\’ement qu’on a N $N_{k.n_{k}}=0$

ou $NCE-N_{k.n_{k}}$ , d’ou nous avons $ NCE_{\wedge^{\backslash }}-\urcorner N_{k,n_{k}}k-1\infty$ Par cons\’equent,
d’apr\’es $(C),$ $N$ est minoe. C’est incompatibl$e$ avec l’hypoth\’ese sur $N$.
Donc, la suite $\{F_{n}(x)\}$ ne converge uniform\’ement sur aucun sous-
ensemble non minoe de $E$, c’est-\‘a-dire, $E$ ne jouit pas de la propri\’et\’e
$d’ EGOROFF$ .

La condition est n\’eoessaire. Lorsqu’ un ensemble non minoe $E$

ayant $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE ne jouit pas de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ ,
il existe une suite $\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctionnelIes $d6$finies dans
$E$ et jouissent $de$ la Propri6t\’e de LEBESGUE, telle que la suite $\{F_{n}(x)\}$

ne converge uniform\’ement sur aucun sous-ensemble non minoe de $E$.
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Sans restreindre la g\’en\’eralit\’e, on peut supposer que la suite { $ F_{n}(x)\rangle$

converge vers nulle identiquement sur $E$ et que les fonctionnelles $F_{n}(x)$

soient positives dans $E$. Posons

$N_{k.n}=Ensx\{F_{n}(x)\geqq\frac{1}{k}\}$

.
$(k, n=1,2, \ldots)$ .

Alors, quelle que soit la suite $\{n_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ des nombres entiers,

nous avons
(15) $ E\sim_{k-1n_{k}\leq:}^{\nabla\nabla}\sim\sim N_{k.i}\infty$ .

En effet, soit $N$ un sous-ensemble non minoe de $E$. Comme la suite

{ $ F_{n}(x)\rangle$ ne converge pas uniform\’ement sur $N$, il existe les nombres

entiers $k_{0}$ et $n_{0}$ tels que $F_{n_{0}}(x)<\frac{1}{k_{0}}$ n’ait pas lieu sur $N$ et qu’on ait

$n_{0}\geqq n_{k_{0}}$ . Pour oes nombres entiers, nous avons N $N_{k_{0}.n_{0}}\neq 0$ , et par

suite, $ E_{\wedge\wedge}^{\nabla\nabla}-N_{k,i}k-1nk\leq i\infty$ ne contient pas $N$. Donc $E-\sim\backslash \sum_{k-1n_{k\leq:}}N_{k.i}$ est

mince, c’est-a-dire, nous avons l’\’equivalence (15). Posons $M_{k,n}=\sum_{n\leq}N_{k.:}$ .
On voit ais\’ement que la famille $\{M_{k_{l}n}\}(k, n=1,2, \ldots)$ des ensembles
ayant de la propri\’et\’e de LEBESGUE satisfont aux conditions $(A)-(C)$

du th\’eorem$e$ . C. Q. F. D.

11. Le th\’eoreme d’ASCOLI et ARZEL\’A.(1) Le th\’eor\‘eme sur la
$compacit\text{\’{e}}^{12)}$ d’une famille de fonctions mesurables (au sens de LEBESGUE),

donn\’ee par G. ASCOLI et C. ARGELA, peut \^etre \’etendu aussi dans notre

cas.
Th\’eor\’eme 8. Soient $E$ un ensemble non mince d’un espace de la

classe $(S^{*})$ , qui jouit de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$ et $\mathfrak{F}$ une famille des

fonctionnelles ayant de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$ sur $E$ et unrform\’ement

born\’e sur E. Pour qu’on puisse choisir parmi la famiue $\mathfrak{F}$ une suite

des fonctionnelles qui converge uniform\’ement presque partout sur $E$,

il faut et il suffit que, quel que soit le nombre positrf $\epsilon$ , il existe un

nombre.fini des ensembles mesurables $(B)$ ; $E_{k}(k^{J}=1,2,$
$\ldots,$

$ n\rangle$ tels

(1) G. ASCOLI, Mem. Accad. Linc., (3) t. 18 (1884), p. 545-580. C. ARZELA, Rend.
Accad. Linc., (4) t. 5 (1889), p. 342-328.

( $2_{1}$ Voir $p$. ex., M. M.$\cdot$

FRFCHET, Les espaces abstraits, Paris, 1928.
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qu’on ait
1o $E\sim E_{1}+E_{2}+\ldots.+E_{n}$ ,
$2^{o}$ pour toute fonctionnelle $F(x)$ de $\mathfrak{F}$ on puisse d\’eterminer un

ensemble mince $N$ tel qu’on ait $\omega(F(x), E_{k}-N)<e(k=1,2, \ldots , n)$ .
On peut d\’emontrer oe th\’eoreme de la fagon que M. P. VERESS a

d\’emontr6 son th\’eor\’eme 1 dans FUNDAMENTA MATHEMATICAE, tom 7.
(1925), p. 244-249.

CHAPITRE II

ESPACES DES CLASSES (U) ET $(U^{*})$.

12. Espaces. de Ia classe $(U)$ . Maintenant d\’efinirons des espaces
de la classe $(U)$ . Nous appellerons un espaoe de la classe $(U)$ un
espaoe qui satisfait aux conditions suivantes,

III que nous avons donn\’e plus haut.
V. Toute suite monotone bien ordonn\’ee de sous-ensembles dont

chacun jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE et n’est pas \’equivalent aux
suivantes, ne consiste qu’au plus d\’enombrable d’ensembles.

Dans ce $num6ro$ , nous \’etablissons un lemme sur un espaoe de la
classe $(U)$ et quelque application de oe lemme. Pour oela nous don-
nerons une notion sur la d\’ecomposition des ensembles mesurables $(B)$ .
Nous dirons qu’un ensemble non minoe mesurable $(B)E$ est d\’ecompo-
sable, lorsqu’il existe deux ensembles non minoes mesurables $(B)$

$E_{i}(i=1,2)$ tels qu’on ait $E\sim E_{1}+E_{2}$ et $E_{1}E_{2}\sim 0$ .

Pour \’etablir des cons\’equences sur les ensembles qui ne jouissent
pas de la propri\’et\’e de LEBESGUE, nous allons consid\’erer dans oe chapitre
des espaces des classes $(U)$ et $(U^{*})$ . Dans ces espaces, on peut d\’eduire
des propositions qui peuvent \^etre d\’emontr\’es en faisant appel \‘a l’hypo-
these des alephs inaccessibles.

De plus, on $pe$ut \’etablir dans oes espaces de cons\’equences sur les
fonctionnelles.

\S 3. L’hypoth\‘ese des alephs inaccessibles.

(1) Voir $p$ . ex., M. W. SIERPIN’SKI, H. $d$ . C., Chap. V.
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Lemme A. Soit $R$ un espace de la classe $(U)$ dont tout sous-
ensemble non mince mesurables $(B)$ est d\’ecomposable. $R$ peut \^etre alors
repr\’esent\’e comme une somme de tout au plus $2^{S_{0}}$ ensembles minces.

D\’emonstration. Nous d\’efinirons d’abord par l’induction transfinie
la famille $\mathfrak{F}\equiv\{En_{()}, n_{1}, \ldots, n_{\alpha}, \ldots(\alpha<\eta)\}$ ($\eta<\Omega,$ $n_{g}=0$ ou 1) des en-
sembles jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Puisque $R$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE, on peut d\’efinir deux
ensembles non $\min$

comme il suit,
$R=\left\{\begin{array}{ll}es En_{0}(n_{0}=0,1) ayan & t de la propri\text{\’{e}} t\text{\’{e}} de LEBESGUE,\\E_{0}+E_{1} et E_{0}E_{1}=0. & Pour un nombre ordinal quel-\end{array}\right.$

conque $\eta$ compris entre 1 et $\Omega$ , nous distinguons deux cas.
PREMIER CAS. $\eta$ est de premiere espece. Lorsque l’ensemble

$En_{0},$ $n_{1},$ $\ldots,$ $n\alpha,$ $\ldots(\alpha<\eta-1)$ est mince, po.sons

$En_{0},$ $n_{1\prime}\ldots,$ $n_{\alpha},$
$\ldots(\alpha<\eta, n_{\eta-1}=0)=En_{0},$ $n_{1},$ $\ldots,$

$n_{\alpha},$ $\ldots(\alpha<\eta-1)$ ,

$E_{n_{0},n_{1},\ldots,n_{C}},$ $.:$ . $(\alpha<\eta, n_{\eta-1}=1)=0$ .
Lorsque $En_{0},$ $n_{1},$ $\ldots.n_{\alpha},$ $\ldots(\alpha<\eta-1)$ est non mince, comme cet en-

semble est d\’ecomposable, il existe deux ensembles non minces $E^{(0)}$ et
$E^{(1)}$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE, tels qu’on ait $E^{(0)}E^{(1)}=0$

et $En_{0},$ $n_{1},$ $\ldots,$
$n_{\alpha},$

$\ldots(\alpha<\eta-1)=E^{(0)}+E^{(1)}$ . Posons
$E_{n_{0},n_{1},\ldots,n_{\alpha},\ldots(\alpha<\eta)}=E^{(n_{\eta-1})}$ .

DEUXI\‘EME CAS. $\eta$ est de deuxieme espece. Posons

$En_{0},$ $n_{1’\cdots\prime}n_{\alpha},$
$\ldots(\alpha<\eta)=IIEn_{0},$ $n_{1},$ $\ldots,$ $n_{a},$$\ldots(x<\xi)t<\eta$

Alors, pour un nombre ordinal quelconque $\eta<\Omega$ , la famille des

tous les ensembles $En_{0},$ $n_{1},$ $\ldots,$
$n_{\alpha},$ $\ldots(\alpha<\eta)$ est de la puissanoe $2^{*0}$ , ce

qui entraine que la puissance de $\mathfrak{F}$ est aussi $2^{\triangleright 0}$ .
Pour une suite du type $\Omega\nu=(n_{0}, n_{1}, \ldots, n_{\alpha}, \ldots)(a<\Omega),$ $0\dot{a}$

$n_{\alpha}$ est $0$ ou 1, la suite transfinie $\{En_{0}, n_{1}, \ldots, n_{\alpha}, \ldots(\alpha<\eta)\}(\eta<\Omega)$ est
la suite monotone d\’ecroissante bien ordonn\’ee de sous-ensembles de $R$ ,

dont chacun jouit $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE et $m’ e$st pas \’equivalent

aux suivantes. Donc, d’apr\‘es la condition V, la suite transfinie
$\{En_{0}, n_{1}, \ldots, n_{\alpha}, \ldots(\alpha<\eta)\}$ consiste en des ensembles minces sauf
tout au plus d\’enombrable d’ensembles. Pour tout $e$ suite du type $\Omega$

$\nu=(n_{0}, n_{1}, \ldots, n_{\alpha}, \ldots)(a<\Omega)$ des nombres $0$ ou 1, consid\’erons le
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premier ensemble minoe dans la suite transfinie $\{En_{0}, n_{1}, \ldots, n_{\alpha}, \ldots(\alpha<\eta)\}$

$(\eta<\Omega)$ et d\’esignons par $\mathfrak{G}$ la famille de oes ensembles. Alors, selon
G $<\mathfrak{F},$ $\mathfrak{G}$ consiste au plus en $2^{g_{0}}$ ensembles, et tous les ensembles de
$\mathfrak{G}$ sont minoes. Or, tout point de $R$ est contenu dans au moins un
ensemble de G. Il en suit que $R$ est repr\’esent\’e comme la somme de
tous au plus $2^{g_{0}}$ ensembles minoes de $R$ . C. Q. F. D.

On peut d\’eduire \‘a l’aide du lemme $A$ quelque proposition comme
il suit.

Proposition 1. Soit $R$ un espace de la classe $(U)$ dont tout sous-
ensemble non mince mesurable $(B)$ est d\’ecomposable. Il existe alors
dans l’espace produit $RxR^{(1)}$ un ensemble $E$ tel que toute droite paral-
lele a l’axe d’ordonn\’ees rencontre l’ensemble $E$ dans un ensemble mince
de l’espace $R$ et toute droite parallele \’a l’axe d’abscisses rencontre le
$cb$npl\’ementaire de $E$ dans un ensemble mince de $R^{(2)}$.

En effet, en vertu du lemme $A$ , on peut repr\’esenter l’espaoe $R$

comme la somme de tout au plus $2^{g_{0}}$ ensembles minces disjoints. Donc,
on peut d\’emontrer, en admettant l’hypoth\’ese du continu, cette proposi-
tion de la fagon que M. W. SIERPINSKI a d\’emontr\’e la proposition $C_{49}$

dans H. $d$ . C. .
13. Les constituantes des ensembles analytiques. Avant d’\’etablir

des cons\’equences sur les ensembles qui ne jouissent pas de la propri\’et\’e
de LEBESGUE, nous d\’eduirons quelque cons\’equence sur les ensembles
obtenu par l’op\’eration $(A)$ . La cons\’equence obtenu par S. W. $SERPI\acute{N}-$

SKI sur les constituantes des ensembles analytiques peut \^etre aussi
\’etendue dans des espaces $de$ la classe $(U)$ , comme M. E. SZPILRAJN a
propos \’e une extension sur oette $cons\acute{e}quenoe(4)$

(1) Etant donn\’e deux espaces quelconques $R_{1}$ et $R_{:}$ , nous entendrons par l’espace
produit $R_{1}xR_{2}$ l’ensemble de toutes les paires $(x_{1}, x_{-}\cdot)$ de points telles qu’on
ait $xi\epsilon Ri(i=1,2)$ par une droite parall\‘ele \‘a l’axe $d’ ordonn\acute{e}es$ un ensemble
de toutes les paires $(\xi_{1}, x_{\sim},)$ de points telles qu’on ait $x_{2}\epsilon R$: , quel que soit le
point $\xi_{1}$ de $R_{1}$ , et enfin par urie droite parall\‘ele \‘a l’axe d’abscisses un ensemble
de toutes les paires $(x_{1}, \xi\underline{.})$ de points telles qu’on ait $x_{1}\epsilon R_{1}$ , quel que soit le
point $\xi_{2}$ de $R_{2}$ .

(2) W. $SIERPI\acute{N}$SKI, H. $d$ . C., p. 103, Proposition $C_{49}$ .
(3) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 21 (1933), p. 29-34.
(4) Voir la note (4) de la page 121.
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Consid\’erons un systeme d\’eterminant $s\equiv\{En_{1}, n_{2}, \ldots, n_{k}\}(k,$ $n_{k}=$

$1,2,$ $\ldots$ ) des ensembles jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Comme
M. W. SIERPINSKI a fait, nous d\’efinirons les constituantes du noyau

$E=\sum_{\nu k}\prod_{-1}^{\infty}En_{1},$
$n_{2},$ $\ldots,$ $n_{k}$ du systeme $S$. Pour cela nous d\’efinirons d’abord

les ensembles $E_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{(\alpha)}$ par l’induction transfinie:

1o $E_{n_{1},n_{2\prime}\ldots,n_{k}=En_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{(\alpha)}$ .
$2^{o}$ Pour un nombre ordinal quelconque $a$ compris entre 1 et $\Omega$ ,

posons

$ E_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\langle\alpha)}=E_{n_{1\cdots\cdot\prime}nk\sim^{\nabla}}^{(\alpha-1)}E_{n_{1},n_{2},\ldots n_{k},n}^{(\infty-1)}\infty$
,

ou
$=\prod_{e<\alpha}E_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{(\mathfrak{k})}$ ,

suivant que $a$ est de premiere ou deuxieme espece, et posons pour
$ 0\leqq a<\Omega$ ,

$ S^{(\alpha)}=_{n-1}\sim^{\nabla}E_{n}^{(\alpha)}\infty$ ,

$T^{(\alpha)}=\Sigma.\{E_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{(\alpha)}-E_{n_{1},n_{2},\ldots,n_{k}}^{\{\alpha+1)}\}^{(1)}n_{1},$

$n_{2},..,$ $n_{k}$

$Q^{(\alpha)}=(S^{(\alpha)}-T^{(\alpha)})_{\urcorner}\sum_{<\alpha}(S^{(P)}-T^{(S)})$ .
Alors, comme on sait, nous avons

$E=\sum_{\alpha<\Omega}(S^{(0)}-T^{(\alpha)})=\sum_{\alpha<\Omega}Q_{\alpha}$ .
Ici, les ensembles $Q_{\alpha}$ sont appel\’es les constituantes du noyau $E$.

On peut alors \’etablir le th\’eor\’eme de la fa\caon que M. E. SZPILRAJN a
d\’emontr\’e son th\’eor\‘eme 2 dans FUNDAMENTA MATHEMTICAE, t. 21
(1933), p. 229-235.

Th\’eor\’eme 9. Soient $R$ un espace de la classe $(U)$ et $ S\equiv$

$\{E_{n_{1},n_{2}}, \ldots, n_{k}\}(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ un systeme d\’eterminant constituant
des ensembles de $R$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Alors, les

constituantes $\dot{d}u$ noyau $\Sigma IIEn_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$$n_{k}\nu k-1\infty du$ systeme $S$ sont minces

sauf au plus une infinit\’e d\’enombrable d’ensembles.

(1) Voir la note (2) de la page 130.
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14. Ensembles qui ne jouissent pas de la propri\’et\’e de LEBESGUE.
Nous \’etablissons en faisant appel \‘a l’hypothese des alephs inaccessibles
une proposition sur l’existenoe des ensembles qui ne jouissent pas de
la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Proposition 2. Etant donn\’e un espace non mince $R$ de la classe
$(U)$ dont tout sous-ensemble non mince mesurable $(B)$ est d\’ecomposable,
designons par $\mathfrak{n}=\mathfrak{n}(R)$ la born\’e inf\’erieure des puissance $\iota \mathfrak{n}$ telles que
$R$ peut \^etre repr\’esent\’e comme une somme des $\mathfrak{m}$ ensembles minces. $R$

contient alors $\mathfrak{n}$ ensembles disjoints dont ehacun ne jouit pas de la
propri\’et\’e de LEBESG $UE$.

Puisque $R$ est repr\’esent\’e comme une somme de $\mathfrak{n}$ ensembles minces,
il existe $\mathfrak{n}$ ensembles minces disjoints $\{e\}$ tels qu’on ait $R=\Sigma e$ .
Consid\’erons un espaoe $R^{*}$ dont tout point est un \’el\’ement de la famille
$\{e\}$ . Dans l’espaoe $R^{*}$ , nous d\’efinirons les notions d’\^etre minoe et
mesurable $(B)$ , comme il suit. D\’esignons par $[E]$ l’ensemble $\sum_{eeE}e$ pour

tout ensemble $E$ de $R^{*}$ . Nous dirons qu’un ensemble $E$ de $R^{*}$ est
minoe ou non minoe, suivant que $[E]$ soit minoe ou non. De m\^eme,

nous dirons qu’un ensemble $E$ de $R^{*}$ est mesurable $(B)$ ou non suivant
que $[E]$ soit mesurable $(B)$ ou non. Alors, comme on voit, $R^{*}$ est
aussi un espaoe de la classe $(U)$ .

Comme $\eta\geqq 1$ dans $\mathfrak{n}=e_{\eta}$ , nous consid\’erons d’abord le cas $\eta=1$.
Puisque $R^{*}$ est un espaoe non minoe de la classe $(U)$ , d’apr\‘es le lemme
de M. S. ULAM, il existe une famille $\mathfrak{H}$ non d\’enombrable d’ensembles
non minces disjoints dans $R^{*}$ . Donc, d’apres la condition V, il existe
dans la famille $\mathfrak{H}$ non d\’enombrable d’ensembles qui ne jouissent pas
de la propri\’et\’e de LEBESGUE, d’o\‘u $R$ contient $\backslash ^{\backslash }1$ ensembles disjoints
qui ne jouissent pas de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Maintenant, pour
un nombre ordinal quelconque $\xi$ compris entre 1 et $\Omega$ , supposons que
la proposition 2 a lieu pour tous les nombres ordinaux $\eta$ tels qu’on $a\dot{1}1$

$\eta<\xi$ . Nous distinguons deux cas.
PREMIER CAS. $\xi$ est de premiere espeoe. De m\^eme que nous

avons fait dans le cas ou $\eta=1$ , on peut \’etablir qu’il existe dans $R^{*}$ ,

(1) W. SIERPINSKI, H. $d$ . C., p. 153, Lemme 1.
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et par suite $d$ans $Rs_{\xi}$ ensembles disjoints qui ne jouissent pas $de$ la
propri\’et\’e de LEBffiGUE. Nous avons donc notre proposition dans le
premier cas.

DEUXIEME CAS. $\xi$ est de deuxi\‘eme espece. Comme nous avons
$\mathfrak{n}\leqq 2^{g_{0}}$ en vertu du lemme $A$ , on peut d\’efinir en admettant l’hypothese
des alephs inaccessibles les nombres cardinaux $\mathfrak{n}_{\lambda}(\lambda<\varphi,\overline{\varphi}=\mathfrak{n})$ tels
qu’on ait

$\mathfrak{n}=\sum_{\lambda<\varphi}\mathfrak{n}_{\lambda}$ et $\mathfrak{n}_{\lambda}<\mathfrak{n}$ $(\lambda<\varphi)$ .
En correspondant \‘a ces nombres $\mathfrak{n}_{\lambda}$ , on peut d\’efinir $\overline{\varphi}$ ensembles dis-
joints $N_{\lambda}(\lambda<\varphi)$ comme il suit:

$R^{*}=_{\lambda<\varphi}\sim^{\nabla}N_{\lambda}$ et $\overline{\overline{N}}_{\lambda}=\mathfrak{n}_{\lambda}$

$(\lambda<\varphi)$ .
Comme $R^{*}$ n’est pas repr\’esent\’e comme la somme de $\overline{\varphi}$ ensembles
minces, il existe dans la suite transfinie $\{N_{\lambda}\}(\lambda<\varphi)$ au moins un
ensemble non minoe. Nous d\’esignons par $M_{\lambda}.(1\leqq\lambda<\psi, \psi\leqq_{\varphi})$ oes
ensembles non minces, et par $M_{0}$ la somme de tous les ensembles
minoes dans oette suite. Soient $\iota \mathfrak{n}_{\lambda}$ la born\’e inf\’erieure de$s$ puissanoes
$\mathfrak{m}$ telles que l’ensemble $M_{\lambda}$ peut \^etre repr\’esent\’e comme la somme des
$\iota \mathfrak{n}$ ensembles minoes, pour tout nombre ordinal $\lambda$ telle qu’on ait
$ 0\leqq\lambda<\psi$ . Alors, d’apres la d6finition des ensembles $M_{\lambda}$ , on a

(16) $\mathfrak{m}_{\lambda}<\mathfrak{n}$ $(0\leqq\lambda<\psi)$ et $\mathfrak{n}\leq\sum_{\lambda<’ l}\mathfrak{m}_{\lambda}$ .
Or, comme la proposition a lieu pour $\eta<\xi$ , il existe dans $M_{\lambda}\mathfrak{m}_{\lambda}$

ensembles disjoints qui ne jouissent pas de la propri\’et6 de LEBESGUE,
tant que nous avons $\mathfrak{m}_{\lambda}>1$ . II en r\’esulte en vertu de (16) que $R$“,
et par suite $R$ contient $\lambda<w\sim^{\nabla}\mathfrak{m}_{\lambda}$ ensembles disjoints qui ne jouissent pas
de la propri\’et6 de LEBESGUE. Ainsi nous avons notre proposition dans
le deuxieme cas.

Donc, notre th\’eor\’eme est d\’emontr\’e dans tous les cas.
Remarque. \‘A l’aide $de$ la proposition 2, on peut \’etablir une

proposition suivante qui r\’epond \‘a un probleme de la mesure dans les
ensembles d’61\’ements quelconques.
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Proposition. Quel que soit l’ensemble $R$ d’\’el\’ements quelconques, $rJ$

n’existe aucune fonction $\varphi(E)$ d’ensembles pour tous les sous-ensembles
$E$ de $R$ , qui satisfassent aux conditions suivantes.

1o Quel que soit le sous-ensemble $E$ de $R,$ $\varphi(E)$ est une nombre
(fini) r\’eel non negatif et $\varphi(R)>0$ .

$2^{o}$ Quelle que soit la suite (fini ou $infini$)$\infty E_{1},$
$E_{2},$

$\ldots$
$E_{n},$

$\ldots$

de sous-ensembles disioints de $R,$ $\varphi(_{\sim^{\nabla},n-1}E_{n})\infty=n-1\wedge^{\backslash }\varphi(E_{n})$ .
$3^{o}$ Si l’on a $\varphi(E)>0$ pour un sous-ensemble $E$ de $R$ , il existe

deux sous-ensembles disjoints $E_{1}$ et $E_{2}$ de $R$ , tels qu’on ait $\varphi(E_{1})>0$

$(i=1,2)$ et $\varphi(E)=\varphi(E_{1})+\varphi(E_{2})$ .
On peut maintenant \’etablir des propositions suivantes en admettant

la proposition 2.
Proposition 3. Soit $R$ un espace de la classe $(U)$ dont tous les

sous-ensembles non minces mesurables $(B)$ sont d\’ecomposables. Il existe
alors dan $s$ chacun sous-ensemble non mince $E$ de $R$ un ensembfe qui

ne peut \^etre repr\’esent\’e comme un produit $E$ et d’un ensemble ayant
de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Proposition 4. Soit $R$ un espace de la classe $(U)$ dont tous les
sous-ensembles non minces mesurable $(B)$ sont d\’ecomposables. Il existe
alors sur chacun sous-ensemble non mince $E$ de $R$ une fonctionnelle
qui n’admet aucun prolongement a une fonctionneue d\’efinie sur $R$ et
jouissant de la propre\’et\’e de LEBESG $UE$ sur $R$.

15. Espaces de la classe $(U^{*})$. Nous appellerons un espaoe de la
classe $(U^{*})$ celui qui appartient a les classes $(U)$ et $(S^{*})$ \‘a la fois.
Dans les espaces de la classe $(U^{*})$ , la condition $Vpe$ut \^etre remplac&
par la condition suivante.

$V^{*}$ . Toute famille des ensembles disjoints non minoes, qui sont
contenus dans un espaoe de la classe $(U^{*})$ et qui jouissent de la pro-
pri\’et\’e de LEBESGUE, ne consist$e$ qu’au plus d\’enombrable d’ensemble.

Dans oe num\’ero, nous \’etablissons quelque lemme qui sera utilis\’e

plus loin.

Lemme B. Soient $R$ un espace de la classe $(U^{*})$ dont tous les
sous-ensembles non minees mesuraues $(B)$ sont d\’ecomposable, $E$ un
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sous-ensemble non mince de $R$ et $\mathfrak{F}$ une famille des sous-ensembles non
minces de $R$ qui jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE et qui satikgfont
\’a la condition: pour tout sous-ensemble non mince $H$ de $R$ jouissant
de la propri\’et\’e de LEBESGUE, tel que HE soit non mince, il existe un
ensemble $H^{*}$ de $\mathfrak{F}$ tel que $H^{*}-H\nu^{*}(E)$ soit mince. On peut alors
choisir au plus une infinit\’e d\’enombrable d’ensembles $\{F_{n}\}(n=1,2, \ldots)$

parmi $\mathfrak{F}$ tels qu’on ait

$\sum_{n-1}^{\infty}F_{n}\sim\nu^{*}(E)$ et $F_{n}F_{n^{\prime}}\sim 0$ pour $n\neq n^{\prime}$ .
D\’emonstration. Nous d\’efinirons d’abord la suite transfinie $\{H_{\alpha}\}$

$(a<\Omega)$ des sous-ensembles de $R$ par l’induction transfinie. Etant
donn\’e l’ensemble $\nu^{*}(E)$ , il existe parmi $\mathfrak{F}$ au moins un ensemble $H^{*}$

tel que $H^{*}-\nu^{*}(E)$ soit mince. D\’esignons par $H_{1}$ un de ces ensembles
$H^{*}$ .

Puis, consid\’erons l’ensemble $\sum_{S<\alpha}H_{\mathfrak{k}}$ pour un nombre ordinal quel-
conque $a$ compris entre 1 et $\Omega$. Lorsque $\nu^{*}(E)-\sum_{S<\alpha}H_{t}$ est mince,
posons $H_{\alpha}=0$ . Lorsque $\nu^{*}(E)-\sum_{S<\alpha}H_{t}$ est non minoe, comme
$\nu^{*}(E)-\sum_{S<\alpha}H_{t}$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE, il existe au moins un
ensemble $H^{*}$ tel qu’on ait $H^{*}-\{\nu^{*}(E)-\sum_{S<\alpha}H_{t}\}\sim 0$ . D\’esignons par
$H_{\alpha}$ un de ces ensembles $H$““. La suite transfinie $\{H_{\alpha}\}(a<\Omega)$ se
trouve ainsi d\’efinie. Comme les ensembles de $\{H_{\alpha}\}$ jouissent de la
propri\’et\’e de LEBESGUE et les deux ensembles diff\’erents de $\{H_{\alpha}\}$

admettent un ensemble minoe formant des points communs d’apr\’es la
condition $\gamma*$ , il existe parmi $\{H_{\alpha}\}$ au plus infinit\’e d\’enombrable d’en-
sembles non minces. On peut aIors voir ais\’ement que oes ensembles
non minces sont ceux qui sont demand\’es dans le lemme B.

16. Ensembles disjoints de m\^eme \’etendues ext\’erieures. On peut
\’etendre dans notre cas les propositions de M. W. SIERPINSKI sur les
ensembles disjoints de m\^eme mesure ext\’erieure et sur les ensembles
disjoints partout deuxieme cat\’egorie, comme il suit.

Proposition 5. Soient $R$ un espace de la classe $(U^{*})$ dont tous
les sous-ensembles non minces mesurab’es $(B)$ sont d\’ecomposable, $et_{\sim}E$

(1) Fund. Math., t. 22 (1934), p. 1-3. et t. 28 (1934), p. 125-134.
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un sous.ensemble non mince de R. Il existe alors dans $E$ une infinit\’e
non d\’enombrable d’ensembles disjoints tels que leurs \’etendues ext\’erieures
sont $\acute{e}qu\dot{w}$alents a l’\’etendue ext\’erieure de $E$.

Nous d6montrerons cette proposition en faisant appel \‘a l’hypothese
des alephs inacessibles.

Soit $H$ un sous-ensemble non minoe de $\nu^{*}(E)$ jouissant de la pro-
pri\’et\’e de LEBESGUE. Alors, d’apres la proposition 2, $H$ contient une
infinit\’e non d\’enombrable d’ensembles disjoints $\{E_{\alpha}\}(a<\Omega)$ qui ne
jouissent pas de la propri\’et\’e de LEBESGUE. D6signons par $\mathfrak{F}$ la famille
de tous les ensembles non minces $F$ jouissant de la propri\’et\’e de
LEBESGUE et contenu dans $H$, tels que la suite $\{FE_{\alpha}\}(a<\Omega)$ ne
consiste qu’en des ensembles minces sauf au plus une infinit\’e d\’enom-

brable de termes. Or, comme la somme d’un nombre fini ou d’une
infinit\’e d\’enombrable d’ensembles de $\mathfrak{F}$ est aussi contenu dans $\mathfrak{F}$ , d’apres

la condition $V$, il existe un ensemble $F^{*}$ de $\mathfrak{F}$ tel qu$e$ l’ensemble
$F-F^{*}$ soit mince, quel que soit l’ensemble $F$ de $\mathfrak{F}$ . Or, puisque tous
les ensembles de $\{E_{a}\}$ sont non minces, $H-F^{*}$ est non minoe et jouit
de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

\‘A pr\’esent, posons $F_{H}=H-F^{*}$ , et d\’esignons par $\mathfrak{G}$ la famille des
ensembles non minoes contenu $d$ans la suite transfinie $\{F_{H}E_{\alpha}\}(a<\Omega)$ .
La famille $\mathfrak{G}$ consiste alors en une infinit\’e non d\’enombrable d’ensembles
disjoints contenu dans $F_{H}$ et satisfait \‘a la condition $Z$ : il existe, dans
toute famille $\mathfrak{G}^{*}$ obtenu en enlevant au plus une infinit6 d\’enombrable

des ensembles de $\mathfrak{G}$ , au plus une infinit\’e d\’enombrable des ensembles
$\{Q_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ tels qu’on ait

(17) $n-1\underline{\infty\backslash }_{\nu^{*}(Q_{n})-F_{H}}$

En effet, d’apres la condition $V$, il existe au plus une infinit6
d\’enombrable des ensembles $\{Q_{n}\}$ $(.n=1,2, . . .)$ tels qu’on ait
$F-\sim^{v*}\nu\infty(Q_{n})\sim 0\backslash $ , quel que soit l’ensemble $F$ de G. Alors, ces en-

n-l
sembles $Q_{n}$ sont pr\’ecis\’ement ceux qui satisfont a la‘condition $Z$. Soit
$N$ un sous-ensemble non minoe de $F_{H}$ , qui jouit de la propri\’et\’e de
LEBESGUE. ‘Comme il existe dans $\mathfrak{G}$ , et par suite aussi dans G*, une
infinit\’e non d\’enombrable d’ensembles dont chacun admet un ensemble
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non minoe des points communs avec l’ensemble $N,$ $F_{H\sim}^{\nabla}-\nu^{*}\infty(Q_{n})$ est
minoe, or, chaque ensemble de $\mathfrak{G}^{*}$ est contenu dans $F_{H}^{n-1}n$ous avons
donc l’\’equivalenoe (17).

Maintenant, nous d\’efinirons par l’induction transfinie la suite
transfinie $\{Fk^{\alpha)}\}(a<\Omega)$ d’ensembles non minces disjoints de m\^eme
\’etendues ext6rieures \’equivalentes \‘a $F_{H}$ . Posons d’abord $F_{H}^{(1)}=\sum_{n-1}^{\infty}Q_{n}^{(1)}$ .
Alors, on voir sans peine que $\nu^{*}(FB))\sim F_{H}$ . Puis, supposons que nous
ayons d\’efini les ensembles $\{FB)\}(\xi<\eta)$ et que l’ensemble $Fk^{S)}$ est
d\’efini comme la somme des ensembles $Q_{n}^{\langle\xi)}(n=1,2, \ldots)$ de $\mathfrak{G}$ , pour
un nOmbre ordinal quelconque $\eta$ compris eutre 1 et $\Omega$. D\’esignons par
$\mathfrak{G}^{(\eta)}$ la famille obtenue en enlevant les ensembles $Q_{n}^{()}e_{Y}(\xi<\eta)$ de G.
Alors, d’apres la condition $V$, il existe dans $\mathfrak{G}^{\{\eta)}$ les ensembles
$Q_{n}^{(\eta)}(n=1,2, \ldots)$ tels qu’on ait $ F_{H}\sim\sim^{\nabla}\nu^{*}(Q_{n}^{(\eta)})n-1\infty$ Posons $F_{H}^{\{\eta)}=\sum_{n-1}^{\infty}Q_{n}^{(\eta)}$ ,
on voit sans peine que

$\nu$
“ $(Fk^{\eta)})\sim F_{H}$ et $Fk^{\eta)}Fk^{S)}=0$ pour $\xi<\eta$ .

La suite transfinie $\langle Fk^{\alpha)}\rangle(a<\Omega)$ est ainsi d\’efinie par l’induction. $\Pi$

en r\’esulte qu’il correspond \’a tout sous-ensemble non minoe $H$ de
$\nu^{*}(E)$ , qui jouit de la propri6t\’e de LEBESGUE, les ensembles $F_{H}$ et
$\{Fk^{\alpha)}\}(a<\Omega)$ tels que nous avons d\’efini plus haut.

Maintenant, consid\’erons la famille $\mathfrak{H}$ d’ensemble $F_{H}$ , o\‘u $H$ par-
court tous les sous-ensembles non minoe de $\nu^{*}(E)$ , qui jouissent $de$ la
propri6t\’e de LEBESGUE. D’apr\’e$s$ le lemme $B$, on peut choisir parmi $\mathfrak{H}$

au plus une infinit\’e d\’enombrable d’ensembles $\{H_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ tels
qu’on ait $\nu^{*}(E)\sim_{n-1}\wedge^{\backslash }H_{n}\infty$ et’ $H_{n}H_{n^{\prime}}\sim 0$ pour $n\neq n^{\prime}$ . Pour ces en-
sembles, posons $F^{(\alpha)}=\sim^{\nabla}\infty F_{H_{n}}^{\langle\alpha)}(a<\Omega)$ . On voit alors sans peine que

n-l
$\nu^{*}\langle F^{(\alpha)}$) $\sim\nu^{\star}(E)(a<\Omega)$ et $F^{(\alpha)}F^{(\alpha^{\prime})}\sim 0$ pour $a\neq a^{\prime}$ . Donc, les en-
sembles

$E^{(1)}=F^{\langle 1)}$ , $E^{(\alpha)}=F-\sim F^{t*}$ )
$\sigma<\alpha$

$(a<\Omega)$

sont des sous-ensembles disjoints de $E$, ayant m\^eme \’etendue ext\’erieure
\’equivalente \‘a $\nu^{*}(E)$ . C. Q. F. D.
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17. Ensemble disjoints d’\’etendues ext\’erieures donn\’ees. Etant
donn\’e un ensemble non minoe $E$ d’un espace $R$ et une suite transfinie
du type quelconque $\{E_{\alpha}\}(a<\varphi)$ des sous-ensembles de $E$, peut-on
trouver une suite transfinie du type $\varphi\{F_{\alpha}\}$ des sous-ensembles dis-
joints de $E$, tels qu’on ait $\nu^{*}(E_{g})\sim\nu^{*}(F_{\alpha})(a<\varphi)$ ? En traitant
cette question, on peut arriver \‘a la cons\’equence suivante qui peut
\^etre $d$\’emontr\’ee en faisant appel \‘a l’hypothese des alephs inaccessibles.

Proposition 6. Soient $R$ un espace de la classe $(U^{*})$ dont tous les
sous-ensembles mesurables $(B)$ sont d\’ecomposabtes, et $7E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$

des ensembles non mince de R. Alors, il existe les ensembfes disjoints
$\{F_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ tels qu’on ait $\nu^{*}(F_{n})\sim\nu^{u}(E_{n})(n=1,2, \ldots)$ . De
plus, on peut d\’etermmer $F_{n}$ comme nous avons $F_{n}CE_{n}$ .

Pour \’etablir cette proposition, nous donnerons d’abord des lemmes.
Lemme 1. Il existe dans $S=\wedge^{\backslash ^{\urcorner}}\infty E_{n}$ un ensemble non mince $N$

tel qu’on ait $\nu^{*}(E_{n}-N)\sim\nu^{*}(E_{n})(n^{n-1}=1,2, \ldots)$ .
En effet, d\’esignons par $\mathfrak{F}$ la famille des termes non vides obtenus

en $d\text{\’{e}} veloppantII\infty^{n-1}\{E_{n}+(S-E_{n})\}$ en la somme des produits de la
forme $ k-1k1IIE_{n_{k}}\underline{I}I(S-E_{m_{k}})\infty$ , ou on a $n_{k}\neq m_{k},$ $n_{k}\neq n_{k^{\prime}}$ et $m_{k}\neq m_{k^{\prime}}$

pour $k\neq k^{\prime}$ et o\‘u tout nombre entier est contenu dans une des suites
$\{n_{k}\}$ et $\{m_{k}\}$ . Alors, les ensembles de $\mathfrak{F}$ sont disjoints et la somme
de oes ensembles est $S$. Nous distinguons deux cas.

PREMIER CAS; Il existe au moins un ensemble non minoe dans
$\mathfrak{F}$ D\’esignons par $E$ un ensemble non mince dans $F$. Alors, d’apr\’es
la Proposition 2, il existe dans $E$ un ensemble non minoe $N$ tel qu’on
ait $\nu^{*}(E)\sim\nu^{*}(E-N)$ , en admettant l’hypoth\’ese des alephs inacoessibles.
Il est \’evident que $N$ satisfait \‘a la demande du lemme 1.

DEUXIEAE CAS: Il n’existe aucun ensemble minoe dans $\mathfrak{F}$ .
Maintenant, on voit sans $pe$ine qu’il existe une famille $\mathfrak{G}$ des sous-
ensembles de $S$, qui satisfait aux conditions suivantes:

1o Tous les points de $S$ sont contenus au moins dans un en-
semble de G.

$2^{o}$ Tous les ensembles de $\mathfrak{G}$ sont minces et disjoints les uns les
autres.
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$3^{o}$ Chaque ensembles de $\mathfrak{F}$ est contenu dans un ensemble de G.
$4^{o}$ $\mathfrak{G}$ est la famille telle que la puissanoe $\mathfrak{n}$ de $\mathfrak{G}$ ne soit pas

sup\’erieure \‘a oelle de toute famille qui satisfait aux conditions $1^{o},$ $2^{o}$ ,
et $3^{o}$ .

Ici, considerons l’espaoe $R^{*}$ dont tout point est un \’el\’ement de G.
Dans $R^{*}$ , nous $d6finirons$ les notions d’\^etre minoe et mesurable $(B)$ ,
comme nous avons fait dans la d\’emonstration $de$ la proposition 2,
c’est-\‘a-dire, nous dirons qu’un ensemble $E$ de $R^{*}$ est $\min oe$ . ou non
(mesurable $(B)$ ou non), suivant que l’ensemble $[E]^{(1)}$ soit mince ou non
(mesurable $(B)$ ou non).

Maintenant, nous d6montrerons le deuxi\‘eme cas du lemme 1 par
l’induction transfinie pour $\eta$ tel qu’on ait $\mathfrak{n}=s_{\eta}$ . Pour cela supposons
qu’il n’existe aucun sous-ensemble $N$ non minoe de $S$ tel qu’on ait
$\nu^{*}(E_{n}-N)\sim\nu^{*}(E_{n})(n=1,2, \ldots)$ .

Consid6rons d’abord le cas o\‘u $\eta=1$ . D’apres le lemme de
M. ULAM, on peut d\’efinir des sous-ensembles \langle $N_{\alpha.\beta}$ } $(a<\omega_{0}, \beta<\omega_{1})$

de l’espaoe $R$“, comme il suit:
1o $N_{\alpha.\beta}N_{\alpha.\mathfrak{p}\prime}=0$ pour $\beta\neq\beta^{\prime}$ .
$2^{o}$ $N_{\alpha,\beta}N_{\alpha^{\prime}.\beta}=0$ pour $a\neq a^{\prime}$ .
$3^{o}$

$ R^{\#}-\sim^{\nabla}N_{\alpha,\beta}\alpha$ est de au plus $s_{0}$ , pour tout $\beta<\Omega$ .
Comme $R^{*}$ ne peut \^etre d\’ecompos\’e en $s_{0}$ ensembles minoes, il

existe au moins un ensemble non minoe $N_{\alpha.\beta}$ pour tout nombre ordinal
$\beta$ ; nous d\’esignons un de ces ensembles par $N_{\nu_{f}.\beta}$ . Or, puisque l’en-
semble $[N_{\nu\beta}r\cdot]^{\{1)}$ est non minoe, d’apres l’hypothese, il existe au moins
un ensemble $E_{n}$ tel qu’on ait $\nu^{*}(E_{n})$ non $\sim\nu^{*}(E_{n}-[N_{\nu_{\beta}.\beta}])$ . Nous
d\’esignons un des ces ensembles par $E_{n_{\beta}}$ .

Consid\’erons la suite transfinie $\mathfrak{H}=\langle(\nu_{\beta}, n_{\beta})$ } $(\beta<\Omega)$ des paires
de nombres naturels. Comme on a $\nu_{1}$’ , $n_{\beta}<\omega_{0}$ pour $\beta<\Omega$ , il existe
au plus une infinit\’e d\’enombrable de paires diff\’erenti\’ees dans $\mathfrak{H}$ Il
existe donc au moins une paire $(\nu, n)$ tel que

(18) $\nu=\nu_{\beta}$ et $n=n_{\beta}$

a lieu pour une infinit\’e non d\’enombrabl$e$ d’indices diff\’erents $\beta$ . Nous

(1) Nous d\’esignerons par $[E]1’ ensemble\sum_{e\epsilon F_{d}}e$ .
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d\’esignons par $\{\beta_{\lambda}\}(\lambda<\Omega)$ les indioes qui ont lieu (18) pour une paire
$(\nu, n)$ . Alors,

$M_{\lambda}\equiv\nu^{*}(E_{n})-\nu^{*}(E_{n}-[N_{\nu.\beta_{\lambda}}])$ $(\lambda<\Omega)$

sont les ensembles non minces de $\nu^{*}(E_{n})$ , qui jouissent de la propri\’et6
$de$ LEBESGUE. Puisqu’on a $[N_{\nu.p_{\lambda}}][N_{\nu.p_{\lambda}},]=0$ pour $\lambda\neq\lambda^{\prime}$ , nous avons
$M_{\lambda}M_{\lambda^{\prime}}=0$ . Par cons\’equent,

$N_{1}=M_{1}$ et $N_{\lambda}=M_{\lambda^{-}\leftarrow M_{t}}^{\nabla}$ $(\lambda<\Omega)$

sont les ensembles non minces disjoints, qui jouissent de la propri\’et\’e
$de$ LEBESGUE, ce qui est incompatible avec la condition $V$. Donc, dans
le cas ou $\eta=1$ , il existe un $sous- en^{\bullet}se$mble $N$ de $S$ demand\’e dans le

lemme 1.
On peut d\’emontrer dans le cas ou $\eta$ est de premi\’ere espece, qu’il

existe un sous-ensemble non minoe $N$ de $S$ demand\’e dans le lemme 1,

tout \‘a fait $de$ la m\^eme fagon que nous l’avons fait dans le cas $0\dot{u}$

$\eta=1$ .
Puis consid\’erons le cas o\‘u $\eta e$st de deuxi\’eme $esp\dot{e}$oe. D’apres la

d\’efinition de $\mathfrak{G}$ , la puissanoe de $\mathfrak{G}$ n’est pas sup\’erieure \’a $2^{g_{0}}$ . Donc,

en admettant l’hypoth\’ese des alephs inaccessibles, on peut d\’efinir les
nombres cardinaux $\mathfrak{n}_{\alpha}(a<\varphi,\overline{\varphi}<\mathfrak{n})$ tels qu’on ait $\mathfrak{n}=\alpha<\varphi\sim^{\nabla}n_{ct}$ . Cor-
respondant \‘a ces nombres cardinaux, il existe des sous-ensembles dis-
joints $S_{\alpha}(a<\varphi)$ de $R^{*}$ , tels qu’on ait $R^{*}=_{\alpha<p}\sim^{\nabla}S$ et $=6_{\alpha}^{\prime}=\mathfrak{n}_{a}(a<\varphi)$ .
D’apres la d\’efinition de $\mathfrak{n}$ , il existe au moins un ensemble non minoe
parmi $\{S_{\alpha}\}$ . D6signons par $S^{*}$ un de ces ensembles. Comme $[S^{*}]^{(1)}$

est le sous-ensemble non minoe de $S$, il existe des ensembles non
minces dans la suite $\{[|S^{*}]E_{n}\}$ $(n=1,2, . . .)$ ; d\’esignons par
$[S^{*}]E_{n_{k}}(k=1,2, \ldots)$ ces ensembles non minces. Comme le puissance

de $ k-1\rightarrow\backslash \urcorner[S^{*}]E_{n_{k}}\infty$ est inf\’erieure \‘a $\mathfrak{n}$ , d’apres l’hypothese, il existe un en-
semble non minoe $N$ de $k-1\leftarrow\nabla[S^{*}]E_{n_{k}}\infty te1$ qu’on ait pour $n=n_{k}$

(19) $\nu^{*}([S^{j\epsilon}]E_{n_{k}}-N)\sim\nu^{*}([S^{*}]E_{n_{k}})$ .
Mais, on voit sans peine que l’\’equivalenoe (19) a lieu pour tout nombre

(1) Pour la notation, $voIr$ la note (1) de la page 152.
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naturel $n$ . Il en r\’esulte que $N$ satisfait a la demande $du$ lemme 1
dans notre cas.

Par suite, nous avons qu’il existe dans tous les cas un sous-ensemble
$N$ de $S$, qui satisfait \‘a la demande du lemme 1. C. Q. F. D.

Lemme 2. Il existe un sous-ensemble non mince $N$ de $S,$ $id$

qu’on ait

(20) $\nu^{*}(S)\sim\nu^{*}(N)$ et $\nu^{*}(E_{n})\sim\nu^{*}(E_{n}-N)$ $(n=1,2, \ldots)$ .
Pour le voir, consid\’erons un sous-ensemble non minoe $H$ de $\nu^{*}(S)$ ,

qui jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE; et posons $F_{n}=E_{n}H(n=1,2, . .)$ .
D’apres le lemme 1, en admettant l’hypoth\‘ese des alephs inaccessibles,
il existe un ensemble non minoe $N_{H}$ tel qu’on ait

$ H\supset_{n\approx 1}\sim^{\nabla}F_{n\sim}\supset N_{H}\infty$ et $\nu^{*}(F_{n})\sim\nu^{*}(F_{n}-N_{H})$ $(n=1,2, \ldots)$ .
Alors, comme on voit, $\nu^{*}(E_{n}^{:})\sim\nu^{*}(E_{n}-N_{H})(n=1,2, \ldots)$ , c’est-a-dire,
quel que soit le sous-ensemble non minoe $H$ de $\nu^{*}(S)$ , qui jouit de la
Propri\’et\’e de $LEBE\Re UE$ , il existe un sous-ensemble non minoe $N_{H}$ de
$SH,$ $te1$ qu’on ait $\nu^{*}(E_{n})\sim\nu^{*}(E_{n}-N_{H})(n=1,2, \ldots)$ . D\’esignons par
$\mathfrak{H}$ la famille $de$ tous les ensembles $\nu^{*}(N_{H})$ , ou $H$ parcourt tous les
sous-ensembles $H$ non minoes de $\nu^{*}(S)$ , qui jouit $de$ la propri\’et\’e de
LEBESGUE. D’apres le lemme $B$ , on peut choisir au plus une infinit\’e
d\’onombrable des ensembles $\{\nu^{*}(N_{H_{k}})\}(k=1,2, \ldots)$ parmi $\mathfrak{H}$ , tels
qu’on ait

(21) $\nu^{-i:}(S)\sim_{k-1}\wedge^{\backslash }\nu^{*}\infty(N_{H_{k}})$ et $\nu^{*}(N_{H_{k}})\nu^{*}(N_{H_{k}},)\sim 0$ pour $k\neq k^{\prime}$ .
Posons $ N=_{k-1}\sim^{\nabla}N_{H_{k}}\infty$ . Alors, d’apres (21), on a

$ E_{n}-N\sim_{k-1}\sim^{\nabla}(E_{n}-N_{H_{k}})_{\nu^{*}}(N_{H_{k}})\infty$ $(n=1,2, \ldots)$ ,

ce qui donne $\nu^{*}(E_{n}-N)\sim\nu^{*}(E_{n})(n=1,2, \ldots)$ , c’est-\‘a-dire, $N$ satis-
fait \‘a la condition (20).

Maintenant, nous d\’emontrerons la proposition 6 en faisant appel
\‘a l’hypothese des alephs inaccessibles. Pour oela, d’abord nous d\’efinirons
les ensembles $\{F_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ par l’induction. Comme il existe au
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moins un ensemble non minoe dans la suite ($E_{1}E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ , on
peut d\’efinir, \‘a l’aide du lemme 2, un sous-ensemble $F_{1}$ de $n-1\sim^{\nabla}\infty EiE_{n}$ tel
qu’on ait $\nu^{*}(F_{1})\sim\nu^{*}(E_{1})$ et $\nu^{*}(E_{1}E_{n}-F_{1})\sim\nu^{*}(E_{1}E_{n})(n=1,2, \ldots)$ .

Supposons que $F_{j}(j\leqq n)$ ont \’et\’e d\’efinis et qu’ils satisfont aux
onditions suivantes pour $k=1,2,$ $\ldots$ , $n$

(22) $\sum_{j-1}^{\infty}E_{k}E_{j^{-\urcorner}i^{\wedge^{\backslash }}1}^{k-1}-F_{1}>F_{k}$ ,

\langle 23) $\nu^{*}(E_{k}E_{j\wedge}^{kk-1}-\backslash F:)\sim\nu^{*}(E_{k}E-F:)i-1:-1$ $(j=1,2, \ldots)$ ,

(24) $\nu^{*}(F_{k})\sim\nu^{*}(\sum_{j-1}^{\infty}E_{k}E_{j\wedge^{\backslash }}^{k-1}-\urcorner F_{1})i-1$

Comme il existe au moins un ensemble non minoe dans la suite
$\{E_{n*1}E_{k^{-\backslash \urcorner}}^{n_{1}}\sim F_{i}\}:-(k=1,2, \ldots)$ , on peut trouver un ensemble $F_{nt1}$ ,
qui satisfait aux conditions (22), (23) et (24) pour $k=n+1$ . Nous
avons donc $\nu^{*}(E_{n}-\sum_{i-1}^{k+1}F_{i})\sim\nu^{\prime}u(E_{n_{i-1}^{-F_{i})}}^{k}\wedge^{\backslash }(k, n=1,2, \ldots)$ , ce qui
donne par l’induction $\nu^{*}(E_{n^{-2F_{i})\sim\nu^{*}}}^{k}|-1,(E_{n})$ $(k=1,2, \ldots)$ . Il en
r6su1te en vertu de (24) que $\nu^{*}(F_{k})\sim\nu^{*}(E_{k})(k=1,2, \ldots)$ . Or, les
ensembles $F_{k}$ sont disjoints et $E_{k}\supset F_{k}$ , d’ou la suite $\{F_{k}\}$ satisfait
aux demande de la proposition 6. C. Q. F. D.

\S 4. La propri\’et\’e de FR\’ECHET sur les fonctionnelles.

M. M. FR\’ECHET a demontr\’e dans son th\’ese un th\’eor\’eme sur une
famille des fonctions mesurables (au sens de LEBESGUE). On ne peut
trouver dans la th\’eorie de la cat\‘egorie aucun th\’eoreme qui correspond
a ce th\’eoreme, mais, il $y$ a des relations int6ressantes entre ce th\’eor\’eme
et la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ . Nous allons donc \’etudier oe th\’eor\‘eme dans
ce paragraph. Pour cela, nous introduirons d’abord une notions sur
les fonctionnelles.

18. Propri\’et\’e de FRECHET. Etant donn\’e un ensemble non minoe
$E$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE d’un espaoe $R$ , consid\’erons
toutes les suites quelconques $\{F^{(n)}(x)\}$ et $\{F_{m}^{(n)}(x)\}(m, n=1,2, \ldots)$ des
fonctionnelles $d$\’efinies dans $E$, qui satisfont aux conditions suivantes:

(1) M. FR\’ECHET, Rendiconti $d$ . Palermo, t. 22 (1906), p. 1-72.
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(A) Les fonctionnelles $F^{(n)}(x)$ et $F_{m}^{(n)}(x)$ jouissent de la propri\’et6

de LEBESGUE sur $E$.
(B) La suite $\{F_{m}^{(n)}(x)\}(m=1,2, \ldots)$ converge vers $F^{(n)}(x)$ presque

partout sur $E$, quel que soit le nombre naturel $n$ .
(C) La suite $\{F^{(n)}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ converge presque partout

sur $E$.
Nous dirons que $E$ jouit de la proprie’t\’e de FR\’ECHET, lorsqu’il

existe une suite croissante de nombres naturels $\{n_{k}\}(n_{k}<n_{k+1}$ ,

$k=1,2,$ $\ldots$ ) et une suite d’indioes $\{m_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ , telles que

la suite $\{F_{m_{k}}^{(n_{k)}}(x)\}(k=1,2, \ldots)$ converge vers $\lim_{n\rightarrow\infty}F^{(n)}(x)$ presque

partout sur $E$.
Th\’eoreme 10. Etant donn\’e un espace $R$ de la classe $(U^{*})$ , pour

qu’un sous-ensemble non mince $E$ de $R$ , qui jouit de la propri\’el\’e de
LEBESGUE, jouisse de la propri\’et\’e de FR\’ECHET, il faut et il suffit
que tous les sous-ensembles de $E$, qui jouissent de la propri\’et\’e de
LEBESGUE, jouissent de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$.

D\’emonstration. On peut supposer, sans restreindre la g\’en\’eralit\’e,

qu’on ait $E=R$.
La condition est n\’ecessaire. Il nous suffit de d\’emontrer que $R$

ne jouit pas de la propri\’et\’e de FR\’ECHET, lorsqu’un sous-ensemble non.
minoe $H$ de $R$ , qui jouit $de$ la propri\’et6 de LEBESGUE, ne jouit pas
de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ . Maintenant, supposons par impossible que
$R$ jouisse de la propri\’et\’e de $FRE$CHET

$’$ . Comme $H$ ne jouit pas de la
propri\’et6 $d’ EDOROFF$ , il existe des ensembles $\{M_{k,,\iota}\}(k, n=1,2, \ldots)$

tels qu’on ait:
1o Tous les ensembles $M_{k.n}$ jouissent de $ 1a\infty$ propri\’et\’e de LEBESGUE.
$\dot{2}^{o}$ $M_{k,n}\supset M_{k.n+1}(k, n=1,2, \ldots)$ et $\prod_{n-1}M_{hn}=0(k=1,2, \ldots)$ .
$3^{o}$ Quelle $\infty que$ soit la suite $\{n_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ des nombres

naturels, $H\sim_{k-1}\sim^{\nabla}M_{k.n_{k}}$ .
.

Pour oes ensembles, nous d\’efinirons les fonctionnelles $\{F_{m}^{(n)}(x)\}$

$(m, n=1,2, \ldots)$ , comme il suit,
$n$

$F_{m}^{(n)}(x)=\left\{\begin{array}{ll}1 & pour X\epsilon\sum_{i-1}M_{i,m},\\0 & pour x^{n}\overline{\epsilon}_{\wedge}^{S}M_{i.m}-1\end{array}\right.$
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Alors, les fonctionnelles $F_{m}^{(n)}(x)$ jouissent de la propri\’et\’e de
LEBESGUE sur $R$ et on a sur $R\lim_{m\rightarrow\infty}F_{m}^{(n)}(x)=0(n=1,2, \ldots)$ . Comme
$R$ jouit de la propri\’et\’e de FR\’ECHET, il existe une suite infinie crois-
sante de nombres naturels \langle $n_{k}$ } $(n_{k}<n_{k+1}, k=1,2, \ldots)$ et une suite
infinie d’indices $\{m_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ , telles qu’on ait presque partout

sur $R\lim F_{m_{k}}^{(n_{k)}}(x)=0$ . Alors, d’apr\’es la d\’efinition de $F_{m}^{n}(x)$ , on a
$\varlimsup_{k\rightarrow\infty i-1}\wedge^{\backslash }M_{*.m_{k}}\sim 0n_{k^{k\rightarrow\infty}}$ Donc, d’apres $n_{k}\geqq k$ , on a aussi

(25) $\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k,m_{k}}\sim 0$ .
Or, en outre, on a $k-j\underline{\infty\backslash }\urcorner M_{k,m_{k}}\sim H$ $(j=1,2, . ..)$ , oe qui $d$onne
$H\sim\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k,m_{k}}$ . C’est incompatible avec (25). Il en r\’esulte que $R$ ne
jouit pas $de$ la propri\’et\’e de FR\’ECHET.

La condition est suffisante. Etablisons d’abord un lemme.

Lemme C. Soient $R$ un espace de la classe $(U^{*})$ dont tous les
sous-ensemble non mince mesurable $(B)$ jouissent de la propri\’et\’e
$d’ EGOROFF$, et $\{M_{k.n}\}(k, n=1,2, \ldots)$ une famille d’ensembles de $R$,
qui jouissent de la propri\’et\’e de LEBESG $UE$ et qui satisfont aux conditions
$(A)$ et $(B)du$ th\’eoreme 7. Il existe alors une suite { $ n_{k}\rangle$ $(k=1,2, \ldots)$

de nombres naturels, teue qu’on ait $\varlimsup_{k,\infty}M_{k,n_{k}}\sim 0$ .
D\’emonstration. Supposons par impossible que les ensembles

$\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k.n_{k}}$ soient non minoe, quelle que soit la suite $\{n_{k}\}(k=1,2, \ldots)$

de nombres naturels.
Nous d\’efinirons par l’induction transfinie la suite transfinie du

type $\Omega$ $\{M^{(\alpha)}\}(\alpha<\Omega)$ comme il suit. Pour une suite quelconque
$\{n1^{1)}\}(k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels, posons $M^{(1)}=\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k.n}t^{1)}$ .
Maintenant, supposons que les ensembles $M^{(\frac{\sim}{}.)}(\xi<\eta)$ et les suites $\{n1^{\mathfrak{k})}\}$

de nombres naturels $(\xi<\eta)$ soient definie et qu’on ait $M^{(_{\backslash }^{\vee})}=\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k.n}i^{\backslash }$
)

\langle$\xi<\eta$) pour un nombre ordinal quelconque $\eta$ compris entre 1 et $\Omega$.
Comme l’ensemble $N$ de tous les nombres ordinaux $\xi<\eta$ est au plus
d\’enombrable, il existe une suite infinie ( $\xi_{k}$ } $(k=1,2, \ldots)$ form\’ee de
tous les nombres de $N$. Posons $n_{k}=\max\{n_{k}^{l\xi_{1})}, n_{k}^{(\xi_{0}.)}, . . . , n_{k}^{(\xi_{k})}\}$

$(k=1,2, \ldots)$ et consid\’erons les ensembles
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(26) $MM_{k.n_{k}},$ $MM_{k,n_{k}+1},$ $MM_{k.n_{k}+2}$ , . . . $(k=1,2, \ldots)$

ou $M=\varlimsup_{k\sim\infty}M_{k.n_{k}}$ . Comme les ensembles de (26) satisfont aux condi-

tions $(A)$ et $(B)$ du th\’eoreme 7 et jouit de la propri6t\’e $d’ EGOROFF$ , il
existe une suite $\{nl^{\eta)}\}(k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels telle qu’on ait

$nt^{\eta)}\geqq n_{k}$ et $\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k,n_{k}}-\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k.n}\iota^{\eta)}$ non \sim 0.

Maintenant, posons $M^{(\eta)}=\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k,n_{k}^{\langle\eta)}}$ . La suite transfinie $\{M^{(\eta)}\}$

$(\eta<\Omega)$ se trouve ainsi d\’efinie. La suite transfinie $\{M^{(\eta)}\}$ est mono-
tone, et chaque ensemble de la suite $\{M^{(\eta)}\}$ n’est pas $6quIv_{\sim}^{\wedge}1e$nt aux
suivantes. C’est incompatible avec la condition (V). C. Q. F. D.

\‘A l’aide du lemme, \’etablissons que la condition donn\’ee dans le
th\’eoreme 10 est suffisante. Soient $\{F_{m}^{(n)}(x)\},$ $\{F^{(n)}(x)\}(m, n=1,2, \ldots)$

et $Ftx$) les fonctionnelles jouissant de la propri\’et\’e de LEBESG\‘U$E$ dans
$R$ et satisfont \‘a la condition: on a presque partout sur $R$

$\lim_{m\rightarrow\infty}F_{m}^{(n)}(x)=F^{(n)}tx)$ et $\lim_{n\rightarrow\infty}F^{(n)}(x)=F(x)$ .
Sans restreindre la g\’en\’eralit\’e, on peut supposer qu’on a sur $R$

identiquement $F^{(n)}(x)\equiv F(x)\equiv 0(n=1,2, \ldots)$ . Pour un nombre
rationnel positif $r$ , posons

$M_{k,n}(r)=Ensx\{|F_{n}^{(k)}(x)|\geqq r\}$ ,

$M_{k.n}^{*}(\gamma)=_{j\geq n}^{v}\leftarrow M_{k.j}tr)$ .
Alors, les ensembles $\{M_{kn}^{*}(r)\}(k, n=1,2, \ldots)$ satisfont aux condi-
tions $(A)$ et $(B)$ du th\’eor\’eme 7. Donc, d’apr\’e$s$ le lemm$eC$ , il existe
une suite \langle $n_{k}(r)$ } $(k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels telle qu’on ait
$\varlimsup_{k\rightarrow\infty}M_{k.n_{k}}(r)\sim 0$ . Consid\’erons une suite infinie $\{r_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ form\’ee

de tous les nombres rationnels positifs et posons

$n_{k}=\max\{n_{k}(r_{1}), \prime n_{k}(r_{2}), ... , n_{k}(r_{k})\}$ $(k=1,2, \ldots)$ .
Alors, on voit ais6ment qu’on a pour tout nombre rationnel positif $r$

$\varlimsup_{k\rightarrow\infty}$ Ensx $\{|F_{n_{k}}^{(k)}tx)|\geqq r\}\sim 0$ .
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Par suite, nous avons $\lim_{k\rightarrow\infty}F_{n_{k}}^{(k)}(x)\equiv 0$ presque partout sur $R$ , c’est-a-
dire $R$ jouit de la propri6t6 de FRFCHET. C. Q. F. D.

19. Equivalenoe des propositions. Dans oe qui suit, nous \’etablis-

sons des propri\’et\’es \’equivalentes \‘a la propri6t\’e de FR\’ECHET. Pour oela,
commengons par la d\’efinition.

Soient $E$ un sous-ensemble non minoe d’un espaoe $R$ , qui jouit de
la propri\’et\’e de LEBESGUE, et \langle $F_{*}(x)$} $(n=1,2, \ldots)$ une suite conver-
gente des fonctionnelles, qui jouissent de la propri6t\’e de LEBESGUE
sur $E$. Alors, nous dirons que la suite \langle $F_{n}tx$)} converge uniform\’ement
sur $E$ au sens de WEYL, lorsqu’il existe une suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$

des sous-ensembles non minces de $E$ tels que

1o les ensembles $E_{n}$ jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE et on
ait $ E\sim_{n-1}\sim^{\nabla}E_{n}\infty$ .

$2^{o}$ quel que soit le nombre naturel $k,$ $\langle F_{n}(x)\rangle$ converge uniform\’e-

ment sur $E_{k}$ .
Par cette d\’eflnition, nous avons le

Th\’eor\’eme 11. Dans un espace $R$ de la classe $(U^{*})$ , les Proposi-
tions suivantes sont \’equivalentes les unes aux autres:

(A) Tous les sous-ensembles non minces mesurables $(B)$ de $R$

jouissent de la propri\’et\’e de $d’ EGOROFF|$

(B) Pour tous les $s$ us-ensembles non minces mesurables $(B)$ de
$R$ , il n’existe ’ aucune famille \langle $M_{k.n}$ } $(k, n=1,2, \ldots)$ des ensembles
jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE, tels qu’on ait

1o $M_{k,n}>M_{k.n*1}(k, n=1,2, \ldots)$ et $n-1I1M_{k.n}\sim 0\infty(k=1,2, \ldots)$ ,
$2^{o}$ queue que soit la suite { $ n_{k}\rangle$ $(k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels,

on ait $\sum_{k-1}^{\infty}M_{k.n_{k}}\sim E$ .
(C) Toutes les suites convergentes \langle $F_{n}(x)$} $(n=1,2, \ldots)$ des fonc-

tionnelles jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE dans $R$ eonverge
uniform\’ement sur $R$ au sens de WEYL.

(1) La convergence uniform\’ement au sens de WEYL est la traduction en le frangais
de,, Die Wesentliche $gleIchmassIge$ Konvergenz “ qui a \’et\’e donne par M. H.
WEYL dans Math. Ann., t. 67 (1909), p. 225-245.
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(D) $R$ jouit de la propri\’et\’e de FR\’ECHET.

D\’emonstration. Puisque nous avons d\’ej\‘a vu que $(A)$ est \’equi-

valent \‘a $(B)$ et que $(A)$ l’est \‘a $(D)$ aussi, il ne reste qu’\‘a montrer que
$(A)\rightarrow-(C)$ .

$(A)\rightarrow(C)$ : Soit $\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ une suite convergente des

fonctionnelles jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE sur $R$ . Il existe
alors un sous-ensemble non minoe $F_{H}$ de $H$ qui jouit de la propri\’et\’e

de LEBESGUE et sur lequel \langle $F_{n}(x)$} converge $uniform6ment$ , quel que

soit l’ensemble non minoe mesurable $(B)H$. D\’esignons par $\mathfrak{F}$ la famille

des ensembles $F_{H}$ ou $H$ parcourt tous les ensembles non minces mesu-
rables $(B)H$ de $R$ . D’apres le lemme $B$ , il existe dans $\mathfrak{F}$ les ensembles

\langle $F_{H_{n}}$ } $(n=1,2, \ldots)$ tels qu’on ait

$ R\sim_{n-1}\sim^{\nabla}F_{H_{n}}\infty$ et $F_{H_{n}}F_{H_{n}},$ $\sim 0$ pour $n\neq n^{\prime}$ .

Posons $E_{k}=_{j-1}\wedge^{\backslash }F_{H_{j}}k$ Alors, $\{F_{n}(x)\}$ converge uniform\’ement sur $E_{k}$ et

on a $ R\sim_{n-1}\sim^{\nabla}E_{n}\infty$ . Par cons\’equent, $\{F_{n}(x)\}$ converge uniform\’ement sur
$R$ au sens de WEYL. Donc, nous avons $(A)\rightarrow(C)$ . Il est \’evident que

$(C)\rightarrow(A)$ . C. Q. F. D.

20. Convergence en \’etendue de fonctionnelles. Nous introdui-
rons ici une notion analogie \‘a celle de la convergenoe en mesure donn\’ee

par M. F. RIESZ. Voici la d\’efinition. Soient $E$ un sous-ensemble non
minoe de $R$ jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE, et $F_{n}(x)(n=1,2, \ldots)$

des fonctionnelles qui jouissent de la propri\’et6 de LEBESGUE sur $E$.
Nous dirons que la suite { $ F_{n}(x)\rangle$ converge en \’etendue vers une fonc-

tionnelle $F(x)$ sur $E$, lorsqu’on a

$\varlimsup_{n\rightarrow\infty}Ens\{|F_{n}(x)-F(x)|\geqq r\rangle x\sim 0$
,

quel que soit le nombre positif $r$ . Maintenant on voit bien que

1o les limites au sens de la convergenoe en \’etendue d’une suite

de fonctionnelles ayant la propri\’et\’e de LEBESGUE sont \’equivalentes les

unes aux autres, et jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE,

$(1)\sim$C. R. Acad. Sci. Paris, t. 148(1909), $P$ . $13C3-1305$ .
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$2^{o}$ toute suite convergante au sens ordinaire $de$ fonctionnelles
ayant la propri\’et\’e de LEBESGUE aussi converge en \’etendue.

On peut \’enonoer dans notre th\’eorie un th\’eoreme analogique \‘a oelui
de M. F. RIESZ sur la convergence en mesure, comme il suit.

Th\’eoreme 12. Soient $R$ un espace de la classe $(U^{*})$ iouissant de
la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ et $\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ une suite convergente
en \’etendue de fonctionneues ayant la propri\’et\’e de LEBESGUE sur $R$.
On peut alors extraire de la suite $\langle F_{n}(x)\rangle$ une sous-suite qui converge
uniform\’ement au sens de WEYL sur $R$ .

D\’emonstration. Soient $F(x)$ une limite de la convergenoe \’etendue

de $\{F_{n}(x)\}$ et $n-1\sim\infty\backslash _{e_{n}}^{\prime}$ une s\’erie convergente de nombres positives. Posons

$N_{k.n}=_{i.j\geq}\sim_{nx}^{\nabla}Ens$ $\{ |F_{i}(x)-F_{j}(x)|\geqq\epsilon_{k}\}$ $(k, n=1,2, \ldots)$ .
Alors, d’apres la relation

Ensx $\{|F_{i}tx$) $-F_{j}(x)|\geqq e_{k}\}\subset_{x}Ens\{|F_{i}(x)-F(x)|\geqq\frac{1}{2}e_{k}\}$

$+Ensx\{|F_{j}(x)-F(x)|\geqq\frac{1}{2}e_{k}\}$ .
on a

$N_{k.n}\supset\sum_{:\geq n}Ensx\{|F_{i}(x)-F(x)|\geqq\frac{1}{2}e_{k}\}$ ,

oe qui donne $\lim$ Ni. $n\sim 0$ $(k=1,2, \ldots)$ . En outre, nous avons
$N_{hn}\supset N_{k.n+1}(k, n=1,2, \ldots)$ . Or, comme $R$ jouit de la propri\’et\’e
$d’ EGOROFF$ , d’apr\’es le lemme $C$, il existe une suite croissante $\langle n_{k}\rangle$

$(n_{k}<n_{k\cdot 1}, k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels telle qu’on ait $\varlimsup_{k\rightarrow\infty}N_{k.n_{k}}\sim 0$ .
Posons $N^{(k)}=\sum_{j\geq k}N_{j,n_{j}}(k=1,2, \ldots)$ . Alors, comme on voit, nous
avons $\varlimsup_{k\rightarrow\infty}N^{(k)}\sim 0$ . Etant donn\’e un nombre naturel $k$ , consid6rons
l’ensemble $R-N^{\langle k)}$ . Comme on a $(R-N^{(k)})N_{j.n_{j}}=0$ pour $j\geqq k$ ,
d’apres la d\’efinition de $\{N_{j.n_{j}}\}$ , nous avons sur $R-N^{(k)}$

$|F_{n}(x)-F_{n^{\prime}}(x)|<e_{j}$ pour $n,$ $n^{\prime}\geqq n_{j}$ ,

quel que soit le nombre naturel $i\geqq k$ . Donc, comme on voit, nous
avons sur $R-N^{(k)}$
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$|F_{n_{j}}tx)-F_{n_{j+:}}(x)|<_{n\geq j}\sim^{\nabla}\epsilon_{n}$ $(i\geqq k, i=1,2, \ldots)$ .
Il en r\’esulte que la suite $\{F_{n_{j}}(x\rangle\}(j=1,2, \ldots)$ converge $uniform6ment$

sur $R-N^{(k)}$ , quel que soit le nombre naturel $k$ : c’est-a-dire, la sou8-

suite $\langle F_{n_{j}}\phi)\rangle$ de la suite donn\’ee converge uniform6ment au sens de
WEYL sur $R$ . C. Q. F. D.

Nous 6tablissons \‘a l’aide du th\’eoreme 12 une condition $n6oessaire$

et suffisante pour qu’une suite des fonctionnelles jouissant $de$ la pro-
pri\’et6 de LEBESGUE sur $R$ converge en \’etendue sur $R$ .

Th\’eoreme 13. Soient $R$ un espace de la dasse $(U^{*})$ , qui jouit

de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ et $\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ une suite des
fonctionnelles, qui jouit de la Propri\’et\’e de LEBESGUE sur R. Pour
que la suite $\{F_{n}(x)\}$ converge en \’etendue sur $R$ , il faut et il suffit qu’on
ait, quel que soit le nombre positif $\epsilon$ ,

(27) $\varlimsup_{n\rightarrow\infty}N_{\epsilon.n}\sim 0$ ,

ou $N_{\epsilon.n}=_{i.;\geq}\sim_{nx}^{\nabla}Ens\{|F_{i}(x)-F_{i}(x)|\geqq\epsilon\}$ .
D\’emonstration. La condition est suffisante. Comme nous avons

les \’equivalences (27) pour tout nombre positif $e$ , on peut extraire de
la suite $\{F_{n}(x)\}$ une sous-suite \langle $F_{n_{k}}tx$)} $(k=1,2, \ldots)$ convergente

uniform6ment au sens de WEYL sur $R,$ de m\^eme que nous avons fait
dan\’{s} le cas du th\’eoreme 12. D\’esignons par $F(x)$ la limite au sens
ordinaire de \langle $F_{n_{k}}(x)$}. Soit $\epsilon$ un nombre positif quelconque, d’apres
la $d6finition$ de $N_{e.n}$ , on a

Ensx $\{|F_{m}(x)-F_{n_{k}}(x)|\geqq\frac{1}{2}\epsilon\}<N_{\frac{1}{I}e.m}$ pour $n_{k}\geqq m$ .

Donc, nous avons $m*\infty 1\overline{im}\{|F_{m}tx)-F(x)|\geqq\epsilon\}\sim 0$ .
Il en suit que $\{F_{n}(x)\}$ converge en \’etendue sur $R$ .
Il est \’evident que la condition donn\’ee est neeessaire. C. $Q$. F. D.
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CHAPITRE III

ESPACES DES CLASSES (B) ET $(B^{*})$.

\S 5. Ensembles qui ne jouissent pas de la propri\’et\’e
de LEBESGUE.

M. F. BERNSTEIN a introduit dans la th\’eorie des ensembles de
points un principe qui donne ensembles totalement imparfaits $de$ la
puissanoe $2^{g_{0}}$ dans l’ensemble lin\’eaire en faisant appel \‘a l’axiome du
choix de M. ZERMELO. Comme on sait, ce principe joue un r\^ole im-
portant dans les diverse directions de la th\’eorie d’ensembles singulieres
$de$ points. Maintenant, nous allons consid\’erer des espaces auxquels le
principe de M. F. BERNSTEIN est applicable. Mais, malheureusement,

nous devons de faire appel \‘a l’hypothese du continu pour appliquer
oe principe dans notre espace.

21. Espace de la classe (B). Nous appellerons un espaoe de la
classe $(B)$ un espaoe $R$ qui satisfait aux conditions suivantes.

IIIes. Pour tbut ensemble $E$ de $R,$ $iIy$ a au moins une 6tendue
ext\’erieure qui contient $E$. Nous d\’esignons, en particulier, par V“ $(E)$

une quelconque de oes \’etendues.

VI. La puissanoe de la famille $\mathfrak{B}(R)$ de tous les sous-ensembles
mesurables $(B)$ de $R$ est au plus $2^{g_{0}}$ .

22. Ensemble disjoints d’\’etendues ext\’erieures donn\’ees. Dans
un espaoe $R$ de la classe $(B)$ , on peut d\’eduire une extension $de$ la
proposition 6 comme il suit.

Proposition 7. Soient $R$ un espace de la classe $(B)$ dont tous les
points sont minces, et $\mathfrak{F}$ une famille de tout au plus $ 2^{e_{0}}\sim$ ensembles non
minces dans R. On peut alors correspondre $a$ ehacun ensemble $E$ de
$\mathfrak{F}$ des sous-ensembles $Nf^{\alpha)}(a<\Omega)$ de $E$ de la $fa\varphi qn$ que les conditions
$su\dot{w}$antes soient remplies:

(1) Leipz. Ber., t. 60 (1908), p. 325-338.
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1o Pour tout ensemble $E$ de $\mathfrak{F}$ , on ait $\nu^{*}(E)\sim\nu^{*}(NA^{\alpha)})(a<\Omega)$ .
$2^{o}$ Pour deux ensembles distincts $E$ et $F$ de $\mathfrak{F}$ on ait $Nf^{\alpha)}Nf$ ) $=0$ .
Nous d\’emontrerons cette proposition $en$ faisant appel \‘a l’hypothese

$du$ continu.
Comme la puissanoe de la famille $\mathfrak{F}$ est au plus $2^{g_{0}}$ , en admettant

l’hypoth\’ese du continu, les ensembles de $\mathfrak{F}$ peuvent \^etre rang\’es en
une suite transfinie du type $\Omega\{E_{\alpha}\}(a<\Omega)$ de maniere que chaque

ensemble de $\mathfrak{F}$ est contenu dans oette suite une infinit\’e non d6nom-
brable $de$ fois.

Etant donn6 un ensemble $E_{\alpha}$ , consid\’erons des ensembles $HE_{a}$ et
$E_{\alpha}-H$ , pour tous les ensembles mesurables $(B)H$. Parmi ces en-
sembles, il existe au plus $2^{g_{0}}$ ensembles non minces. On peut donc
ranger ces ensemble en une suite transfinie $\{H_{\alpha,\beta}\}(\beta<\Omega)$ en admet-
tant toujours l’hypothese du continu. Il existe donc une suite transfinie
$\{H_{\alpha_{\nu}\beta_{\nu}}\}(\nu<\Omega)$ form$6e$ de tous les ensembles $H_{\alpha,\beta}$ . Enfin, soit une
suite transfinie du type quelconque $\langle x_{\nu}\rangle(\nu<\varphi)$ form\’ee de tous les
poinis de $R$.

Nous d\’efinirons la famille $\{p\alpha_{\nu}, \beta_{\nu}\}\langle\nu<\Omega$) de points contenus dans
$R$ par l’induction transfinie comme il suit. $D6signons$ par $p_{\alpha_{1},\beta_{1}}$ le
premier terme de la suite transfinie $\{x_{v}\}$ qui appartient a l’ensemble
$H_{\alpha_{1},\beta_{1}}$ . Etant donn6 un nombre ordinal quelconque $\eta$ compris entre 1
et $\Omega$, l’ensemble $Q_{\eta}$ de tous les points $p_{Xw},\beta_{\nu}(\nu’<\eta)$ est \’evidemment

au plus d\’enombrable. Il existe donc au moins un point qui appartient
a $H_{\alpha_{\eta},\beta_{\eta}}-Q_{\eta}$ . D6signons par $p_{\alpha_{\eta},\beta_{\eta}}$ le premier terme de la suite
transfinie { $ x_{\nu}\rangle$ qui appartient au dermier. La famille $\{p\alpha_{\nu}.\beta_{\nu}\}(\nu<\Omega)$

se trouve ainsi d\’efinie par l’induction. Posons $F_{\alpha}=_{\alpha_{\nu}-\alpha}\sim^{\nabla}(p\alpha_{\nu}.\beta_{V})(a<\Omega)$ .
Alors, les ensembles $F_{\alpha}$ jouissent des $propri\text{\’{e}} t^{6}.s$ suivantes:

1o Nous avons $E_{a}\supset\sum_{a_{\nu}-\alpha}H_{\alpha_{\nu},\beta_{V}}\supset\sum_{a_{\nu}-\alpha}(px_{\nu},\beta_{\nu})\supset F_{\alpha}$ et $F_{\alpha}F’=0$

pour $a\neq a^{\prime}$ .
$2^{o}$ Nous avons $\nu^{*}(F_{\alpha})\sim\nu^{*}(E_{\alpha})(a<\Omega)$ .
En effet, lorsqu’on a $\nu^{*}(F_{\alpha})$ non $\sim\nu^{*}(E_{\alpha})$ pour un nombre ordinal

quelconque $a$ . Nous avons $E_{\alpha}-\overline{\nu}^{*}(F_{\alpha})$ non \sim 0. Par suite, il existe
un nombre ordinal $\beta$ tel qu’on ait $H_{\alpha \mathfrak{p}}=E_{\alpha^{-\overline{\nu}^{\prime}}}^{*}(F_{a})$ , d’ou nous avons
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$F_{a}H_{\alpha.f}=0$ . Or, selon la d\’efinition de $p_{\alpha.\{}$ , on a $p_{\alpha.\beta}\epsilon F.H_{a}.$ ” oe qui

donne une contradiction.
$3^{o}$ Pour un nombre ordinal quelconque $a$ , il existe une infinit6

non denombrabl$e$ de nombres ordinaux $a^{\prime}$ , tels qu’on ait $E_{\alpha^{\prime}}=E_{\alpha}$ .
Pour oes nombres ordinaux $a^{\prime}$ , nous avons $\nu^{-\succ}(F_{\alpha^{\prime}})\sim\nu^{*}(E_{\alpha})$ , d’ou $F_{\alpha}$ ne

jouit pas de la propri\’et\’e de LEBESGUE.

Par suite, en d\’esignant par $\{N_{E}^{\alpha)}\}(a<\Omega)$ tous les ensembles

distincts $F_{\alpha^{\prime}}$ tels qu’on ait $E_{c^{\prime}}=E$, o\‘u $E\epsilon \mathfrak{F}$ , on voit ais\’ement que

$N_{E}^{(\alpha)}$ satisfont \‘a la demande de la proposition 7. C. Q. F. D.

Remarque 1. Dans la proposition 7, on peut imposer sur les

ensembles $N_{A}^{\zeta^{\alpha)}}$ une autre condition que ses 6tendues int\’erieures soient

minces.
Remarque 2. On voit ais\’ement qu’on peut enlever dans la pro-

position 7 la condition: tous les ensembles de $\mathfrak{F}$ sont non minces.

Proposition 8. Soient $R$ un espace de la dasse $(B)$ dont tous

les points sont minces et $\mathfrak{F}$ une famille de tout au plus $2^{S_{0}}$ ensembles

non minces de R. On peut correspondre \’a chaque ensemble $E$ de $\mathfrak{F}$

des sous-ensembles $N_{B}^{(\alpha)}(a<\Omega)$ de $E$ de la $fac$on que les conditions
$su\dot{w}$antes soient remplies:

1o Quels que soient les deux ensembles $E$ et $F$ de $\mathfrak{F}$ , on a
$N_{A}^{(\alpha)}N_{F}^{(\hslash)}=0$ pour $ a\neq\beta$ .

$2^{o}$ Quelle que soit la suite $\langle E_{n}\rangle(n=1,2, \ldots)$ des ensembles de

$\mathfrak{F}$ , on a $\nu^{*}(\prod_{n-1}^{\infty}N_{E_{n}}^{\langle l)})\sim\nu^{*}t_{n-1}^{\infty}IIE_{n})(a<\Omega)$ .
$t$

Nous d\’emontrerons cette proposition en admettant l’hypoth\’ese du

continu. Soit une suite transfinie de type $\Omega\{E_{\alpha}\}(a<\Omega)$ form\’ee de

tous les ensembles de $\mathfrak{F}$ . Consid\’erons la famille $\mathfrak{H}$ de toutes les suites

infinies $\pi=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}, \ldots)$ form\’ee de nombres ordinaux de

premi\’ere et deuxieme classe. Comme la puissance de cette famille
$\mathfrak{H}$ est $2^{g_{0}}$ , en admettant l’hypothese du continu, on peut ranger toutes

les suites distincts de $\mathfrak{H}$ en une suite transfinie du type $\Omega\langle\pi_{\nu}$ }

$(\nu<\Omega)$ ou $\pi_{\nu}=(a_{1}^{(v)},$ $4^{\nu)}$ , . . . , $a_{n}^{\{\nu)}$ , . . . $)$ . Posons $ E_{\pi_{\nu}}=I1E_{a}\langle\nu$)$ n-1^{\hslash}\infty$

Alors, d’apr\’es la remarque 2 de la proposition 7, on peut d\’efinir des
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ensembles $F_{\pi}^{(\alpha)}\nu(a, \nu<\Omega)$ comme il suit,

1o $E_{\pi}\supset F_{\pi_{\nu}}^{(\alpha)}$ et $\nu^{*}(E_{\pi}\nu)\sim\nu^{*}(F_{\pi_{\nu}}^{(\alpha)})$ $(a, \nu<\Omega)$ .
$2^{o}$

$F_{\pi_{\nu}}^{(a)}F_{\pi_{\nu}}^{(\alpha^{\prime})}=0$ pour $a\# a^{\prime}$ ou $\nu\neq\nu^{\prime}$ .
D\’esignons par $N4^{\alpha)}$ la somme de tous les ensemble $F_{n_{\nu}}^{(\alpha)}$ tels qu’on

ait $\beta\epsilon\pi_{\nu}$ et $E_{\beta}=E$. Alors, les ensembles $N_{A}^{\langle\alpha)}(a<\Omega, E\epsilon \mathfrak{F})$ satis-
font \‘a la demande de la proposition 7. En effet, soit $\sigma$ une suite
$(\beta_{1}, \beta_{l}, \ldots, \beta_{n}, \ldots)$ form\’ee de nombres ordinaux de premiere ou
deuxieme classe. Nous avons alors

$\prod_{n-1}^{\infty}NA_{l_{n}}^{\alpha)}=\prod_{n-1}^{\infty}(\sum_{\nu}F_{\pi_{\nu}}^{(\alpha)})=_{\sigma c_{\delta P}\nu}F_{\pi_{V}}^{(\alpha)}\mathfrak{p}_{n}\epsilon\pi\sim^{\nabla}$

’

o\’u $\sigma C\pi_{\nu}$ d\’esign$e$ que $\sigma$ est une suite partielle de $\pi_{\nu}$ . Par suite
nous avons

$E_{\sigma}\supset IINk_{I_{\hslash}}^{\alpha)}n-1\infty=\sum_{\emptyset C\pi_{\nu}}F_{\pi_{\nu}}^{(\alpha)}2F_{\sigma}^{(\alpha)}$ ,

oe qui donne $\nu^{*}(E_{o})\sim\nu^{*}(\prod_{n-1}^{\infty}N_{B_{n}}^{(\alpha)})$ , quel que soit le nombre ordinal
$ a<\Omega$ ; c’est-\‘a-dire, les ensembles $NA^{\alpha)}(a<\Omega, E_{\epsilon}\mathfrak{F})$ satisfont \‘a la
condition $2^{o}$ de la proposition 7. Il est 6vident que oes ensembles
satisfont \‘a la condition 1o de la proposition 7. C. Q. F. D.

23. Transformations biunivoques des ensembles. Les th\’eor\’emes
$de$ M. M. S. BANACH et W. $SIERPI\acute{N}SKI^{(1)}$ sur les translations des en-
sembles peuvent \^etre \’etendus dans notre cas, comme il suit.

$Propos:tion9$ . Soient $R$ un espace non mince de la classes $(B)$

dont tous les points sont minces et $\Gamma$ une $fam\prime iue$ de tout au plus $2^{g_{0}}$

transformations biunwoques qui transforment $R$ en lui-m\^eme. $Il$

existe alors une infinit\’e non d\’enombrable $d’ ensembleS$ divoints $\langle M^{(\alpha)}\rangle$

$(a<\Omega)$ qui $satisfon\mathfrak{f}$ aux conditions $su\dot{w}$antes:

1o $\nu^{*}(M^{(q)})\sim R$ $(a<\Omega)$ .
$2^{o}$ Quelle que soit la transformation $\lambda$ de $\Gamma$, les ensembles

(1) S. BANACH, Fund. Math., t. 19 (1932), p. 10-16, et W. $SIBRPI\acute{N}8KI$, Fund. Math.,
t. 19 (1982), p. 24-28.
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$\langle\lambda(M^{(\alpha)})-M^{(\alpha)}\rangle+\langle M^{(\alpha)}-\lambda(M^{(\alpha)})\rangle$ $(a<\Omega)$

sont tout au plus de’une infinit\’e d\’enombrable de points.

Nous donnerons la d\’omonstration en faisant appel \’a l’hypothese

du continu. Sans restreindre la g\’en\’eralit6, on peut supposer que

l’it\’eration d’un nombre fini de transformations de $\Gamma$ et l’inverse de
transformation de $\Gamma$ appartiennent aussi \‘a $\Gamma$. Soient $\langle\lambda_{\alpha}\rangle(a<\Omega)$

une suite transfinie form\’ee de toutes les transformations de $\Gamma$ et
$\langle H_{\alpha}\rangle(a<\Omega)$ une suite transfinie form\’ee $de$ tous les ensembles non
minces mesurables $(B)$ ou compl\’ementaires mesurables $(B)$ . Et enfin
soit $\langle x_{\nu}\rangle(\nu<\varphi)$ une suite transfinie du type quelconque form\’ee tous
les points de $R$ .

Nous d\’efinirons la famille $\{p_{\beta}^{(\alpha)}\}(a\leqq\beta<\Omega)$ de points de $R$ par
l’induction transfinie pour $a$ et $\beta$ comme il suit. D\’esignons par $p_{1}^{(1)}$ ,

le premier point de $\langle x_{v}\rangle$ contenu dans $H_{1}$ . Maintenant, supposons
que les points $\{p^{(\alpha)}\}^{Y}\}(a\leq\beta<\xi)$ ont \’et\’e d\’efinis.pour un nombre ordinal
quelconque $\xi$ compris entre 1 et $\Omega$. D\’esignons $S_{t}^{(1)}$ par l’ensemble de
tous les points

$\lambda_{\sigma_{1}}^{\pm 1}\lambda_{\text{\‘{e}}_{2}}^{\pm 1}\ldots\ldots\lambda_{\epsilon_{n}}^{\pm 1}\vee(p_{\phi}^{(a)})$ $(\xi_{k}<\xi, \beta<\xi)$ .
Alors, puisque la puissanoe de $S_{\text{\‘{e}}}^{(1)}$ est au plus d\’enombrable, $ H.-S_{-}^{(1)}\sim$

est non vide. Nous d\’esignons par $p_{\xi}^{(1)}$ le premier point de { $ x_{\nu}\rangle$ contenu
dans $H_{\simeq},-S_{\vee,\backslash }^{(1)}$ . Supposons encore une fois que les points $p_{\vee}^{(\alpha)}\backslash (a<\eta)$

ont \’etb d\’efinis pour un nombre ordinal $\eta$ tel qu’on ait $ 1<\eta\leqq\xi$ .
D\’esignons par $S_{\epsilon}^{(\eta)}$ l’ensemble de tous les points

$\lambda_{\text{\‘{e}}_{1}}^{\pm 1}\lambda_{2}^{\pm 1}\underline{\sim}.\ldots\ldots\lambda_{t_{n}}^{\pm 1}(p^{\alpha)}\frac{(}{\prime}.)$ $(\xi_{k}<\xi, a<\eta)$

et le $p\dot{\infty}nts$ de $S_{w,\backslash }^{(1)}$ . Alors, on voit que $H_{\xi_{\backslash }^{-S_{\triangleright}^{(\eta)}}}$ est non vide.
D\’esignons par $p_{\tilde{\sigma}}^{(\eta)}$ le premier terme de $\{x_{v}\}$ qui soit contenu dans
$H_{*}.-S_{s}^{(\eta)}$ . Ainsi, par $1’\dot{I}nduction$ transfinie les points $p_{a}^{(1)},$ $p_{\backslash }^{\underline{(}2)},$

$\ldots$ , $p_{\vee}^{(1)}$

sont d\’efinis, par suite les points $\{p_{\beta}^{(\alpha)}\}$ sont aussi d\’efinis. D\’esignons

par $M^{(\alpha)}$ l’ensemble de tous les points

$\lambda_{t_{1}:_{2}}^{\pm 1}\lambda^{\pm 1}\ldots\ldots\lambda_{t_{n}}^{\pm 1}(p_{f}^{(\alpha)})$ $(\xi_{k}<\beta)$
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pour tout nombre ordinal $ a<\Omega$ . Alors, les ensembles $M^{(\alpha)}$ satisfont
\‘a la demande $de$ la proposition 9. Pour ’le voir, nous $d^{A}.montrerons$

d’abord qu’on a $M^{t^{e},)}M^{(\eta)}=0$ , quels que soient les deux nombres
ordinaux distincts $\xi$ et $\eta(<\Omega)$ . Pour cela supposons par impossible
que $M^{(\text{\‘{e}})}M^{(\eta)}$ continenne un point $p$ . Il existe alors deux points $p_{a}^{(S)}$

et $p_{\downarrow}^{(\eta)}$ tels qu’on ait

(28) $p=\lambda_{\backslash 1}^{\pm 1}\vee\lambda_{2}^{\pm 1}\vee’,\cdots\ldots\lambda_{\epsilon_{n}}^{\pm 1}(p_{t}^{(\zeta)})=\lambda_{\eta_{1}}^{\pm 1}\lambda_{\eta_{2}}^{\pm 1}\ldots\ldots\lambda_{\eta_{m}}^{\pm 1}(p\}^{\eta)})$

($\xi_{k}<a$ et $\eta_{k}<\beta$).

Ici, sans restreindre la g6n\’era1it\’e, on peut supposer que $\xi<\eta$ . Nous
distinguons trois cas.

PREMIER CAS. $ a=\beta$. D’apres (28), nous avons

(29) $p_{t^{\eta)}}^{(}=\lambda_{\eta_{m}}^{\mp 1}\lambda_{\eta_{m-1}}^{\mp 1}\ldots..\lambda_{\eta_{1}}^{\mp 1}\lambda_{\text{\‘{e}}_{1}}^{\pm 1}\lambda_{t_{2}}^{\pm 1}\ldots..\lambda_{s_{n}}^{\pm 1}(p^{\langle)}i)$ ,

ce qui donne $p_{\downarrow’\epsilon}^{(\eta)}S_{\alpha}^{t_{\backslash }\cdot)}$ . Or, selon $\xi+1\leqq\eta$ , on a $S_{l^{*}}^{(.+1)}CS_{\alpha}^{\langle\eta)}$ . Nous
avons donc $p_{\beta}^{(\eta)}eS_{\alpha}^{(\eta)}=S_{\beta}^{(\eta)}$ . C’est incompatible avec la d\’efinition
de $p_{\beta}^{(\eta)}$ .

DEUXI\‘EME $CA8$ . $ a<\beta$. Selon la relation (29), on a $p_{\beta}^{(\eta)}\epsilon S_{\beta}^{(1)}$ , c’est
incompatible avec la d\’efinition de $p^{(\eta)}$ .

TROIfflr CAS. $ a>\beta$. De m\^eme que nous avons fait dans le
deuxi\’eme cas, nous avons une contradiction. Par suite, $n$ous avons
$M^{(S)}M^{(\eta)}=0$ .

Puis, nous d\’emontrerons qu$e$ les ensembles

(30) $\{(\lambda_{\xi}(M^{(\alpha)})-M^{(\alpha)})+(M^{(\alpha)}-\lambda_{\sigma}\sim(M^{(\alpha)})\}$ $(a<\Omega)$

sont au plus d\’enombrable, quel que soit le nombre ordinal $\xi<\Omega$.
Pour cela soit $p$ un point de $\lambda_{l}.(M^{(\alpha)})-M^{(\alpha)}$ . Alors, d’apr\‘es $p\epsilon\lambda\underline{\sim}.(M^{(\alpha)})$ ,

le point $p$ peut \^etre \’ecrit comme il suit,

(31) $\acute{p}=\lambda_{\mathfrak{k}}\lambda_{t_{1}}^{\pm 1}\lambda_{\epsilon_{2}}^{\pm 1}\ldots\ldots\lambda_{t}^{\pm 1}(p_{f}^{(\alpha)})n$ $(\xi_{k}<\beta)$ .
Or, comme nous avons $p\epsilon M^{\langle\alpha)}$ , nous avons $\beta<\xi$ dans (31). Il en
r\’esulte que $\lambda_{:}(M^{(\alpha)})-M^{(\alpha)}$ est au plus d\’onombrable. De m\^eme, l’en-
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semble $M^{(\alpha)}-\lambda_{e}(M^{(\alpha)})=\lambda_{\xi}\{\lambda_{\backslash }^{-1}\sim.(M^{(\alpha)})-M^{(\alpha)}\}$ est au plus d\’enombrable,

par suite (30) est au plus d\’enombrable.

Or, comme nous l’avons expos\’e dans la d\’emonstration de la pro-
position 7, on voit que $\nu^{*}(M^{(\alpha)})\sim R$ . Donc, les ensembles $M^{(\alpha)}$ satis-
font aux conditions 1o et $2^{o}$ de la proposition 9. C. Q. F. D.

24. Espaces de la classe $(B^{*})$ . Nous appellerons un espaoe $R$ de

la classe $(B^{*})$ celui $de$ la classe $(B)$ qui satisfait \‘a la condition suivante:
$IV^{*}$ . L’ensemble compl\’ementaire d’un ensemble mesurable $(B)$

quelconque de $R$ est aussi mesurable $(B)$ .
Ici, nous allons donner un lemme sur des espaces de la classe $(B^{*})$ .
Lemme D. Soit $R$ un espace de la dasse $(B^{*})$ . Alors, toute

famiue des sous-ensembles non $mi\eta ces$ , disjoints, contenus dans $R$ , et

jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE est de la puissance au plus

d\’enombrable.

En effet, supposons par impossible qu’il existe une famille { $ E_{a}\rangle$

$(a<\Omega)$ d’ensembles non minoes, disjoints, contenu dans $R$ , et jouissant

de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Pour un ensemble $\Gamma$ de nombres ordi-
naux de premiere ou deuxmi\‘eme classe, posons

$N=_{\alpha\epsilon\tau}E_{\alpha}$ .
Alors, d’apres la condition $IV^{*}$ , on voit ais\’ement que l’ensemble $N_{I}$.
contient ou non $E_{\alpha}$ un ensemble minoe pres, suivant qu’un nombre

ordinal $a$ est contenu ou non dans $\Gamma$. Il en suit que les deux ensembles
$\nu^{*}(N_{J}\cdot)$ et $\nu^{*}(N_{I^{\prime}})$ ne sont pas \’equivalents, tant que deux ensembles
$\Gamma$ et $\Gamma^{\prime}$ de nombres ordinaux de premiere ou deuxieme classe ne se
coincident pas. Or, la famille de tous les ensembles $de$ nombres ordi-
naux de premiere ou deuxi\’eme classe est de la puissanoe $>2^{g_{0}}$ . Par
suite, la famille de tous les ensembles mesurables $(B)$ de $R$ est aussi
de la puissanoe $>2^{g_{0}}$ , contrairement \‘a l’hypothese. C. Q. F. D.

Remarque. D’apr\’es le lemme $D$ , on voit qu’un espaoe de la classe
$\langle B^{*}$) est de la classe $(U^{*})$ .
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25. Images des ensembles par transformation jouissant de la
propri\’et\’e de LEBESGUE. Soit $\varphi(x)$ une transformation univoque ponc-
tuelle d’un sous-ensemble $E$ d’un espaoe $R$ en un sous-ensemble d’un
espaoe $R^{*}$ . Nous dirons que $\varphi tx$) jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE,
lorsque l’ensemble $E$ . Ens \langle $\varphi(x)\epsilon M$ } jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE,
qu$e1$ qu $e$ soit $1’ ensemble^{x}mesurable(B)M$ de $R^{*}$ . On peut alors \’etablir

une proposition sur les transformations jouissant de la propri\’et\’e de
LEBESGUE, comme il suit.

Proposition 10. Soient $R$ et $R^{*}$ des espaces non minces de la
dasse $(B^{*})$ dont tous les sous-ensembles non minces mesurables $(B)$ sont
d\’ecomposables, $\Phi$ une famdle de tout au plus $2^{g_{0}}$ transformations
univoques ponctuelles de $R$ en un sous-ensemble de $R^{*}$ et jouissant de
la propri\’et\’e de LEBESG $UB$ sur $R$ , et $\mathfrak{F}$ une famille de tout au plus
$2^{g_{0}}$ sous-ensembles non minces de $R^{*}$ . Il existe alors un sous-ensemble.
$N$ de la puissance $2^{g_{0}}$ et contenu dans $R^{*}$ , tel qu’on a $E-\varphi(N)$ $non$ \sim 0,
quel que soient $l’ ensemb^{\prime}eE$ de $\mathfrak{F}$ et la transformation $\varphi(x)$ de $\Phi^{(1)}$

Pour d\’emontrer cette proposition, nous admettrons l’hypoth\’ese du
continu. Soit { $ E_{\nu}\rangle$ $\cdot(\nu<\Omega)$ une suite transfinie du type $\Omega$ form\’ee

tous les ensembles de $\mathfrak{F}$ Etant donn\’e un ensemble $E_{\alpha}$ de { $ E_{\nu}\rangle$

consid\’erons des ensembles $E_{\alpha}H$ pour tous les ensembles mesurable $(B)$

$H$ de $R$ . Parmi ces ensembles, il existe au plus $2^{e_{0}}$ ensembles non
minces. On peut donc ranger oes ensembles non minoes en une suite
du type $\Omega\{H_{\alpha,\beta\}}(\beta<\Omega)$ . Comme la famille $\mathfrak{G}$ de tous les ensembles
$H_{\alpha,\beta}$ et la famille $\Phi$ sont respectivement de la puissance au plus $2^{g_{0}}$ ,
on peut ranger les \’el\’ements de $\mathfrak{G}$ et $\Phi$ respectivement en une suite
$du$ type $\Omega\{H_{\alpha_{\nu},\beta_{\nu}\}}(\nu<\Omega)$ et { $\varphi_{\nu}(x)\rangle$ $(\nu<\Omega)$ tels qu’il existe une
infinit\’e non d\’enombrable de nombres ordinaux $\nu quI$ satisfont \‘a la condi-
tion $H_{\alpha,\beta}=H_{\alpha_{\nu}.\beta_{\nu}}$ et $\varphi(x)=\varphi_{V}(x)$ , quels que soient l’ensemble $H_{\alpha,\beta}$

de $\mathfrak{G}$ et la transformation $\varphi(x)$ de $\Phi$ . Nous allons d\’efinir par l’induction
transfinie une suite $lran\dot{s}$finie $\langle M_{\alpha}\rangle(a<\Omega)$ d’ensembles minoes de $R$

et une suite transfnie \langle $p_{\alpha}$ } $(a<\Omega)$ de points de $R$ . Pour d\’efinir
l’ensemble $M_{1}$ , distinguons deux cas.

(1) W. $S\iota ERPt\dot{N}$SKI, H. $d$ . C., p. 135, Proposition $c_{n}$ .
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PREMIER CAS. $H_{\alpha_{1},\beta_{1}}-\varphi_{1}(R)$ non \sim 0. Nous poserons dans ce cas
$M_{1}=0$ .

DEUXI\’EME CAS. $H_{\alpha_{1},\beta l}-\Phi 1(R)\sim 0$ . D’apr\‘es la remarque du lemme
$D,$ $\overline{\nu}^{*}(H_{\alpha_{1},\beta_{1}})$ peut $\hat{e}$tre repr\’esent\’e comme la somme de tout au plus
$2^{g_{0}}$ ensembles minces mesurables $(B)$ . En d\’esignant oes ensembles pa$r$

$\{e_{\alpha}\}$

.
$(a<\Omega)$ , consid\’erons les ensembles

$N_{\alpha}=Ensx\{_{\varphi_{1}+1\wedge}(x)\epsilon e_{\alpha}-\nabla e_{\beta}\theta\leq\alpha\}$ (pour $ a<\Omega$).

Les ensembles $N_{x}$

, jouissent $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE et son$t$ dis-
joints les uns aux autres. Donc, il existe une infinit\’e non d\’enombrable
d’ensembles $N_{\alpha}$ tels qu’on ait $N_{\alpha}\sim 0$ et $\varphi_{1}(N_{\alpha})H_{\alpha_{1}\beta_{1}}\neq 0$ . D\’esignons

par $M_{1}$
‘ un $de$ ces ensembles $N_{\alpha}$ , et par $p_{1}$ un poi$nt$ de $R-M_{1}$ . Etant

donn\’e un nombre ordinal quelconque $\nu$ tel qu’on ait $\nu<\Omega$, distinguons
deux cas.

PREMIER CAS. $H_{\alpha_{\nu},\beta_{\nu}}-\varphi_{\nu}(R)$ non \sim 0. Nous poserons dans oe cas
$M_{\nu}=0$ .

$DEUXI\dot{E}$ME CAS. $H_{\alpha_{\nu}.\beta_{\nu}}-\varphi_{\nu}(R)\sim O$ . Comme les points $p\sim:(\xi<\eta)$,

sont au plus d\’enombrable, de m\^eme que nous avons fait dans le cas
$\nu=1$ , on peut conclure qu’il existe une infinit\’e non d\’enombrable
d’ensembles minces $N$ tels qu’on ait $\varphi_{\nu}(N)\{H_{\alpha_{\nu}.\beta_{\nu}}-\sum_{\mathfrak{k}<\nu}(p_{\epsilon})\}\neq 0$ .
D\’esignons par $M_{\nu}$ un de oes ensembles $N$, et par $p_{\nu}$ un point de
$R-\{\sum_{e\leq\nu}M\frac{\vee}{}$. $+\sim^{\nabla}(p\sim \mathfrak{k}<\nu\backslash ’)\}$ . Les suites transfinies $\{M_{\alpha}\}$ et $\{p_{\alpha}\}$ se trou-
vent ainsi d\’efinies.

D\’esignons par $M$ l’ensemble de tous les points $p_{:}\vee(\xi<\Omega)$ . Alors,
$M$ est de la puissanoe $2^{S_{0}}$ , l’hypothese du continu etant admise.
Maintenant, nous verrons que $M$ est l’ensemble demand\’e dans la $pr\triangleright$

position 10. Pour cela, supposons par $im\ovalbox{\tt\small REJECT}$ qu on ait $ E_{\alpha}-\varphi(M)\sim\theta$

pour un ensemble $E_{\alpha}$ de $\mathfrak{F}$ et une $trM,m$tion $\varphi(x)$ de $\Phi$ . Alors,
on a $H_{\alpha,\beta}-\varphi(M)\sim O$ , et par suite $H_{\alpha},$ $p-dR$) $\sim 0$ , quel que soit le
nombre ordinal $\beta<\Omega$ . Comme $E_{\alpha}-\varphi(M)$ est mince, d’apres la
condition IV*, $R-\overline{\nu}^{*}(E_{\alpha}-\varphi(M))$ est l’ensemble mesurable $(B)$ \’equi-

valent a $R$. Par suite il exist $e$ un nombre ordinal $\beta^{\prime}te1$ qu’on ait
$H_{\alpha,\beta^{\prime}}=H_{\alpha}-\overline{\nu}^{*}(E_{a}-\varphi(M))$ . Comme on a vu plus haut; on a
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$H_{\alpha,\beta^{\prime}}-\varphi(R)\sim O$ . Or, d’apr\‘es la d\’efinition de $\{M_{a}\}$ et { $ p_{\alpha}\rangle$ , il existe
un nombre ordinal $\nu$ tel qu’on ait $H_{\alpha_{\nu}},$ $\beta_{\nu}=H_{\alpha,\beta^{\prime}}$ et $\varphi_{\nu}(x)=\varphi tx)$ . Il
en r\’esulte en vertu $de$ la d6finition de $M_{\nu}$ qu’on a $H_{\alpha_{\nu},\beta_{\nu}}\varphi_{\nu}(M_{\nu})\neq 0$

ou $H_{\alpha,\beta^{\prime}}\varphi(M_{\nu})\neq 0$ . Or, comme nous avons $\varphi(M_{\nu})\varphi(R-M_{\nu})=0$ et
$M_{\nu}M=0$ , nous avons $H_{\alpha,\beta^{\prime}}-\varphi(H)\neq 0$ .

En outre, d’apres la d\’efinition de $H_{\alpha,\beta^{\prime}}$ , nous avons $H_{\alpha,\beta^{\prime}}-\varphi(M)=0$ ,

oe qui donne une contradiction. C. Q. F. D.

\S 6. Ensembles de LUSIN.

M. N. $LusIN^{(1)}$ a introduit \‘a l’aide de l’hypothese du continu une
classe d’ensembles de points pour d\’eduire l’existenoe des fonctions
jouissant de la propri\’et\’e de BAIRE, sans \^etre repr\’esentables analytique-

ment. Les ensembles de cette classe ont \’et\’e appel\’es par M. W.
$SIERPI\acute{N}$SKI les ensembles de LUSIN. En outre M. W. SIERPINSKI a
introduit dans la th\’eorie de la mesure une classe d’ensembles de points
(ensembles jouissant de la propri\’et6 $(S)$ ) qui corresponde$nt$ aux en-
sembles de LUSIN. Comme on sait, les ensembles des deux classes
jouent un r\^ole tr\’es important dans la th\’eorie des ensembles de points.

Nous consid\’erons ici une class $e$ d’ensembles de points qui correspondent

aux ensembles des deux classes ci-dessus. Nous donnerons d’abord la

d6finition.

26. L’ensemble de LUSIN. Nous appellerons dans un espace
quelconque $R$ un ensemble de LUSIN un ensemble non mince qui admet
un $e$nsemble au plus d\’enombrable de points communs avec tout en-
semble minoe de $R$ . Dans un espaoe non mince $R$ de la classe $(B)$ tout
sous-ensemble minoe est une partie d’un ensemble minoe mesurable
$(B)$ , et la famille de tous les ensembles minces mesurables $(B)$ de $R$

est au plus de la puissanoe $2^{g_{0}}$ , par suite, on peut d\’emontrer l’exis-
tenoe des ensembles de LUSIN dans chaque sous-ensemble $n$on mince
de $R$ , de m\^eme que M. N. LUSIN a fait dans Comptes Rendus t. 158

(1) C. R. Acad. Sci. Paris, t. 158 (1914), p. 1258-1251.
(2) Fund. Math., t. 5 (1924), p. 177-187.
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(1914), p. 1258-1261, en faisant appel \‘a l’hypoth\‘ese du continu. Donc,

Proposition 11. Dans chaque sous-ensemble non mince d’un espace
non mince de la classe $(B)$ , il existe des ensembles de LUSIN.

27. La puissance des ensembles de LUSIN. On peut d\’eterminer
la puissanoe d’un ensemble de LUSIN dans quelques espaces, en admet-
tant l’hypothese du continu.

Proposition 12. Dans un espace non mince $R$ de la dasse $(B)$

qui ne contient aucun point non mince, un ensemble de LUSIN est de
la puissance $2^{R}$)

D\’emonstration. Nous \’etablissons d’abord que $R$ . peut \^etre re-
pr\’esent\’e comme la somme de tout au plus $2^{e_{0}}$ ensembles minces.
Supposons par impossible que ce n’en est pas ainsi. Nous d6finirons
la suite transfinie $\{N_{\alpha}\}(a<\omega_{2})$ des ensembles minces mesurables $(B)$ .
Pour cela, rangeons tous les points de $R$ en $u$ne suite transfinie du
type quelconque \langle $x_{\alpha}$ } $(a<\varphi)$ et posons $N_{1}=\overline{\nu}^{*}(x_{1})$ . Etant donn\’e
un nombre ordinal quelconque $\xi$ compris entre 1 et $\omega 2$ , l’ensemble
$R-\sum_{S>\alpha}N_{\alpha}$ est non vide. Soit $x^{\prime}=$. le premier point de \langle $x_{\alpha}$ } contenu
dans $ R-\sim^{\nabla}N_{\alpha}t>\alpha$ Posons alors $N_{\xi}=\overline{\nu}^{*}(x_{\text{\‘{e}}}^{\prime})$ . La suite transfinie $\{N_{\alpha}\}$

$(a<\omega_{2})$ se trouve ainsi d\’efinie.

Les ensembles $N_{\alpha}$ sont mesurables $(B)$ et differents l’un de l’autre,

et la suite transfinie $\{N_{\alpha}\}$ est $de$ la puissanoe $supe|$rieure \‘a $2^{g_{0}}$ , en
admettant l’hypothese du continu. C’est incompatible avec la $\infty ndi-$

tion VI.
Soient ( $ E_{\alpha}\rangle$ $(a<\varphi)$ des ensembles minoes tels qu’on ait $R=\sum_{\alpha<}E_{\alpha}$

et $E$ un ensemble de LUSIN. On a alors $E=\Sigma EE_{\alpha}$ , et les ensembles
$EE_{\alpha}$ est au plus d\’enombrable. Il en r\’esulte \‘a l’aide de l’hypothese’
du continu que $E$ est de la puissanoe $2^{*0}$ . C. Q. F. D.

28. La propri\’et\’e de LEBESGUE. Soit $R$ un espaoe de la classe
$(B)$ dont tous les points sont minces. Il existe alors dans tout sous-
ensemble non minoe de $R$ un ensemble de LUSIN, en admettant l’hypo-
th\‘ese du continu. Or, comme tous les points de $R$ sont minces, tout
sous-ensemble non mince de $R$ contient un ensemble qui ne jouit pas
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de la propri\’et6 de LEBESGUE, en $ad$mettant l’hypothese du continu.
Donc,

Proposition 13. Soient $R$ un espace de la classe $(B)$ dont tous
les points sont minces et $E$ un sous-ensemble non mince de R. Il existe
alors dans $E$ un ensemble de LUSIN, qui ne jouit pas de la propri\’et\’e
de LEBESGUE.

Or, tout sous-ensemble non minoe de $R$ contient un $sous\cdot ensemble$

non minoe dont les \’etendues int6rieures sont minoes. Il existe donc
dans un sous-ensemble non mince $E$ de $R$ un ensemble de LUSIN $N$

dont les \’etendues int\’erieures sont minoes, en admettant l’hypoth\‘ese
du continu. Alors aucun des sous-ensembles non d\’enombrables de $N$

ne jouit pas de la propri\’et\’e de LEBESGUE, c’est-a-dire,

Proposition 14. Soient $R$ un espace de la classe $(B)$ dont tous
les points sont minces et $E$ un sous-ensemble non mince de R. $Il$

existe alors dans $R$ un ensemble dont aucun sous-ensemble non d\’enom-

brable ne jouit de la proprri\’et\’e de LEBESGUE.

29. Une application de la proposition 14. Soit $R$ un espaoe
non minoe de la classe $(B^{*})$ dont tous les points sont minces. Alors,
d’apr\’es la proposition 14, il existe dans $R$ un ensemble non minoe $N$

dont aucun sous-ensemble non d\’enombrable n’est minoe. Or, lorsque
$R$ ne jouit pas de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ , il existe une suite conver-
gente $\{\varphi_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctionnelles d\’efinies dans $N$, telle
que la suite $t_{\varphi_{n}}(x)\rangle$ ne converge pas uniform\’eme$nt$ sur aucun sous-
ensemble non mince, et par suite non d\’enombrable de $N$. Donc,

Proposition 15. Soit $R$ un espace non mince de la classe $(B^{*})$

qui ne jouit pas de la propri\’et\’e $d’ EcoROFF$ et qui tous les points de
$R$ sont minces. It existe un sous-ensemble non mince $N$ de $R$ et une
suite convergent $\{\varphi_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctionnelles d\’efinies dans
$N,$ teue que $t_{\varphi_{n}}(X)$} ne converge uniform\’ement aucun sous-ensemble
non-d\’enombrable de $N^{(1)}$ .
\langle 1) W. SIERPIN’SKI, C. R. Soc. Sc. et Lettres. Varsovie, 1928, p. 84-87.



Sur les Notions de la Cat\’egorie et de la Mesure 175

30. Condition ) $pour$ qu un ensemble soit de LuSIN. On peut
d\’eduire \‘a l’aide de la propri\’et\’e de FR\’ECHET des conditions necessaires
et suffisantes pour qu’un ensemble soit de LUSIN. Nous donnerons
dans ce num\’ero une des conditions.

Proposition 16. Soit $R$ un espace de la classe $(B^{*})$ qui iouit de
la propri\’et\’e de FR\’ECHET. Pour qu’un sous-ensemble $N$ de $R$ soit de
LUSIN, il faut et il suffit que $N$ remplit la condition $su\dot{w}$ante: Pour
tout espace $R^{*}$ de la classe $(B^{9(})$ , dont tous les points sont minces et
qui ne jouit pas de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$, et pour toute trangforma-
tion unwoque $\Phi(x)$ de $R$ en sous-ensemble de $R^{*}$ , ayant la propri\’et\’e
de LEBESGUE sur $R$ , l’ensemble $\Phi(N)$ est mince.

D\’emonstration. La condition est n\’ecessaire. Comme R* ne jouit pas
de la propri\’et6 $d’ EGOROFF$ , il existe une famille $\{M_{k.n}\}(k, n=1,2, \ldots)$

des sous-ensembles de $R$ , qui jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE et
qui satisfont aux conditions $(A)-(C)du$ th\’eor\’eme 7. Alors,

$N_{k.n}=Ensx\{\Phi(x)\epsilon\nu^{*}(M_{k.n})\}$ $(k, n=1,2, \ldots)$

jouissent $de$ la propri\’et\’e de LEBESGUE. Posons

$ H=\sum_{k-1}^{\infty}\sum_{n-1}^{\infty}(N_{k.n}-N_{k.n+1})+\wedge^{\backslash \prod_{k-1n-1}^{\infty}N_{k.n}+}\infty_{\tau}\Sigma(R-\sum_{k-1}^{\infty}N_{k.n})\infty$ ,

$N_{k.n}^{*}=(R-H)N_{k,n}$ .
On voit ais\’ement que

1o $N_{k.n}^{l}\supset N_{k.n+1}^{*}(k, n=1,2, \ldots)$ et $n-1IIN_{k.n}^{\prime}\infty=0(k=1,2, \ldots)$ ,

$2^{o}$ $\sum_{k-1}^{\infty}N_{k.n}^{\star}=R-H$ $(k=1,2, \ldots)$ ,

$3^{o}$ $\Phi(H)\sim 0$ .
Soit $N$ un sous-ensemble $de$ LUSIN de $R$ . Distinguons deux cas.

PREMIER CAS. $R-H\sim O$ . Comme nous avons $\Phi(N)=\Phi(N-H)$

$+\Phi(NH)\sim\Phi(N-H)$ et comme $N-H$ est au plus d\’enombrable, $\Phi(N)$

est minoe.
DEUXIEME CAS. $R-H$ non \sim 0. Il est \’evident que $R-H$ jouit de

la propri\’et\’e de LEBESGUE. Soit $M$ un ensemble non minoe de $R-H$ ,
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qui jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE, nous definirons sur $M$ la suite
$\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctionnelles qui satisfont \‘a la condition

$MN_{k.n}^{*}=Ensx\{F_{n}(x)\geqq\frac{1}{k}\}$ .
Alors, les fonctionnelles $F_{n}(x)$ jouissent de la propri\’et\’e de LEBESGUE
sur $M$ et convergent vers z\’ero partout sur $M$. Or, comme $R$ jouit de

la propri $6t$ \’e de FR\’ECHET, il existe dans $M$ un ensemble non minoe $H_{M}$

qui jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE et sur lequelle $\{F_{n}(x)\}$ converge

$uniform6ment$ . II existe donc une suite $\{n_{k}\}$ $(k=1,2, ...)$ de

nombres naturels telle qu’on ait $F_{n}(x)<\frac{1}{k}$ pour $n\geqq n_{k}$ sur $H_{M},$ oe

qui donne $N_{k.n_{k}}^{*}H_{M}=0$ . Donc, nous avons $H_{M}CR_{\sim}-\nabla k-1\infty N_{k.n_{k}}^{\sim}$ . Par

suite, nous avons $\Phi(H_{M})\epsilon_{k-1}R_{\wedge^{\backslash }}-\urcorner\nu^{*}\infty(M_{k.n_{k}})\sim 0$ , c’est-\‘a-dire, $\Phi(H_{M})est_{\backslash }$

mince. $n$ en r\’esulte que, quel que soit l’ensemble non minoe $M$ con-
tenu dans $R-H$ et jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE, il existe
dans un ensemble non minoe $H_{M}$ ayant la propri\’et6 de LEBESGUE, tel

qu’on ait $\Phi(H_{M})\sim 0$ . Maintenant d\’esignons par $\mathfrak{F}$ la famille de tous
les ensembles $H_{M}$ ou $M$ parcourt tous les ensembles non minoes contenu
dans $R-H$ et jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Alors $d’ apr^{\prime}\oplus$

les lemmes $B$ et $C$, on peut choisir parmi $\mathfrak{F}$ au plus une infinit\’e

d\’enombrable des ensembles $H_{\pi_{k}}(k=1,2, \ldots)$ , tels qu’on ait

$R-H\sim\sum_{k-1}^{\infty}H_{M_{k}}$ et $H_{M_{k}}H_{M_{k}},\sim 0$ (pour $k\neq k^{\prime}$).

Alors, comme $ N\{(R-H)-\underline{\backslash }k\rightarrow 1\infty H_{M_{k}}\rangle$ est au plus $d6nombrable$ , nous
avons

$\Phi(N)=\Phi(NH)+\Phi\{N\{(R-H)-\sum_{k-1}^{\infty}H_{M_{k}}\}\}+\sum_{k-1}^{\infty}\Phi(NH_{u_{k}})\sim 0$ ,

c’est-a-dire, $\Phi(N)$ est mince.

La condition est suffisante. Nous $d$onnerons la d\’emonvtration en
faisant appel \‘a l’hypoth\‘ese du continu. Soit $N^{\prime}un$ ensemble de $R$ qui

admet un ensemble non d\’enombrable de points communs avec un en-
semble non minoe $E$ de $R$ . Sans restreindre la g\’en\’eralit\’e, on peut

supposer que la puissanoe de $E$ est $2^{g_{0}}$ , en $ad$mettant l’hypoth\’ese du

continu. Or, d’apr\’es la proposition 7, il existe dans $R^{*}$ un ensemble
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non mince $M$ de, la pui $s$sanoe $2^{e_{0}}$ . Soient $\varphi tx$) une correspondence

biunivoque ponctuelle $e$ntre $NE$ et $M$ , et $x_{0}$ un point de $R^{*}$ .
Maintenant, nous d\’efinirons \‘a l’aide de $\phi x$) une transformation

ponctuelle $\Phi(x)$ de $R$ en un sous-ensemble de $R^{*}$ , comme il suit,

$\Phi(x)=\left\{\begin{array}{ll}\phi x) & pour X\epsilon NE\\x_{0} & pour X\overline{\epsilon}NE.\end{array}\right.$

Comme on voit, $\Phi(x)$ jouit de la propri\’et\’e de LEBESGUE sur $R$ et $\Phi(N)$

est non mince. Donc, la condition donn\’ee est suffisante. C. Q. F. D.

31. Condition pour qu un ensemble soit de LUSIN (suite).

Nous avons donn\’e dans un espaoe $R$ ayant la propri\’et6 de FR\’ECHET

une condition pour qu’un sous-ensemble de $R$ soit de LUSIN. Ici nous
nous proposons de chercher une pareille condition dans le cas ou l’espace

ne jouit pas de la propri\’et\’e de FR\’ECHET. Pour oela, nous donnerons
une d\’efinition sur des fonctionnelles. Soit $\Phi(x)$ une transformation
univoque ponctuelle d’un sous-ensemble $E$ d’un espaoe $R$ en un sous-
ensemble d’un espaoe $R^{*}$ et jouissant $de$ la propri6t\’e de LEBESGUE

sur $E$. Nous dirons que $\Phi(x)$ est continue sur $E$, lorsque nous avons
$\varlimsup_{\nu^{*}}(\Phi(E_{n}))\sim 0$ , quelle que soit la suite d\’ecroissante $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$

$ desn\rightarrow\infty$ ensembles mesurables $(B)$ de $R$ qui satisfont \‘a $n1\underline{II}E_{n}\infty=0$ .
Proposition 17. Soit $R$ un espace de la classe $(B^{*})$ qui ne jouit

pas de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$. Pour qu’un sous-ensemble $E$ de $R$ soit

de LUSIN, il faut et il suffit que $E$ remph la condition $su\dot{w}$ante: quel

que soient $R^{*}$ un espace de la classe $(B^{*})$ jou’issant de la propri\’et\’e de

FR\’ECHET o\‘u tous les points sont minces $\phi\Phi(x)$ une transformatio$n$

continue sur $R$ telle que l’image $\Phi(R)$ est contenu dans $R^{*}$ , l’ensemble
$\Phi(E)$ est mince.

Nous donnerons icI une d\’emonstration \‘a l’aide de l’hypoth\’ese du
continu.

La condition est n\’eoessaire. Comme $R$ ne jouit pas de la propri\’et6
$d’ EGOROFF$ . Il existe une famille $\{M_{k.n}\}$ . $(k, n=1,2, \ldots)$ des ensem-
bles ayant de la propri\’et\’e de LEBESGUE, qui satisfait aux conditions
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$(A)-(C)$ du th\’eoreme 7, et en particulier $ R=_{n-1}\sim^{\nabla}M_{k,n}\infty$ et $n1\underline{I}IM_{k,n}\infty=0$

$(k=1,2, \ldots)$ .
Sans restreindre la g\’en\’eralit\’e, on peut supposer que les ensembles

$M_{hn}$ sont mesurables $(B)$ . En effet, nous d\’efinirons d’abord les ensem-
bles $(B)C_{k.n}(k, n=1,2, \ldots)$ comme il suit,

$C_{k.1}=\overline{\nu}^{*}(CM_{k.1})$ ,

$c_{k.n}=\overline{\nu}^{*t_{j-1}^{n-1}C_{k,j}+CM_{k.n})}\wedge^{\backslash \urcorner}$ $(n\geqq 2)$ ,

et posons $N_{k.n}=R-C_{k,n}$ . Alors, $N_{k.n}$ est l’ensemble mesurable $(B)$

\’equivalent \‘a $M_{k.n}$ et satisfait aux conditions demand\’ees.

Maintenant, nous d\’efinirons les ensembles $\{N_{k^{\backslash }.n}^{*}\}(k, n=1,2, \ldots)$ ,

comme il suit
$N_{hn}^{*}\sim\nu^{*}(\Phi(N_{k.n}))$ ,

$N_{k.n}^{*}\supset\Phi(N_{k.n})+N_{\dot{k}.n+1}^{*}$ ,

d’apr\’es la continuit\’e de $\Phi(x)$ , les ensembles $\prod_{n-1}N_{k.n}^{*}\infty(k=1,2, \ldots)$ sont
minces. Il en r\’esulte en vertu du lemme $C$ qu’il existe une suite
$\{n_{k}\}(k=1,2, \ldots)$ de nombres naturels, telle qu’on ait $\varlimsup_{k\rightarrow\infty}N_{k.n_{k}}^{*}\sim 0$ .
Pour un nombre naturel $N$, consid6rons $Z_{N}=R_{\sim}^{*\urcorner}-\backslash \infty N_{k.n_{k}}^{*}$ . Comme

$k-N$

on a $Z_{N}\Phi(N_{k,n_{k}})=0(k\geqq N)$ , on a $\Phi^{-1}(Z_{N})N_{k.n_{k}}=0,$ oe qui donne
$\Phi^{-1}(Z_{N})CR-\sum_{k- N}^{\infty}N_{k.n_{k}}$ . Par cons\’equent, $\Phi^{-1}(Z_{N})$ et par suite $\Phi^{-1}(\sum_{N-1}^{\infty}Z_{N})$

$e$st mince. De plus, il est evident que $R^{*}-\underline{\nabla}N-1\infty Z_{N}$ est minoe. Main-
temant, soit $E$ un ensemble de Lusin dans $R$ et consid\’erons

$\Phi(E)=\Phi\{E\Phi^{-1}(\sim^{\nabla}Z_{N})\rangle N-1\infty+\Phi(E-\Phi^{-1}(\sim^{\nabla}Z_{N}))N-1\infty$

Comme $E\Phi^{-1}(\sum_{-N1}^{\infty}Z_{N})$ est au plus d\’enombrable, $\Phi\{E\Phi^{-1}(\leftarrow\backslash \backslash Z_{N})N-1\infty\}$ est
aussi au plus d\’enombrable, et puisque $\Phi(E-\Phi^{-1}(\leftarrow\nabla Z_{N})N-1\infty)$ est un sous-
ensemble de $ R-\wedge^{\backslash \urcorner}Z_{N}N-1\infty$ cet ensemble est aussi minoe. Il en $r6sulte$

,

que $\Phi(E)$ est mince. On $pe$ut d\’eduire que la condition donn\’ee est
nec\’essaire $de$ m\^eme que nous avo$ns$ fait dans le cas de la proposition
16.
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Remarque. Soit $R$ un espaoe de la classe $(B^{*})$ dont tous les point
sont minces. D\’esignons par $\mathfrak{F}$ la famille de tous les sous-ensembles
non minces mesurables $(B)$ ayant de la propri6t\’e de FR\’ECHET. Comme
un espaoe de la classe $(B^{*})$ est $de$ la classe $(U^{*})$ , comme on voit, il
existe une suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ d’ensembles de $\mathfrak{F}$ , telle qu’on ait
tout ensemble de $\mathfrak{F}$ est contenu dans $\sum_{n- 1}^{\infty}E_{n}$ sauf un ensemble mince.
Or, si $R-\sum_{n-1}^{\infty}E_{n}$ est non mince, cet ensemble ne jouit pas de la pro-
pri\’et\’e $d’ EGOROFF$ . Donc, il ne peut $y$ avoir lieu que les trois cas
suivants,

1o $R$ ne jouit pas de la propri\’et\’e $d’ EGOROFF$ .
$2^{o}$ $R$ jouit de la propri\’et\’e de $FR\acute{F}_{\lrcorner}CHET$ .
$3^{o}$ $R$ est la somme des deux parties telles que l’une jouit de la

propri\’et\’e de FR\’ECHET et l’autre ne jouit pas de la propri6t6 $d’ EGOROFF$ .
Par suite, d’apres les propositions 16, et 17, on peut donner dans tous
les cas une condition n\’eoessaire et suffisan$te$ , pour que un sous-ensem-
ble de $R$ soit de LUSIN.

32. Famille d’ensembles $presqu\dot{e}$ disjoints. On peut \’etablir une
proposition sur ensembles presque disjoints analogue \‘a oelle propos\’e
par M. W. SIERPINSKI dans FUNDAMENTA MATHEMATICAE t. 13, p. 195.

Proposition 18. Soient $R$ un espace de la dasse $(B^{*})$ dont tous
les points sont minces et $E$ un sous-ensemble non mince de R. $Il$

existe dans $E2^{c}$ (o\‘u $c=2^{e_{0}}\wedge$) ensembles qui ont les \’etendues ext\’erieures
equivalentes a $\nu^{*}(E)$ et qui n’ont deux a deux qu’un ensemble au plus
d\’enombrable de points communs.

Nous d\’emontrerons oette proposition en faisant appel \‘a l’hypoth\’ese
du continu. Comme on voit, il existe dans $E$ un ensemble $N$ de LUSIN
$te1$ qu’on ait $\nu^{*}(E)\sim\nu^{*}(N)$ . Soit $H$ un ensemble non minoe contenu
dans $\nu^{*}(E)$ et jouissant de la propri\’et\’e de LEBESGUE. Comme $HN$ est
de la puissance 2“‘ $0$ en admettant l’hypoth\’ese de continu, il existe une
famille $\mathfrak{F}_{H}$ de puissanoe $2^{c}$ de sous-ensembles de puissanoe $2^{g_{0}}$ de $HN$,
telle que deux ensembles differents $de$ la famille $\mathfrak{F}_{H}$ ont toujours un
(1) W. SIERPINSKI, Monatshefte f\"ur Math. $u$ . Phys., $t35$ (1928), p. 239-242.
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ensemble au pIus d\’enombrable de points commu$ns$ . Comme les ensem-
bles de $\mathfrak{F}_{H}$ sont de LUSIN, ils sont non minoes.

On peut donc d6montrer qu’il existe une famille $\mathfrak{G}_{H}$ de puissanoe
$2^{c}$ de sous-ensembles de $HN$, tels qu’on ait

1o deux ensembles diff\’erents de GH ont toujours un ensembl $e$ au
plus d6nombrab1e de points communs,

$2^{o}$ tout ensemble de $\mathfrak{G}_{H}$ a m\^eme \’etendues ext\’erieures.

Nous d\’esignons par $F_{H}$ une \’etendue ext\’erieure d’ensembles de $\mathfrak{G}_{H}$ ,

comme nous l’avons expos\’e dans la d\’emonstration de la proposition 5. Soit
$\{Ei_{I}^{a)}\}(a<\varphi,\overline{\varphi}=2^{c})$ une suite transfinie form\’ee tous les ensembles
$diff6rents$ de $\mathfrak{G}_{H}$ . Or, un espaoe de la classe $(B^{*})$ est de la classe $(U^{*})$ ,

il existe donc en vertu $de$ lemme $B$ au plus d6nombrab1$e$ d’ensembles non
minoes $\{H_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ ayant la propri\’et\’e de LEBESGUE, tels qu’on

ait $\nu^{*}(E)_{\sim^{B}}^{\infty}\sim\backslash H_{n}n-1$ et $H_{n}H_{n^{\prime}}\sim 0$ pour $n\neq n^{\prime}$ . Posons $F^{(\alpha)}=\sum_{n-1}^{\infty}E\mathfrak{t}_{r_{n}}^{\alpha)}$

$\langle u<\varphi$). Les 6tendues ext6rieures de $F_{\alpha}$ sont \’equivalentes \‘a $\nu^{*}(E)$ et
deux ensembles $F^{(\alpha)}$ et $F^{(\beta)}$ , ou $ a\neq\beta$ , ont un sous-ensemble minoe de
$N$ et par suite au plus d\’enombrable de points communs, c’est-\‘a-dire,

les ensembles $F^{(a)}$ sont des demandes dans la proposition 18.
C. Q. F. D.

Sapporo, le 26 Octobre 1935.


