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EINLEITUNG

In der bald erscheinenden Arbeiten $([8], [9], [10])^{(1)}$ schickt Prof.
A. KAWAGUCHI ein grUndliches Fundament der \’Ubertragungslehre in
der Mannigfaltigkeit von m-dimensionalen Fl\"achenelementen (und ferner
von Gebilden h\"oherer Klassen) voraus, woraus die bekannte WIRTINGER-
sche Obertragung ([16]), der $DouGLASsche$ Raum von “ k-spreads “

(1) Man vergleiche die Literatur am Schluss dieser Arbeit.
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([6]), und die CARTANsche Ubertragung ‘ ‘ fond\’es sur la notion d’aire”
([4]) als spezielle Theorien hervortreten. Ich glaube, dass mit ihrer
Hilfe oder durch die in ihnen enthaltenen Gedanken projektive, kon-
forme, oder im allgemeinen K\"oNIGsche \"Ubertragung in der oben-
erwahnten Mannigfaltigkeit behandelt werden kann. In dieser Arbeit
m\"ochte ich mich mit der M-kugelgeometrischen \’Ubertragung in der
Mannigfaltigkeit von Hyperfl\"achenelementen beschaftigen. In der
genannten \’Ubertragung sind die R\"aume, welche zu den Elementen
adjungiert sind, sowie die Abbildungen benachbarter R\"aume M\"oBIUSsche.

Wir erkl\"aren die homogenen $(n+2)$-hyperspharischen Koordinaten
in $M_{n}$ nach W. BLASCHKE ([1]) (\S 1), und leiten sodann mit deren
Hilfe die grundlegenden Formeln her (\S 2). Wenn jedes Hyperfl\"achen-
element in dem adjungierten M-Raum enthalten ist, so k\"onnen $wIr$

einige Strukturgr\"ossen Torsionsgr\"ossen nennen. Voraussetzend eine
zulassige Forderung in Nr. 7, werden die Raume mit verschwindenden
Torsionsgr\"ossen untersucht (\S 4). Wie geod\"atische Linien der metri-
schen \’Ubertragung so existiert in jedem Elemente eine ein-parametrige
Schar von Hyperfl\"achenelementen zweiter Ordnung (unter einfacher
Bedingung), von welchen jedes Bild in $M_{n}$ ein Hyperfl\"achenelement
zweiter Ordnung von M-Hyperkugel ist. Wir nennen diese Pseu-
dospharenelemente (\S 3). Daf\"ur, dass Hyperfl\"achen, deren Bilder
in $M_{n}$ M-Hyperkugeln sind und die wir dann Pseudosph\"aren nennen,
existieren, sollen einige Integrabilit\"atsbedingungen erf\"ullt werden,

welche wir in ganz geometrischer Weise herleiten (\S 5). Derartige
Fl\"achen sind schon bekannt in konformer \’Ubertragung nach E. CARTAN
([3], S. 30-37). Unsere \"Ubertragungen beziehen sich offenbar eng auf
bewegungsgeometrische Ubertragungen insbesondere auf die VEBLEN-
sche projektive Ubertragung ([15]). Von den Raumen mit bewegungs-
geometrischen Ijbertragungen finden wir auch spezielle R\"aumen von
“ (n-l)-spreads ” (\S 6). Wir besch\"aftigen uns demn\"achst mit dem
meriedrischen Isomorphismus zweier R\"aume, welchen E. CARTAN in
seiner ber\"uhmten Arbeit[2] erkl\"art hat. Nebenbei treten die etwas
interessanten Satze hervor: Bei Isomorphismen von Typenklassen $A$ ,
$B,$ $C,$ $E$ korrespondieren beide Mannigfaltigkeiten miteinander mittels
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einer BerUhrungstransformation, bei Typenklassen $A,$ $B,$ $C$ (unter einer
gewissen Bedingung) mittels der Erweiterung einer Punkttransforma-
tion (\S 7). Wenn die unbedingt integrablen, partiellen Differentialglei-
chungen

$\frac{c^{L}}{\sum_{:_{J}}b_{u}^{L}p_{ij}+d^{L},(p_{i}\underline{=}\frac{a_{Z}}{9x^{i}}}=-2Rp_{ij}\equiv\frac{8^{2}z}{8x^{i}8\dot{\theta}})$

,

$(_{i,j=1’}^{L=1,2},2,$ $\ldots.,n-1|^{\frac{n(n-1)}{2};})$
,

wobei die Funktionen $b_{ij}^{L}$ , $c^{L},$ $d^{L}$ von $z,$ $x^{:},$
$p_{i}$ abhangig sind, vorge-

geben sind, untersuchen wir spezielle Klassen von \’Ubertragungen,
deren Pseudospharen eben durch diese Differentialgleichungen gegeben
werden. Es scheint mir etwas schwierig, eine ausgezeichnete Uber-
tragung zu bestimmen. Die Er\"orterung bezieht sich notwendigerweise
auf die sozusagen konformen Winkelmetriken (vgl. [5]) (\S 8). Ich
habe nicht die Schreibweise des Tensorkalkuls angenommen, sondern
die der PFAFFschen und der schief-symmetrischen Ausdr\"ucke; aber es
ist nicht mUhsam, diese in jene umzuschreiben ([14]).

In dieser Arbeit behandle ich die Flachentheorie sowie die Theorie
der kovarianten Ableitungen nicht. Ich m\"ochte demn\"achst eine Ab-
handlung \"uber dieses Problem ver\"offentlichen.

Ich m\"ochte Herrn Prof. A. KAWAGUCHI f\"ur seine Anregungen und
das Interesse, das er meiner Arbeit geg\"onnt hat, herzlich danken.

\S 1. VORBEREITENDE BETRACHTUNG.

1. Wir m\"ochten zun\"achst einige Bemerkungen \"uber die Geometrie
von M\"oBIUS machen (vgl. [1]). Der n-dimensionale euklidische Raum
wird bekanntlich den topologischen Zusammenhang einer Hyperkugel
von $n$ Dimensionen zuschreiben und ein M\"oBIUS-Raum $M_{n}$ genannt,
indem man denkt, dass der Raum durch einen in ihn eingeftigten,
uneigentlichen Punkt \"uber das Unendliche hinUber stetig zusammen-
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hangend ist. Dann fassen wir die folgenden Elemente in den Begriff

der M-Hyperkugeln in $M_{n}$ zusammen:
1o die Hyperkugeln in gew6hn1ichen Sinne, $2^{o}$ die Hyperebenen.

Wir erklaren die homogenen $(n+2)$-hypersph\"arischen Koordinaten
$y_{0},$ $y_{1},$ $y_{2},$ $\ldots$ , $y_{n+1}$ der M-Hyperkugeln und der Punkte folgender-

massen: fur erste Art M-Hyperkugel mit dem Mittelpunkte $\xi^{1},$ $\xi^{2},$

$\ldots,$
$\xi^{n}$

(kartesische Koordinaten) und dem Radius $R$ durch

(1.1) $y_{0}=\frac{\rho}{2}\{1+(\sum_{i-1}^{n}\not\in-R^{2})\}$ , $y_{1}=\frac{\rho}{2}\{1-(\sum_{|-1}^{n}\not\in-R^{2})\}$ ,

$y_{i+1}=\rho P$ $(i=1,2, \ldots. , n)$ ,

f\"ur zweite Art M-Hyperkugel mit der Gleichung

$\xi^{1}\eta^{1}+\xi^{2}\eta^{2}+\cdots$ . $+\xi^{n}\eta^{n}=\xi^{0}$

durch
$y_{0}=\rho\xi^{0},$ $y_{1}=-\rho\xi^{0},$ $y_{i+1}=\rho P$ $(i=1,2, \ldots., n)$ ,

f\"ur eigentlichen Punkt $\xi^{1},$

$\ldots$ , $\xi^{n}$ (kartesische Koordinaten) durch (1.1)

mit $R=0$ , und $f\mathfrak{U}r$ den uneigentlichen Punkt durch $1,-1,0,$ $\ldots$ , $0$ .
Die Abbildungen von M\"oBIUS in $M_{n}$ werden als die linearen Substitu-

tionen der (n+2)-hypersph\"arischen Koordinaten definiert, die die Glei-
chung

(1.2) $(yy)\equiv-y_{0}^{2}+y_{1}^{2}+y_{l}^{2}+\ldots.+y_{n+1}^{2}=0$

invariant lassen und eine nicht verschwindende Determinante haben.

Man kennt, dass die Gruppe aller $M\text{"\""{o}"}_{BI}us$-Abbildungen die gr\"osste ist,

deren Transformationen eineindeutige Punkttransformationen von $M_{n}$

sind und dabei den M-Hyperkugeln als Punktmannigfaltigkeiten ein-
deutig wieder solche zuordnen.

2. Das Hyperfl\"achenelement des euklidischen Raumes wird analy-

tisch von den kartesischen Koordinaten seines Zentrums $\eta^{1},$ $\eta^{2},$

$\ldots$ , $\eta^{n}$

und den Gr\"ossen, welche sich auf seine $(n-1)$-Richtung im Raume
beziehen, etwa
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$\rho_{k}=\frac{9\eta^{1}}{8\eta^{k}}$ $(k=2,3, \ldots., n)$ ,

bestimmt; man sagt alsdann das Element $(\eta^{i} ; \rho_{k})$ . Zwei unendliche
benachbarte Hyperfl\"achenelemente $(\eta^{:} ; \rho_{k})$ und $(\eta^{i}+d\eta^{i} ; \rho_{k}+d\rho_{k})$ heissen
in der vereinigten Lage liegend, wenn die PFAFFsche Gleichung

(1.3) $d\eta^{1}-\sum_{k-2}^{n}\rho_{k}d\eta^{k}=0$

besteht.
In $M_{n}$ , kann man sehen, dass jedes Hyperfl\"achenelement sich von

der M-Hyperkugelschar, deren M-Hyperkugeln alle es in dem Zentrum
berUhren, umhUllen lasst, speziell, das Element $\eta^{i}=0,$ $\rho_{k}=0$ von den
Hyperkugeln, deren Mittelpunkte

$\xi^{1}=R$ , $\xi^{l}=\xi^{3}=\ldots.=\xi^{n}=0$

sind, und der Hyperebene $\eta^{1}=0$ ; diese M-Hyperkugeln haben nach
(1.1) die $(n+2)$-hypersph\"arischen Koordinaten

(1.4) $ y_{0}=\frac{1}{2}\rho$ , $ y_{1}=\frac{1}{2}\rho$ , $y_{2}=\rho R$ , $y_{8}=\ldots.=y_{n+1}=0$ ,

wobei $R$ die Rolle des Parameters der Kugelschar spielt.

Nun k\"onnen wir die vereinigte Lage zweier benachbarten Elemente
kugelgeometrisch angreifen. Aus dem Differentiale von (1.1) ergibt
sich n\"amlich fur die der Kugel (1.4) benachbarte M-Kugel

$dy_{0}=\frac{1}{2}d\rho+\rho R(d\xi^{1}-dR)$ , $dy_{1}=\frac{1}{2}d\rho-\rho R(d\xi^{1}-dR)$ ,

$dy_{2}=Rd\rho+\rho d\xi^{1}$ , $dy_{k+1}=\rho d\xi^{k}$ $(k=2,3, \ldots. , n)$ .
Geh\"ort diese Kugel deljenigen Kugelschar, welche ein zu $(\eta^{i}=0;\rho k=0)$

benachbartes Hyperflachenelement $(d\eta^{i} ; d\rho_{k})$ definiert, an, so erhalt
man leicht

$d\xi^{1}=d\eta^{1}+dR$ , $d\xi^{k}=d\eta^{k}-Rd\rho_{k}$ ($k=2,3,$ $\ldots$ . , n) ,
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somit

$dy_{0}=\frac{1}{2}d\rho+\rho Rd\eta^{1}$ , $dy_{1}=\frac{1}{\Delta}d\rho-\rho Rd\eta^{1}$ ,

(1.5) $dy_{2}=Rd\rho+\rho(d\eta^{1}+dR)$ , $dy_{k+1}=\rho(d\eta^{k}-Rd\rho_{k})$ ,

$(k=2,3, \ldots. n)$ .
Schliesslich, liegen die zwei Hyperflachenelemente $(0;0)$ und $(d\eta^{:} ; d\rho k)$

in der vereinigten Lage, so ist

$ dy_{0}=\frac{1}{2}d\rho$ , $dy_{1}=\frac{1}{2}dp$ , $dy_{2}=Rd\rho+\rho dR$ ,

(1.6) $dy_{k+1}=\rho(d\eta^{k}-Rd\rho_{k})$ $(k=2,3, \ldots. , n)$ ,

da nach (1.3) $d_{\eta^{1}}=0$ ist. Umgekehrt folgt aus $dy_{0}=dy_{1}$ ohne weiteres
$d\eta^{1}=0$ , daher ist

(1.6) $dy_{0}=dy_{1}$

notwendig und hinreichend dafur, dass die in Betracht kommenden
Kugelscharen die in der vereinigten $L$age liegenden Elemente umhullen
sollen; das wird nUtzlich in sp\"ateren Erorterungen.

3. Die Transformationen der $(n+2)$-hypersph\"arischen Koordinaten
werden, ganz analog wie die M\"oBIUS-Abbildungen in $M_{n}$ , durch die
homogenen linearen Transformationen

(1.7) $\overline{y}_{i}=\sum_{k- 0}^{n+1}\sigma_{ik}y_{k}$ $(i=0,1, \ldots., n+1)$

vermittelt, welche die Gleichung (2) invariant. lassen, so dass

(1.8a) $-a_{0k}a\iota+\sum_{i-1}^{n+1}a_{ik}a_{il}=0$ $(k\neq l)$ ,

(1.8b) $-d_{k}+\sum_{i-1}^{n+1}a_{1k}^{2}=\left\{\begin{array}{ll}-\sigma^{2} & (k=0),\\+\sigma^{2} & ( k=1,2, \ldots. n+1\rangle\end{array}\right.$
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bestehen, wobei $\sigma$ nicht verschwindet. Nun m\"ochten wir insbesondere
solche Koordinatentransformationen n\"aher untersuchen, die ein be $\cdot$

stimmtes Hyperfl\"achenelement oder eine bestimmte Schar der sich
beriihrenden M-Hyperkugeln in sich \"uberf\"uhren; wir nehmen der
Bequemlichkeit wegen als diese Kugelschar die durch (1.4) definierte.
Weil die Kugeln (1.4) durch (1.7) die neuen Koodinaten

$\overline{y}_{i}=\frac{1}{2}\rho(a_{i0}+a_{i1})+\rho Ra_{i2}$

haben und diese dieselbe Gestalt wie (1.4) haben m\"ussen, $bestehen$

Relationen

(1.9a) $a_{\lambda 0}+a_{\lambda 1}=0$ , $a_{\lambda 2}=0$ ,

(1.9b) $a_{00}+a_{01}=a_{10}+a_{11}$ ( $=A$ gesetzt), $a_{02}=a_{12}t=C$ gesetzt),

wobei und im Folgenden die griechischen Buchstaben z.B. $\lambda,$
$\mu,$ $\nu$ die

Nummem 3, 4, .. . , $n+1$ durchlaufen.
Aus (1.8a) f\"ur die Wertepaare $(k, l)=(O,1),$ $(0,2),$ $(1,2)$ folgen die

Relationen, ber\"ucksichtigt auf (1.9 a),

(1.10a) $\sum_{\lambda-3}^{n*1}d_{\lambda 0}=-aco\alpha$)$1+a_{1}0a_{11}+aa$) $a_{21}$ ,

(1.10b) $-a_{\infty}a_{02}+a_{10}a_{12}+a\alpha$) $a_{22}=0$ ,

(1.10c) $-a_{0}\iota aw+aua_{1}\epsilon+oe1a_{22}=0$ .
In gleicher Weise ergeben sich die folgenden Relationen (l.ll a, b) aus
(1.8a) fur $(k, l)=(O, \mu),$ $(1, \mu),$ $(2, \mu);(1.12a, b)$ aus (1.8b) $k=0,1,2$ :

(l.lla) $\sum_{\lambda-3}^{n+1}a_{\lambda 0}a_{\lambda\mu}=a\mathfrak{m}a_{0\mu}-a_{10}\alpha_{1\mu}-a\Re a_{2\mu}$

$=-a_{01}a_{0\mu}+a_{11}a_{1\mu}+a_{21}\varpi_{\mu}$ ,

(l.llb) $-a_{02}\alpha_{\mu}’+a_{12}a_{1\mu}+a_{\mathfrak{B}}a_{2\mu}=0$ ,

(1.12a) $\sum_{\lambda-3}^{n+1}d_{\lambda 0}=R-a_{10}^{2}-a_{\mathfrak{B}}^{2}-\sigma^{2}$

$=d_{1}-a_{11}^{2}-a_{\Delta}^{2}+\sigma^{2}$ ,

(1.12b) $-h+a_{12}^{2}+a_{\mathfrak{B}}^{2}=\sigma^{2}$ ;
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die letzte wird wegen (1.9 b)

(1.13) aee $=\sigma$ ,

somit brgibt sich auch aus $(1.10 b, c)$

(1.14) $aw+a_{21}=0$ ,

da $\sigma$ nicht verschwindet. Aus (1.10 a) und (1.12 a) folgt

$A(a\infty-\alpha\iota 0)=\sigma^{2}$ ,

daraus.ersieht man, dass die Konstante $A$ nicht verschwindet und

(1.15) $a\infty-a_{10}=\alpha_{V}-\alpha_{01}=\frac{\sigma^{2}}{A}$

ist. aeo hat die Gestalt wegen (1.9 b), (1.10 b), (1.13). (1.15)

(1.16) $ a_{20}=\frac{C}{A}\sigma$ .

Weiter folgt aus (1.11 a)

$A(\alpha_{0\mu}-\alpha_{1\mu})=(\alpha a)+a_{21})\alpha_{2\mu}=0$

oder

. (1.17) $a_{0\mu}=a_{1\mu}$ ,

da $A\neq 0$ , und aus (l.ll b), (1.17) haben $wIr$

(1.18) $a_{2\mu}=0$ .
Sodann nehmen die Gleichungen (1.11 a) die Gestalt

(1.19) $\sum_{\lambda-3}^{n+1}\alpha_{\lambda}0\alpha_{\lambda\mu}=\frac{\sigma^{2}}{A}\alpha_{\mu}$

an. Und auch werden ‘die Gleichungen $(1.8 $a $, b)$ fur $(\dot{k}, l)=(\lambda, \mu)$ in
der Form

(1.20) $\sum_{\nu-3}^{n+1}\alpha_{\nu\lambda}\alpha_{\nu\mu}=\sigma^{2}\delta_{\lambda\mu}$
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geschrieben. Wir wollen unsere Resultate in einer Formel rekapitulieren:

(1.21) $\left\{\begin{array}{ll}die Matri & (\frac{a_{\lambda\alpha}}{\sigma}) ist orthogonal,\\aa=\sigma, & (\lambda, \mu=3,4, \ldots. , n+1) ;\\am+a_{01}=\alpha_{10}+ & =A, a_{00}-\alpha_{10}=\alpha_{11}-a_{01}=\frac{\sigma^{2}}{A} ;\\ace =a_{12} & C, \alpha_{20}=-\alpha_{21}=\frac{c_{\sigma}}{A} ;\\\alpha_{\lambda 0}+\alpha_{\lambda 1}=0, & a_{\lambda 2}=0 ; r_{\lambda}=\alpha_{1\lambda}, oe_{\lambda}=0 ;\\\sum_{\lambda\sim 3}^{n*1}\alpha_{\lambda 0}^{2} & =ffi-a_{10}^{2}-\ovalbox{\tt\small REJECT}-\sigma^{2},\\\sum_{\lambda-3}^{n+1}\alpha_{\lambda 0} & a_{\lambda\mu}=\frac{\sigma^{2}}{A}a0_{l}.\end{array}\right.$

Man soll darauf aufmerksam sein, dass f\"ur die Festlegung der in Frage
kommenden Transformation, die man mit $T$ bezeichnet, die von Null
verschiedenen Konstanten $A,$ $\sigma$ , die Konstante $C$, und die Koeffizienten
$a_{\lambda\mu}$ , $\alpha_{\lambda 0}$ (oder $a_{0\lambda}$ ) beliebig vorgegeben werden d\"urfen, nur unter der
Bedingung, dass die Matrix $(\frac{a_{\lambda\mu}}{\sigma})$ orthogonal ist. Alsdann folgt

namlich aus $\sum a_{\lambda 0}^{2}$ die Summe

$\alpha_{N}+a_{10}=\frac{A}{\sigma^{g}}\sum_{\lambda}\alpha_{\lambda 0}^{2}+\frac{C^{2}}{A}+A$ ,

somit werden die Koeffizienten der linearen Transformation nach (1.21)
alle bestimmt, und $(1.8 $a $, b),$ $(1.9a, b)$ folgen ohne weiteres.

\S 2. M\"OBIUS-KUGELGEOMETRISCHE \"UBERTRAG-
UNG, EINGEF\"UHRT IN DIE ELEMENT-

MANNIGFALTIGKEIT.

4. In jedem Punkte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit $X_{n}$

$(n\geqq 3)$ (die der $\infty^{n}$ Wertesysteme, die $n$ unabh\"angige Ver\"anderlichen
$z,$ $x^{1},$ $x^{2},$

$\ldots,$
$x^{n-1}$ annehmen k\"onnen) wird jedes System $p_{1}$ , $p_{2},$

$\ldots,$ $p_{n-1}$

als die Koordinaten einer $(n-1)$-Richtung im Punkte aufgefasst, und ein
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Hyperfl\"achenelement bedeutet ein System von $2n-1$ Werten von $z,$ $x$:
und $p:$ ’ wie in dem gew\"ohnlichen euklidischen Raume. Der Inbegriff

der Hyperfl\"achenlemente in $X_{n}$ wird kurz nach LIE die Element-Man-
nigfaltigkeit genannt.

Der Begriff der vereinigten Lage von zwei unendlich benachbarten
Hyperfl\"achenelementen, etwa $(z, x;p)$ und $(z+dz, x+dx;p+dp)$ , wird
$w\ddagger e$ in \S 1

(2.1) dz–pi $dx^{i}\equiv dz-\sum_{-1}^{n-1}p_{i}dx^{i}=0$

erkl\"art; dieses Zueinanderstehen zweier Elemente ist von der Wahl
des Koordinatensystems unabhangig. Dabei wird die Koodinatentrans-
formation durch die $n$ Funktionen $\overline{z}=\overline{z}(z, x)$ , $X^{i}=X^{i}(z, x)$ mit nicht
verschwindender Funktionaldeterminante vermittelt. Es besteht somit

$d\overline{z}-\overline{p}_{i}d\overline{x}^{i}=p(dz-p_{i}dx^{i})$ .
Wenn man die bilineare Kovariante dieser PFAFFschen Gleichung

berechnet und darin $dz-p_{i}dx^{i}=0$ setzt, so wird

(2.2) $[d\overline{p}_{i}d\overline{x}^{i}]=\rho[dp_{i}dx^{i}]$

$f\mathfrak{U}rdz-p_{i}dx=0$ ; im allgemeinen schreibt man fur die Differentiationen
$d,$ $\delta$ die schiefsymmetrische Bilinearform $\omega_{1}(d)_{\omega_{2}}(\delta)-\omega_{1}(\delta)_{\omega_{2}}(d)$ von zwei
PFAFFschen Ausdr\"ucken $\omega_{1}(d),$ $\omega_{2}(d)$ kurz $[\omega_{1}(d)\omega_{2}(d)]$ oder $[\omega_{1}\omega_{2}]$ . Aus
der Formel geht hervor, dass in einem Hyperfl\"achenelemente f\"ur eine
Schar von benachbarten Elementen die Bedingungen $dz-p_{i}dx^{:}=0$ ,

$[dp_{i}dx^{i}]=0$ geometrisch sind; in der Tat sind sie die Bedingungen

daf\"ur, dass die Schar ein Hyperfl\"achenelement zweiter Ordnung bildet.

5. Nun wollen wir von der Voraussetzung ausgehen, dass jedem
Hyperfl\"achenelemente $(z, x;p)$ der Element-Sannigfaltigkeit ein M\"o-

BIUS-Raum $M_{n}$ zugeordnet wird. $M_{n}$ ist selbstverstandlich etwas ganz

anderes als die affinen Mannigfaltigkeiten der Linienelemente, der
Hyperfl\"achenelemente usw. in dem betreffenden Elemente. Die soge-

nannte Ubertragung kommt zu stande, indem der $M_{n}$ jedes Elementes
in $den^{\sim}R\text{"\""{a}"} umenM_{n}$ aller benachbarten Elemente mittels je einer M-
Abbildung abgebildet wird, so dass die Punkte bzw. M-Hyperkugeln
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in M-R\"aumen der benachbarten Elemente einander entsprechen. Wir
nennen diese tibertragung M\"oBIUS-kugelgeometrisch oder konform.

In jedem zugeordneten $M_{n}$ werde ein $(n+2)$ -hypersph\"arisches
Bezugssystem festgelegt. Die Cbertragung wird definiert durch die
Gleichungen

(2.3) $dy_{i}=\sum_{k-0}^{n+1}\omega_{ik}y_{k}$ $(i=0,1, \ldots. , n+1)$ ,

wobei vorausgesetzt wird, dass $\omega_{ik}$ von dem Elemente und der Wahl
des Bezugssystems abhangige Differentialformen in den Differentialen
$dz,$ $dx^{i},$ $dp_{i}$ der Koordinaten des Elementes sind. Die $\omega_{ik}$ sollen nur
der Bedingung gen\"ugen, dass die Abbildung (2.3) die Gleichung (1.2)
invariant l\"asst. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
hierf\"ur lauten:

$\omega_{0i}=\omega_{i0}$ , $\omega_{ik}=-\omega u$ ,

(2.4) $(i, k=1,2, \ldots. , n+1)$

$\omega m=\omega_{11}=\ldots.=\omega_{n+1.n+1}$ .

FUr ein beliebiges Feld der Punkte bzw. M-Hyperkugeln, definiert in
jedem Elemente der Element-Mannigfaltigkeit, werden die kovarianten
Differentiale durch

(2.5) $\delta y_{i}=dy_{i}-\sum_{k-0}^{n+1}\omega_{ik}y_{k}$

gegeben, aber man kann nicht sogleich von den kovarianten Ableit-
ungen reden.

Man hat so in der einfachsten Weise einen “ gekr\"ummten’’ M-
kugelgeometrischen Raum. Wenn die benachbarten M-R\"aume sich
l\"angs des geschlossenen Weges der Hyperfl\"achenelemente schrittweise
aufeinander abbilden lassen, so betr\"agt die Differenz zwischen Endwert
und Anfangswert, die eine Verschiebung des Punktes bzw. der M-
Hyperkugel darstellt:

(2.6) $Dy_{i}=\sum_{k- 0}^{n+1}\Omega_{1k}y_{k}$ ,
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wobei man setzt

(2.7) $\Omega_{1k}=(\omega_{ik})^{\prime}-\sum_{l-U}^{n+1}[\omega_{\iota 7}\omega_{lk}]$ .
(Mit Strich bezeichnet man die \"aussere Ableitung des Ausdrucks). Das
sind die Strukturgleichungen des Raumes mit M-kugelgeometrischer
\’Ubertragung. Die Strukturgr\"ossen $\Omega_{ik}$ gen\"ugen auch wie $\omega_{ik}$ den
folgenden Gleichungen:

$\Omega_{0:}=\Omega_{20}$ , $\Omega_{1k}=-\Omega_{k:}$ $(i, k=1.2, \ldots. n+1)$ ,

(2.8)
$9_{m}=\Omega_{11}=\ldots.=\Omega_{n+1.n+1}$ .

Durch aussere Ableitung von (2.7) wird erhalten

(2.9) $(\Omega_{ik})^{\prime}+\sum_{\iota}[\Omega_{\theta\omega_{lk}}]-\sum_{l}[\omega_{il}\Omega_{lk}]=0$ .
Diese Gleichungen sind nach CARTAN “ Das Theorem der Erhaltung

der Kr\"ummung’’.

Unter den Transformationen (1.7) der Bezugssysteme, wobei $aik$

vom betreffenden Hyperfl\"achenelemente $(z, x;p)$ abh\"angig sind, trans-
formieren sich die \’Ubertragungsparameter folgendermassen:

(2.10) $d\alpha_{\mathfrak{i}k}+\sum_{l\leftarrow 0}^{n+1}a_{l}\tau\omega_{lk}=\sum_{l-0}^{n+1}\overline{\omega}_{il}a_{lk}$ $(i, k=0,1, \ldots. , n+1)$ .

6. Ferner setzen wir voraus, dass jedes Hyperflachenelement der
Element-Mannigfaltigkeit in dem ihm zugeordneten $M_{n}$ enthalten ist.
Da dieser Umstand auch in solcher Weise aufgefasst wird, dass jeder
$M_{n}$ ein dem Hyperfl\"achenelemente entsprechendes Element haben soll,

so wird das Element in $M_{n}$ ein ausgezeichnetes Bildelement des Hy-
perfl\"achenelementes genannt.

Es ist stets moglich, die Bezugssysteme in jedem $M_{n}$ so zu w\"ahlen,
dass das ausgezeichnete Hyperfl\"achenelement in $M_{n}$ sich von der
Hyperkugelschar (1.4)

(2.11) $y_{0}=\frac{1}{2}\rho,$ $y_{1}=\frac{1}{2}p$ , $y_{2}=pR$ , $y_{3}=\ldots.=y_{n+1}=0$

umhullen l\"asst; die so entstehenden Bezugssysteme nennen wir normal.
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Jede T-Transformation in \S 1 \"uberf\"uhrt die Normalsysteme in eben-
solche, und umgekehrt.

Bei Umkreisung l\"angs infinitesimales geschlossenen Weges der
Elemente wandelt sich die ausgezeichnete Kugelschar (1.11) in die
benachbarte um, deren einzelne Kugel von der ursprunglichen $K$ugel
$\frac{1}{2}\rho,$ $\frac{1}{2}\rho,$ $\rho R,$ $0,$

$\ldots,$
$0$ um

(2.12) $Dyi=\frac{\rho}{2}(\Omega:0+\Omega_{i1})+\rho R\Omega_{12}$ $(i=0,1, \ldots..n+1)$

abweicht. Da nach (1.5) die Abweichung einer Kugelschar von der
ausgezeichneten im allgemeinen durch die Gr\"ossen $dy_{0}-dy_{1},$ $dy_{S}$ ,
... , $dy_{n+1}$ gemesst wird, so gewinnt man einige speziellen Struktur-
gr\"ossen aus den Koeffizienten von $R$ in (2.12)

(2.13) $\Omega oe-\Omega_{12}$ . $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}$ , $\Omega_{\lambda 2}$ $(\lambda=3,4, \ldots. , n+1)$ .
Insbesondere heissen sie die Torsionsgr\"ossen der M-kugelgeometrischen
$t_{d}^{1}bertragung,$ w\"ahrend die anderen von diesen unabh\"angigen Struktur-
gr\"ossen die Kr\"ummungsgr\"ossen. Wir nennen elne Element-Mannig-
faltigkeit von der \’Ubertragung, deren Torsionsgr\"ossen nicht alle
verschwinden, eine Element-Mannigfaltigkeit mit der Torsion.

7. Wir stellen jetzt die folgende Forderung auf:
Forderung. Wenn der M\"oBIUS-Raum $M_{n}(P)$ von einem Elemente

$P(z, x;p)$ sich in den M\"oBIUS-Raum $M_{n}(P+dP)$ von einem benach-
barten Elemente $P+dP(z+dz, x+dx;p+dp)$ abbilden lasst, ist das
ausgezeichnete Hyperflachenelement in $M_{n}(P+dP)$ dann und nur dann
in der vereinigten Lage mit dem abgebildeten ausgezeichneten in
$M_{n}(P)$ , wenn die betreffenden Hyperfl\"achenelemente $P$ und $P+dP$ in
derselben Beziehung wie oben stehen.

Bei der Abbildung von $M_{n}(P)$ verandert sich eine Kugel der
ausgezeichneten Kugelschar (2.11) um

$dy_{i}=\frac{\rho}{2}(\omega_{i0}+\omega_{i1})+\rho R\omega_{i2}$ $(i=0,1, \ldots., n+1)$ .
Daf\"ur, dass die zwei ausgezeichneten Hyperfl\"achenelemente in der
vereinigten Lage liegen, soll nach (1.6)
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$dy_{0}=dy_{1}$ oder $(\omega\alpha)+\omega_{01})+2R\omega_{02}=(\omega_{10}+\omega_{11})+2R\omega_{12}$

f\"ur alle $R$ sein, d.h. $\omega_{02}-\omega_{12}$ verschwindet. Mit R\"ucksicht auf (2.1)

erhalten wir also

$(2.!^{4})$ $\tilde{\omega}\equiv\omega oe-\omega_{12}=\lambda(dz-p_{i}dx^{t})$ .
Dabei darf $\lambda$ nicht verschwinden. Sonst stehen die zueinander benach-

$i$

barten, ausgezeichneten Elemente stets in der vereinigten Lage, wenn
auch $P$ und $P+dP$ nicht so stehen, was gegen die Voraussetzung ist.

Die hier aufgestellte Forderung f\"ur die \’Ubertragung ist offenbar
geometrisch. Nach leichter Rechnung sehen wir, dass unter T-Trans-
formation $\omega 02^{-}\omega 12$ nur einen Faktor bekommt (vgl. (8.3)).

\S 3. PSEUDOSPH\"ARENELEMENTE DER KUGELGEO $-$

METRISCHEN \"UBERTRAGUNG.

8. In diesem \S , ziehen wir in jedem Elemente $P$ der Element-
Mannigfaltigkeit die Umgebung erster Ordnung allein in Betracht.

Durch die Abbildung von der Obertragung hat das ausgezeichnete
Element in jedem $M_{n}(P+dP)$ sein Bildelement in $M_{n}(P)$ . Wenn das
Bildelement einer bestimmten M-Hyperkugel $\frac{1}{2}\rho,$ $\frac{1}{2}\rho$ , $\rho R$ , $0,$

$\ldots$ , $0$

in $M_{n}$ angeh\"ort (oder sie tangiert), soll diese M-Hyperkugel in $M_{n}(P)$

umgekehrt in eine M-Hyperkugel der ausgezeichneten Hyperkugelschar
in $M_{n}(P+dP)$ \"ubergef\"uhrt werden. Hierf\"ur besteht nach Nr. 2

$dy_{0}=dy_{1\prime}$ $dy_{8}=dy_{4}=\ldots.=dy_{n+1}=0$ ,

$dyi=\frac{1}{2}\rho(\omega_{i0}+\omega_{i1})+\rho R\omega_{i2}$ ,

oder
(a) $\tilde{\omega}\equiv\omega_{02}-\omega_{12}=0$ ,

(3.1)

(b) $(\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1})+2R\omega_{\lambda 2}=0$ $(\lambda=3,4, \ldots. n+1)$ .
Betrachten wir umgekehrt jedes zu $P$ benachbarte Hyperfl\"achenelement
$P+dP$, welches diese Gleichung erf\"ullt, so tangiert das zugehorige
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ausgezeichnete Element zusammen mit dem ausgezeichneten Element
in $M_{n}$ dieselbe M-Hyperkugel (mit dem Radius $R$). Und zwar ist die
Schar (oder die Gesamthelt) der benachbarten Elemente f\"ur einen
beliebigen, aber bestimmten Wert $R$ ein geometrisches Gebilde in der
Element-Mannigfaltigkeit, bez\"uglich mit der kugelgeometrischen \"Uber-
tragung. Diese Schar entspricht einem Flachenelement zweiter Ordnung

von der M-Hyperkugel in $M_{n}$ .
Es ist nicht ${\rm Im}$ allgemeinen zu erwarten, dass diese Schar ein

Flachenelement zweiter Ordnung in der Element-Mannigfaltigkeit
umh\"ullt, sondem es folgt aus (3.1a) nur, dass jedes ihrer Elemente in
der vereinigten Lage mit $P$ steht. Umh\"ullt sie speziell ein Fl\"achenele-
ment, so wollen wir das Flachenelement ein Pseudosph\"arenelement
nennen.

Wir m\"ochten uns im Folgenden mit der \"Ubertragung, f\"ur die
folgende Forderung erfullt ist, beschaftigen:

Forderung. In jedem Hyperfl\"achenelemente der Element-Mannig-
faltigkeit bildet jede Schar, welche von den Gleichungen (3.1) definiert
wird, ein nicht ausgeartetes Pseudospharenelement.

9. Wir schreiben zuerst $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1},$
$\omega_{\lambda 2}$ in der Form

(3.2) $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}=A_{\lambda}+a_{\lambda}\tilde{\omega}\sim$ , $\omega_{\lambda 2}=B_{\lambda}+b_{\lambda}\tilde{\omega}\sim$ ,

wobei $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ die 2 $(n-1)$ PFAFFschen Ausdr\"ucke der 2 $(n-1)$ Diffe-
rentiale $d.p_{i},$ $dx^{i}$ sind. Die Gleichungen (3.1) verwandeln wir in die
Form

(3.1) $A_{\lambda}+2RB_{\lambda}=0$ . $dz=p_{i}dx^{i}$ .
Wenn man $eIn$ bestimmtes, nicht ausgeartetes Fl\"achenelement

zweiter Ordnung, das in einem Hyperflachenelemente sich von einer
Schar benachbarter Elemente umh\"ullen l\"asst, betrachtet, so werden
die Drehungen der (rz–l)-Richtung des Hyperfl\"achenelementes eindeutig
durch die Verschiebungen auf dem Element bestimmt, welche sein
Zentrum macht. Daher m\"ussen die Gleichungen $A_{\lambda}+2RB_{\lambda}=0$ fur
allgemeinen Wert von $R$ bezuglich mit $dp_{i}$ lbsbar sein.
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Wir setzen ferner das Folgende voraus, welches von der Wahl der
Normalsysteme unabhangig (vgl. (8.2-4)) und Ubrigens, wie wir in
der integrablen \’Ubertragung in Nr. 11 sehen werden, zulassig ist:

Voraussetzung. Die 2 $(n-l)$ PFAFFschen Ausdr\"ucke $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ von
$2(n-l)$ Diferentialen $dp_{i},$ $dx^{i}$ sin$d$ voneinander linear unabh\"angig.
Oder unabhangig sind die $2n-1$ PFAFFschen Ausdrucke $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1},$

$\omega_{\lambda 2}$ ,
$\omega_{02}-\omega_{12}$ .

10. Daf[ir, dass die zu $(z, x;p)$ benachbarten Elemente, welche
von (3.1) definiert werden, ein Fl\"achenelement zweiter Ordnung bildend
seien, ist es notwendig und hinreichend nach Nr. 4, dass $dp_{*}$. aus (3.1’)

die Gleichung

[ $dp$:

identisch bez\"uglich $dx^{i},$ $\delta x^{:}$ erfUllen sollen. Die linke Seite dieser
Gleichung l\"asst sich in der Gestalt

(3.3) $[dp_{i}dx^{i}]=\sum_{\lambda.\mu}^{3.n+1}a_{\lambda\mu}[A_{\lambda}B_{\mu}]+\sum_{\lambda.\mu}^{3.n+1}c_{\lambda\mu}[A_{\lambda}A_{\mu}]+\sum_{\lambda.\mu}^{3.n+1}d_{\lambda\mu}[B_{\lambda}B_{\mu}]$

$(c_{(\lambda\mu)}=0. d_{(\lambda\mu)}=0)$

schreiben, da nach der Voraussetzung voriger Nr. die PFAFFschen
Ausdr\"ucke $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ genau so viel wie $dp_{i},$ $dx^{i}$ und linear unabhangig

sind. Setzt man dann $A_{\lambda}=-2RB_{\lambda}$ in der obigen Gleichung, so
erh\"alt man

(3.4) $\sum_{\lambda.\mu}^{3.n+1}(4R^{1}c_{\lambda\mu}-2Ra_{[\lambda u]}+d_{\lambda\mu})[B_{\lambda}B_{\mu}]=0$ .
Die Gleichung (3.4) soll identisch bez\"uglich $dx^{i},$ $\delta x^{i}$ erf\"ullt sein, indem
statt jedes $B_{\lambda}$ derjenige Ausdruck $B_{\lambda}$ in die Gleichung eingesetzt wird,
welcher durch die Ersetzung der von $dx^{i}$ ausgedriickten $dp_{i}$ (infolge

(3.1)) in $B_{\lambda}$ erhalten wird. Es gelten die Relationen

$B_{\lambda}=B_{\lambda}+\sum_{\mu- 3}^{n+1}l_{\lambda\mu}(A_{\mu}+2RB_{\mu})$

mit passend gew\"ahlten Koeffizienten $l_{\lambda\mu}$ . Die $n-1$ PFAFFschen Aus-
dr\"ucke $\overline{B}_{\lambda}$ der Differentiale $dx^{i}$ sind voneinander linear unabhangig,
denn, wenn
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$\sum_{\lambda-3}^{n+1}k_{\lambda}B_{\lambda}=0$

besteht, so haben wir

$\sum_{\mu}A_{\mu}\sum_{\lambda}k_{\lambda}l_{\lambda\mu}+\sum_{\mu}B_{\mu}(2R\sum_{\lambda}k_{\lambda}l_{\lambda\mu}+k_{\mu})=0$ ;

wegen der linearen Unabh\"angigkeit von $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ femer

$F^{k_{\lambda}l_{\lambda\mu}=0}$ , $k_{\mu}+2R\sum_{\wedge}k_{\lambda}l_{\lambda\mu}=0$ ,

somit $k_{\mu}=0$ . Da nun die Gleichung (3.4) identisch $fUr$ die $n$–llinear
unabhangigen $\overline{B}_{\lambda}$ an Stelle von $B_{\lambda}$ erf\"ullt ist, so ergeben sich sofort

(3.5) 4$R^{2}c_{\lambda\mu}-2Ra_{[\lambda\mu]}+d_{\lambda\mu}=0$ .
Weil wir verlangen, dass nach der Forderung der Nr. 8 im allge-

meinen f\"ur jeden Wert von $R$ die Gleichung (3.5) erfUllt sei, erhalten
$wIr$

(3.6) $a_{[\lambda\mu]}=0$ , $c_{\lambda\mu}=0$ , $d_{\lambda\mu}=0$ ,

folglich aus (3.3)

(3.3) $[dp_{i}dx^{i}]=\sum_{\lambda.\mu}^{\S.n+1}a_{(\lambda\mu)}[A_{\lambda}B_{\mu}]$ .
Diese sind die gesuchten Bedingungen unter der Voraussetzung im
Nr. 9. San kann leicht die geometrische Bedeutung dieser Voraus-
setzung klar machen.

11. Als eine Beispiel von den R\"aumen mit kugelgeometrischen
\’Ubertragungen m\"ochten wir den 3-dimensionalen M\"oBIUS-Raum $M_{3}$ be-
trachten, insbesondere unter der Zugrundlegung vom Normalsysteme
in jedem Elemente die Parameter dieser integrablen Ubertragung
berechnen.

Der Raum $M_{3}$ (mit Ausnahme vom einzigen uneigentlichen Punkt)

sei auf die festgelegten kartesischen Koordinaten $(Z, X^{1}, X^{2})$ bezogen.
In jedem Fl\"achenelemente $(z, x^{i};p:)$ wird ein kartesisches Bezugssystem
$(\xi^{1}, \xi^{2}, \xi^{3})$ eingefUhrt, dessen $\xi^{1_{-}}$ bzw. $\xi^{2}$-Achse die in dem Zentrum
gerichtete Normale des Elementes bzw. die Parallele zu der $ZX^{1}$-Ebene
ist, so dass
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(3.7) $Z-z=b_{1}^{1}\xi^{1}+b_{2}^{1}\xi^{1}+b_{3}^{1}\xi^{S}$ , usw.,

wobei

(3.8)

$b_{k}^{\mathfrak{i}}$ : $\left(\begin{array}{lllllll}(1+p_{1}^{2}+p\phi & 2 & p_{1}(l+p_{1}^{2}) & 2 & p_{2}(1+p_{1}^{2}) & z(1+p_{1}^{2}+p_{A}^{2}) & 4\\ & & -p_{1}(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}},(1+p_{1}^{2})^{-\frac{\iota}{2}} & -p_{1}p_{2}(1+p_{1}^{2})^{-\frac{1}{2}}(l+p_{1}^{2}+\ae)^{-\frac{1}{2}} & & & \\ & & -p_{2}(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}}.0 & & & & \end{array}\right)-\underline{1}-\underline{1}\underline{1}\underline{1}$ .
$(1+p_{1}^{2})^{\frac{1}{2}}(1+ffl+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}}$

Bei einer infinitesimalen Verschiebung $d$ des Hyperflachenelementes
$(z, x^{i};p_{i})$ bestehen

(3.9) $d\xi^{i}=a_{1}^{:}\xi^{1}a_{2}^{i}+a_{S}\xi^{8}+l^{i}$ , $(i=1,2,3)$

$a_{1}^{1}=a_{2}^{2}=a_{s}^{3}=0$ , $a_{k}^{:}+a_{:}^{k}=0$ .
Differenzierend (3.7), erhalten wir nach (3.9)

$-dz=\sum_{i}b!.l^{:}$ , $-dx^{1}=\sum_{i}b_{1}^{2}l^{i}$ , $-dx^{2}=\sum_{:}b_{i}^{3}l^{i}$ ;

$db_{k}^{:}+\sum_{j}b_{j}^{i}a_{k}^{j}=0$ $(i, k=1,2,3)$ ,

woraus folgt

1

(3.10) $\left\{\begin{array}{l}l^{1}=-(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-}\overline{2}(dz-p_{i}dx^{i})\\l^{3}=p_{2}(1+p_{1}^{2})^{-\frac{1}{2}}l^{1}-(1+p_{1}^{2}+p_{\ell}^{2})^{\frac{1}{2}}(1+p_{1}^{2})^{-\frac{1}{2}}dx^{?}\\l^{2}=p_{1}(1+p_{1}^{2})^{\frac{1}{z}}(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}}l^{1}-(1+p_{1}^{2})^{\frac{1}{z}}dx^{1}\\+p_{1}p_{2}(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}}ffi\end{array}\right.$

(3.11) $\left\{\begin{array}{l}a_{3}^{1}=p_{1}p_{2}(1+p_{1}^{2}+\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-\frac{1}{4}}(1+p_{1}^{2})^{-\frac{1}{2}}dp_{1}\\-(1+p_{1}^{2})^{\frac{1}{2}}(1+p_{1}^{2}+p_{l}^{2})^{-1}dp_{2}\\a_{3}^{2}=p_{2}(1+p_{1}^{2})^{-1}(1+p_{1}^{2}+\ovalbox{\tt\small REJECT})^{-\frac{1}{2}}dp_{1}\\a_{1}^{2}=(1+p_{1}^{2})^{-\frac{1}{2}}(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}}dp_{1}\end{array}\right.$

Nach der Verschiebung $d$ wird das normale, pentasph\"arische Bezugssys-

tem von der folgenden Transformation unterworfen (vgl. (1.1)) :
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(3.12) $\left\{\begin{array}{l}dy_{0}=dp\cdot y_{0}+l^{1}y_{2}+l^{2}y_{3}+l^{3}y_{4}\\dy_{1}=d\rho\cdot y_{1}-l^{1}y_{2}-l^{I}y_{3}-t_{3}y_{4}\\dy_{2}=l_{1}(y_{0}+y_{1})+d\rho\cdot y_{2}+a_{2}^{1}y_{8}+a_{3}^{1}y_{4}\end{array}\right.$

Dabei geben die Koeffizienten von $y_{0},$ $\ldots$ , $y_{4}$ die Parameter $\omega;j$ ’ speziell

$aw^{-}\omega_{12}=l^{1}-(-f^{1})=2l^{1}=-2(1+p_{1}^{2}+p_{g}^{2})^{-\frac{1}{g}}(dz-p_{i}dx^{i})$ .
Wenn $\omega_{02^{-}\omega_{12}=0}$ ist, so ist

$\omega a)+\omega_{81}=2l^{2}=-2(1+p_{1}^{2})^{-\frac{1}{2}}d_{X^{1}}-2p_{1}p_{2}(1+p_{1}^{2}\rangle^{-\frac{1}{2}}dx^{2},$
$\omega_{\Re}=a_{1}^{2}$ ,

$\omega_{40}+\omega_{41}=2l^{3}=-2(1++)^{\overline{2}}(1+p^{2}D^{-\frac{1}{2}}dx^{2},$
$\omega_{42}=a_{1}^{3}$ .

$A_{3},$ $A_{4},$ $B_{3}$ , $B_{4}$ sind allerdings linear unabhangig, und es ist

(3.13) $[dp_{i}dx^{i}]=\frac{1}{2}(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{\frac{1}{2}}\sum_{\lambda-3}^{4}[A_{\lambda}B_{\lambda}]$ .
Die Gleichung (3.1’) lautet

(3.14)
$R=\frac{(1+p_{1}^{2})dx^{1}+p_{1}p_{2}dx^{2}}{(1+p_{1}^{2}+\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-\frac{1}{2}}dp_{1}}=\frac{(1+p_{1}^{2}+\phi_{l})dx_{2}}{(1+p_{1}^{2}+p_{2}^{2})^{-\frac{1}{2}}dp_{1}}$ .

Selbstverst\"andlich geh\"ort in diesem Fall jedes Pseudosph\"arenelement
einer M-Kugel an. Aus (3.14) kann man leicht die Differentialgleich-
ungen der Kugeln herleiten:

(3.15) $\frac{1+p_{1}^{2}}{p_{11}}=\frac{p_{1}p_{2}}{p_{12}}=\frac{1+p_{2}^{2}}{p_{\mathfrak{B}}}$ .

\S 4 EINIGE KATEGORIEN VON DEN R\"AUMEN, DEREN
TORSIONSGR\"OSSEN ALLE VERSCHWINDEN.

12. ${\rm Im}$ allgemeinen st\"utzt die Klasseneinteilung der \’Ubertrag-

ungen sich auf ihr Verhalten im Kleinen und im Grossen.. Die Betra-
chtung im Grossen fiihrt nach E. CARTAN naturgem\"ass in den Begriff
der holonomischen Gruppe. Wir beschranken uns auf die Betrachtung

im Kleinen, welche aber in unserer kugelgeometrischen \’Ubertragung
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verschiedenerweise m\"oglich ist, z.B. wir k\"onnen die Umkreisung langs

jedes oder jedes um dasselbe Zentrum sich drehenden geschlossenen

infinitesimalen Weges der Elemente betrachten. Man kann leicht
einsehen, dass die in die Punktmannigfaltigkeit eingefuhrte konforme
\’Ubertragung nach E. CARTAN speziell hervortritt, wenn alle Struk-
turgr\"ossen l\"angs dieses Weges der Elemente $(dz=dx^{1}=\ldots=dx^{n-1}=0)$

identisch verschwinden, mit Ausnahme von $\Omega_{00}=\Omega_{11}=\ldots=\Omega_{n+1.n\star 1}$ .
Wir m\"ochten im Folgenden einige einfachen Kategorien vorstellen,

uns stUtzend auf die Betrachtung ‘ ‘ jedes geschlossenen Weges”.

(I) Die erste Kategorie ist von solchen R\"aumen, dass nach der
Umkreisung langs jedes geschlossenen infinitesimalen Weges nicht nur
das ausgezeichnete Element in sich \"ubergefihrt wird, sondern auch
jede auf diesem Elemente hegende Richtung, welche aus dem Zentrum
des Elementes strahlt, demgem\"ass bleiben alle Richtungen im Zentrum
unver\"andert.

(II) Die zweite ist von solchen, dass nach der Umkreisung nicht
nur die ausgezeichnete Kugelschar, sondem auch eine der Schar geho-
rige Kugel unverandert bleibt.

(III) Die dritte ist weniger beschrankt als (I) sowie (II), d.h. von
den Raumen, deren TorsionsgrOssen alle verschwinden:

(4.1) $9_{02}=\Omega_{12}$ , $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=0$ , $\Omega_{\lambda 2}=0$ .
Wir machen zun\"achst eine unwesentliche Beschr\"ankung auf die

\’Ubertragungsparameter. Der Parameter $\omega\alpha$) $=\omega_{11}=\ldots=\omega_{n+1.n+1}$

bezieht sich sozusagen auf das Gewicht der Punkte oder der M-Hyper-
kugeln. Da wir uns nur mit der Lage der Punkte und der Kugeln
besch\"aftigen, so darf in der Gleichung von der Abbildung benachbarter
M-R\"aume

$\omega \mathfrak{w}=\omega_{11}=\ldots.=\omega_{n+1.n+1}=0$

gesetzt werden. Sodann ist auch

$\Omega_{0}=\Omega_{11}=\ldots.=\Omega_{n+1.n+1}=0$ ,

da $\Omega_{\alpha\}}=(\omega w)^{\prime}-\sum_{j}[\omega_{0\dot{g}}\omega_{j}0]$ .
(1) Diese wird weit komplizierter als jene. Wir gehen auch nicht auf diesen Eall

ein.
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Ein zum Zentrum benachbarter Punkt auf dem ausgezeichneten
Elemente, $d\xi^{1}=0,$ $d\xi^{2},$

$\ldots,$
$d_{\dot{\sigma}^{n}}$ , hat die $(n+2)$-hypersph\"arischen Koor-

dinaten

$\frac{1}{2}\rho$ , $\frac{1}{2}p$ , $0$ , $d\xi^{2}$ , .... , $d\xi^{n}$ ,

und erfahrt nach der Umkreisung eine Verschiebung dyi $(i=0,1,$ $\ldots$ ,
$n+1)$

$d=d^{/},$ $dy_{2}=0,$ $dy_{\lambda}=\rho\sum_{\mu-S}^{n+1}\Omega_{\lambda\mu}d\xi^{\mu-1}$.
Daf\"ur, dass die beiden Punkte auf derselben Richtung aus dem Zentrum
liegen, ist es notwendig und hinreichend, dass $dy_{k+1}$ ($k=2,3,$ $\ldots$ , n)
zu $d_{\overline{\backslash }}^{k}$ proportional ist. Also fur (I) gelten

(4.2) $\Omega_{02}=\Omega_{12}$ , $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=0$ , $\Omega_{\lambda 2}=0$ , $\Omega_{\lambda\mu}=0$ .
Bei dieser Gelegenheit erkennen wir, dass im Fall (I) die Struktur-
gr\"ossen $\Omega_{\lambda\mu}$ die Rotationskoeffizienten vom Richtungsk\"orper aus dem
Zentrum sind.

F\"ur (II) haben wir ohne weiteres

(4.3) $\Omega_{03}=\Omega_{12}$ , $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=0$ , $\Omega_{\lambda 2}=0$ . $\Omega_{01}+2R\Omega_{02}=0$ ,

wobei $R$ nur vom Hyperfl\"achenelemente abh\"angig ist.
In der n\"achsten Nr. besch\"aftigen wir uns mit (III).

13. Es werde die Forderung in Nr. 7 und die Voraussetzung in
Nr. 9 vorausgesetzt. Aus dieser Voraussetzung haben $wIr$ die lineare
Unabh\"angigkeit der $2n-1$ PFAFFschen AusdrUcke

$\tilde{\omega}$ , $\mathfrak{A}_{\lambda}\equiv\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ , $\mathfrak{B}_{\lambda}\equiv\omega_{\lambda 2}$ $(\lambda=3,4, \ldots. n+1)$

gesehen. Da nach (2.7)

$\Omega_{\infty}+\Omega_{21}=(a_{20}+\omega_{21})^{\prime}-\sum_{j-0}^{n\neq 1}[\omega_{Ij}, \omega\ovalbox{\tt\small REJECT}+\omega_{j1}]$

(4.4)

$=(\tilde{\omega})^{\prime}-[\tilde{\omega}\omega_{01}]-\sum_{\mu-8}^{n+1}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]$
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ist, folgt insbesondere

$[dp_{i}dx^{i}]=-\frac{1}{\lambda}\sum_{\mu-3}^{n+1}[A_{\mu}B_{\mu}]$ ,

setzend $\tilde{\omega}=0$ . Also wegen der ersten Bedingung von (3.1) wird die
Forderung in Nr. 8 erf\"ullt (vgl. $(3.3^{\prime})$ ), d.h. in jedem Elemente des
Raumes existiert eine Schar von Pseudosph\"arenelementen.

Von den Torsionsgr\"ossen bedeutet $\Omega_{\infty}+\Omega_{21}=0$ , dass das nach der
Umkreisung transformierte, ausgezeichnete Elemente mit dem ursprUng-

lichen in der vereinigten Lage liegt; $\Omega_{20}+\Omega_{21}=\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=0$ , dass das
Zentrum in sich $zur\text{"\""{u}"} ckgef^{\prime}\text{"\""{u}"}$hrt wird; und schliesslich (4.1) die Invarianz
des ausgezeichneten Elementes selbst.

(i) Aus $\Omega_{\mathfrak{B}}+\Omega_{21}=0$ folgt wegen des Theorems der Erhaltung

der Kr\"ummung (2.9)

(2.9) $\sum_{j-0}^{n+1}[\cdot\Omega_{lj}, \omega_{j0}+\omega_{j1}]-\sum_{J-0}^{n+1}[\omega_{Ij}, \Omega_{R}+\Omega_{j1}]=0$ ,

oder, mit R\"ucksicht auf (4.1),

$[\tilde{\omega}\Omega_{01}]=0$ ;

daraus ergibt sich

(4.5) $\Omega_{01}=\sum_{\nu-8}^{n+1}a_{\nu}[\mathfrak{A}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]+\sum_{v-3}^{n+1}b_{\nu}[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$ .

(ii) Aus $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=0$ folgt ebenfalls

$\sum_{\mu-3}^{n+1}[\Omega_{\lambda\mu}\mathfrak{U}_{\mu}]=[\mathfrak{U}_{\lambda}\Omega_{01}]$ .
Setzt man

$\Omega_{\lambda\mu}=\sum_{\nu.\omega}l_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{U}_{\omega}]+\sum_{\nu.\omega}k_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]+\sum_{\nu.\omega}m_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{B}_{v}\mathfrak{B}_{\omega}\exists$

(4.6)
$+\sum_{\nu}l_{\lambda\mu\nu}[\mathfrak{A}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]+\sum_{\nu}k_{\lambda\mu\nu}[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$ ,

so zerf\"allt die obige Relation in die folgenden f\"unf Gleichungen (a–e):

(a) $\sum_{\mu,\nu.\omega}l_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{A}_{\omega}]=0$ ,
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welche ${\rm Im}$ Fall $n=3$ , da $\mu,$ $\nu,$ $\omega$ nur die Nummem 3, 4 durchlaufen,
identisch erf\"ullt wird und im Fall $n>3$ die Relation $l_{\lambda[\mu\nu\omega]}=0$ gibt,
die aber unn\"otig wird (vgl. $(4.6^{\prime\prime})$ );

(b)
$\sum_{\mu.\nu,\dot{\omega}}k_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]=0$ ,

woraus folgt $k_{\lambda\mu\nu\omega}-k_{\lambda\nu\mu\omega}=0$ oder $k_{\lambda\mu\nu\omega}+k_{\nu\lambda\mu\omega}=0$ , aus der und deren
zyklischen Vertauschung von $\lambda,$

$\mu,$ $\nu$ sich $k_{\lambda\mu\nu\omega}=0$ ergeben;

(c)
$\sum_{\mu.v.\omega}m_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]=0$ ,

woraus folgt $m_{\lambda\mu\nu\omega}=0$ ;

(d)
$\sum_{\mu.\nu}l_{\lambda\mu\nu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]=\sum_{\nu}a_{\nu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$ ,

woraus folgt, dass im Fall von ungleichen Indizes $\lambda,$

$\mu’\nu$ , welcher fur
$n=3$ nicht eintritt, $l_{\lambda\prime\iota\nu}=0$ , und andernfalls $l_{\lambda\mu\lambda}=-a_{\mu},$ $l_{\lambda\mu\mu}=a_{\lambda}$ ;

(e)
$\sum_{\mu.\nu}k_{\lambda\mu\nu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]=\sum_{\nu}b_{\nu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$ ,

woraus sich ohne weiteres ergibt $k_{\lambda\mu\nu}=0,$ $b_{\nu}=0$ . Zusammenfassend
lassen sich (4.5) bzw. (4.6) folgendermassen umschreiben:

(4.5) $\Omega_{01}=\sum_{\nu}a_{\nu}[\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$ ,

(4.6)
$\Omega_{\lambda\mu}=\sum_{\nu.\omega}l_{\lambda\mu v\omega}[\mathfrak{A}_{\nu}\mathfrak{U}_{\omega}]+a_{\lambda}[\mathfrak{U}_{\mu}\tilde{\omega}]-a_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\tilde{\omega}]$ .

$(iIi)$ Aus $\Omega_{\lambda 2}=0$ folgt

$[\Omega_{\lambda 0}\tilde{\omega}]+\sum_{\mu}[\Omega_{\lambda\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]-[\mathfrak{A}_{\lambda}\Omega_{02}]=0$ ,

oder, einsetzend (4.6),

(4.7) $[\overline{J2}_{\lambda 0\tilde{\omega}}]+\sum_{\mu.\nu.\omega}l_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{U}_{\omega}\mathfrak{B}_{\mu}]-[\mathfrak{A}_{\lambda}\Omega_{02}]=0$ ,

wobei gesetzt ist:
(4.8) $\overline{\Omega}$

) $ 0=\Omega$) $0+\sum_{\mu}a_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\mu}]-\sum_{\mu}a_{\lambda}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]$ .
Setzt man insbesondere $\tilde{\omega}=0,$ $\mathfrak{U}_{\lambda}=0$ in (4.7), so ergibt sich

$\sum_{\mu;\nu.\omega\neq\lambda}l_{\lambda\mu\nu\omega}[\mathfrak{A}_{\nu}\mathfrak{U}_{\omega}\mathfrak{B}_{\mu}]=0$ ,
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woraus folgt, dass $l_{\lambda l\nu\omega}$ fur ungleiche Indizes $\lambda,$ $\nu,$ $\omega(n>3)$ versch-
windet. Da ferner $l_{\lambda\mu\lambda\omega}=-l_{\mu\lambda\lambda\omega}$ , sind alle Koeffizienten $l_{\lambda\mu\nu\omega}$ ausser
$l_{\lambda\mu\lambda\mu},$ $l_{\lambda\mu\mu\lambda}$ verschwindend; somit schreiben wir (4.6) in der Gestalt

$(4.6^{\prime\prime})$ $\Omega_{\lambda\mu}=l_{(\lambda\mu)}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\mu}]-a_{\mu}[\mathfrak{A}_{\lambda}\tilde{\omega}]+a_{\lambda}[\mathfrak{U}_{\mu}\tilde{\omega}]$ .
Die Relation (4.7) wandelt sich zuletzt in

$[\overline{\Omega}_{\lambda 0}\tilde{\omega}]-[\mathfrak{U}_{\lambda},$ $\Omega oe-\sum_{\mu}l_{\lambda\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]]=0$

um. Setzt $\eta lan$

$\Omega oe-\sum_{\mu}l_{\lambda\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]=\sum_{\nu.\omega}s_{\nu\omega}[\mathfrak{A}_{\nu}\mathfrak{U}_{\omega}]+\sum_{\nu.\omega}t_{\nu w}[\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]\lambda+$

(4.9)
$+\sum_{\nu.\omega}u_{\nu\omega}[\mathfrak{B}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]+\sum_{\nu}c_{\nu}[\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]+\sum_{\nu,\backslash }d_{\nu}[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$

(nur $\lambda t_{\nu\omega}$ mag von $\lambda$ abhangig werden), so erhalt man

(4.10) $\overline{y}_{\lambda 0}=\sum_{\mu}c_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\mu}]+\sum_{\mu}d_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\mu}]+[\tilde{\omega}*\rfloor$ ,

und die Relation

$\sum_{\nu.\omega}u_{\nu w}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]=\sum_{\nu.\omega}s_{v\omega}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{U}_{\omega}]=\sum_{\nu.\omega}t_{\nu\omega}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]=0\lambda$

woraus folgen $u_{\nu\omega}=0(n\geqq 3),$ $s_{\nu\omega}=0(n>3),$ fur $\nu\neq\lambda t_{\nu\omega}\lambda=0$ ; also

kann man schreiben $\sum_{\nu.\omega}t_{\nu\omega}\lambda[\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{B}_{\omega}]=\sum_{\mu}t_{\mu}\lambda[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\mu}]$ . Da nach (4.9)

$\sum_{\mu}l_{\lambda\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]+\sum_{\mu}t_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\mu}]\lambda$ von $\lambda$ unabangig sein soll, haben wir

(4.11a) $fUr$ $\lambda\neq\mu$ , $t_{\mu}\lambda=0$ ,

$f\mathfrak{U}r$ $\lambda=\mu,$ . $ t_{\lambda}=l_{\mu\lambda\prime}\lambda$

also wird

(4.11b) $ t_{\lambda}=t_{\mu}=l_{\lambda\mu}=t\lambda\mu$

gesetzt, da $l_{\lambda\mu}=l_{\mu\lambda}$ . Wir haben endlich die zusammenfassenden
Resultate aus (4.5), $(4.6^{\prime\prime}),$ $(4.9-11)$ erreicht:
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$\Omega_{\lambda\mu}=t[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\mu}]-a_{\omega}[\mathfrak{U}_{\lambda}\tilde{\omega}]+a_{\lambda}[\mathfrak{U}_{\mu}\tilde{\omega}]$ , $\Omega_{\lambda 2}=0$ ,

$\Omega_{\lambda 0}=-\Omega_{\lambda 1}=\sum_{\mu}c_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\mu}]+\sum_{\mu}(d_{\mu}-a_{\mu})[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\mu}]+a_{\lambda}\sum_{\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]$

(III) $+[\tilde{\omega}*]$ , $\Omega_{01}=\sum_{\nu},a_{\nu}[\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]$ ,

$\Omega oe=9_{12}=t\sum_{\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]+\sum c_{\nu}[\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]+\sum_{V}d_{\nu}[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}](n>3)$

$=$ . , , $+a[\mathfrak{U}_{3}\mathfrak{U}]$ $(n=3)$ .

Aus dieser Formel speziell erkennt man, dass in dem Raume $(n>S)$ ,
dessen Torsionsgrossen $aue$ verschwinden, nach der infinitesimalen
Umkrecsung langs jedes $P\epsilon eudosph\ddot{a}renelementesaue$ Kugeln der ausge-
zeichneten Kugelschar einzeln in sich \"ubergef\"uhrt werden. Denn die
Gr\"ossen $\Omega_{01},$ $\Omega_{02}$ verschwinden, wenn man setzt $\tilde{\omega}=0,$ $\mathfrak{U}_{\mu}+2R\mathfrak{B}_{\mu}=0$

(vgl. (3.1)), aber nicht $\ddagger m$ allgemeinen ${\rm Im}$ Fall $n=3$ .
Bemerkung. ${\rm Im}$ Fall $n=2$ wird unsere Vbertragung eine M-

kreisgeometrische. FUr die R\"aume mit verschwindenden Torsionsgr\"ossen
haben wir ebenso wie oben

$\Omega_{01}=a[\mathfrak{A}\tilde{\omega}]$ , $\Omega_{02}=\Omega_{12}=b[\mathfrak{B}\tilde{\omega}]+[\mathfrak{U}*]$ .
$\Omega_{\Re}=0$ , $\Omega_{a\}}=-\Omega_{31}=b[\mathfrak{U}\mathfrak{B}]+[\tilde{\omega}\#]$ .

14. Nun m\"ochten wir f\"ur (I) die KrUmmungsgr\"ossen diskutieren
mit Hilfe von (III). Da nach (4.2) $\Omega_{\lambda\mu}=0$ , folgt $t=0,$ $a_{\lambda}=0$ , so
dass folgendermassen gesetzt werden darf:

(4.12) $[$ $\Omega=0\Omega_{02}=\Omega_{12}=\sum_{||},$$[\mathfrak{U}_{\nu}]+\sum_{d_{\lambda\mu}}[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}.](n>3)l_{\lambda 0}=-\Omega_{\lambda 1}=\sum_{\mu}^{c}c_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda^{+a[\mathfrak{A}_{3}\mathfrak{U}_{4}](n=}}\mathfrak{U}_{\mu}]+$$\sum_{\mu,+\sum_{\mu}^{\tilde{\omega}}[\mathfrak{B}_{\mu^{\tilde{\omega}}}]}^{d_{\nu}}d_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{B}_{\mu}]+\sum_{\mu}^{3)}c_{\lambda\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\tilde{\omega}]=\Omega_{\lambda 2}=0|\Omega_{01}=0||\nu$

(i) Wegen $\Omega_{\lambda\mu}=0$ , haben wir nach dem Theorem der Erhaltung

$\sum_{j-0}^{n*1}[\Omega_{\lambda j}\omega_{j\mu}]=\sum_{\sim J0}^{n*1}[\omega_{\lambda j}\Omega_{j\mu}]$
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oder
$[\Omega_{\lambda 0}\mathfrak{U}_{\mu}]=[\mathfrak{U}_{\lambda}\Omega_{\mu 0}]$ ,

welche, einsetzend (4.12), in die folgenden zerfallen:

$\sum_{\nu}c_{\nu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{U}_{\mu}]=\sum_{\nu}c_{\nu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{U}_{\nu}\mathfrak{U}_{\lambda}],$
$\sum_{\nu}d_{V}[?I_{\lambda}\mathfrak{B}_{\nu}\mathfrak{U}_{\mu}]=\sum_{\nu}d_{\nu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\nu}\mathfrak{U}_{\lambda}]$ ,

$\sum_{\nu}c_{\lambda\nu}[\mathfrak{U}_{\nu}\tilde{\omega}_{\backslash }\mathfrak{U}_{\mu}]=\sum_{\nu\backslash }c_{\mu\nu}[\mathfrak{U}_{\nu}\tilde{\omega}^{\sigma}\mathfrak{U}_{\lambda}],$ $\sum_{\nu}d_{\lambda\nu}.[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}\mathfrak{U}_{\mu}]=\sum_{\nu}d_{\mu\nu}[\mathfrak{B}_{\nu^{\tilde{\omega}}}\mathfrak{U}_{\lambda}]$ .
Daraus folgen: $c_{\nu}=0(n>3),$ $d_{\nu}=0(n\geqq 3),$ $d_{\lambda\nu}=0(n\geqq 3),$ $c_{\lambda\nu}\neq 0$

f\"ur $\lambda\#\triangleright\cdot(n>3),$ $c_{\lambda\lambda}+c_{\mu\mu}=0$ filr $\lambda\neq_{\mu}(n\geqq 3)$ ; im Fall $n>3$ , femer
aus $c_{\lambda\lambda}+c_{\mu\mu}=0$ ergibt sich $c_{\lambda\lambda}=0$ . Daher verschwinden.im Fall
$n>3_{j}$ alle Strukturgr\"ossen, aber im Fa.ll $n=3$ ist dies nicht der Fall:

$\Omega_{\lambda 0}=\sum_{\nu}0_{\nu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\dot{\nu}}^{\prime}]+\sum_{v}c_{\lambda\nu}[\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]’\sigma$

(4.12)
$\Omega_{02}.=\sum_{\nu}c_{\nu}[\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]\delta+a[\mathfrak{U}_{3}\mathfrak{U}_{4}]$ , $c_{\iota B}+c_{u}=0$ .

(ii) Fiir $n=3$ haben wlr ferner wegen $\Omega_{01}=0$

$[\Omega_{02}\tilde{\omega}]+\sum_{\lambda}[\Omega_{\lambda 0}\mathfrak{U}_{\lambda}]=^{r}0$ ,

oder nach (4.12)

4.13) $a[\mathfrak{U}_{3}\mathfrak{U}_{4}\tilde{\omega}]+\sum_{\lambda.\nu}c_{\lambda\nu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}]=0,$
folglIch $c_{43}-c_{43}+a=0$ .

Zusammenfassend aus (4.12’), (4.13), haben wir fur die R\"aume

von der Kategorie (I)

$n>3$ : Die \"Ubertragung ist integrabel;

$n=3$ : $\Omega_{\lambda 0}=-\Omega_{\lambda 1}=\sum_{\nu}c_{v}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{y}]+\sum_{v}c_{\lambda\nu}[\mathfrak{A}_{\nu}\tilde{\omega}],$
$\Omega_{\lambda 2}=0$ ,

(I)
$\Omega_{02}=\Omega_{12}=a[\mathfrak{U}_{3}\mathfrak{U}_{4}]+\sum_{\nu}c_{\nu}[\mathfrak{A}_{\nu^{\tilde{\omega}}}],$

$\Omega_{01}=0$ ,

$\Omega_{\lambda\mu}=0$ , $c_{53}+c_{44}=0$ , $c_{84}-c_{43}+a=0$ .

15. Nun wenden wir uns zu dem Fall (II). ${\rm Im}$ Vergleich von
(4.3) mit der Formel (III) haben wir

$t=0$ , $d_{\nu}=0$ , $a_{\nu}=-2Rc_{\nu}$ ,
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wo aber $R\neq 0$ vorausgesetzt ist; somit auch

(4.14)
$\left\{\begin{array}{ll}\Omega_{01}=-2R\sum_{\nu}c_{\nu}[) & \Omega_{02}=\sum_{\nu}c, [\mathfrak{U}_{\nu^{\tilde{\omega}}}],\\\Omega_{\lambda\mu}=2R(c & [\mathfrak{A}_{\lambda}\tilde{\omega}]-c_{\lambda}[\mathfrak{A}_{\mu}\tilde{\omega}]),\end{array}\right.$

$\Omega_{\lambda 0}=\sum_{\nu}c_{\nu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{U}_{\nu}]+2R\sum_{\mu}c_{\mu}[\mathfrak{U}_{\lambda}\mathfrak{A}_{\mu}]-2Rc_{\lambda}\sum_{\mu}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]+[\tilde{\omega}\#]$ .
Die \"aussere Ableitung der $GleIchun\grave{g}\Omega_{01}+2R\Omega_{02}=0$ lautet nach dem
Theorem der Erhaltung der Kr\"ummung

2 $[dR\Omega_{02}]=\sum_{j}[\Omega_{0j}, \omega_{j1}+2R\omega_{J^{2}}]-\sum_{j}[\omega_{0j}, \Omega_{j1}+2R\Omega_{j2}]$ ,

oder, wegen (4.3),

$=_{\lambda^{\frac{x^{+}\urcorner}{-3}}}^{n1}[\Omega_{\lambda 0}, \mathfrak{A}_{\lambda}+2R\mathfrak{B}_{\lambda}]-2R[\Omega_{02}, \omega_{01}+2R\omega_{02}]+(1+4R^{2})[\Omega_{02}\tilde{\omega}]$ .
Da $\Omega_{02}$ f\"ur $\tilde{\omega}=0$ verschwindet, ergibt sich insbesondere

$\sum_{\lambda-\S}^{n+1}[-\Omega_{\lambda 0}, \mathfrak{A}_{\lambda}+2R^{\backslash }\mathfrak{B}_{\lambda}]=0$ f\"ur $\tilde{\omega}=0$ ;

daraus folgt
$c_{\lambda}=0$ .

Nach (14) verschwinden $\Omega_{01},$ $\Omega_{02},$ $\Omega_{\lambda\mu}$ identisch; daher bleiben nur die
Koeffizienten $c_{\lambda\nu}(n=3)$ nach der Formel (I) nicht verschwindend,

aber aus der \"ausseren Ableitung von $\Omega_{02}=0$ folgt ohne weiteres
$c_{\lambda\nu}=0$ .

Somit charakterisiert die Eigenschaft (II) die integrable, kugelgeo-

metrische Ubertragung $(n\geqq 3)$ .
${\rm Im}$ n\"achsten \S wird man eine neue interessante Kategorie von den

Vbertragungen finden, welche f\"ur $n>3$ weniger beschrankt sind als
die R\"aume, deren Torsionsgr\"ossen alle verschwinden.

\S 5. DIE UNBEDINGTE INTEGRABILIT\"AT
DER PSEUDOSPH\"AREN.

16. ${\rm Im}$ \S 3 haben $wIr$ gelernt, dass, wenn die Obertragungspara-
meter die Gleichung (3.6) erf\"ullen, jedem Hyperfl\"achenelemente der
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Element-Mannigfaltigkeit ein-parametrige Pseudospharenelemente zu-
geordnet werden, deren jedes ein Art von Hyperfl\"achenelementen
zweiter Ordnung ist. Diese Hyperflachenelemente sind im allgemeinen
nicht integrabel, genauer, man erwartet nicht, dass die simultanen
Differentialgleichungen (3.1) oder

(5.1) $\frac{A_{3}}{B_{S}}=\frac{A_{4}}{B_{4}}=\ldots.=\frac{A_{n+1}}{B_{n+1}}(=-2R)$ , $\tilde{\omega}=0$

eine L\"osung

(5.2) $z=z(x^{1}, x^{2}, \ldots. x^{n-1})$

gestatten, folglich noch weniger eine L\"osung (5.2) mit den beliebigen
Anfangsbedingungen :

(5.3) $z=z^{0},$ $p:=p_{1}^{0}$ , $R=R^{0}$

fur $x^{1}=x^{i0}$ $(i=1,2, \ldots. n-1)$ ;

die letzte Integrabilitat nennen $wIr$ unbedingt. Wenn aber die Diffe-
rentialgleichungen (5.1) unbedingt integrabel sind, so geh\"ort jedes
Pseudospharenelement in dem passenden Bereiche der $Ele\grave{m}$ent-Mannig-

faltigkeit einer einzigen Hypeffi\"ache (5.2) an.
Andererseits wollen wir die Integrabilit\"at der Pseudospharenele-

mente von der Ubertragung folgendermassen auffassen: Es sri eine
Hyperfldche in der Element-Mannigfaltigkeit vorgelegt, welche als eine
Umhullung ihrer Hyperflachenelemente erster Ordnung angesehen

wird. Jedes von ihren Hyperflctchenelementen zweiter Ordnung ist $e^{r}in$

Pseudospharenelement, und, wenn.man jeden geschlossenen infinitesi-
malen Weg auf der Hyperflache umkreist, wird diejenige Kugel von
der ausgezeichneten Schar, welche dem Pseudospharendement in dem
Anfangselemente des Weges entspricht, in sich \"ubergefuhrt. DafUr ist
die Integrabilitat von (5.1) notwendig. Die Hypertlache l\"asst sich eine
Pseudosph\"are heissen.

F\"ur die Ubertragung stellen wir die folgende Forderung, welche
uns in eine bereits berichtete, wichtige Kategorie fuhrt;
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Forderung. Die Pseudospharen der Ubertragung seien unbedingt
integrabel, d.h. unter den beliebigen Anfangsbedingungen (5.3) in-
tegrabel.

F\"ur die unbedingte Integrabilitat von den Pseudosph\"aren ist die
der Differentialgleichungen (5.1) notwendig. Da diese aber nicht
hinreichend ist, wie man im Folgenden sehen kann, hat man die beiden
Integrabilit\"aten scharf zu unterscheiden. Die infinitesimalen Verschieb-
ungen der Kugel $\frac{1}{2}\rho,$ $\frac{1}{2}p,$ $\rho R,$ $0$ , .. . , $0$ nach der Umkreisung sind

$Dyi=\frac{1}{2}\rho[(\Omega:0+\Omega:1)+2R\Omega_{i2}]$ .
welche, infolge der obigen Forderung, wegen $A_{\lambda}+2flB_{\lambda}=0,\tilde{\omega}=0$ zu
den Koordinaten der Kugel proportional sind, oder

(5.4) $Dy_{0}$ : $Dy_{1}$ :. : $\cdot\cdot$ : $Dy_{n+1}=\frac{1}{2}$ : $\frac{1}{2}$ : $R$ : $0$ :.. .. : $R$ .
Und zwar muss dies fur jeden Wert $R$ geschehen.

17. Erstens erhalten wlr aus $Dy_{0}=Dy_{1}$

$\Omega_{A\}}+\Omega_{21}=0$ fur (3.1).

Da nach (4.4)

$\Omega_{20}+\Omega_{21}^{4}(\tilde{\omega})^{\prime}-[\tilde{\omega}, \omega \mathfrak{w}+\omega_{01}]-\sum_{\mu-3}^{n+1}[\mathfrak{U}_{\mu}\mathfrak{B}_{\mu}]^{(1)}$

ist, wandelt sich die Relation in

(5.5) $[dp_{i}dx^{i}]=0$ fiir (3.1)

um; was nichts anderes ist als die Forderung in \S 3. Somit folgt

nebenbei die andere Auseinandersetzung von derselben Forderung:

Das ausgezeichnete $Hypern^{n}a$chenelement in $M_{n}$ werde in die vereinigte

Lage gebracht, nach der Umkreisung langs jedes geschlossenen infini-
tesintalen Weges, dessen unendlich benachbarte Elemente sich von den
Gleichungen (5.1) far behebigen Wert $R$ definieren lassen. Setzen wir

(1) ${\rm Im}$ jetzigen \S setzen wir nicht voraus, dass die Parameter $\omega_{00}=\omega_{11}=\ldots$ .
$--\cdot\omega_{n\star 1.n+1}$ verschwindend sei, was \"uberhaupt keine Unbequemlichkeit in die
Er6rterung f\"uhrt.
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$dp:=\sum_{\mu}(P_{1\mu}A_{\mu}+Q_{i\mu}B_{\mu})$ , $dx^{i}=\sum_{\mu}(X_{\dot{\mu}}A_{\mu}+Y_{\mu}^{i}B_{\mu})$ ;
(5.6)

$A_{\lambda}=a_{\lambda}^{j}dp_{j}+c_{\lambda j}d\dot{\theta}$ , $B_{\lambda}=udp_{j}+d_{\lambda j}dx^{\dot{f}}$ ,

so lassen sich die Integrabilit\"atsbedingungen (3.6) in der Gestalt

(i) $\sum_{i-1}^{n-1}:[\mu=\sum_{1-}^{n-1}]1$

schreiben. Die Relation (5.5) ist offenbar notwendig f\"ur die Integra-
bilit\"at von (5.1); in der Tat, infolge dieser Relation k\"onnen wir die
Differentialgleichungen (5.1) in die gew\"ohnlichen Gestalten, wie (3.15)

im integrablen Fall, uInschreiben:

(5.7) $\frac{\sum_{f}a_{\wedge}^{j}p_{jk}+c_{\lambda k}}{\sum_{j}b\dot{f}p_{jk}+d_{\lambda k}}=-2R$ $\left(\begin{array}{llllll}\lambda=S & 4 & \cdots & \prime & n & +1\\k=1 & 2_{\prime} & \cdots & \prime & n & -l\end{array}\right)$ ,

von welchen nur $\frac{1}{2}(n-1)(n-2)+(n-1)=\frac{1}{\Delta}n(n-1)$ voneinander
unabh\"angig sind.

18. Zweitens betrachten wir $Dy_{\lambda}=0$ oder

(5.8) $(\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1})+2R\Omega_{\lambda 2}=0$ f\"ur (3.1).

Da, wie leicht best\"atigt wird,

(5.9) $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=(\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1})^{\prime}-E[\omega_{\lambda\mu}\mu \omega r+\omega_{\mu 1}]$

$-[\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}, \omega\alpha\}+\omega cl]-[\omega)2\omega n+\omega_{21}]$ ,

$(5,10)$ $\Omega_{\lambda 2}=(\omega_{\lambda 2})^{\prime}-\sum_{\mu}[\omega_{\lambda\mu}\omega_{\mu 2}]-[\omega_{\lambda 0}\omega_{02}]-[\omega_{\lambda 1}\omega_{12}]-[\omega_{\lambda 2}\omega a]$

sind, wird (5.5) in

(5.11) $A_{\lambda}^{\prime}+2RB_{\lambda}^{\prime}=[A_{\lambda}, \omega_{01}+2R\omega oz]$ f\"ur (3.1)

verwandelt, denn unter der Relation (3.1) sind

$\mathfrak{A}_{\lambda}^{\prime}=(A_{\lambda}+\tilde{a}_{\lambda}\tilde{\omega})^{\prime}=A^{\prime}+[d(\lambda\tilde{a}_{\lambda}),\tilde{\omega}]-\lambda a_{\lambda}\sim[dp_{i}dx^{i}]=A_{\lambda}^{\prime}$

wegen (5.5), und auch $\mathfrak{B}_{\lambda}^{\prime}=B_{\lambda}^{\prime}$ . Wir setzen $fUr\tilde{\omega}=0$

(5.12) $\omega_{02}=\sum_{\lambda}a_{\lambda}A_{\lambda}+\sum_{\lambda}b_{\lambda}B_{\lambda}$ , $\omega_{01}=\sum_{\lambda}c_{\lambda}A_{\lambda}+\sum_{\lambda}d_{\lambda}B\lambda$ ,
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mithin nehmen die beiden f\"ur (3.1) die Ausdr\"ucke $F(b_{\lambda}-2Ra_{\lambda})\overline{B}_{\lambda}$

bzw. $\sum_{\lambda}(d_{\lambda}-2Rc_{\lambda})\overline{B}_{\lambda}$ an. Durch die Einsetzung von diesen Ausdr\"ucke
und (5.6) ergeben sich die Relationen

sogleich aus den Koeffizienten von $[\overline{B}_{P}\overline{B}_{\sigma}]$ ; dabei erinnere man sich
an die lineare Unabh\"angigkeit von $\overline{B}_{\lambda}$ . Vlergleichen wir die Koeffizi-
enten von den Polynomen bez\"uglich $R$ in beiden Seiten von (ii) so
erhalten wir neue Integrabilitatsbedingungen. Aus (ii) folgen insbe-
sondere die von $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ ausgedr\"uckten $a_{\lambda}$ , $b_{\lambda}-c_{\lambda},$ $d_{\lambda}$ .

Nebenbei machen wlr eine Bemerkung \"uber die Integrabilitat
der Differentialgleichungen (5.1). Aus der \"ausseren Ableitung von
$A_{\lambda}+2RB_{\lambda}=0$ folgt

(5.13) $A_{\lambda}^{\prime}+2RB_{\lambda}^{\prime}=2[B_{\lambda}, dR]$ f\"ur (3.1).

Wenn man an Stelle von $dR$ den Ausdruck $dR=-R(a_{02})$
einsetzt, so erh\"alt man die Integrabilit\"atsbedingung (5.11) der Pseudo-
sph\"aren; f\"ur die \’Ubertragung gilt in der Tat

$dR=\frac{y_{2}+dy_{2}}{2(y_{0}+dy_{0})}-R=-R(\omega_{01}+2R\omega\alpha)$

(5.14)
$=-\sum_{\lambda}R(-4a_{\lambda}R^{2}+2(b_{\lambda}-c_{\lambda})R+d_{\lambda})B_{\lambda}$

langs jedes Pseudospharenelementes. Aus (5.11) und (5.13) sehen wir,
dass wegen der Bedingungen (ii) die Gleichungen (5.13) notwendiger-
weise erfullt werden. Die Koeffizienten von $[\overline{B}_{P}\overline{B}_{\sigma}]$ in $A_{\lambda}^{\prime}+2RB_{\lambda}^{\prime}$ sind
gleich der linken Seite von (ii), und aus den Gleichungen (5.13) l\"asst

sich der Ausdruck $\sum_{P}f_{3}^{P}(R)B_{P}$ f\"ur $dR$ (das Differential von $R$ in den
Differentialgleichungen (5.1)) finden, wo $f_{3}^{P}(R)$ je ein Polynom dritter
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Ordnung von $R$ ist. Dagegen fehlt dem Ausdruck $dR$ (die Variation
von $R$ bei der \’Ubertragung) das Glied nullter Ordnung in $R$ , daher
sind hier die Bedingungen fur die Pseudosph\"aren uberhaupt beschr\"ankter

als die fur die Differentialgleichungen (5.1). Da aber im Fall, dass
$A_{\lambda}(\lambda=3,4, \ldots.n+1)$ PFAFFsche Ausdr\"ucke nur in $dx^{i}$ sind, d.h.
$a_{\lambda}^{j}\equiv 0,$ $Yi\equiv 0$ , das Glied nullter Ordnung in der linken Seite von (ii)

verschwindend ist, so nimmt das Polynom $f_{3}^{P}(R)$ je die Gestalt $Rf_{2}^{P}(R)$

an, so dass zwischen beiden Bedingungen (5.11), (5.13) kein Unterschied
existiert, nur ausser dass (5.1) die Funktionen $a_{\lambda},$

$b_{\lambda}-c_{\lambda},$ $d_{\lambda}$ in $\omega_{02},$ $\omega_{01}$

bestimmen, w\"ahrend die Koeffizienten von. $f_{2}^{P}(R)$ f\"ur die Differen-
tialgleichungen keine Bedeutung haben.

Bemerkung. Wenn $A_{\lambda}$ nur von $dx^{i}$ abhangig sind, so bleibt das
Zentrum des ausgezeichneten Elementes in $M_{n}$ bei jeder infinitesimalen
Verschiebung des Hyperfl\"achenelementes (in Element-Mannigfaltigkeit),

welche sein Zentrum unverandert l\"asst, unbeweglich. Vgl. auch (8.2).

19. Drittens folgt aus $Dy_{0}$ : $Dy_{8}=\frac{1}{2}$ : $R$

$\Omega_{01}+2R\Omega_{m}=0$ f\"ur (3.1’),

oder
$\omega_{01}^{\prime}+2R\omega^{\prime}oe=2R[\omega_{01}\omega_{02}]$ fur $(3.1^{\prime})$ ;

daraus folgt

$\overline{\omega}_{01}^{\prime}+2R\overline{\omega}_{\alpha}^{\prime}=2R[\overline{\omega}_{01}\overline{\omega}_{0}\iota]$ oder $(\overline{\omega}_{01}+2R\overline{\omega}\alpha z)^{\prime}=0$ f\"ur (3.1),

da
$\omega_{01}^{\prime}=\overline{\omega}_{01}^{\prime}$ , $\omega_{02}^{\prime}=\overline{\omega}_{02}^{\prime}$ f\"ur (3.1)

bestehen, wenn man mit $\overline{\omega}_{01},\overline{\omega}02$ die PFAFFschen Ausdriicke in $dx^{:}$ ,

welche sich durch Einsetzung von (3.1) in $\omega_{01}$ , $\omega 02$ erhalten lassen,

bezeichnet. Mithin kennen wir nach (5.14), dass die dritte Bedingung

die folgende Beziehung bedeutet:

(5.15) $(d$ log $R)^{\prime}=0$ fur (3.1‘).

Ihre Gestalt nicht ausfUhrend, begn\"ugen wir uns mit der folgenden

(iii) $\sum_{\lambda}\{(-4a_{\lambda}R^{2}+2(b_{\lambda}-c_{\lambda})R+d_{\lambda})B_{\lambda}\}^{\prime}=0$ fur (3.1).
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Nun sind infolge (i), (ii), (iii) die Differentialgleichungen (5.1)

unbedingt integrabel. Sie lassen sich n\"amlich wegen (i) in der
gew\"ohnlichen Form (5.7) schreiben, es existiert wegen (ii) der Ausdruck
$\sum_{P}f_{i}^{P}(R)\overline{B}_{P}fUrdR$ , so dass jede \"aussere Ableitung von (3.1) identisch
verschwindet, und schliesslich verschwindet die \"aussere Ableitung von
$dR$ unter (5.1) wegen (iii) (od. (5.15)). Somit sind die drei Systeme
von den Bedingungen nicht nur notwendig fur die unbedingte Integra-

bilitft der Pseudospharen, sondern auch hinreichend.
${\rm Im}$ Fall $a_{\lambda}^{j}\equiv 0$ ist f\"ur die Integrabilit\"at von (5.1) die Bedingung

(iii) notwendig, darin aber an Stelle von $a_{\lambda},$
$b_{\lambda}-c_{\lambda},$ $d_{\lambda}$ die entspre-

chenden Koeffizienten von $f_{g}^{\lambda}$ eingesetzt werden sollen. Wir wissen
jetzt, dass $im$ Fall $a_{\lambda}^{j}\equiv 0$ die oben-genannten zwei Integrabihtaten
$aqu\dot{w}$alent sind, ausser dass die Funktionen $a_{\lambda},$ $b_{\lambda}-c_{\lambda},$ $d_{\lambda}$ f\"ur die
Ubertragung daraus eindeutig bestimmt werden.

\S 6. BEZIEHUNGEN DER KUGELGEOMETRISCHEN
\"UBERTRAGUNGEN ZU DEN BEWEGUNGSGEO $-$

METRISCHEN \"UBERTRAGUNGEN.

20. Die Beziehungen der M\"oBIUS-Geometrie zu der euklidischen
bzw. nichteuklidischen Geometrie sind wohl bekannt. Die Gesamtheit
der M-Abbildungen, welche einen fest bestimmten Punkt (bzw. eine
reelIe oder nullteilige Kugel) in sich f\"uhren lassen, bildet namlich eine
Untergruppe der Gruppe von MOBIUS, welche der euklidischen (bzw.

hyperbolisch- oder elliptisch-nichteuklidischen) Bewegungsgruppe \"ahnlich

ist (vgl. [1]). Wir k\"onnen in unserer kugelgeometrischen \’Ubertrag-

ungslehre analoge Beziehungen erwarten, wie wir im Folgenden kurz
skizzieren.

Jedem geschlossenen Weg der Element-Mannigfaltigkeit, die ein
Hyperfl\"achenelement als das Anfangs- und das Endelement hat,
entspricht eine M-Abbildung in dem $M\ddot{o}BIUS\leftrightarrow Raum$ $M_{n}$ , der zum
Hyperfl\"achenelement adjungiert ist. Die Gesamtheit solcher M-Abbild-
ungen f\"ur alle m\"oglichen Wege bildet die sogenannte holonomische
Gruppe in dem betreffenden Elemente. Die holonomischen Gruppen
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in den verschiedenen Elementen sind einander isomorph, daher kann
man in jedem Elemente der Element-Mannigfaltigkeit ein passendes
Bezugssystem wahlen, so dass die holonomischen Gruppen in analytischer
Schreibweise identisch sind. \’Uberdies lassen sich die Bezugssysteme
in allen Elementen ferner so ausw\"ahlen, dass die holonomische Gruppe

analytisch die Rolle der Fundamentalgruppe von der \"Ubertragung

spielt oder dass die Abbildung jeder zwei benachbarten $M$-Raume
analytisch zu der holonomischen Gruppe geh\"ort (siehe [3]).

21. Erstens setzen wir voraus, dass alle Abbildungen der holono-
mischen Gruppe einen bestimmten Punkt, der vom Zentrum des ausge-

zeichneten Elementes verschieden ist, in sich uberfuhren lassen. Nach
passender Wahl vom Normalsysteme wird dieser Punkt die Koordinaten
$(-1,1,0, \ldots, 0)$ haben, denn umgekehrt kann man nach der T-Trans-
formation den Punkt $(-1,1,0, \ldots , 0)$ in einen anderen beliebigen

Punkt transformieren; dafUr ist es genug, die Koeffizienten der Trans-
formation $a_{rj}$ so zu wahlen, dass die $n+1$ Ausdr\"ucke $a_{00}-a_{01},$ $a_{i0}-a_{i1}=2\alpha_{10}$

$(i=2,3, \ldots, n+1)$ die vorgegebenen Wert’e annehmen (vgl. (1.21)).

Somit lasst sich ferner das Normalsystem in jedem Elemente der
Element-Mannigfaltigkeit nach dem Satz voriger Nr. so ausw\"ahlen,

dass die Abbildungen der Fundamentalgruppe von der \’Ubertragung

den Punkt $(-1,1,0, \ldots 0)$ invariant lassen. Sodann findet man

(6.1) $\omega_{X}=\omega_{21}$ , $\omega_{\lambda 0}=\omega_{\lambda 1}$ $(\lambda=3,4, \ldots. n+1)$ ,

da $\omega_{i0}-\omega_{i1}$ $(i=0,1, \ldots , n+1)$ zu $(-1,1,0, \ldots 0)$ proportional sein
soll.

Wir k\"onnen den invarianten Punkt als uneigentlich in dem eukli-
dischen Raume interpretieren. Da f\"ur den reellen eigentlichen Punkt
$y_{0}+y_{1}\neq 0$ gilt, werden die $n$ geordneten Werte

(6.2) $\xi^{i-1}=\frac{y_{i}}{y_{0}+y_{1}}$ $(i=2,3, \ldots., n+1)$

als die kartesischen Koordinaten dieses Punktes angesehen (vgl. (1.1)).

Aus der Gleichung der \"Ubertragung ergibt sich wegen (6.1)
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$d(y_{0}+y_{1})=(\omega_{0}+\omega_{10})(y_{0}+y_{1})$ , $dy_{l}=\omega_{i0}(y_{0}+y_{1})+\sum_{k\sim 2}^{n+1}\omega_{ik}y_{k}$

$(i=2,3\ldots.., n+1)$ ,

daraus folgen f\"ur die eigentlichen Punkte

(6.3) $dP=\omega_{i+1}+\sum_{k-1(k\neq:)}^{n}\omega_{i+1.k+1}\xi^{k}-\omega_{10}\xi^{:}$ $(i=1,2, \ldots., n)$ ,

welche in der Element-Mannigfaltigkeit eine euklidisch-bewegungsgeo-
metrische \’Ubertragung definieren. In der Tat bleibt die Gleichung

$(\xi^{1}-\eta^{1})^{2}+(P-\eta^{2})^{2}+\ldots.+(\xi^{n}-\eta^{n})^{2}=0$

unter der Abbildung (6.3) unverandert, da $fUri,$ $i=2,$ $\ldots,$ $n+1$
$\omega_{\emptyset}=-\omega\{i(i\neq J)$ ist.

Wird die Forderung in Nr. 7 erf\"ullt, so ist nach (6.1)

$\omega a)=\frac{\lambda}{2}(dz-p_{i}dx^{1})$ .
Auch in diesem Fall werden die Integrabilit\"atsbedingungen der
Pseudosph\"aren formelhaft abgeleitet. Aber insbesondere kommt die
Integrabilit\"at der Pseudospharen mit $ R=\infty$ in Frage, deren jede
einer M-Hyperkugel in $M_{n}$ durch den uneigentlichen Punkt entspricht,
oder in dem euklidischen Raum eine das ausgezeichnete Element
tangierende Hyperebene. Ihre Gleichungen sind

(6.4) $B_{\lambda}=0$ , $\omega_{N}=0$ $(\lambda=3,4, \ldots. n+1)$ ,

deren unbedingte Integrabilit\"at sich in folgender Weise erklaren lasst:
Nach der Umkreisung l\"angs (6.4) soll die zu (6.4) entsprechende
Hyperebene in dem euklidischen Raume in sich ubergefuhrt werden.
Dadurch erreicht man an den Bedingungen

$\Omega_{20}=\Omega_{Z1}=\Omega_{\lambda 2}=0$ f\"ur (6.4),

welche aber in $B_{\lambda}^{\prime}=0,$ $\omega_{20}^{\prime}=0$ zur\"uckkehren. Wenn also die Diffe-
rentialgleichungen (6.4) unbedingt integrabel sind, so wird die Element-
Mannigfaltigkeit, welche mit der in Betracht gezogenen \’Ubertragung
ausgestattet ist, ein spezieller Raum von “ $(n-1)$ -spreads” (vgl. $[6\rfloor$ ).
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22. Zweitens tritt der Fall ein, dass jede Abbildung der holono-
mischen Gruppe eine bestimmte, reelle bzw. nullteilige Kugel, die
nicht das Zentrum des ausgezeichneten Elementes enth\"alt, in sich
\"uberfUhrt. Die (n+2)-hypersph\"arischen Koordinaten $(y_{i}^{0})$ dieser Kugel

genugen sodann der Bedingung

(6.5) $(\phi y^{0})>0$ bzw. $<0$ , $y_{0}^{0}\neq y_{1}^{0}$ .
Verm\"oge passender Transformation des Normalsystemes

$y_{i}=\sum_{g-0}^{n+1}a_{ii}\overline{y}_{j}$ $(i=0,1, \ldots. n+1)$

werden die Koordinaten der Kugel

(6.6) $(0,1,0, \ldots. , 0)$ bzw. $(1, 0,0, \ldots., 0)$ ;

dafUr mUssen die Koeffizienten $au$ so gew\"ahlt werden:

$y_{:}^{0}=a_{i1}$ bzw. $\theta_{i}=a_{i0}$ .
Aus (1.8 b) erhalt man n\"amlich

$d=-ffi+\sum_{-0}^{n+1}d_{1}=(\phi y^{0})$

bzw. $\sigma^{2}=-(-R+\sum_{i-0}^{n*1}ffi)=-(y^{0}y^{0})$ .
woraus sich reelles $\sigma$ nach (6.5) ergibt; somit aus (1.14-16)

$\left\{\begin{array}{l}\sigma^{1}/A=a_{11}-a_{01}=y_{1}^{0}-y_{0}^{0}\\-c_{\sigma}/A=y_{2}^{0}\end{array}\right.$ bzw. $\left\{\begin{array}{l}\sigma^{2}/A=a_{(P}-a_{10}=y_{0}^{0}-y_{1}^{0}\\c_{\sigma}/A=y_{2}^{0}\end{array}\right.$

daraus folgen

$\{$

$A=(y^{0}y^{0})(\phi_{1}-y_{0}^{0})^{-1}$ ,

$\sigma=(y^{0}y^{0})^{\frac{1}{2}}$ ,
bzw. $\left\{\begin{array}{l}\sigma=(-(y^{0}y^{0}))^{\frac{1}{2}}\\A=(y^{o}y^{o})(y_{1}^{o}-w- 1\\C=-y_{2}^{o}(-(y^{0}y^{o}))^{\frac{1}{z}}(y_{1}^{o}-w- 1\end{array}\right.$

$C=-y_{2}^{0}(y^{0}y^{0})^{\frac{1}{2}}(y_{1}^{0}-y_{0}^{0})^{-1}$

und man kann setzen: $\alpha_{\lambda\mu}=\sigma\delta_{\lambda\mu}$ (vgl. Nr. 3).
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Nach dem Satz am Schluss der Nr. 20 kann $eIns$ von solchen
Normalsystemen in jedem Elemente der Element-Mannigfaltigkeit so
gew\"ahlt werden, dass die Abbildung benachbarter $M$-Raume gerade
die M-Hyperkugel mit den Koordinaten (6.6) invariant bleiben lasst.
Wir erhalten also

(6.7) $\omega_{i1}=0$ fiir $i\neq 1$ bzw. $\omega_{i0}=0$ f\"ur $i\neq 0$ ;

dann wird auch $\Omega_{i1}=0$ f\"ur $i\neq 1$ bzw. $\Omega_{i0}=0$ f\"ur $i\neq 0$ .
Nach der in Nr. 1 gemachten Erkl\"arung von (n+2)-hypersph\"ari-

schen Koordinaten wird die Hyperkugel (6.6) in den kartesischen
Punktkoordinaten folgendermassen geschrieben:

(6.8) a) $\eta^{12}+\eta^{\Phi}+\ldots.+\eta^{n2}=1$ bzw. b) $\eta^{12}+\#+\ldots.+\eta^{n2}=1$ ,

da $\xi^{i}=0$ und $R^{2}=1$ bzw. $-1$ . Nun fassen wir nur dasjenige
Punktgebiet des M-Raumes ins Auge, dessen Punkte reel und auf
einer Seite von der Hyperkugel (6.8 a) (etwa $\sum^{n}\eta^{t^{2}}<1$) liegend bzw.
reel und $\sum\eta^{i^{2}}<1$ sind. Wird ein $Punktkoordin\overline{a}^{1}tensystem$ mittels der
LIEBMANNschen Transformation

(6.9)
$\frac{X^{i}}{X^{0}}=\frac{2_{\eta^{i}}}{1+\sum_{k}\eta k^{g}}$ bzw.

$\frac{X^{i}}{X^{0}}=\frac{2\eta^{i}}{1-\sum_{k}\eta k^{2}}$

($i=1,2,$ $\ldots$ . , n)

eingefiihrt, so sind die homogenen Koordinaten $X^{0},$ $X^{i}$ f\"ur die Punkte
der Punktgebiete eindeutig bestimmt. Die Gleichung der Hyperkugel
(6.8) wird

(6.8) $X^{1^{2}}+X^{z^{2}}+\ldots.+X^{n^{2}}=X^{\{\rho}$ bzw. $-X^{\mathfrak{v}^{2}}$.
BerUcksichtigen wir aber die Definitionsgleichung der $(n+2)$-hyper-
sph\"arischen Koordinaten, so finden wir aus (6.9)

$\frac{X^{i}}{X^{0}}=\frac{y_{i+1}}{y_{0}}$ bzw. $\frac{X^{i}}{X^{0}}=\frac{y_{i+1}}{y_{1}}$ ,

oder
$X^{0}=y_{0}$ bzw. $y_{1}$ , $X^{i}=y_{i+1}$ $(i=1,2, \ldots. , n)$ .
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Daher lasst die \’Ubertragungsgleichung (2.3) fur die Punkte des betra-

chteten Gebietes sich ohne weiteres mit Hilfe von den homogenen

Koordinaten $X^{0},$ $X^{i}$ umschreiben:

$dX^{0}=\omega_{\{}nX^{0}+\sum_{k-1}^{n}\omega_{0.k+1}X^{k}$ , $dX^{i}=\omega_{i+l.0}X^{0}+\sum_{k-1}^{n}\omega_{i+1,k+1}X^{k}$ ,

bzw. $dX^{0}=\omega_{11}X^{0}+\sum_{k-1}^{n}\omega_{1.k+1}X^{k}$ , $dX^{i}=\omega_{1+1.1}X^{0}+\sum_{k-1}^{n}\omega_{i+1.k+1}X^{k}$ ,

$(i=1,2, \ldots., n)$ ,

wodurch die Gleichung (6.8’) oder die Hyperfl\"ache zweiter Ordnung

offenbar unver\"andert bleibt. Dies ist nichts anderes als nichteuklidisch-
bewegungsgeometrische \’Ubertragung (hyperbolisch bzw. elliptisch).

Es sei femer die \’Ubertragung integrabel nach der Umkreisung der

geschlossenen Wege, deren Elemente einem und demselben Zentrum

angeh\"oren. Dann erreicht man die VEBLENsche projektive \’Ubertragung,

die einen projektiven Tensor zweiter Stufe $G_{\alpha\beta}$ zugrunde legt. In der

Tat wird die Hyperfl\"ache zweiter Ordnung $G_{\alpha_{1}9}$ mittels geeignetes

Bezugssystemes in die Normalform, ahnlich wie (6.8), transformiert
(vgl. [15]).

\S 7. ISOMORPHISMEN DER ELEMENT-MANNIGFAL-
TIGKEITEN MIT KUGELGEOMETRISCHEN

\"UBERTRAGUNGEN.

23. Seien zwei mit kugelgeometrischen \’Ubertragungen ausgestat-

tete Element-Mannigfaltigkeiten $\mathfrak{M},$ $\mathfrak{M}^{*}$ vorgelegt, zwischen deren

Elementen eine eineindeutige, umkehrbar stetige Korrespondenz vor-
handen ist. Man setzt voraus, dass die M-R\"aume in jeden einander

entsprechenden Elementen einander punktweis zugeordnet sind, und in

beiden M-R\"aumen die normalen Bezugssysteme so gew\"ahlt werden,

dass die einander zugeordneten Punkte und M-Hyperkugeln dieselben

$(n+2)$-hypersph\"arischen Koordinaten besitzen. Unter so gewahlten

Normalsystemen lassen sich die Abbildungen zweier benachbarten
M-R\"aume $M_{n},$ $M_{n}^{\prime}$ in $\mathfrak{M}$ bzw. zweier den $M_{n}$ , $M_{n}^{\prime}$ entsprechenden

benachbarten M-R\"aume $M_{n}^{\star},$ $M_{n}^{\prime*}$ in $\mathfrak{R}_{\wedge}l^{*}$ durch die infinitesimalen
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konformen Transformationen $S(\omega_{jj})$ bzw. $S^{*}(\omega_{ij}^{k})$ der \’Ubertrag-

ungen vermitteln. Vorl\"aufig haben wir keine Kenntnis von den
Beziehungen dieser Transformationen $S$ und $S^{*}$ . Nach E. CARTAN
heissen $\mathfrak{M},$ $\mathfrak{M}^{*}$ isomorph, wenn beide Transformationen $ide\acute{n}tisch$ sind,

d.h. $\omega_{ij}=\omega_{ij}^{r}$ , und meriedrisch isomorph, wenn eine lineare Schar von
den infinitesimalen M-Abbildungen existiert und eine von den Trans-
formationen (etwa $S^{*}$) als Produkt der anderen Transformation $(S)$

und einer Transformation, die der Schar angeh\"ort, angegeben wird.
${\rm Im}$ letzten Fall ist die Abbildung $S^{*}S^{-1}$ linear abhangig von den
Abbildungen der Schar, also besteht f\"ur die Differenzen der $\ddot{U}$bertrag-

ungspameter in jeden entsprechenden Elementen

(7.1) $\kappa_{ij}=\omega_{j}^{\prime\triangleright}\backslash ,\vee-\omega_{ij}$

eine Reihe von linearen homogenen Relationen mit konstanten Koeffizi-
enten:

(7.2) $\sum_{j}c_{1j}\kappa_{ij}=0$ .
Daf\"ur, dass obige Definition mit einer effektiven geometrischen
Eigenschaft von den \’Ubertragungen korrespondiert, muss die lineare
Schar, wie E. CARTAN bemerkt hat, durch jede T-Transformationen
sich invariant verhalten. Wenn man also durch die T-Transformationen
der Normalsysteme eine neue Relation aus einer der Reihen gewinnt,
so besteht diese Relation wegen der Relationen der Reihe identisch,

anders gesagt, geh\"ort sie der Reihe an. Da umgekehrt einer Reihe
der Relationen (7.2), die alle aus ihren Relationen durch T-Transforma-
tionen gewonnenen Relationen enth\"alt, ein meriedrischer Isomorphismus
entspricht, so verwandelt sich das Problem, alle m\"oglichen Typen der
Isomorphismen zu bestimmen, in das andere, alle m\"oglichen oben-
genannten Reihen zu suchen, was wir in nachster Nr. behandeln
m\"ochten. (Vgl. [2], insbesondere S. 186-191).

24. Bezeichnen wir mit $\delta\alpha_{ij}=e_{\ddot{v}}$ die Parameter einer infinitesi-
malen T-Transformation, so erhalten wir an Stelle von (1.21)

(7.3) $e_{i0}=e_{0i},$ $e_{ij}+e_{\dot{f}}:=0,$ $e_{\Re}+e_{21}=0$ , $e_{\lambda 0}+e_{\lambda 1}=0,$ $e_{\lambda 2}=0$ ,

$(i=1,2, \ldots. , n+1 ; \lambda=3,4, \ldots. , n+1)$
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und femer

(7.4) eoo $=e_{11}=\ldots.=e_{n\star}1.n+1=0$ ,

ohne Schaden der Allgemeinheit. Da w\‘ir in den einander entsprechenden
Elementen der beiden R\"aume dieselbe T-Transformation auf die
Bezugssysteme der M-R\"aume aus\"uben, lassen sich die Transforma-
tionsformeln der \’Ubertragungsparameter folgendermassen aus (2.10)

schreiben ;

$\delta_{\omega:t}=\sum_{k-0}^{n+1}e_{ik\omega_{kl}}-\sum_{k}\omega_{ik}e_{kl}+de_{l}$ ,
$(i, l=0,1, . . . . n+1)$

$\delta\omega_{il}^{l}=\sum_{k-0}^{n+1}e_{ik\omega u}^{*}-\partial^{\omega_{ik}^{r}e_{M}\cdot\vdash de_{a}}$

woraus auch folgen

$\delta=$ .
Wir k\"onnen die letzten Gleichungen wegen (7.3), (7.4) ausf\"uhrlich so
schreiben :

Wir nennen diese kurz $\delta$-Operation f\"ur die Ausdr\"ucke $\kappa_{ij}$ .
Zun\"achst m\"ochten wir von einer einzigen Relation ausgehen, die

wir in folgender Gestalt schreiben:

$\sum_{\lambda,\mu}c_{\lambda\mu}\kappa_{\lambda\mu}+\sum_{\lambda}a_{\lambda}(\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1})+\sum_{\lambda}b_{\lambda}\kappa_{\lambda 2}+a(\kappa n+\kappa_{21})$

(7.2)
$+C_{1}\kappa_{10}+C_{2}\kappa_{20}+E^{c_{\text{\‘{A}}}\kappa_{\lambda 0}=0}$ $(c_{\lambda\mu}+c_{\mu\lambda}=0)$ .
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Da die Relation, die wir nach der Aus\"ubung der $\delta$-Operationen erhalten,

f\"ur alle Werte von $e_{10},$ $e_{l0},$ $e_{\lambda 0},$ $e_{\lambda\mu}$ bestehen muss, ergibt sich ins-
besondere aus dem Koeffizienten von $e_{20}$

(7.6) $\sum_{\lambda}b_{\lambda}(\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1})-c_{1}(\kappa_{\mathfrak{B}}+\kappa_{21})+\sum^{c_{\lambda}\kappa_{\lambda 2}+c_{2\kappa_{10}}=0}$ .
Nach der $\delta$-Operation auf (7.6) folgt aus dem Koeffizienten von $e_{10}$

$\sum_{\lambda}b_{\lambda}(\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1})-c_{1}(\kappa_{\mathfrak{Y}}+\kappa_{21})=0$ ,

mithin aus (7.6)

(7.7) $\sum_{\lambda}c_{\lambda}\kappa_{\lambda 2}+\&\kappa_{10}=0$ .
Aus (7.7) ergeben sich nach der $\delta$-Operation

(7.8) $F^{c_{\lambda}(\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1})-c_{2}(\kappa n+\kappa_{21})}=0$ ,

(7.9) $c_{\lambda}\kappa_{\mu 2}=c_{\mu}\kappa_{\lambda 2}$ ,

(7.10) $c_{\lambda}(\kappa r+\kappa_{21})+c_{2}(\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1})=0$ ,

ferner folgt aus (7.8)

(7.11) $c_{\lambda}(\kappa_{\mu}0+\kappa_{\mu 1})=c_{\mu}(\kappa_{\lambda}0+\kappa_{\lambda 1})$ .
Wenn $c_{\lambda},$ $c_{2}$ nicht s\"amtlich verschwinden, so folgt aus (7.10), (7.11)

$\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=c_{\lambda}\kappa$ , $\kappa_{20}+\kappa_{21}=-c_{2}\kappa$ ,

somit folgt aus (7.8)

(7.12) $\kappa=0$ folglich $\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=\kappa_{20}+\kappa_{21}=0$ ,

da $\sum_{\lambda}c_{\lambda}^{2}+c_{2}^{2}$ nicht verschwindet. Nach der $\delta$-Operation auf (7.2)

ergibt sich sodann aus dem Koeffizienten von $e_{10}$

(7.13) $\sum_{\lambda}C_{\lambda 0}\kappa_{\lambda 0}+C_{2}\kappa_{20}=0$ ,

woraus sich ergibt

(7.14) $c_{\lambda}\kappa_{\mu 0}=c_{\mu}\kappa_{\lambda 0}$ ,

(7.15) $c_{2}\kappa_{\mu l}=c_{\mu}\kappa_{10}+\sum_{\lambda}C_{\lambda}\kappa_{\lambda\mu}$ .
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Aus (7.15), (7.7) ergibt sich

(7.16) $\kappa_{10}=0$ ,

da $\sum_{\lambda}e_{\lambda}^{2}+\phi$ nicht verschwindet. Wir unterscheiden nun drei Falle:

(i) $\sum_{\lambda}c_{\lambda}^{2}\neq 0,$
$c_{2}\neq 0$ . Dann sieht man leicht aus (7.7), (7.9),

(7.12-16), dass alle $\kappa_{\ddot{v}}$ verschwinden, anders gesagt, dass die zwei
R\"aume isomorph, sind;

(ii) $\sum_{\lambda}d_{\lambda}\neq 0$ , $c_{2}=0$ . Aus (7.7), (7.9), (7.12-13), (7.15-16) folgt

$\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0,$ $\kappa_{\mathfrak{B}}+\kappa_{21}=0,$ $\kappa_{\lambda 2}=0,$ $\kappa_{\lambda\mu}=0,$ $\kappa_{\lambda 0}=0,$ $\kappa_{10}=0$ ;

(iii) $c_{\lambda}=0,$ $c\neq 0$ . Aus (7.13), (7.2) erh\"alt man
$\kappa_{\mathfrak{B}}=0$ , $\kappa_{\mu 2}=0_{*}$

$\sum_{\lambda.\mu}C_{\lambda\mu}\kappa_{\lambda\mu}=0$ .
Die Diskutierung von der letzten Gleichung zeigt, dass entweder alle
$o_{\lambda\mu}$ verschwinden, oder alle $\kappa_{\lambda\mu}$ verschwinden, oder im Fall $n=5$ die
folgenden Relationen dreier Arten bestehen:

(a) $\kappa_{3\ell}=\kappa\Re$ , rc,as $=\kappa u$ , $\kappa\Re=\kappa_{45}$ ;
(b) $\kappa_{84}=\kappa ffi$ , $\kappa_{35}=\kappa_{6}$ , $\kappa ae=\kappa_{45}=0$ :
(c) $\kappa_{S4}=\kappa_{\mathfrak{B}}$ , $\kappa_{3}\kappa_{64}\kappa\Re\kappa_{45}$ .

Hiermit bIeibt noch der Fall $c_{\lambda}=0$ , $c_{2}=0$ zu studieren, worauf wir
aber nicht eingehen, und nun wollen wir die Ergebnisse unserer Typen-
bestimmung der meriedrischen Isomorphismen vorstellen:

Typen von Klasse $A$ .
$\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0$ , $\kappa_{\mathfrak{U})}+\kappa_{21}=0$ , $\kappa_{\lambda 2}=0$ , $\kappa_{\lambda\mu}=0$

(1) Nach den $\delta$-Operationen ergibt sich sofort
(7.17)

$\sum c_{\rho\mu}\kappa_{\sigma\mu}=\sum_{\mu}c_{\sigma\mu}\kappa_{p\mu}=c_{P}\lambda\kappa_{\sigma\lambda}+c_{\sigma\lambda}\kappa_{p\lambda}$ ,
wo $)_{\backslash }$

$p,$
$\sigma voneinander\mu$ verschieden sind. Summierend die Gleichungen (7.17)

bez\"uglich $\lambda,$ erhalt man $f\iota irn\neq 5$

$\sum_{\mu}c_{p\mu}\kappa_{\sigma\mu}=0$ oder $c_{p\lambda}\kappa_{\sigma\lambda}+c_{\sigma\lambda}\kappa_{p\lambda}=0$ .
woraus man ohne MUhe $c_{\lambda u}=0$ oder $\kappa_{\lambda\mu}=0$ erhalt. Wenn $c_{\nu 0}$ nicht verschwindet,
so erhalt man aus (7.17) f\"ur $n=5$

$c_{\nu\sigma}^{2}=c_{p\omega}^{2}$ ( $v$ $\sigma,$ $p$ . $\omega$ verschieden) oder $\kappa_{\nu\sigma}=\kappa_{\rho\omega}=0$ ,
folglich den Reihen (a), (b), (c) der Relationen.
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und Uberdies

1. $\kappa_{\lambda 0}=0,$ $\kappa_{10}=0,$ $\kappa_{20}=0$ (isomorph); 2. $\kappa_{10}=0,$ $\kappa_{20}=0$ ;
3. $\kappa_{\lambda 0}=0,$ $\kappa_{10}=0$ ; 4. $\kappa_{10}=0$ ; 5. keine Relation.

Typen von Klasse $B$ .
$\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0$ . $\kappa w+\kappa_{21}=0$ , $\kappa_{\lambda 2}=0$

und \"uberdies

6. $\kappa 10=0$ , $\kappa_{20}=0$ ; 7. $\kappa_{10}=0$ ; 8. keine Relation;

9. $(n=3)$ $\kappa_{34}+k\kappa_{10}=0$ $(k\neq 0)$ ;

10. $(n=5)$ $\kappa_{10}=0$ , $\kappa w=0$ , und entweder (a), (b) oder (c);

11. $(n=5)$ $\kappa_{10}=0$ , und entweder (a), (b) oder (c);

12. $(n=5)$ entweder (a) (b) oder (c).

Typen von Klasse $C$.
$\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0$ , $\kappa_{20}+\kappa_{21}=0$

und \"uberdies

13. $\kappa_{\lambda\mu}=0$ , $\kappa_{10}=0$ ; 14. $\kappa_{10}=0$ ; 15. $\kappa_{\lambda\mu}=0$ ;

16. keine Relation; 17. $(n=3)$ $\kappa_{34}+k\kappa_{10}=0(k\neq 0)$ ;

18. $(n=4)$ $\kappa_{\Re}=k\kappa_{45}$ , $\kappa_{42}=k\kappa_{5S},$ $\kappa_{52}=k\kappa_{34}$ ,

und (i) $\kappa_{10}=0$ ; (ii) keine Relation;

19. $(n=5)$ $\kappa_{10}=0$ , uud entweder (a), (b) oder (c);

20. $(n=5)$ entweder (a), (b) oder (c).

Typen von Klasse $D$ .
21. $\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0$ , $\kappa_{\lambda\mu}=0$ ; 22. $\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0$ ;
23. $(n=5)$ $\kappa_{\lambda 0}+\kappa_{\lambda 1}=0$ , und entweder (a), (b) oder (c).

Typus von Klasse $E$.
24. $\kappa ae+\kappa_{21}=0$ .
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Bemerkung. ${\rm Im}$ Fall $n=2$ (kreisgeometrische \’Ubertragung)

finden wir ausser Typen 7, 8, 14, 17, 22, 24 noch folgende $zweI$ :
25. $\kappa\epsilon 0+\kappa_{31}=\kappa_{\mathfrak{B}}+\kappa_{21}=0,$ $\kappa_{32}=k\kappa_{10}$ ; 26. $\kappa_{82}=k\kappa_{1}0$ \dagger $(k\neq 0)$ .
Aus dieser Tafel k6nnen wir viele geometrischen Tatsachen von

verschiedenen Isomorphismen herauslesen. Erfullen beide betreffenden
Ubertragungen die Forderung in Nr. 7, so k\"onnen die meriedrischen
Isomorphismen von Typenklassen $A,$ $B,$ $C,$ $E$ nur dann auftreten, wenn
die Korrespondenz der Element-Mannigfaltigkeiten, von der wir bisher
nicht geredet haben, sich durch eine Ber$u$hrungstransformation be-
werksteuigen lasst, denn aus $\kappa_{20}+\kappa_{21}=0$ folgt

$dz^{*}-p_{:}^{*}dx^{1*}=\frac{\lambda}{\lambda^{*}}$ ($dz$–pidx:).

Wenn ferner die PFAFFschen Ausdr\"ucke $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ bzw. $\omega_{\lambda 0}^{*}+\omega_{\lambda 1}^{*}$ die Dif-
ferentiale $dz,$ $dx^{i}$ bzw. $dz^{*},$ $dx^{i*}$ allein enthalten, so k\"onnen die Iso-
morphismen von Klassen $A,$ $B,$ $C$ nur in dem Fall auftreten, dass die
genannte Korrespondenz durch solche Element-Tran$q\Gamma ormation$ , die aus
einer Punkttransformation erweitert ist, vermittelt wird. Auch wenn
eine der Element-Mannigfaltigkeiten, die einander meriedrisch isomorph
von Typus 1 oder 2, 6, 10 sind, unbedingt integrable Pseudospharen
besitzt, so gilt Gleiches f\"ur die andere.

\S 8. DAS PROBLEM DER BESTIMMUNG DER
NORMALEN \"UBERTRAGUNG.

25. E. CARTAN hat seine konforme Ubertragung mit dem soge-
nannten konformen Problem der Riemannschen Rtiume eng verkn\"upft,

indem er f\"ur die voneinander konformen RIEMANNschen Metriken eine
ausgezeichnete \’Ubertragung, die normal genannt wird, bestimmt hat.
Unsere kugelgeometrischen \’Ubertragungen beziehen sich, wie wir
bereits gesehen haben, auf ein $(n+1)$-parametriges System der Hyper-
fl\"achen, deren Differentialgleichungen in der Form

(8.1)
$\frac{\phi}{\sum_{1.g}b_{1j}^{L}pu+d^{L}}=-2R$ $(L=1,2,$ $\ldots$ . , $\frac{n(n-1)}{2})$
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geschrieben werden. Wir nehme an, dass ein unbedingt integrables
System der partiellen Differentialgleichungen (8.1) vorgegeben sei.
Wie weit wird eine ausgezeichnete (sozusagen normale) Ubertragung
sodann bestimmt ? ${\rm Im}$ Folgenden m\"ochten wir dieses Problem etwas
behandeln.

Wir beachten zun\"achst, dass die Parameter $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ , $\omega r+\omega_{21},$
$\omega_{\lambda 2}$

sich unter der T-Transformation transformieren, wie folgt (vgl. (2.10)
und (1.21)):

(8.2)
$\overline{\omega}_{\lambda 0}+\overline{\omega}_{\lambda 1}=\sum_{\mu}\frac{\alpha_{\lambda u}}{A}(\omega_{\mu}0+\omega_{\mu 1})$ ,

(8.3)
$\overline{\omega}_{\mathfrak{Y}}+\overline{\omega}_{21}=\frac{\sigma}{A}(\omega a+\omega_{21})$ ,

(8.4) $\overline{\omega}_{\lambda 2}=\sum_{\mu}\alpha_{\lambda\mu}(\frac{1}{\sigma}\omega_{\mu 2}-\frac{c}{A\sigma}(\omega_{\mu}0+\omega_{\mu 1}))+\frac{\alpha_{\lambda 0}}{\sigma}(a)w+\omega_{21})$ ,

woraus insbesondere folgen

(8.5) $F^{(\overline{\omega}_{\lambda 0}+\overline{\omega}_{\lambda 1}})^{2}=\frac{\sigma^{2}}{A^{2}}\sum_{\lambda}(\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1})^{g},$

$($

(8.6)
$\sum_{\lambda}\overline{\omega}_{\lambda 2}^{2}=\sum\omega_{\lambda 2}^{2}\lambda$

fur $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}=\omega_{20}+\omega_{21}=0$ .
26. Setzen wir

$|b_{11}^{L}b_{12}^{L}\ldots.b_{1.n-1}^{L}\mathfrak{B}_{2}\cdots.b_{n-1.n-1}^{t}|\neq 0$

voraus, so werden die Gleichungen in der Gestalt umschrieben:

$\frac{c_{\ddot{w}}}{P:j+d_{ij}}=-2R$ $(i, j=1,2, \ldots. n-1)$

oder

(8.7) $\frac{A_{3}}{B_{3}}=\frac{A_{4}}{B_{4}}=\ldots.=\frac{A_{n+1}}{B_{n+1}}$ ,

wo
$A_{\lambda}=\sum_{j-1}^{n-1}c_{\lambda-2.j}dd$ , $B_{\lambda}=dp_{\lambda-2}+\sum_{j-1}^{n-1}d_{\lambda-2.j}dx^{\dot{9}}$
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gesetzt sind. Da (8.7) unbedingt integrabel sind, haben wir aus (3.3’)

$[dp_{i}dx^{i}]=\sum_{\mu}^{a_{(\lambda\mu)}}[A_{\lambda}B_{\mu}]$ .

Wir bestimmen $n^{2}$ Unbekannte $a_{\lambda\mu}$ aus sovielen Gleichungen

$\sum_{\lambda-\$}^{n+1}\alpha_{\lambda\mu}\alpha_{\lambda\nu}=\rho a_{\mu\nu}$ $(\mu, \nu=3,4\ldots..in+1)$ ,

was im allgeineinen m\"oglich ist, und schreiben die Gleichungen (8.7)

mit deren Hilfe in der Form

$\frac{A_{\$}^{*}}{B_{3}^{*}}=\frac{A_{4}^{*}}{B_{4}^{*}}=\ldots.=\frac{A_{n+1}^{*}}{B_{n+1}^{*}}$ ,

(8.7)
$A_{\lambda}^{*}=\sum_{\mu}\alpha_{\lambda\mu}A_{\mu}$ ,

$B_{\lambda}^{*}=\sum_{\mu}a_{\lambda\mu}B_{\mu}$ .
Dann besteht offenbar

(8.8) $F[A_{\lambda}^{*}B_{\lambda}^{*}]=\rho[dp_{i}dx^{i}]$ ,

deren Gestalt unter den Punkttransformationen der zugrundgelegten
Mannigfaltigkeit $X_{n}$ erhalten bleibt, wie man in Nr. 4 sah. Wir
lassen den Stern in $A_{\lambda}^{*},$ $B_{\lambda}^{*}$ weg.

Wenn wir die Differentialgleichungen (8.7) wieder in ebensolcher
Gestalt mit $\overline{A}_{\lambda}$ , $\overline{B}_{\lambda}$ umschreiben und dabei fordern, dass die PFAFF-
schen AusdrUcke $\overline{A}_{\lambda}$ von $dp_{i}$ unabh\"angig seien, so haben wir

(8.9) $\overline{A}_{\lambda}=\sum_{\mu}a\beta_{\lambda\mu}A_{\mu}.$

.
$B_{\lambda}=\sum_{\mu}\mathcal{B}_{\lambda\mu}(\beta B_{\mu}+\gamma A_{\mu})$ ,

$fUr$ welche die Relation von der Gestalt (8.8) mit einer Funktion $\overline{P}$

dann und nur dam besteht, wenn die Matrix $(\beta_{\lambda\mu})$ orthogonal angesehen
wird. Da aus (8.9) folgt

$\sum_{\lambda}B_{\lambda}^{2}=\beta\sum_{\lambda}B_{\lambda}^{2}$ fur $A_{\lambda}=0$ , $\tilde{\omega}=0$ ,

so ist eine quadratische Differentialform $\sum_{\lambda}B_{\lambda}^{2}$ in $dp_{i}$ bis auf einen
Faktor bestimmt, welcher im allgemeinen von dem Hyperflachenele-
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mente $(z, x;p)$ abhangig ist. Wenn also dieser Faktor der quadrati-
schen Differentialform vorher oder nachher in irgend einer Weise
festgelegt wird, so wissen $wIr$ wegen (8.2-4) und

(8.10) $\overline{A}_{\lambda}=\sum_{\mu}\phi_{\lambda\mu}A_{\mu}$ , $B_{\lambda}=\sum_{\mu}\beta_{\lambda\mu}(B_{\mu}+\gamma A_{\mu})$ ,

dass die PFAFFschen AusdrUcke $A_{\lambda}$ bzw. $B_{\lambda}$ mit

$\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ bzw. $\omega_{\lambda 2}$ f\"ur $\omega_{20}+\omega_{21}=0$

identifiziert werden k\"onnen. Das durch (8.10) erhaltene System von $A_{\lambda}$ ,
$\overline{B}_{\lambda}$ , wobei $(\beta_{\lambda\mu})$ orthogonal ist, entspricht n\"amlich denjenigen Para-
metem $\overline{\omega}_{\lambda 0}+\overline{\omega}_{\lambda 1}$ bzw. $\overline{\omega}_{\lambda 2}$ , welche durch eine passende T-Transforma-
tion des Bezugssystems aus $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ bzw. $\omega_{\lambda 2}$ hervortreten, d.h.

$\overline{A}_{\lambda}=\overline{\omega}_{\lambda 0}+\overline{\omega}_{\lambda 1}$ , $\overline{B}_{\lambda}=\overline{\omega}_{\lambda 2}$ f\"ur $\overline{a}w+\overline{\omega}_{21}=0$ .
und $umgekehrt^{\langle 1)}$ .

Wir wollen in Nr. 29 zum Probleme der Bestimmung des in Frage

stehenden Faktors zur\"uckkehren.

Bemerkung. F\"ur die T-Transformation durch welche $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ in-
variant bleiben, gilt nach (8.2), (8.4)

(8.11) $ A=\sigma$ , $C=0$ , $\alpha_{\lambda\mu}=\sigma\delta_{\lambda\mu}$ .
27. In voriger Nr. haben wlr die Ausdr\"ucke $\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ , $\omega_{\lambda 2}$ f\"ur

$\omega a\}+\omega_{21}=0$ mit $A_{\lambda}$ , $B_{\lambda}$ identifiziert. Aus (4.4) folgt wegen (8.8)

$\Omega_{a\}}+\Omega_{21}=-(\lambda+\rho)[dp_{i}dx^{i}]$

f\"ur $\omega_{20}+\omega_{21}=0$ . Daraus sehen wir, dass nach der Umkreisung jedes
infinitesimalen geschlossenen Weges l\"angs eines Hyperfl\"achenelementes
zweiter Ordnung das ausgezeichnete Element in dem adjungierten M-
Raume in die vereinigte Lage gebracht wird, und ferner, dass langs

jedes Elementvereins Gleiches dann und nur dann gilt, wenn

(1) Durch $\sigma/A=\alpha,$ $-C/A=\gamma,$ $\alpha_{\lambda\mu}/\sigma=\beta_{\lambda\mu}$ stimmen (8.2-4) und (8.i0) \"uberein.
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(8.12) $\lambda=-\rho$

besteht. Wir stellen den Wert von $\lambda$ nach (8.12) fest.

Da (8.7) nach Voraussetzung unbedingt integrabel sind, lassen
sich die Funktionen $a_{\lambda},$

$b_{\lambda}-c_{\lambda},$ $d_{\lambda}$ bestimmen, wie in \S 5. Wenn wir
aber ber\"ucksichtigen, dass unter der speziellen T-Transformation, die
(8.11) genugen, die Transformationsformeln

$\overline{\omega}_{20}=\omega_{20}+\sum_{\lambda}\frac{\alpha_{\lambda 0}}{\sigma}\omega_{\lambda 2}-\frac{am}{\sigma}(\omega r+\omega_{21})$ , $\overline{\omega}_{10}=\omega_{10}+\sum_{\lambda}\frac{a_{\lambda 0}}{\sigma}(\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1})$ ,

mithin

$\overline{b}_{\lambda}=b_{\lambda}+\frac{a_{\lambda 0}}{A}$ , $\overline{c}_{\lambda}=c_{\lambda}+\frac{a_{\lambda 0}}{A}$

bestehen, so erkennen wir, dass die verschiedenen Paare $b_{\lambda},$
$c_{\lambda}$ mit

gleichen Differenzen $b_{\lambda}-c_{\lambda}$ sich mittels geeigneter Werte von $\alpha_{\lambda 0}$

ineinander UberfUhren lassen. Daher werden $a_{\lambda},$ $b_{\lambda},$
$c_{\lambda},$

$d_{\lambda}$ als wesent-
lich bestimmt angesehen.

Nach der Umkreisung auf einer Pseudosph\"are wird das ausgezei-
chnete Element in die tangierende Lage mit derjenigen M-Hyperkugel,
welche der Pseudosph\"are entspricht, \"uberfuhrt. Fordem wir dabei,
dass es in sich Ubergef\"uhrt wird, so erhalten wir, da die Zur\"uckfiihr-

ung des Zentrums ( $\frac{1}{2}$ , $\frac{1}{2}$ $0,$
$\ldots$ , $0$ ) in sich daf\"ur hinreichend ist,

$\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=0$ oder $\Omega_{\lambda 2}=0$ fur (3.1) ,

woraus folgt

$4R^{2}\sum_{\sigma}a_{\sigma}[E_{\lambda}B_{\sigma}]-2R\{\sum_{a}b_{\sigma}[B_{\lambda}B_{\sigma}]-\sum_{\mu.\sigma}k_{\lambda[po]}[B_{P}B_{\sigma}]\}-\sum_{p.\sigma}l_{\lambda[p\sigma]}[B_{P}B_{\sigma}]$

$=-\sum_{j.k:p\sigma}.\{\theta_{\wedge}^{j;kJ}(Q_{\dot{g}p}-2RP_{jp})(Q_{k\sigma}-2RP_{k\sigma})+(bi_{k}-d_{\lambda k}:j)$

$x(Q_{j\iota p}-2RP_{jlp})(-2RX_{\sigma J}^{k})+d_{\lambda[j.k]}(-2RX_{P}^{j})(-2RX_{\sigma}^{k})\}[B_{P}B_{\sigma}]$

(identisch ftur $R,\overline{B}_{P}$ ). Setzt man
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(8.13)
$\omega_{\lambda\mu}=\sum_{\nu}k_{\lambda\mu\nu}A_{\nu}+\sum_{\nu}l_{\lambda\mu\nu}B_{v}+t_{\lambda\mu}\tilde{\omega}$ ,

so wird

$B_{\lambda}^{\prime}=\sum_{\mu}[\omega_{\lambda\mu}B_{\mu}]+[A_{\lambda}\omega\alpha]$ fiir (3.1).

Da die Koeffizienten von $R^{2}$ in beiden Seiten nach \S 5 (ii) gleich sind,
werden die Glieder von $R^{2}$ aus der Relation weggelassen; man gewinnt
die Funktionen

$b_{\sigma}-k_{\lambda\sigma\lambda},$ $l_{\lambda a\lambda}$ : $(n\geqq 4)k_{\lambda[p\sigma]},$ $l_{\lambda[p\sigma]}$ ($\lambda,$
$\rho,$

$\sigma$ verschieden),

mithin $k_{\lambda\mu\nu},$ $l_{\lambda\mu\nu}$ , da $k_{\lambda[p\sigma]}=k_{\lambda p\sigma}+k_{\sigma\lambda p}$ ist.

Jetzt stellen wlr unsere Resultate zusammen:

(8.14) $\left\{\begin{array}{ll}\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}=A_{\lambda}+a_{\lambda}\tilde{\omega}\sim, & \omega_{\lambda 2}=B_{\lambda}+b_{\lambda}\tilde{\omega}\sim,\\\tilde{\omega}=\omega m+\omega_{21}=\lambda(dz-p_{i}dx^{1}), \omega_{\lambda\mu} & \sum_{\nu}k_{\lambda\mu\nu}A_{\nu}+\sum_{\nu}l_{1\mu\iota}^{\tau}B_{V}+t_{\lambda\mu}\tilde{\omega},\\\omega_{02}=\sum_{\lambda}a_{\lambda}A_{\lambda}+\sum_{\lambda}b_{\lambda}B_{\lambda}+\rho\tilde{\omega}\sim, & =\sum_{\lambda}c_{\lambda}A_{\lambda}+\sum_{\lambda}d_{\lambda}B_{\lambda}+\tilde{\sigma}\tilde{\omega},\end{array}\right.$

( $a_{\lambda}\sim,$
$\sim b_{\lambda},$

$\sim\rho,$ $\tilde{\sigma},$
$t_{\lambda\mu}$ unbekannt).

28. Bestimmung von $\grave{a}_{\lambda},b_{\lambda}\sim\sim,$

$t_{\lambda\mu}$ . Da $\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1},$ $\Omega_{\lambda 2}fUrA_{\lambda}+2RB_{\lambda}$

$=0$ , und $\Omega_{20}+\Omega_{21}$ f\"ur $\tilde{\omega}=0$ verschwindend sind, werden sie mit
Hilfe von $2n-1$ unabhangigen PFAFFschen Ausdr\"ucken $A_{\lambda},$ $B_{\lambda},\tilde{\omega}$ in
der Form

(8.15) $\left\{\begin{array}{l}\Omega_{\lambda 0}+\Omega_{\lambda 1}=\sum_{\mu.\nu}u_{\lambda\iota\nu}[A_{\mu}B_{\nu}]+\sum_{\mu}\rho_{\lambda\mu}[A_{\mu^{\tilde{\omega}}}]+\sum_{\mu}\sigma_{\lambda\mu}[B_{\mu}\tilde{\omega}]\\(u_{\lambda[\mu\nu]}=0)\\\Omega_{\lambda 2}=\sum_{\mu.\nu}v_{\lambda\mu\nu}[A_{\mu}B_{\nu}]+\sum_{\mu}\pi_{\lambda\mu}[A_{\mu}\tilde{\omega}]+\sum_{\mu}\kappa_{\lambda\mu}[B_{\mu}\tilde{\omega}]\\(v_{\lambda[\mu\nu]}=0)\\\Omega_{\mathfrak{B}}+\Omega_{l1}=\sum_{\mu}s_{\mu}[A_{\mu}\tilde{\omega}]+\sum_{\mu}t_{\mu}[B_{\mu}\tilde{\omega}]\end{array}\right.$

geschrieben. Wenden wir das Theorem der Erhaltung der KrUmmung
auf $\Omega_{20}+\Omega_{21}$ an, so werden die Relationen

$u_{[\lambda|\mu|\nu]}=t_{l\lambda}\delta_{|\mu \mathfrak{l}\nu l}$ , $v_{[\lambda\mu]\nu}=-s_{\iota\lambda}\delta_{\mu l\nu}$
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stattfinden; daraus ersehen wir, dass $u_{\lambda\mu\nu}$ und $v_{\lambda\mu\nu}$ fur ungleiche $\lambda,$
$\mu$,

$\nu\Re zuglich$ deren Indizes symmetrisch sind, und dass $u_{\lambda\lambda\mu}-u_{\mu\lambda\lambda}=-t_{\mu}$ ,

$v_{\lambda\mu\lambda}-v_{\mu\lambda\lambda}=s_{\mu}$ . Wenn $w\ddagger r$ also

$\sum_{\lambda}u_{\mu\lambda\lambda}=U_{\mu}^{1}$ , $\sum_{\lambda}v_{\mu\lambda\lambda}=V_{\mu}^{1}$ , $\sum_{\lambda}u_{\lambda\mu\lambda}=U_{\mu}^{2}$ , usw.

setzen, so k\"onnen wir folgem:

$U_{\mu}^{1}=U_{\mu}^{2}+(n-2)t_{\mu},$ $V_{\mu}^{1}=V_{\mu}^{2}-(n-2)s_{\mu}$ . $U_{\mu}^{2}=U_{\mu}^{3},$ $V_{\mu}^{2}=V_{\mu}^{3}$ .
Nun k\"onnen wir durch eine der folgenden Forderungen die Funk-

tionen $\tilde{a}$

$,$

$\sim b_{\lambda}$ feststellen:

(i) $\Omega_{\mathfrak{B}}+\Omega_{21}=0$ oder $s_{\mu}=t_{\mu}=0(U_{\mu}^{1}=U_{\mu}^{2}=U_{\mu}^{3}, V_{\mu}^{1}=V_{\mu}^{2}=V_{\mu}^{s})$ :

in der Tat werden aus der folgenden Gleichung $ a_{\lambda}\sim,b_{\lambda}\sim$ v\"ollig bestimmt:

(8.16) $d$ log $p+\sum_{\lambda}(\tilde{a}_{\lambda}B_{\lambda^{-b_{\lambda}A_{\lambda}+c_{\lambda}A_{\lambda}+d_{\lambda}B_{\lambda})}}^{\sim}=0$ f\"ur $\tilde{\omega}=0$ ;

(ii) $U_{\mu}^{2}=U_{\mu}^{3}=0$ , $V_{\mu}^{2}=V_{\mu}^{3}=0$

$(U_{\mu}^{1}=(n-2)t_{\mu}, V_{\mu}^{1}=-(n-2)s_{\mu})$ ;

(iii) $U_{\mu}^{1}=0,$ $V_{\mu}^{1}=0(U_{\mu}^{2}=U_{\mu}^{3}=-(n-2)t_{\mu}, V_{\mu}^{2}=V_{\mu}^{3}=(n-2)s_{\mu})$ ;

da wir n\"amlich nach leichter Rechnung

$u_{\lambda\mu\nu}=\tilde{a}_{\lambda}\delta_{\mu\nu}+*$
$v_{\lambda\mu\nu}=b_{\lambda}\delta_{\mu\nu}+\sim*$

(wobei $*$ bekannte Glieder bedeutet) gewinnen, so wird fur die jetzige
Bestimmung irgendeine der Forderungen (ii), (iii) oder allgemeiner die
Forderung $U_{\mu}^{1}=kU_{\mu}^{2},$ $V_{\mu}^{1}=kV_{\mu}^{2}(k\neq n-1)$ recht geeignet. Es bleibt
aber der Beweis \"ubrig, dass die Relationen (ii), (iii) unter den T-Trans-
formationen der Bezugssysteme sowie den Koordinatentransformationen
von $X_{n}$ sich invariant verhalten. Da unter (1.7) die Transformations-
formeln $\sum_{k}\overline{\Omega}_{ik}\alpha_{kl}=\sum_{k}\alpha_{ik}\Omega_{kl}$ bestehen, so erhalten wir

$\sigma^{2}\sigma_{\rho\sigma}=\sum_{\lambda}\overline{\sigma}_{\lambda\mu}a_{\lambda\rho}a_{\mu\sigma}$ ,

$\sigma^{2}\rho_{\rho\sigma}=\frac{1}{A}\sum_{\lambda.\mu}(\sigma\overline{p}_{\lambda\mu}-c_{\overline{\sigma}_{\lambda\mu}})a_{\lambda p}a_{J\sigma}+\frac{1}{\sigma}\sum_{\lambda,\mu.\nu}\overline{u}_{\lambda\mu\nu}\alpha_{\lambda p}\alpha_{\mu\sigma}\alpha v_{0}$ .
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$\sigma^{3}u_{p\sigma\omega}=\sum_{\lambda.\mu.\nu}\overline{u}_{\lambda\mu\nu}a_{\lambda p}\alpha_{\mu\sigma}a_{\nu\omega}$ ,

$A\sigma^{2}(v_{P^{\circ\omega}}-\frac{C}{A}u_{p\sigma\omega})=\sum_{\lambda.\mu.\nu}\overline{v}_{\lambda\mu v}a_{\lambda p}\alpha_{\mu\sigma}\alpha_{d\omega}\backslash ’ usw.$ ,

somit

(8.17) $\sigma U_{\mu}^{:}=\S U_{\lambda}^{:_{\alpha_{\lambda\mu}}}$ , $AV_{\mu}^{1}-CU_{\mu}^{i}=\sum_{\lambda}\overline{V}_{\lambda}^{i}\alpha_{\lambda\mu}$ .
Unter der Koordinatentransformation transformieren sich $A_{\lambda},$ $B_{\lambda}$ wie
folgt: $A_{\lambda}=A_{\lambda}^{*}+\varphi_{\lambda}\tilde{\omega}^{*},$ $B_{\lambda}=B_{\lambda}^{*}+\psi_{\lambda}\tilde{\omega}^{*},\tilde{\omega}=\tilde{\omega}^{*}$ (man erinnere sich,
dass $A_{\lambda}$ bzw. $B_{\lambda}$ von $dz$ unabh\"angig sind); also bestehen

(8.18) $u_{\lambda\mu\nu}^{*}=u_{\lambda\mu\nu}$ , $v_{\lambda\mu\nu}^{*}=v_{\lambda\mu\nu}$ , $\sigma_{\lambda\mu}^{\star}=\sigma_{\lambda\mu}-\sum_{\nu}u_{\lambda\mu\nu}\varphi_{\nu}$ , usw.

Die Relationen (ii), (iii) sind zwar geometrisch infolge (8.17-18).

Bemerkung 1. Da $\Omega_{01}+2R\Omega_{02}$ fur $A_{\lambda}+2RB_{\lambda}=0,\tilde{\omega}=0$ ver-
schwindet, so ergeben sich

$\Omega_{01}=\sum_{\mu.\nu}q_{1[A\nu]}[A_{\mu}A_{\nu}]+\sum_{\mu.\nu}q_{2x\nu}[A_{\mu}B_{\nu}]+*$

$\Omega_{02}=\sum_{\mu.\nu}q_{1\mu\nu}[A_{\mu}B_{w}]+\sum_{\mu.\nu}q_{2[\mu\nu]}[B_{\mu}B_{\nu}]+*$ ,

wobei $*$ die Glieder, welche mit $\tilde{\omega}$ verschwinden, bedeutet. Wenn
jede M-Hyperkugel der ausgezeichneten Schar nach der infinitesimalen
Umkreisung langs jeder Pseudosph\"are in sich \"ubergefuhrt wird, so
lauten $q_{1[\prime’\nu]}=q_{2[\mu\nu]}=0$ ; danach werden $\mathfrak{a}_{[\mu\nu]},$ $b_{[\mu\nu]}$ von

$\omega_{\lambda 0}=\sum_{\mu}\mathfrak{a}_{\lambda\mu}A_{\mu}+\sum_{\mu}b_{\lambda\mu}B_{\mu}+\mathfrak{e}_{\lambda}\tilde{\omega}$

bestimmt, da

(8.19) $\left\{\begin{array}{l}q_{1\mu\nu}=\sim\rho\delta_{\nu}-\mathfrak{a}_{\nu\mu}+bekannte\\q_{2\mu\nu}=\sim\sigma\delta_{\mu\nu}+\mathfrak{y}_{\mu\nu}+bekannte\end{array}\right.$

2. Genau so wie in der Herleitung von (ii), (iii) k\"onnen wir
andere geometrischen Relationen in jedem der drei F\"alle $(i)-(iii)$ finden:

(i) $\rho_{[\lambda\mu]}=0_{t\lambda\mu J}=\kappa_{[\lambda\mu]}=\pi_{[\lambda\mu]}=0$ ; (ii) $\sum_{\lambda}\rho_{\lambda\lambda}=\sum_{\lambda}\sigma_{\lambda k}=0$ ;
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$(iiI)$ $Q_{1}\equiv\sum_{\lambda}q_{1\lambda\lambda}=0$ , $Q_{2}\equiv\sum_{\lambda}q_{2\lambda\lambda}=0$ .
Aber von diesen Forderungen k\"onnen wir im allgemeinen nur folgende

stellen: (i) $\sigma[\lambda\mu]=0$ , dadurch wird $t_{\lambda\mu}$ bestimmt; (iii) $Q_{1}=Q_{2}=0$ ,

dadurch finden die Relationen

$\rho\sim=\frac{1}{n-1}\sum_{\mu}\mathfrak{a}_{\mu\mu}+bek$ . Gl., $\tilde{\sigma}=\frac{-1}{n-1}\sum_{\mu}b_{\mu\mu}+bek$ . Gl.

wegen (8.19) statt.
29. Faktor von $\sum B_{\lambda}^{2}$ fur $A_{\lambda}=0,\tilde{\omega}=0$ . Von geometrischem

Standpunkte aus k\"onnen $wIr$ denken, dass durch $eIne$ in $dp_{i}$ quadra-

tische Differentialform eine Winkelmassbestimmung von $(n-1)$-Richt-
ungen sich in der Element-Mannigfaltigkeit angegeben l\"asst, so ist das
Problem in Nr. 27 die Bestimmung einer ausgezeichneten von den bis
auf einen Faktor vorgegebenen Winkelmetriken. Wenn wir aber analy-
tisch eine $(n-1)$-dimensionale Mannigfaltigkeit, die die Gesamtheit der
Hyperfl\"achenelemente von festem Zentrum ist, betrachten, so werden
diese Metriken voneinander konform RIEMANNSCh. Wie die Erforscher
des konformen Problems der RIEMANNschen Raumen gezeigt haben
(vgl. [6], [10], [11]), haben wir von einer RIEMANNschen Massbestim-
mung, insofem sie nicht konform-euklidisch ist, einen nicht versch-
windenden KonformkrUmmungsaffinor, andere Konformgr\"ossen und aus
diesen ferner die nicht verschwindenden konformen Kovarianten mit
von Null verschiedenem Gewichte. Mit Hilfe von einer dieser Kovari-
anten wird eine ausgezeichnete quadratische Differentialform bestimmt.

Wenn aber die RIEMANNsche Massbestimmung konform-euklidisch
ist, so wird sie euklidisch durch einen passenden Faktor, welcher in
diesem Fall bis auf einen Faktor, der etwa vom Zentrum abhangig
ist, bestimmt ist. Die Bestimmung des letzten Faktors ist nicht ganz
unm\"oglich, aber ich kann nicht eine bequeme Methode finden. Wir
mdchten dar\"uber eine kleine Bemerkung hinzufugen. Sei $\sum B_{\lambda}^{2}$ (f\"ur
$A_{\lambda}=0,\tilde{\omega}=0)$ euklidisch. Wenn $wIr$

$\hat{A}_{\lambda}=A_{\lambda}$ , $\hat{B}_{\lambda}=kB_{\lambda}$
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mit $\omega\lambda 0+\hat{\omega}\lambda 1’\omega_{\lambda 2}fiir\tilde{\omega}\wedge=0$ identifizieren und wie in Nr. 27, 28 die
\’Ubertragung spezialisieren, wobei $k$ eine Punktfunktion.ist, so folgt

aus (8.8), (8.10)

$\hat{\rho}=kp$ , $\hat{\lambda}=k\lambda$ , $\tilde{\omega}=k\tilde{\omega}\wedge$ ,

und aus (5.11)

$\hat{d}_{\lambda}=\frac{1}{k}d_{\lambda}$ .

Bestimmen wir $\sim u_{\lambda}$

$,$

$\sim b_{\lambda}$ nach Nr. 28 (i), so gilt ferner wegen (8.16)

$\hat{d}_{\lambda}+\tilde{a}_{\lambda}=\frac{1}{k}(d_{\lambda}+a_{\lambda})\wedge\sim$ ,

mithin

$a\sim\wedge=\frac{1}{k}\tilde{a}$ , $\hat{\omega}_{\lambda 0}+^{A}\omega_{\lambda 1}=\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1}$ .

Da im Fall, dass eine tjbertragung vorgegeben sei, die konforme
Massbestimmung (vgl. (8. 2-3))

$\sum_{\lambda}(\omega_{\lambda}0+\omega_{\lambda}\iota)\vee+(\omega_{20}+\omega_{21})^{2}$

bestimmt wird, so werden in unserem Fall die Massbestimmungen
mit beliebiger Punktfunktion $\rho$

(8.20) $\sum_{\lambda}(\omega_{\lambda 0}+\omega_{\lambda 1})^{2}+\rho^{2}\omega a)$

bis auf konforme Transformation angegeben. Da das Problem sich
nun zur Bestimmung vom Faktor $p$ in verallgemeinerter Massbestim-
mung (8.20) umwandelt, so muss das weitergehende Studium sich auf
die Theorie des metrischen Raumes von Prof. A. KAWAGUCHI ([8],
[10]) st\"utzen.

Dezember 1935.
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