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EINLEITUNG

In der bald erscheinenden Arbeiten ([8], [9], [10])® schickt Prof.
A. KAWAGUCHI ein griindliches Fundament der Ubertragungslehre in
der Mannigfaltigkeit von m-dimensionalen Flichenelementen (und ferner
von Gebilden hoherer Klassen) voraus, woraus die bekannte WIRTINGER-
sche Ubertragung ([16]), der DouGgLAssche Raum von *‘ k-spreads’’

(1) Man vergleiche die Literatur am Schluss dieser Arbeit.
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([6]), und die CARTANsche Ubertragung ‘‘fondés sur la notion d’aire’’
([4]) als spezielle Theorien hervortreten. Ich glaube, dass mit ihrer
Hilfe oder durch die in ihnen enthaltenen Gedanken projektive, kon-
forme, oder im allgemeinen KONIGsche Ubertragung in der oben-
erwihnten Mannigfaltigkeit behandelt werden kann. In dieser Arbeit
mochte ich mich mit der M-kugelgeometrischen Ubertragung in der
Mannigfaltigkeit von Hyperflichenelementen beschiftigen. In der
genannten Ubertragung sind die R#dume, welche zu den Elementen
adjungiert sind, sowie die Abbildungen benachbarter Réume MoBIUssche.

Wir erkliren die homogenen (n+ 2)-hypersphéirischen Koordinaten
in M, nach W. BLASCHKE ([1]) (§1), und leiten sodann mit deren
Hilfe die grundlegenden Formeln her (§2). Wenn jedes Hyperflichen-
element in dem adjungierten M-Raum enthalten ist, so konnen wir
einige Strukturgrossen Torsionsgrossen nennen. Voraussetzend eine
zuldssige Forderung in Nr. 7, werden die Ridume mit verschwindenden
Torsionsgrossen untersucht (§4). Wie geoditische Linien der metri-
schen Ubertragung so existiert in jedem Elemente eine ein-parametrige
Schar von Hyperflichenelementen zweiter Ordnung (unter einfacher
Bedingung), von welchen jedes Bild in M, ein Hyperflichenelement
zweiter Ordnung von M-Hyperkugel ist. Wir nennen diese Pseu-
dosphirenelemente (§3). Dafiir, dass Hyperflichen, deren Bilder
in M, M-Hyperkugeln sind und die wir dann Pseudosphidren nennen,
existieren, sollen einige Integrabilititsbedingungen erfiillt werden,
welche wir in- ganz geometrischer Weise herleiten (§5). Derartige
Flichen sind schon bekannt in konformer UUbertragung nach E. CARTAN
([8], S. 80-37). Unsere Ubertragungen beziehen sich offenbar eng auf
bewegungsgeometrische Ubertragungen insbesondere auf die VEBLEN-
sche projektive Ubertragung ([15]). Von den Riumen mit bewegungs-
geometrischen Ubertragungen finden wir auch spezielle Riumen von
“ Zn—l)-spreads > (§6). Wir beSchéiftigen uns demniichst mit dem
meriedrischen Isomorphismus zweier Ridume, welchen E. CARTAN in
seiner berithmten Arbeit [2] erklirt hat. Nebenbei treten die etwas
interessanten Sitze hervor: Bei Isomorphismen von Typenklassen A,
B, C, E korrespondieren beide Mannigfaltigkeiten miteinander mittels
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einer Berithrungstransformation, bei Typenklassen A, B, C (unter einer
gewissen Bedingung) mittels der Erweiterung einer Punkttransforma-

tion (§7). Wenn die unbedingt integrablen, partiellen Differentialglei-
chungen

> Lo +d- L=1, 2,.,,,,’}&2—_);
%7 ) 1
oz 9%z ) ..
'i—=.' PR ] s = < - ’ 1’, =1, 2, s o0 n—l,
(p o | 9T auiead J

wobei die Funktionen b%, ¢Z, d- von z, «f, p; abhingig sind, vorge-
geben sind, untersuchen wir spezielle Klassen von Ubertragungen,
deren Pseudosphéiren eben durch diese Differentialgleichungen gegeben
werden. Es scheint mir etwas schwierig, eine ausgezeichnete Uber-
tragung zu bestimmen. Die Erorterung bezieht sich notwendigerweise
auf die sozusagen konformen Winkelmetriken (vgl. [5]) (§8). Ich
habe nicht die Schreibweise des Tensorkalkiils angenommen, sondern
die der PFAFFschen und der schief-symmetrischen Ausdriicke ; aber es

ist nicht mithsam, diese in jene umzuschreiben ([14]).

In dieser Arbeit behandle ich die Flichentheorie sowie die Theorie
der kovarianten Ableitungen nicht. Ich méochte demniichst eine Ab-
handlung iiber dieses Problem versffentlichen.

Ich mochte Herrn Prof. A. KawAGuUcHI fiir seine Anregungen und
das Interesse, das er meiner Arbeit gegonnt hat, herzlich danken.

§1. VORBEREITENDE BETRACHTUNG.

1. Wir méchten zunichst einige Bemerkungen iiber die Geometrie
von MOBIUS machen (vgl. [1]). Der n-dimensionale euklidische Raum
wird bekanntlich den topologischen Zusammenhang einer Hyperkugel
von n Dimensionen zuschreiben und ein MOBIUS-Raum M, genannt,
indem man denkt, dass der Raum durch einen in ihn eingefiigten,
uneigentlichen Punkt tiber das Unendliche hiniiber stetig zusammen-
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hingend ist. Dann fassen wir die folgenden Elemente in den Begriff
der M-Hyperkugeln in M, zusammen: '
19 die Hyperkugeln in gewohnlichen Sinne, 2° die Hyperebenen.
Wir erkliren die homogenen (n+2)-hypersphirischen Koordinaten
Yo, Yts Y2y +oe s Yns1 d€r M-Hyperkugeln und der Punkte folgender-

massen : fiir erste Art M-Hyperkugel mit dem Mittelpunkte £, &2, ..., &
(kartesische Koordinaten) und dem Radius R durch

=1 i=1

_rl 2 ez po)| R 2

w0 weglieGe-m). e gl-gem)
| Yis1 = pE ¢t=12 ....,m),

fiir zweite Art M-Hyperkugel mit der Gleichung

B+ 87+ . ...+ & =&
durch
yo_-:peo’ ’y1=—P50, y,,:+1=p€i ('b.=1,2,----,n),

fiir eigentlichen Punkt &, ..., &* (kartesische Koordinaten) durch (1.1)
mit B =0, und fiir den uneigentlichen Punkt durch 1,—1, 0, . .., 0.
Die Abbildungen von MOBIUS in M, werden als die linearen Substitu-
tionen der (n+2)-hypersphirischen Koordinaten definiert, die die Glei-

chung
(1.2) (yy) = —B+yi+i+....+95a =0

invariant lassen und eine nicht verschwindende Determinante haben.
Man kennt, dass die Gruppe aller MoBIUS-Abbildungen die grosste ist,
deren Transformationen eineindeutige Punkttransformationen von M,
sind und dabei den M-Hyperkugeln als Punktmannigfaltigkeiten ein-
deutig wieder solche zuordnen.

2. Das Hyperflichenelement des euklidischen Raumes wird analy-
tisch von den kartesischen Koordinaten seines Zentrums nynZ o,
und den Grossen, welche sich auf seine (z—1)-Richtung im Raume

beziehen, etwa
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- bestimmt; man sagt alsdann das Element (»; px). Zwei unendliche
benachbarte Hyperflichenelemente (7*; px) und (7*+dn’; px +dpx) heissen
in der vereinigten Lage liegend, wenn die PraFFsche Gleichung

1.3 dn'— kzz Prdn® =0

besteht.

In M,, kann man sehen, dass jedes Hyperflichenelement sich von
der M-Hyperkugelschar, deren M-Hyperkugeln alle es in dem Zentrum
berithren, umhiillen lisst, speziell, das Element »' = 0, px = 0 von den
Hyperkugeln, deren Mittelpunkte |

fl=R, 8=8=....=86"=0

sind, und der Hyperebene »! = 0; diese M-Hyperkugeln haben nach
(1.1) die (n+2)-hypersphirischen Koordinaten

P, y2=pR, Y3 = ceee =y'n+1=0’

|-

(1.4) Zlo=%P. Y =

wobei R die Rolle des Parameters der Kugelschar spielt.

Nun konnen wir die vereinigte Lage zweier benachbarten Elemente
kugelgeometrisch angreifen. Aus dem Differentiale von (1.1) ergibt
sich nidmlich fiir die der Kugel (1.4) benachbarte M-Kugel

dyo = %dp+pR(dE"—dR) , dy = %dp—pR(dE’——-dR) ,

dy: = Rdp+pde, dyr.a=pds*® (k=2,8,....,n).

| Gehort diese Kugel derjenigen Kugelschar, welche ein zu (»*=0; pr=0)
benachbartes Hyperfléchenelement (dn®; dpxz) definiert, an, so erhilt
man leicht

d§' = dn'+dR, d¢* =dy*—Rdpy (£k=2,3,....,n),
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somit
1 1 _ 1 1
dyO = “z-dp"l‘P.Rd’l] ’ dyl = -Edp-—den ’

(1.5) dy: = Rdp+p(dy'+dR), dyi.1 = p(dy*—Rdpz) ,
k=28,....,m).

Schliesslich, liegen die zwei Hyperflichenelemente (0; 0) und (d»*; dpx)
in der vereinigten Lage, so ist

.

dyjo = %dp, dy, = %dp, dy: = Rdp+pdR ,
(1.6)  dyro1 = p(dn*—Rdpr) (k=2,8,....,7m),

da nach (1.3) dn! = 0 ist. Umgekehrt folgt aus dy, = dy; ohne weiteres
dn! = 0, daher st

(1.6") dyo = dyr

notwendig und hinreichend dafiir, dass die wn Betracht kommenden
Kugelscharen die in der vereinigten Lage liegenden Elemente umbhiillen

sollen ; das wird niitzlich in spiteren Erorterungen.

3. Die Transformationen der (n+2)-hypersphirischen Koordinaten
werden, ganz analog wie die MoOBIUs-Abbildungen in M,,, durch die

homogenen linearen Transformationen

n+l

(1'7) gi =I§0ikyk (i = O) 1! ceen ’ n+1)

vermittelt, welche die Gleichung (2) invariant lassen, so dass

n+l

(1.8a) —agpa 1+ glaikail =0 k==,
2l —a? (k=0),
1.8b —a} &y =
(1.8b) e+ 2 i {+a'2 k=12, ....,0n+1)
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bestehen, wobei o nicht verschwindet. Nun mochten wir insbesondere
solche Koordinatentransformationen niher untersuchen, die ein be-
stimmtes Hyperflichenelement oder eine bestimmte Schar der sich
berithrenden M-Hyperkugeln in sich iiberfithren; wir nehmen der
Bequemlichkeit wegen als diese Kugelschar die durch (1.4) definierte.
Weil die Kugeln (1.4) durch (1.7) die neuen Koodinaten

Yi = —lz—P(aio+a¢1)+PRai2
haben und diese dieselbe Gestalt wie (1.4) haben miissen, bestehen
Relationen '
(1.93) ay+tay = 0 ’ a2 = 0 ’
(1.9b) ag + a1 = ayp+an ( = A gesetzt), ape = a12( = C gesetzt),

wobei und im Folgenden die griechischen Buchstaben z.B. 2, p, v die
Nummern 38, 4, ..., n+1 durchlaufen.

Aus (1.83) fiir die Wertepaare (%, 1) = (0,1), (0,2), (1,2) folgen die
Relationen, beriicksichtigt auf (1.9a), |

n+1
(1.10a) %aﬁo = —agoan+aoan+axaz ,
(1.10b) —awae+ apgaz+axnax = 0,
(1.100) —anaet+aiag+anaxr = 0.

In gleicher Weise ergeben sich die folgenden Relationen (1.11a, b) aus
(1.8a) fur (&, 1) = (0, ), A, w), (2, p); (1.122a,b) aus (1.8b) £k =0,1,2:

. n+l
(1.11a) Azs W0y = GgoApy, — G101y, — A2 A2

= —anao, +anay, +anaz, ,
(1.11b) —anag, +apay, +axaz, =0,
) n+l
(1.12a) AZ_éaﬁo = afy—al—aj—3*
= &g —dh—df+a°,

(1.12Db) —dptdptal = o
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die letzte wird wegen (1.9b)
(1.13) ax = o,
somit ‘ergibt sich auch aus (1.10b, c)
(1.14) antan =0,
da o nicht verschwindet. Aus (1.10a) und (1.122a) folgt
A(aw—ay) = o2,

daraus ersieht man, dass die Konstante A nicht verschwindet und

(1°15) . ag—ai = an—ap = ——

A
ist. ax hat die Gestalt wegen (1.9b), (1.10b), (1.13), (1.15)

(1.16) az = _i_o- .

Weiter folgt aus (1.11a)

A(aopy—ay,) = (an+an)az, = 0
oder

* (1.17) ' ay = a ,
da A==0, und aus (1.11b), (1.17) haben wir
(1.18) e

Sodann nehmen die Gleichungen (1.11 a) die Gestalt

n+l 2

1.19) )% ANy, = -O.A—ao,,,
an. Und auch werden die Gleichungen (1.8a, b) fiir (k, 1) = (4, @ in
der Form

n+l

(1.20) Slanay, = 028,

V=3
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geschrieben. Wir wollen unsere Resultate in einer Formel rekapitulieren :

die Matrix (“#) ist orthogonal,
g

ax=o, (A,p=3, 4,'....;n+1):

2
a L]
ap+tan = antan= A, ap—aw=an—ay = —— ’

A

(1.21) ae =ap = C, a20=—a21=%;

axtay =0, ayg =0; ann=an, ay =03

n+1

2‘. aﬁo = aﬁo—afo——a%,—-o-g ’

A3
A\ Ay =
’=3 "

a0y, «

Man soll darauf aufmerksam sein, dass fiir die Festlegung der in Frage
kommenden Transformation, die man mit T bezeichnet, die von Null
verschiedenen Konstanten A, o, die Konstante C, und die Koeffizienten
ary > ax (oder apn) beliebig vorgegeben werden diirfen, nur unter der

Bedingung, dass die Matrix ("“‘ ) orthogonal ist. Alsdann folgt

g

ndamlich aus > o2 die Summe

A 2 C?
= = __.__._+A_,
ag+ a 2 20:;\0 +

somit werden die Koeffizienten der linearen Transformation nach (1.21)
alle bestimmt, und (1.8 a, b), (1.9a, b) folgen chne weiteres.

§ 2. MOBIUS-KUGELGEOMETRISCHE UBERTRAG-
UNG, EINGEFUHRT IN DIE ELEMENT-
MANNIGFALTIGKEIT.

4. In jedem Punkte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X,
(n =3) (die der «” Wertesysteme, die » unabhingige Verinderlichen
z,x', 2%, ..., ! annehmen k6nnen) wird jedes System p;, s, ..., Pra
als die Koordinaten einer (»—1)-Richtung im Punkte aufgefasst, und ein
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Hyperflichenelement bedeutet ein System von 2n—1 Werten von z, #;
und p;, wie in dem gewdshnlichen euklidischen Raume. Der Inbegriff
der Hyperflichenlemente in X, wird kurz nach LIE die Element-Man-
nigfaltigkeit genannt. ‘

Der Begriff der vereinigten Lage von zwei unendlich benachbérten
Hyperflichenelementen, etwa (2, z; x) und (z+dz, x+dx; p+dp), wird
wie in §1

o n-1 :
2.1) dz—p;dat = dz-—‘g pidet =0

erklirt; dieses Zueinanderstehen zweier Elemente ist von der Wahl
des Koordinatensystems unabhingig. Dabei wird die Koodinatentrans-
formation durch die » Funktionen z =z (2, x), ¥* = %* (2, #) mit nicht
verschwindender Funktionaldeterminante vermittelt. Es besteht somit

dzZ—p:d% = p (dz—p;dx?) .

Wenn man die bilineare Kovariante dieser PFAFFschen Gleichung
berechnet und darin dz—p;dx? = Q setzt, so wird

(2.2) [dp:d¥i] = p[dpsdxt]

filr dz—p;dx = 0; im allgemeinen schreibt man fir die Differentiationen
d, & die schiefsymmetrische Bilinearform w:(d) w2(8)—:(3) w2(d) von zwei
PraFFschen Ausdriicken wi(d), wa(d) kurz [ei(d)w(d)] oder [wiwz] . Aus
der Formel geht hervor, dass in einem Hyperflichenelemente fiir eine
Schar von benachbarten Elementen die Bedingungen dz—p;dx*=0,
[dp; dx’] = 0 geometrisch sind; in der Tat sind sie die Bedingungen
dafiir, dass die Schar ein Hyperflichenelement zweiter Ordnung bildet.

5. Nun wollen wir von der Voraussetzung ausgehen, dass jedem
Hyperflichenelemente (z, «; p) der Element-Mannigfaltigkeit ein MO-
BIUS-Raum M, zugeordnet wird. M, ist selbstverstindlich etwas ganz
anderes als die affinen Mannigfaltigkeiten der Linienelemente, der
Hyperflichenelemente usw. in dem betreffenden Elemente. Die soge-
nannte Ubertragung kommt zu stande, indem der M, jedes Elementes
in den Rdumen M, aller benachbarten Elemente mittels je einer M-
Abbildung abgebildet wird, so dass die Punkte bzw. M-Hyperkugeln
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in M-Rdumen der benachbarten Elemente einander entsprechen. Wir
nennen diese Ubertragung MOBIUS-kugelgeometrisch oder konform.

In jedem zugeordneten M, werde ein (n+2)-hypersphirisches
Bezugssystem festgelegt. Die Ubertragung wird definiert durch die
Gleichungen

S |

(2.3) dy: = Souye  (=0,1, e, w1,
wobei vorausgesetzt wird, dass wiz von dem Elemente und der Wahl
des Bezugssystems abhingige Differentialformen in den Differentialen
dz, dr*, dp; der Koordinaten des Elementes sind. Die w sollen nur
der Bedingung geniigen, dass die Abbildung (2.8) die Gleichung (1.2)
invariant ldsst. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
hierfiir lauten:

W == @0y Wik = ~—Wfi,
(2.4) G k=1,2, ....,n+1)

a)00=0)11= e o o =(Dn+1,n+l-

Fiir ein beliebiges Feld der Punkte bzw. M-Hyperkugeln, definiert in
jedem Elemente der Element-Mannigfaltigkeit, werden die kovarialiten
Differentiale durch

n+1

(25) Syi = dy,— IE) Wi Yk

gegeben, aber man kann nicht sogleich von den kovarianten Ableit-
ungen reden.

Man hat so in der einfachsten Weise einen *‘gekriimmten’’ M-
kugelgeometrischen Raum. Wenn die benachbarten M-Rdume sich
lings des geschlossenen Weges der Hyperflichenelemente schrittweise
aufeinander abbilden lassen, so betrigt die Differenz zwischen Endwert
und Anfangswert, die eine Verschiebung des Punktes bzw. der M-
Hyperkugel darstellt:

n+l

(2.6) Dy; = > Quyr »

k=0
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wobel man setzt

n+l
(2.7) Qi = (wi) — lgu [wawu] -

(Mit Strich bezeichnet man die dussere Ableitung des Ausdrucks). Das
sind die Strukturgleichungen des Raumes mit M-kugelgeometrischer
Ubertragung. Die Strukturgrossen . 2; geniigen auch wie oy den
folgenden Gleichungen :

Qo = o0, au=—92 (@G k=1,2,....,n+1),
(2.8) |

Lo=921= cee. = 2n41,n+1-
Durch #dussere Ableitung von (2.7) wird erhalten
(2.9) (Qik)'+21 [Li wir] '—2 [wa 2] =0.

Diese Gleichungen sind nach CARTAN ‘‘Das Theorem der Erhaltung
der Krimmung ’’. _

Unter den Transformationen (1.7) der Bezugssysteme, wobei ai
vom betreffenden Hyperflichenelemente (2, «; p) abhingig sind, trans-
formieren sich die Ubertragungsparameter folgendermassen :

n+l n+l
(2.10) da;r + gaaw{k = %&)}zalk G k=0,1, ...., n+1) .

6. Ferner setzen wir voraus, dass jedes Hyperflichenelement der
Element-Mannigfaltigkeit in dem ihm zugeordneten A/, enthalten ist.
Da dieser Umstand auch in solcher Weise aufgefasst wird, dass jeder
M,, ein dem Hyperflichenelemente entsprechendes Element haben soll,
so wird das Element in M, ein ausgezeichnetes Bildelement des Hy-
perflichenelementes genannt.

Es ist stets moglich, die Bezugssysteme in jedem M, so zu wéhlen,
dass das ausgezeichnete Hyperflichenelement in M, sich von der
Hyperkugelschar (1.4)

(2.11) yo=%P,y1=%P,y2=PR,ys=----=yn+1=0

umbhiillen lidsst; die so entstehenden Bezugssysteme nennen wir normal.
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Jede T-Transformation in §1 iiberfithrt die Normalsysteme in eben-
solche, und umgekehrt.

Bei Umkreisung lings infinitesimales geschlossenen Weges der
Elemente wandelt sich die ausgezeichnete Kugelschar (1.11) in die
benachbarte um, deren einzelne Kugel von der urspriinglichen Kugel

1 1 °
> p‘, -Ep,pR, 0,...,0 um 
(2.12) Dy; = %(Q{o-l'gil)-l-PR.ng (2=0,1, ....,n+1)

abweicht. Da nach (1.5) die Abweichung einer Kugelschar von der
ausgezeichneten im allgemeinen durch die Grossen dyo—dyr, dys,
«eo s dYns1 gemesst wird, so géwinnt man einige speziellen Struktur-
grossen aus den Koeffizienten von R in (2.12)

(2.13) Lo—L2, 20+2u, 292 A=38,4,....,n+1).

Insbesondere heissen sie die Torsionsgrossen der M-kugelgeometrischen
UUbertragung, wihrend die anderen von diesen unabhingigen Struktur-
grossen die Krimmungsgrossen. Wir nennen eine Element-Mannig-
faltigkeit von der Ubertragung, deren Torsionsgrossen nicht alle
verschwinden, eine Element-Mannigfaltigkeit mit der Torsion.

7. Wir stellen jetzt die folgende Forderung auf :

Forderung. Wenn der MOBIUS-Raum M, (P) von einem Elemente
P (z, x; p) sich in den MOBIUS-Raum M, (P+dP) von einem benach-
barten Elemente P+dP (z+dz, x+dx; p+dp) abbilden lisst, ist das
ausgezeichnete Hyperflichenelement in M,(P+dP) dann und nur dann
in der wvereinigten Lage mit dem abgebildeten ausgezeichneten in
M..(P), wenn die betreffenden Hyperflichenelemente P und P+dP in
derselben Beziehung wie oben stehen. .

Bei der Abbildung von M, (P) verindert sich eine Kugel der
ausgezeichneten Kugelschar (2.11) um

dy; = %((,,,.(,.H,,,.l)+,,Rm,«2 ¢t=0,1, ....,n+1).

Dafiir, dass die zwel ausgezeichneten Hyperflichenelemente in der
vereinigten Lage liegen, soll nach (1.6)
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dyo = dy1 oder (ww+ wo)+2Rwe = (w0n+ wn)+ 2Rw);

fir alle R sein, d.h. wie—w;2 verschwindet. Mit Riicksicht auf (2.1)
erhalten wir also

(2.!.4) we—or = A (dz—p;dx?) .

&
I

Dabei darf 2 nicht verschwinden. Sonst stehen die zueinander benach-
barten, ausgezeichneten Elemente stets in der vereinigten Lage, wenn
auch P und P+dP nicht so stehen, was gegen die Voraussetzung ist.

Die hier aufgestellte Forderung fiir die Ubertragung ist offenbar
geometrisch. Nach leichter Rechnung sehen wir, dass unter 7-Trans-
formation wez—ew12z nur einen Faktor bekommt (vgl. (8.3)).

§ 3. PSEUDOSPHARENELEMENTE DER KUGELGEO-
METRISCHEN UBERTRAGUNG.

8. In diesem §, ziehen wir in jedem Elemente P der Element-
Mannigfaltigkeit die Umgebung erster Ordnung allein in Betracht.
Durch die Abbildung von der {Jbertragung hat das ausgezeichnete

Element in jedem M,(P+dP) sein Bildelement in M,(P). Wenn das

Bildelement einer bestimmten M-Hyperkugel % P % p,PR,0,...,0

in M, angehort (oder sie tangiert), soll diese M-Hyperkugel in M, (P)
umgekehrt in eine M-Hyperkugel der ausgezeichneten Hyperkugelschar
in M, (P+dP) ubergefiihrt werden. Hierfiir besteht nach Nr. 2

dyo=dy1, dy3=dy4=....=dyn+1=0,

dy: = %p(wio-i-wﬂ) +pRw: ,
oder
(a) d=we—owp =0 ’
3.1)
(b) (0ot wn)+2Rwy2=0 (A1=38,4,....,n+1).

Betrachten wir umgekehrt jedes zu P benachbarte Hyperflichenelement
P+dP, welches diese Gleichung erfiillt, so tangiert das zugehjrige
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ausgezeichnete Element zusammen mit dem ausgezeichneten Element
in M, dieselbe M-Hyperkugel (mit dem Radius R). Und zwar ist die
Schar (oder die -Gesamtheit) der benachbarten Elemente fiir einen
beliebigen, aber bestimmten Wert R ein geometrisches Gebilde in der
Element-Mannigfaltigkeit, beziiglich mit der kugelgeometrischen Uber-
tragung. Diese Schar entspricht einem Flachenelement zweiter Ordnung
von der M-Hyperkugel in M, .

Es ist nicht im allgemeinen zu erwarten, dass diese Schar ein
Flichenelement zweiter Ordnung in der Element-Mannigfaltigkeit
umhiillt, sondern es folgt aus (3.1a) nur, dass jedes ihrer Elemente in
der vereinigten Lage mit P steht. Umbhiillt sie speziell ein Flidchenele-
ment, so wollen wir das Flidchenelement ein Pseudosphirenelement
nennen. '

Wir mochten uns im Folgenden mit der Ubertragung, fir die
folgende Forderung erfiillt ist, beschiftigen :

Forderung. In jedem Hyperflichenelemente der Element-Mannig-
faltigkeit bildet jede Schar, welche von den Gleichungen (3.1) definiert
wird, ein micht ausgeartetes Pseudosphdirenelement.

9. Wir schreiben zuerst wy;+wi;, w2 in der Form

3.2) wyptou=A,+0,&3, w2= B, +zA5 ’

wobei A,, B, die 2 (rn—1) PraFFschen Ausdriicke der 2(n—1) Diffe-
rentiale dp;, dxz' sind. Die Gleichungen (3.1) verwandeln wir in die
Form

3.1 A,+2RB, =0, dz = p;dx* .

Wenn man ein bestimmtes, nicht ausgeartetes Flichenelement
zweiter Ordnung, das in einem Hyperflichenelemente sich von einer
Schar benachbarter Elemente umhiillen ldsst, betrachtet, so werden
die Drehungen der (n—1)-Richtung des Hyperflichenelementes eindeutig
durch die Verschiebungen auf dem Element bestimmt, welche sein
Zentrum macht. Daher miissen die Gleichungen A + 2RB, = 0 fur
allgemeinen Wert von R beziiglich mit dp; losbar sein.
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Wir setzen ferner das Folgende voraus, welches von der Wahl der
Normalsysteme unabhingig (vgl. (8.2-4)) und iibrigens, wie wir in
der integrablen Ubertragung in Nr. 11 sehen werden, zulissig ist:

.~ Voraussetzung. Die 2(n—1) PFAFFschen Awusdriicke A,., B, von
2(n—1) Differentialen dp;, dx‘ sind voneinander linear unabkdngz’g.
Oder unabhingig sind die 2rn—1 PFAFFschen Ausdriicke wyo+ i, @iz,
WPR— w12 . .
| 10. Dafiir, dass die zu (z, «; p) benachbarten Elemente, welche
von (8.1’) definiert werden, ein Flichenelement zweiter Ordnung bildend
seien, ist es notwendig und hinreichend nach Nr. 4, dass dp; aus (3.1')
die Gleichung

[dpidat] =0

identisch beziiglich dx?, 8xf erfilllen sollen. Die linke Seite dieser
Gleichung lidsst sich in der Gestalt

. 8, n+l1 3,n+1 3, n+l
8.3) [dpidx‘] = Az,,a“‘ [A\B.] + AE‘Lcw [A,A.] + Azpd”‘ [B,B,]
Cow =0, duw =0) |

schreiben, da nach der Voraussetzung voriger Nr. die PFArFschen
Ausdriicke A,, Bx genau so viel wie dp;, dx* und linear unabhingig
sind. Setzt man dann A, = —2RB»x in der obigen Gleichung, so
erhilt man

‘ 8, n+1
(3.4) AEM'(4122(3”.,'—21311[;;,,,]’I"d;m,) [B)\By,] =0.

Die Gleichung (8.4) soll identisch beziiglich dx?, dx* erfiillt sein, indem
statt jedes B, derjenige Ausdruck B, in die Gleichung eingesetzt wird,
welcher durch die Ersetzung der von d«f 'ausgedriickten dp: (infolge
3.1)) in B, erhalten wird. Es gelten die Relationen

»+1
BA = BA+ Zsl}‘p.(Au'*'zRBv-)
=

mit passend gewéihlten Koeffizienten ... Die n—1 PFAFFschen Aus-
driicke B, der Differentiale dx® sind voneinander linear unabhingig,
denn, wenn
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n+l1
Z k;B A= 0
A=8

besteht, so haben wir

%}Au gk* by + gB“(ZRZA}kAZM-.{—ku) =0;

Wegen' der linearen Unabhingigkeit von A,, B. ferne-r'
gk;lm =0, ku+2R; kvl =0,
somit %, = 0. Da nun die Gleichung (3.4) identisch fiir die n—1 linear
unabhiingigen B, an Stelle von B, erfiillt ist, so ergeben sich sofort
(3.5) ~ 4R%c\,—2Rapy+di, = 0.

Weil wir irerla;ngen, dass nach der Forderung der Nr. 8 im allge-
meinen fiir jeden Wert von R die Gleichung (3.5) erfiillt sei, erhalten
wir

(3.6)  ap =0, €,=0, d,=0,
folglich aus (3.3) ‘ o
. 3, n+l1 '
(8.3 [dpidxt] = %a(m)[AABu] .

Diese sind die gesuchten Bedingungen unter der Voraussetzung im
Nr. 9. Man kann leicht die geometrische Bedeutung dieser Voraus-
setzung klar machen.

11. Als eine Beispiel von den Ridumen mit kugelgeometrischen
Ubertragungen mochten wir den 8-dimensionalen MoOBIUS-Raum M; be-
trachten, insbesondere unter der Zugrundlegung vom Normalsysteme
in jedem Elemente die Parameter dieser integrablen Ubertragung
berechnen.

Der Raum M3 (mit Ausnahme vom einzigen uneigentlichen Punkt)
sei auf die festgelegten kartesischen Koordinaten (Z, X!, X2?) bezogen.
In jedem Flidchenelemente (2, 2%; p;) wird ein kartesisches Bezugssystem
(&', &2, £%) eingefithrt, dessen &!- bzw. £2-Achse die in dem Zentrum
gerichtete Normale des Elementes bzw. die Parallele zu der ZX!-Ebene
ist, so dass
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3.7 Z—z = bl + bl + bl , usw.,
wobel
(3.8)
A+o+7 5, o +2)7T, ml+ ) FA PP

i . - -1 -1
bi: |—p(L+22+1D) 7 F, 140D Z, —pwe(1+2D) 2(1+pi+p) 2
-1 1 -1
—p(1+p8+p3) 2, O, A+ +pi+p) 2

Bei einer infinitesimalen Verschiebung d des Hyperfléchenelementes
(2, x%; p;) bestehen

(3.9) & = aie' +aif+aif+l, (=1,2,9)

at=ai=ai=0, ai+af=0.
Differenzierend (3.7), erhalten wir nach (3.9)
—dz = ‘{_,‘ bilt, —dx'= gb%li , —dx?= 21] b3l ;
dbi.+ Shai=0  Gk=1239),

woraus folgt

(= — A4+ ) E(de—pidar)
. _1 1 -1
P = pyl+p) T0— (1 + 22+ p2) T (L+ D) Tda?,
(3.10) 1 1 1
P=p(l+p)ZQ+03+p) 20— +p)zdat
-1
~ +0i0(L+ 25 +p3) 2P
-1 -1
( a} = p1P(L+05+05) =(1+p%) 2dp
1
—(A+)2T(+ 02+ p2) dpe,
3.11) | Q1+pD2(Q+03+p3) dp.

_ 1

a2 = p(L+ 2D (A +p2+0D) Tdp,
1 1

Coal= 1+ ) 2(A+pi+p) 2dp: .

Nach der Verschiebung d wird das normale, pentasphérische Bezugssys-
tem von der folgenden Transformation unterworfen (vgl. (1.1)) :

[ 4
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dyo = dlogp - yo+ Dy + Pys+ Py,
(8.12) dyy = dlogp - y1;l‘y2—l2y3—lay4 ’
dy: = h(ye+y) +dlogp-y:+alys+alys, usw.
Dabei geben die Koeffizienten von y,, ..., y; die Parameter w;;, speziell
wu—ap = ll—(—1) = 20 = —2(1 +pi+pd) ¥ (de—pid’) .
Wenn wee—w;z = 0 ist, so ist
wéo+cwu =2/ = —2(1 +p'f)_%dx‘—2p1p2(1 +pf)—%dx2, w2 = a3,
outon =20 = —2(1+p+P) T+ Tde?, we=al.
Ag , A; » Bs, By sind allerdings linear unabhingig, und es ist

. 14
(3.13) [dpide] = (L +pi+P)T 2[4 Bal.

Die Gleichung (3.1’) lautet

(3.14) R = (+p)de' +pipede® . (1 +pi+phdes
. 2 94
‘ 1 +pi+0) 2dp A+22+09) 2dp

Selbstverstindlich gehort in diesem Fall jedes Pseudosphirenelement
einer M-Kugel an. Aus (3.14) kann man leicht die Differentialgleich-
ungen der Kugeln herleiten:

(3.15) 149} — b1p2 __ 1+ p} .
Pu Dr2 D22

§4 EINIGE KATEGORIEN VON DEN RAUMEN, DEREN
TORSIONSGROSSEN ALLE VERSCHWINDEN.

12. Im allgemeinen stiitzt die Klasseneinteilung der Ubertrag-
ungen sich auf ihr Verhalten im Kleinen und im Grossen.. Die Betra-
chtung im Grossen fithrt nach E. CARTAN naturgemiss in den Begriff
der holonomischen Gruppe. Wir beschrinken uns auf die Betrachtung
im Kleinen, welche aber in unserer kugelgeometrischen Ubertragung
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verschiedenerweise moglich ist, z.B. wir konnen die Umkreisung lings
jedes oder jedes um dasselbe Zentrum sich drehenden® geschloss_enen
infinitesimalen Weges der Elemente betrachten. Man kann leicht
einsehen, dass die in die. Punktmannigfaltigkeit eingefithrte konforme
tbertragung nach E. CARTAN speziell hervortritt, wenn alle Struk-
turgrossen lings dieses Weges der Elemente (dz=dx'=...=dx"!=0)
identisch verschwinden, mit Ausnahme von Lo = 211 = ... = 441,241

Wir mochten im Folgenden einige einfachen Kategorien vorstellen,
uns stittzend auf die Betrachtung ‘‘jedes geschlossenen Weges”’.

(I) Die erste Kategorie ist von solchen R#dumen, dass nach der
Umbkreisung lings jedes geschlossenen infinitesimalen Weges nicht nur
das ausgezeichnete Element in sich wibergefithrt wird, sondern auch
jede auf diesem Elemente liegende Richtung, welche aus dem Zentrum
des Elementes strahlt, demgemiss bleiben alle Richtungen im Zentrum
unverindert. '

(II) Die zweite ist von solchen, dass nach der Umkréisung nicht
nur die ausgezeichnete Kugelschar, sondern auch eine der Schar geho-
rige Kugel unverdndert bleibt.

(III) Die dritte ist weniger beschrinkt als (I) sowie (II), d.h. von
den Rdumen, deren Torsionsgrossen alle verschwinden :

4.1) Q= O, 20+2:.=0, £25=0.

Wir machen zunichst eine unwesentliche Beschrinkung auf die
Ubertragungsparameter. Der Parameter ww = w11 = ... = @n+1, n+1
bezieht sich sozusagen auf das Gewicht der Punkte oder der M-Hyper-
kugeln. Da wir uns nur mit der Lage der Punkte und der Kugeln
beschéiftigen, so darf in der Gleichung von der Abbildung benachbarter
M-Rédume

W = W11 = eco o0 =wn+l.n+1=>0
gesetzt werden. Sodann ist auch
gm;gll=....= n+l'n+1=0’

da Q¢ = (ﬁ)m)’“‘%:[wijjO] .

(1) Diese wird weit komplizierter als jene. Wir gehen auch nicht auf diesen Eall
ein. : '
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Ein zum Zentrum benachbarter Punkt auf dem ausgezeichneten

Elemente, d¢' =0, d£?, ..., dé*, hat die (n+2)-hypersphiirischen Koor-
dinaten

1 1

Py ) M 0 ’ d 9 ee oo d ’

2P 2P 2 &

und erfiahrt nach der Umkreisung eine Verschiebung dy; (i =0, 1, ...,
n+1)

n+1 n+1
dyo = dy, = P{%-Qoﬁ' AZ._;-Qo;‘d?“l} » dye = 0, dys = Puz_sgxudﬁ""l-

Dafiir, dass die beiden Punkte auf derselben Richtung aus dem Zentrum
liegen, ist es notwendig und hinreichend, dass dyx. (k=2,8,..., n)
zu d£* proportional ist. Also fiir (I) gelten

(4.2) .Qoe = .le ’ .Q;‘o'i'.g;‘l = O ’ .Qm = 0 ’ .Q).,,, = 0 .

Bei dieser Gelegenheit erkennen wir, dass im Fall (I) die Struktur-
grossen 2,, die Rotationskoeffizienten vom ‘Richtungskorper aus dem
Zentrum sind.

Fir (II) haben wir ohne weiteres
(4.8) o=, 2Ht2u=0, L2:02=0, 20+2R2,=0,

wobei R nur vom Hyperflichenelemente abhingig ist.
In der nidchsten Nr. beschiftigen wir uns mit (III).

13. Es werde die Forderung in Nr. 7 und die Voraussetzung in
Nr. 9 vorausgesetzt. Aus dieser Voraussetzung haben wir die lineare
Unabhingigkeit der 2n—1 PFAFFschen Ausdri:!cke

@, Ww=wy+ton, B=owx “A=3,4, ....,n+1)
gesehén. Da nach (2.7)

n+l .

O+ 2y = (0n+ 0a) — % [w25, wp+ewi]
=
4.4)
n+1
= (r7>)’—-[r7>wox]—-‘§[%%u]
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ist, folgt insbesondere

+

[dp:dei] = —%: [A.B.1,

1
3

setzend @ = 0. Also wegen der ersten Bedingung von (8.1) wird die
Forderung in Nr. 8 erfiillt (vgl. (3.3’)), d.h. in jedem Elemente des
Raumes existiert eine Schar von PseudOSphéirenelefnenten.

Von den Torsionsgrossen bedeutet 2x-+2;; = 0, dass das nach der
Umkreisung transformierte, ausgezeichnete Elemente mit dem urspriing-
lichen in der vereinigten Lage liegt; Qoo+ 25 = 20+ 25, = 0, dass das
Zentrum in sich zuriickgefiihrt wird ; und schliesslich (4.1) die Invarianz
des ausgezeichneten Elementes selbst.

(i) Aus 95+ 9, =0 folgt wegen des Theorems der Erhaltung
der Kriimmung (2.9)
n+l n+1
(2.9) 'Eo (225, wjpo+win]l— _1'20 [weis Lo+ L24]1=0,
= -
oder, mit Riicksicht auf (4.1),
[20] = 0;
daraus ergibt sich

n+l n+1
(4.5) szm=23ay[%lva“»] +§3bv[§5ﬁ>]-

(i) Aus 2+ 2, = 0 folgt ebenfalls

n+l

S [2, U] =[ALa].

K=3

Setzt man
.QA;.L =\‘Z l)\lJ-Vw[QIv 9Iw] + vzu‘,kll-ww [;‘)IV %w] + VE m’*l-’-‘“"[%" 'sB“’a
4.6 ' ' -
(4-6) + [ %3] + Dk [B.5],

so zerfillt die obige Relation in die folgenden finf Gleichungen (a—e):

(a) Z l?\uvw[g[p. s;)'Ivs‘)'[w] =0 ’

", v, w
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welche im Fall » =8, da u, v, ® nur die Nummern 38, 4 durchlaufen,
identisch erfiillt wird und im Fall »>>3 die Relation I = 0 gibt,
die aber unnétig wird (vgl. (4.6’7));

’ (b) ' ”E'bkmw[% %y%w] =0 ’

woraus folgt kipve—FKrvpw = 0 oder Erpve + kvipe = 0, aus der und deren
zyklischen Vertauschung von 2, u, » sich %juv. = 0 ergeben ;

(C) . Hyzwmluvw [%u%v%w] = 0 ’

woraus folgt mauve = 0

(d) g lAp,y [%[p, 2[1, &')] = z‘,." a., [QI;\ ?Iya)] »
woraus folgt, dass im Fall von ungleichen Indizes 2, ms vs welcher fir
n = 8 nicht eintritt, l,,, = 0, und andernfalls ly.x = —a,, by = a;
(e) PZ}}‘IGM‘\.[QI“%,,&S] = gb,[%&%,a}] ,

woraus sich dhne weiteres ergibt k., =0, b, = 0. Zusammenfassend
lassen sich (4.5) bzw. (4.6) folgendermassen umschreiben :

(4.5) - Ln=>a,[AB],
(4.6 2 = Dl [ AT + aa [Ad]—a, [ W] .
(iii) Aus 2,2 = 0 folgt
[20@] + 2 [2.B8,] —[W L] =0,
Ty
oder, einsetzend _(4.6’ ),

(4.7) [2:05] + %llqu[%umw%y-] — [ L] =0,
wobei gesetzt ist: |

4.8) Q0= 250 + ; a, [2[,58,,] — %} a[A.B,].
Setzt man insbesondere @ = 0, A, = 0 in (4.7), so ergibt sich

Z )\l}-uvw [%Ivs‘)lw %p,] =0 ’
#

BV, w



218 H. Hombu

woraus folgt, dass ... fir ungleiche Indizes 1, v, 0 (> 8) versch-
windet. Da ferner liuiw = —luw, sind alle Koeffizienten li... ausser
laeaw s bawpar verschwindend ; somit schreiben wir (4.6’) in der Gestalt

(4.6") Dy = low [WA,] —a, [Wa] + o [A, 3] .
Die Relation (4.7) wandelt sich zuletzt in
[208] —[%, Zu— 30, [%B,]] =0
um. Setzt man
Gu— 315, [%,8,] = S8 [ %]+ Db [AB.] +

(4.9)
| + S un[8,8.] + e [Wa] + >1d,[8,a]

A
(nur t¢.. mag von A abhingig werden), so erhilt man
(4.10) Sy = gcp[%;%u] + Zu}dg[i)h%,,] +[@+],
und die Relation

S [IB,B.] = S0 [HAA] = T4 [ 2AB] = 0,

woraus folgen a,,.., =0 (n=3), 8o =0 (n_>38), fir v==1 Zy.., = 0; also
A
kann man schreiben ?_] 2\,.., [A, B.] = ; t.[AxB.]. Da nach (4.9)
A y W
S [N B ]+ ¢, [Aa B, ] von 2 unabingig sein soll, haben wir
m M

(4.11a) fir Ap, t, = 0,
N .
filr A=, t;=lnrm,
also wird
. . .
(4.11b) t)\ = tp, = l;p,‘= t

gesetzt, da Iy, = .. Wir haben endlich die zusammenfassenden
Resultate aus (4.5’), (4.6'"), (4.9-11) erreicht:
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Qo =[N, ], [M&] + an[W.5], @2=0,
Q=—0u= Eu . [AAT + > (d.—a)[A,B,]+a, %7 [2.%3,]
(11I) +[@a+], Qon=3a[Aa], |
Qa= 00 = t S[AB, 1+ S o [,3] + 31d.[8,5] n>3)
- w e e FalWA] @m=3).

Aus dieser Formel speziell erkennt man, dass in dem Raume (n>>3),
dessen Torsionsgrossen alle verschwinden, nach der infinitesimalen
Umkreisung lings jedes Pseudosphiirenclementes alle Kugeln der ausge-
zeichneten Kugelschar einzeln in sich iubergefiihrt werden. Denn die
Grossen 2o, 2 verschwinden, wenn man setzt & = 0, %, +2R B.=0
(vgl. (8.1)), aber nicht im allgemeinen im Fall n = 3.

Bemerkung. Im Fall # =2 wird unsere Ubertragung eine M-
kreisgeometrische. Fiir die Ridume mit verschwindenden Torsionsgrissen
haben wir ebenso wie oben

.901=a,[’21&’)], .Qoz=912=b[§8(7)]+[2[*],
22 =0, Qo= —2g=b[AB] + [&*].

14. Nun mochten wir fiir (I) die Krimmungsgrossen diskutieren
mit Hilfe von (III). Da nach (4.2) £,, =0, folgt £t =0, ar» =0, so
dass folgendermassen gesetzt werden darf :

[ L= 20=>¢[Uz] +Xd,[B.a] (n>3)

| =, ., +al%d] (=3,

@12) | 0= =21 = Se[NAI+TdR6B,1+ S o [,a]
+ Eudlu[%ua’],

2,.,=0, =0, La=0.

(i) Wegen 2. = 0, haben wir nach dem Theorem der Erhaltung

n+1l n+1
%[waﬂz] = ,20 [wi; 2]
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oder _ _
[glomu] = [An Lol »

Welche, cinsetzend (4.12), in die folgenden zérfallen:

SalhAL] = DalNN], SA8N] = D801,
| SenlLaN] = Sen [%5%], Tdu[B.5%,] = D da[Ba].
i)araus folgeﬁ: c; =0 (ﬁ> 3), dv=0 " =38), dxy, =0 (n=3), ch=i=07
fir 2y (n>3), e +cu=0 fir 2= (n=3); im Fall » >3, ferner

aus cix+cu = 0. ergibt sich ¢;a=0. Daher verschwinden im Fall
n >3 alle Strukturgrossen, aber im Fall n = 3.ist dies nicht der Fall:

o Qo= ch[%{z%v] + 2 cxy[ﬂva”] ’
(4.12") o Y v :
Qe =21c,[Wa]+ a[AsWs], cot+cu=0.
(11) Fitr n = 8 haben wir ferner &eéen Q0 -0
[Lea] + g [20A,]=0,
oder nach (4.12') . ‘ o |

4.13) a[WsWes] + )Z e[ WU, &] =0, folglich cz—cs+a=0.

Zusammenfassend aus (4.127), (4.13), haben wir fir die - Ridume
von der Kategorie (I) ‘

n>3: Die Ubertragung ist integrabel ;
n=3: 250 = —-Qu = ch[a)‘%v]‘*‘z CM[%I»?’V-’]: 2y = 0,

I) v « . .
( Q= 22 =0[WW]J+>c,[Ava], Lu=0,

2, =0, csteu= 0, 034;—043+a =0.

15. Nun wenden wir uns zu-dem Fall (II). Im ,Vérgleich von
(4.3) mit der Formel (III) haben wir

t=20, d, =0, a, = —2Re, ,
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wo aber R <=0 vorausgesetzt ist; somit auch
%u= —2R3c,[Aa], fu=3c[Ua],
(4.14) | 25, =2R(c, [Wa]—c [Aa]),
@0 =S e [MHAUI+2R e, [atxszr}]—chAg [, B,]+[5 *] .

Die dussere Ableitung der Gleichung Qo;+2R 22 = 0 lautet nach dem
Theorem der Erhaltung der Kriimmung

2 [dR .Qoz] = z [on, (Dj1+2R(Dj2]—‘Z [wOj, gjl+2R~Qj2] ’
J J
oder, Wegen (4. 3) |
= <_‘ [.Q;o , W+ ZR%A] 2R[.Qoz , o+ 2Rw02] + 1+ 4R2) [.Qozw]

Da 2y fiir @ = 0 verschwindet, ergibt sich insbesondere
n+1 . .
‘ ?_.;[-Qw y ’21;+2R8;] =0 fir a=0;
daraus folgt
‘ o C) = 0.

Nach (14) verschwinden 2, 202, 25, identisch; daher bleiben nur die
Koefﬁzienten ¢y (mn = 8) nach der Formel (I) nicht verschwindend,
aber aus der #Husseren Ableitung von Q¢ =0 folgt ohne weiteres

=0.

Somit charakterisiert die Ezgenschaft (II) die integrable, kugelgeo-

metrische Ubertragung (n = 3).

- Im nichsten § wird man eine neue interessante Kategorie von den
Ubertragungen finden, welche fiir n >3 weniger beschrdnkt sind als
die Ridume, deren Torsionsgriossen alle verschwinden.

§ 5. DIE UNBEDINGTE INTEGRABILITAT
DER PSEUDOSPHAREN.

16. Im §3 haben wir ge‘Iernt, dass, wenn die Ubertragungspara-
meter die Gleichung (38.6) erfiillen, jedem Hyperflichenelemente der
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Element-Mannigfaltigkeit ein-parametrige Pseudosphéidrenelemente zu-
geordnet werden, deren jedes ein Art von Hyperflichenelementen
zweiter Ordnung ist. Diese Hyperflichenelemente sind im allgemeinen
nicht integrabel, genauer, man erwartet nicht, dass die simultanen
Differentialgleichungen (3.1’) oder '

51) =" =,,,. =" (=-2R), &=
( ) Bs B4 Bn+1( R) @ O
eine Losung

(5.2) 2=z, 2%, ...., z")

gestatten, folglich noch weniger eine Losung (5.2) mit den beliebigen
Anfangsbedingungen :

(5.3) z2=2, pi=70, R=R°
fir ¢ = 2% =12, ....,n—1);

die letzte Integrabilitit nennen wir unbedingt. Wenn aber die Diffe-
rentialgleichungen (5.1) unbedingt integrabel sind, so gehort jedes
Pseudosphéirenelement in dem passenden Bereiche der Elerhent—Mannig-
faltigkeit einer einzigen Hyperfliche (5.2) an.

Andererseits wollen wir die Integrabilitit der Pseudosphdrenele-
mente von der Ubertragung folgendermassen auffassen: Es sei eine
Hyperfliche in der Element-Mannigfaltigkeit vorgelegt, welche als eine
Umhillung ihrer Hyperflichenelemente erster Ordnung angesehen
wird. Jedes von ihren Hyperflichenelementen zweiter Ordnung ist ein
Pseudosphirenelement, und, wenn man jeden geschlossenen infinitesi-
malen Weg auf der Hyperfliche umkreist, wird diejenige Kugel von
der ausgezeichneten Schar, welche dem Pseudosphirenelement in dem
Anfangselemente des Weges entspricht, in sich ubergefithrt. Dafir ist
die Integrabilitit von (5.1) notwendig. Die Hyperfliche lédsst sich eine
Pseudosphire heissen.

Fiir die Ubertragung stellen wir die folgende Forderung, welche
uns in eine bereits berichtete, wichtige Kategorie fiihrt:
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Forderung. Die Pseudosphiren der Ubertragung seien unbedingt
integrabel, d.h. unter den beliebigen Anfangsbedingungen (5.8) in-
tegrabel. ‘ :

Fiir die unbedingte Integrabilitit von' den Pseudosphiren ist die
der Differentialgleichungen (5.1) hotwendig. - Da diese aber nicht
hinreichend ist, wie man im Folgendén sehen kann, hat man die beiden
Integrabilititen scharf zu unterscheiden. Die infinitesimalen Verschieb-

ungen der Kugel —é—p, %P , PR, 0, ..., 0 nach der Umkreisung sind

Dy; = %P[(Qio'*‘ 24) ‘+_2R-Qi‘z] )

welche, infolge der obigen Forderung, wegen A, + 2RB.=0, =0 zu
den Koordinaten der Kugel proportional sind, oder

(6.4) . Dyo:Dy:.... :Dy,,+1=%:?13.:12:0:.... 'R.

Und zwar muss dies fiir jeden Wert R geschehen.
17. ‘Erstens erhalten wir aus Dy, = Dy
20+ 922=0 fir (3.1).
Da nach (4.4)
Do+ 20 = @) —[a, woo+w01]'-:2+;[%u%u 1@
ist, wandelt sich die Relation in
65 [dpdel=0 fur (3.1)

um; was nichts anderes ist als die Forderung in §3. Somit folgt
nebenbei die andere Auseinandersetzung von derselben Forderung :
Das ausgezeichnete Hyperflichenelement in M, werde in die vereinigte
Lage gebracht, nach der Umkreisung lings jedes geschléssenen mfini-
tesimalen Weges, dessen unendlich benachbarte Elemente sich von den
Gleichungen (5.1) fir beliebigen Wert R definieren lassen. Setzen wir

(1) Im jetzigen § setzen wir nicht voraus, dass die Parameter g =y = ...
= wp+y, n+1 Verschwindend sei, was tiberhaupt keine Unbequemlichkeit in die
Erorterung fihrt.
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= 51-7" (Piqu"‘QiuBu) , dot= % (XLA,+ YiB,);
A, = aidpi+e,;de?, B, = bidp;+d,;da?, |

(5.6)

so lassen sich die Integrabilitéitsbedingungen (8.6) in der Gestalt
n—l - ' -
(i) ZP,[,LXQ—ZQ,[,L »J-‘-'Z(Pim YiH+ Qi Xi) =0

schreiben. Dle Relation (5.5) ist offenbar notwendlg fiir d1e Integra-
bilitdt von (5.1); in der Tat, infolge dieser Relation konnen wir die
Differentialgleichungen (5. 1) in d1e gewohnhchen Gestalten, wie (3.15)
im integrablen Fall, umschreiben :

' > P+ Cn ~ o :
(5.7) j . 3 . A = __2R (A — 3, 4, e 0o o0 n+1,
>0l +dik k=1,2,...., n—1
2
von welchen nur % (n—1) (n—2)+(n—~1) = —;Tn(n — 1) voneinander

unabhiingig sind.

18. Zweitens betrachten wir Dy;\ = 0 oder
(5.8) (220+ 2:)+2R2)2 =0 fiir ,(3'1’) .
Da, wie leicht bestéitigt wird,

(5.9) 2r0+ 251 = (wr+wxr1) — ST; [ore » 0@+ @p1]

—[wr+ wx1, 0o+ on]—[w2, ox+on],

(5,10) Dy = (029) — > [winous]—[orwe]—[wnwr]—[ww]
sind, wird (5.5) in -

(5.11)  A4+2RB} =[A., ou+2Req]  far (3.1')
verwandelt, denn unter der Relation (3.1’) sind

At = (Ar+ad,a) = A’ +[daay), E)]—Z&';--[dpidxi] = A, °

wegen (5.5), und auch B} = B,. Wir setzen fir @ =0

(5.12) we = %_1 a;A;+$ bB,, wn= ; A, + g d,B; ,
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mithin nehmen die beiden fiir (8.1’) die Ausdriicke ;} (b» —2Ra,) B

bzw. ;} (dx —2Re,) By an. Durch die Einsetzung von diesen Ausdriicke

und (5.6) ergeben sich die Relationen

(53] (@9 + 2RH74)(Qs,— 2RP;)(Quo—2RPro) + { (6.1 —cid)
+2R(b3, k—df\i)} (Qite—2RP;)(Y5i—2RXH) + (erps, i+ 2Rd; 5, 17) X

()] (Y/—2RX7)(Yi—2RXE) | =51, —8R%s+4R:(boy—c.) +2Rd.)

A pro=234,....,n+1)

\(a{:k: a;ka{, ai, = 82" al + pk—ga;a{, usw.)
sogleich aus den Koeffizienten von [B,B8,]; dabei erinnere man sich
an die lineare Unabhiingigkeit von B,. Vergleichen wir die Koeffizi-
enten von den Polynomen beziiglich R in beiden Seiten wvon (ii) so
erhalten wir neue Integrabilititsbedingungen. Aus (ii) folgen insbe-
sondere die von A,, B, ausgedriickten a,, by —cx, ds.

Nebenbei machen wir eine Bemerkung iiber die Integrabilitit
der Differentialgleichungen (5.1). Aus der &#usseren Ableitung von
A, +2RB, =0 folgt .

(5.13) A+2RB; = 2[B,, dR] fir (3.1).

Wenn man an Stelle von dR den Ausdruck dR = —R (wo1+2Rewo2)
einsetzt, so erhillt man die Integrabilititsbedingung (5.11) der Pseudo-
sphéren ; fir die Ubertragung gilt in der Tat ‘

dR=_®*%: _p_ _p +2
S0+ du) (w0 + 2 Rwez)

= _; R(—4a,R*+2(b,—c,)R+d,)B,

(5.14)

langs jedes Pseudosphirenelementes. Aus (5.11) und (5.13) sehen wir,
dass wegen der Bedingungen (ii) die Gleichungen (5.13) notwendiger-
weise erfilllt werden. Die Koeffizienten von [B, B.] in A%+2RB) sind
gleich der linken Seite von (ii), und aus den Gleichungen (5.13) lésst
sich der Ausdruck > f£i* (R) B, fir dR (das Differential von R in den
Diﬂ?erentialgleichungpen (5.1)) finden, wo f3* (R) je ein Polynom dritter
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Ordnung von R ist. Dagegen fehlt dem Ausdruck dR (die Variation
von R bei der Ubertragung) das Glied nullter Ordnung in R, daher
sind hier die Bedingungen fiir die Pseudosphéren iiberhaupt beschrénkter
als die fiir die Differentialgleichungen (5.1). Da aber im Fall, dass
A (1=38,4, ..., n+1) Prarrsche Ausdriicke nur in dz’ sind, d.h.
ai=0, Y{=0, das Glied nullter Ordnung in der linken Seite von (i)
verschwindend ist, so nimmt das Polynom fi* (R) je die Gestalt Rfy’ (R)
an, so dass zwischen beiden Bedingungen (5.11), (5.13) kein Unterschied
existiert, nur ausser dass (5.1’) die Funktionen ax, by —¢x, di in oz, wor
bestimmen, wéihrend die Koeffizienten von: f»* (R) fiir die Differen-
tialgleichungen keine Bedeutung haben. | |
Bemerkung. Wenn A, nur von dx’ abhingig sind, so bleibt das
Zentrum des ausgezeichneten Elementes in M, bei jeder infinitesimalen
Verschiebung des Hyperflichenelementes (in Element-Mannigfaltigkeit),
welche sein Zentrum unveridndert ldsst, unbeweglich. Vgl. auch (8.2).

19. Drittens folgt aus Dyo: Dys = % : R

" 20n+2R%2 =0 fir (3.1),
oder , '
wiy+2Rwl; = 2R [wo we] fuir (3.1);

daraus folgt

&1+ 2R&l = 2R [Gn®e] oder (@u+2Raw)’ =0 fir (3.1),
da

Ba fiur (3.1)

V2R ’
Wo = W1, g2

bestehen, wenn man mit @p, @z die PFAFFschen Ausdriicke in dx?,
welche sich durch Einsetzung von (8.1) in w01, wez erhalten lassen,
bezeichnet. Mithin kennen wir nach (5.14), dass die dritte Bedingung
die folgende Beziehung bedeutet :

(5.15) " (dlogRY=0 fur (8.1).
Ihre Gestalt nicht ausfithrend, begniigen wir uns mit der folgenden

(i) S {(—40, B+ 20— c)R+d) By} = 0 fur (3.1).
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Nun sind infolge (i), (ii), (iii) die Differentialgleichungen (5.1)
unbedingt integrabel. Sie lassen sich nidmlich wegen (i) in der
gewohnlichen Form (5.7) schreiben, es existiert wegen (ii) der Ausdruck
gff (R) B, fiir dR, so dass jede dussere Ableitung von (3.1’) identisch
verschwindet, und schliesslich verschwindet die dussere Ableitung von
dR unter (5.1) wegen (iii) (od. (5.15)). Somit sind die drei Systeme
von den Bedingungen nicht nur notwendig fiir die unbedingte Integra-
bilitdt der Pseudosphiren, sondern auch hinreichend.

Im Fall a 7=0 ist fiir die Integrabilitit von (5.1) die Bedingung
(iii) notwendig, darin aber an Stelle von a,, by —cx, d, die entspre-
chenden Koeffizienten von f;* eingesetzt werden sollen. Wir wissen
jetzt, dass im Fall aj=0 die oben-genannten zwei Integrabilititen
dquivalent sind, ausser dass die Funktionen a,, br—cx, dy fur die
Ubertragung daraus eindeutig bestimmt werden.

§ 6. BEZIEHUNGEN DER KUGELGEOMETRISCHEN
UBERTRAGUNGEN ZU DEN BEWEGUNGSGEO-
METRISCHEN UBERTRAGUNGEN.

20. Die Beziehungen der MOBIUS-Geometrie zu der euklidischen
bzw. nichteuklidischen Geometrie sind wohl bekannt. Die Gesamtheit
der M-Abbildungen, welche einen fest bestimmten Punkt (bzw. eine
reelle oder nullteilige Kugel) in sich fithren lassen, bildet nimlich eine
Untergruppe der Gruppe von MOBIUS, welche der euklidischen (bzw.
hyperbolisch- oder elliptisch-nichteuklidischen) Bewegungsgruppe #hnlich
ist (vgl. [1]). Wir konnen in unserer kugelgeometrischen {Jbertrag-
ungslehre analoge Beziehungen erwarten, wie wir im Folgenden kurz
skizzieren. ‘

Jedem geschlossenen Weg der Element-Mannigfaltigkeit, die ein
Hyperflichenelement als das Anfangs- und das Endelement hat,
entspricht eine M-Abbildung in dem MOoBIUS-Raum M, , der zum
Hyperflichenelement adjungiert ist. Die Gesamtheit solcher M-Abbild-
ungen fiir alle moglichen Wege bildet die sogenannte holonomische
Gruppe in dem betreffenden Elemente. Die holonomischen Gruppen
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in den verschiedenen Elementen sind einander isomorph, daher kann
man in jedem Elemente der Element-Mannigfaltigkeit ein passendes
Bezugssystem wihlen, so dass die holonomischen Gruppen in analytischer
Schreibweise identisch sind. Uberdies lassen sich die Bezugssysteme
in allen Elementen ferner so auswihlen, dass die holonomische Gruppe
analytisch die Rolle der Fundamentalgruppe von der Ubertragung
spielt oder dass die Abbildung jeder zwei benachbarten M-Ridume
analytisch zu der holonomischen Gruppe gehort (siehe [3]).

21. Erstens setzen wir voraus, dass alle Abbildungen der holono-
mischen Gruppe einen bestimmten Punkt, der vom Zentrum des ausge-
zeichneten Elementes verschieden ist, in sich iiberfiihren lassen. Nach
passender Wahl vom Normalsysteme wird dieser Punkt die Koordinaten
(-1,1,0, ..., 0) haben, denn umgekehrt kann man nach der T-Trans-
formation den Punkt (—1,1,0,..., 0) in einen anderen beliebigen
Punkt transformieren; dafiir ist es genug, die Koeffizienten der Trans-
formation a;; S0 zu wiihlen, dass die n+1 Ausdriicke ayn—ao1 , an—ai1=2a
t:=2,8,..., n+1) die vorgegebenen Werte annehmen (vgl. (1.21)).
Somit ldsst sich ferner das Normalsystem in jedem Elemente der
Element-Mannigfaltigkeit nach dem Satz voriger Nr. so auswéhlen,
dass die Abbildungen der Fund&mentalgrup_pe von der Ubertragung
den Punkt (—1,1,0, ..., 0) invariant lassen. Sodann findet man

(6.1) w0 = w21, @0 = w0 A=38,4,...., n+1),

da wip—wa ¢=0,1,...,n+1) zu (—1,1,0, ..., 0) proportional sein
soll.
Wir konnen den invarianten Punkt als uneigentlich in dem eukli-

dischen Raume interpretieren. Da fiir den reellen eigentlichen Punkt
Yo + y1==0 gilt, werden die n geordneten Werte

(6.2) gl Y (=28, ....,0+1)
Yo+ Y1

als die kartesischen Koordinaten dieses Punktes angesehen (vgl. (1.1)).
Aus der Gleichung der Ubertragung ergibt sich wegen (6.1)
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n+l
dyo+y1) = (ot o) W+vy1), dyi = wolye+y)+ kz_z ik Yo
' (t=2,8,....,0n+1),

daraus folgen fiir die eigentlichen Punkte

(6.3) ds‘ = wi. 1+ é G’i+1.k+1$k—‘w10$i (7: = 1; 2’ seeey n) ’

k=1(k1)

welche in der Element-Mannigfaltigkeit eine euklidisch-bewegungsgeo-
metrische Ubertragung definieren. In der Tat bleibt die Gleichung

@ =P+ @+ .o+ = = 0

unter der Abbildung (6.8) unveridndert, da fir i, i=2,...,n+1
wi; = —wy (0=3=7) ist. ‘

Wird die Forderung in Nr. 7 erfiillt, so ist nach 6.1)

won = g(dz—p,-dxf) :

Auch in diesem Fall werden die Integrabilitidtsbedingungen der
Pseudosphiren formelhaft abgeleitet. Aber insbesondere kommt die
Integrabilitit der Pseudosphiren mit R = o in Frage, deren jede
einer M-Hyperkugel in M, durch den uneigentlichen Punkt entspricht,
oder in dem euklidischen Raum eine das ausgezeichnete Element
tangierende Hyperebene. Ihre Gleichungen sind

(6.4) B, =0, wx=0 2=3,4,....,n+1),

deren unbedingte Integrabilitit sich in folgender Weise erkliiren lisst :
Nach der Umkreisung lings (6.4) soll die zu (6.4) entsprechende
Hyperebene in dem euklidischen Raume in sich iibergefithrt werden.
Dadurch erreicht man an den Bedingungen

D =0n=2:=0 fiir (6-4) ’

welche aber in B =0, wj = 0 zuriickkehren. Wenn also die Diffe-
rentialgleichungen (6.4) unbedingt integrabel sind, so wird die Element-
Mannigfaltigkeit, welche mit der in Betracht gezogenen Ubertragung
ausgestattet ist, ein spezieller Raum von *‘(n—1)-spreads”’ (vgl. [6]).
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22. Zweitens tritt der Fall ein, dass jede Abbildung der holono-
mischen Gruppe eine bestimmte, reelle bzw. nullteilige Kugel, die
nicht das Zentrum des ausgezeichrieten Elementes enthilt, in sich
iiberfithrt. Die (n+2)-hypersphirischen Koordinaten (y}) dieser Kugel

geniigen sodann der Bedingung
6.5) @) >0 bzw. <0, .

Vermoge passender Transformation des Normalsystemes

n+l
yi=2mjflj (’I:=0, 1,....,'n+1)

J=0

werden die Koordinaten der Kugel
(6.6) ©,1,0,....,0) bzw. (1,0,0, ....,0);
dafiir miissen die Koeffizienten a; so gewéhlt werden: -
Y} = an bzw. ¢ = ai .

Aus (1.8Db) erhilt man nédmlich
= —d + 3 ah = &)
n+l
baw. ot = —(—dh + 3 ) = —W')

woraus sich reelles o nach (6.5) ergibt; somit aus (1.14-16)
{ *l|A = an—an = Y1—W, { *|A = aw—aw = Y—ui,
ZW
—CaolA = 43 ColA = y};

daraus folgen

o= @PT, o= (—P®)*,
A=Ay, bzw. { A= @) L—)1,
e RO = | C= (=) E@R—D

und man kann setzen: ax. = &, (vgl. Nr. 3).
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Nach dem Satz am Schluss der Nr. 20 kann eins von solchen
Normalsystemen in jedem Elemente der Element-Mannigfaltigkeit so
gewéhlt werden, dass die Abbildung benachbarter M-Riume gerade

die M-Hyperkugel mit den Koordinaten (6.6) invariant bleiben lisst.
Wir erhalten also

6.7) w1=0 fir <=1 bzw. wo=0 fir =0;

dann wird auch 2; =0 fiir <=1 bzw. Q0 = 0 fir 25=0.

Nach der in Nr. 1 gemachten Erklirung von (n + 2)-hypersphiri-
schen Koordinaten wird die Hyperkugel (6.6) in den kartesischen
Punktkoordinaten folgendermassen geschrieben :

(6.8) a) 72+72+....4+9%=1 bzw.b) P+iP+....+52=1,

da &£=0 und R2=1 bzw. —1. Nun fassen wir nur dasjenige
Punktgebiet des M-Raumes ins Auge, dessen Punkte reel und auf
einer Seite von der Hyperkugel (6.83) (etwa 2 n®? < 1) liegend bzw.
reel und 37%® <1 sind. Wird ein Punktkoordmatensystem mittels der
LIEBMANNschen Transformation

X 2 xi 2,
6.9 = 7 bzw. = 7
(6.9) XTI W o 1=

=1,2,....,n)

eingefiih_rt, so sind die homogenen Koordinaten X9, X fiir die Punkte
der Punktgebiete eindeutig bestimmt. Die Gleichung der Hyperkugel
(6.8) wird

(6.8") X X?P+ .. +X"= X% bzw. —X%

Beriicksichtigen wir aber die Definitionsgleichung der (n + 2)-hyper-
sphérischen Koordinaten, so finden wir aus (6.9)

X Yisl b X Yiv1

—_— == T ZW. —_—= ’

X?° Yo X U
oder

X% =y bzw. o, Xi=yu (¢=1,2,....,n).
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Daher léiést die Ubertragungsgleichung (2.8) fiir die Punkte des betra-
chteten Gebietes sich ohne weiteres mit Hilfe von den homogenen
Koordinaten X° X* umschreiben :

n . n_
dX°’ = wX’+ kzlwo.kuX" , AX' = wi,0 X"+ ’gwiu.kuX",

bzw. dX° = onX°+ kﬁ‘iw:. rnX*, dXi= w11 X'+ kilwhl.k-rlxk’
=12, ....,m),

wodurch die Gleichung (6.8’) oder die Hyperfliche zweiter Ordnung
offenbar unverindert bleibt. Dies ist nichts anderes als nichteuklidisch-
bewegungsgeometrische Ubertragung (hyperbolisch bzw. elliptisch).
Es sei ferner die {Jbertragung integrabel nach der Umkreisung der
geschlossenen Wege, deren Elemente einem und demselben Zentrum
angehoren. Dann erreicht man die VEBLENsche projektive Ubertragung,
die einen projektiven Tensor zweiter Stufe Gas zugrunde legt. In der
Tat wird die Hyperfliche zweiter Ordnung G.; mittels geeignetes
Bezugssystemes in die Normalform, dhnlich wie (6.8'), transformiert

(vgl. [15]).

§ 7. ISOMORPHISMEN DER ELEMENT-MANNIGFAL-
TIGKEITEN MIT KUGELGEOMETRISCHEN
UBERTRAGUNGEN.

23. Seien zwei mit kugelgeometrischen UUbertragungen ausgestat-
tete Element-Mannigfaltigkeiten 9, IM* vorgelegt, zwischen deren
Elementen eine eineindeutige, umkehrbar stetige Korrespondenz vor-
handen ist. Man setzt voraus, dass die M-Ridume in jeden einander
entsprechenden Elementen einander punktweis zugeordnet sind, und in
beiden M-Riumen die normalen Bezugssysteme so gewihlt werden,
dass die einander zugeordneten Punkte und M-Hyperkugeln dieselben
(n+2)-hypersphérischen Koordinaten besitzen. Unter so gewéhlten
Normalsystemen lassen sich die Abbildungen zweier benachbarten
M-Riume M, , M. in I bzw. zweier den M,, M, entsprechenden
benachbarten M-Riaume M, M,* in 9* durch die infinitesimalen
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konformen Transformationen S (wi;) bzw. S* (o) der Ubertrag-
ungen vermitteln. Vorldufiz haben wir keine Kenntnis von  den
Beziehungen dieser Transformationen S und S*. Nach E. CARTAN
heissen N, I* isomorph, wenn beide Transformationen identisch sind,
d.h. o; = 0¥, und meriedrisch isomorph, wenn eine lineare Schar von
den infinitesimalen M-Abbildungen existiert und eine von den Trans-
formationen (etwa S*) als Produkt der anderen Transformation (S)
und einer Transformation, die der Schar angehért, angegeben wird.
Im letzten Fall ist die Abbildung S*S' linear abhingig von den
Abbildungen der Schar, also besteht fiir die Differenzen der {Jbertrag-
ungspameter in jeden entsprechenden Elementen

(7.1) Kij = @ 55— w3

eine Reihe von linearen homogenen Relationen mit konstanten Koeffizi-
enten:

(7.2) 2ciini; = 0.
1,2

Dafiir, dass obige Definition mit einer effektiven geometrischen
Eigenschaft von den Ubertragungen korrespondiert, muss die lineare
Schar, wie E. CARTAN bemerkt hat, durch jede T-Transformationen
sich invariant verhalten. Wenn man also durch die T-Transformationen
der Normalsysteme eine neue Relation aus einer der Reihen gewinnt,
so besteht diese Relation wegen der Relationen der Reihe identisch,
anders gesagt, gehdrt sie der Reihe an. Da umgekehrt einer Reihe
der Relationen (7.2), die alle aus ihren Relationen durch T-Transforma-
tionen gewonnenen Relationen enthilt, ein meriedrischer Isomorphismus
entspricht, so verwandelt sich das Problem, alle moglichen Typen der
Isomorphismen zu bestimmen, in das andére, alle moglichen oben-
genannten Reihen zu suchen, was wir in nichster Nr. behandeln
mochten. (Vgl. [2], insbesondere S. 186-191).

24. Bezeichnen wir mit 8a; = e; die Parameter einer infinitesi-
malen 7T-Transformation, so erhalten wir an Stelle von (1.21)

(7.3) e = ex, eij+e;; =0, exten=0, ep+e1=0, e2=0,

¢=12,....,n+1; 2=8,4, ....,n+1)
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und ferner
(7.4) 800 = e]l = ecee e = 6,“.1,,“.1 = O ’

ohne Schaden der Allgemeinheit. Da wir in den einander entsprechenden
Elementen der beiden Rdume dieselbe T -Transformation auf die
Bezugssysteme der M-Ridume ausiiben, lassen sich die Transforma-
tionsformeln der Ubertragungsparameter folgendermassen aus (2.10)
schreiben :

n+l

- Sy = ; ezkwkl"‘z wixer +deg ,
#1=0,1,....,n+1)

n+l ‘
Swj = kz(:) €k O ‘—; o, en-tdeg ,
woraus auch folgen
oKy = % Cik KKl — ; Kik€rl «

Wir koénnen die letzten Glelchungen wegen (7.3), (7.4) ausfiihrlich so
schreiben :

Okrp = 2 [exn kv —rrv ey 1+ ero(repo+ K1) —euoliro+ 11

3(rcr0+ Im) = —en(kr+rr)+ E exu (Kpot+ 1) ,

Skre = —ex(kro+ Ku) + exolrn+ I€21) + Z €rpnKy2 s

S(r20+ k21) = —eio(r20+ k), Ok = Ozo(lczo + K21) + 2 euo (ot k1) ,

S = —el(rn+ Kka1) + enkn—enkio+ D) oK,z ,
w

(7.5)

drero = —ewl(ra0+ K1) + enrxro—exnxre—eyo K10— > €.0Kxy + > €xukpuo .
® ®

Wir nennen diese kurz 8-Operation fiir die Ausdriicke «;;.

Zunichst mochten wir von einer einzigen Relation ausgehen, die
wir in folgender Gestalt schreiben : ' '

g Caplny + 2 ax(rero+ xr1) + 2 b ICA2+C$(K20+IC21)
(7.2) ‘ ‘
" +cix10+ Corc20 + 2'0}"616 =0, (cutecn=0).
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Da die Relation, die wir nach der Ausiibung der 8-Operationen erhalten,
fiir alle Werte von ep, e, €9, €. bestehen muss, ergibt sich ins-
besondere aus dem Koeffizienten von ez

(7.6) ZA} ba(ker0 + x21) —C1 (ke + le)‘ + 2 Crkretc2ec10 = 0.
Nach der 8-Operation auf (7.6) folgt aus dem Koeffizienten von ejo
| EA] ba(cao+ ka1) —ci(xn+x21) = 0,
mithin éus (7.6)

(7.7) 2 CrK 2+ C2K10 = 0.

Aus (7.7) ergeben sich nach der 8-Operation

(7.8) ; Cx(rex0 + r21) — Caren + IC21) =0,
(7.9) : | Crkyz = Cp K2,
(7.10) Cx(re20 + re21) + Cz(lfm +ru) =0,

ferner folgt aus (7.8)
(7.11) ea(rpo+ k1) = c,:.(lcm+xn) .
Wenn ¢, c: nicht simtlich verschwinden, so folgt aus (7.10), (7.11)
kKt =cCk, Kntra= —Ck,
somit folgt aus (7.8)
(7.12) =0 folglich «y+xy1 = k0+xa=0,

da g ¢z + ¢ nicht verschwindet. Nach der 8-Operation auf (7.2')
ergibt sich sodann aus dem Koeffizienten von ej

(7.13) - Z}} CrorotC2x0 =0,

woraus sich ergibt

(7.14) CrKyo = CuKro»

(7.15) CaKy2 = Cu K10+ ZA N2
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Aus (7.15), (7.7) ergibt sich
(7.16) kw0=0,

da ZAI & + ¢ nicht verschwindet. Wir unterscheiden nun drei Fille :

(i) >&==0, 2==0. Dann sieht man leicht aus (7.7), (7.9),

A . L

(7.12-16), dass alle «; verschwinden, anders gesagt, dass die zwei
Ridume isomorph 'sind;

(ii) gcﬁ =40, c=0. Aus (7.7, (7.9), (7.12-13), (7.15-16) folgt
kot =0, cotwean =0, £2=0, k2, =0, £20=0, w10=0;
(ili) ex=0, ¢c==0. Aus (7.13), (7.2) erhilt man
k=0, xp2=0, ;\.Euc""‘“:()'
Die Diskutierung von der letztén Gléichung zeigf‘”, dass entweder alle

¢ verschwinden, oder alle k. verschwinden, oder im Fall n =5 die
folgenden Relationen dreier Arten bestehen :

(@) K3 = Kb » K35 = Kes K = K5y
(b) K34 = K6 5 K35 = Kog , ke = g5 = 0;
(c) K34 = K56 s Kss = Keg = K3g = w45 = 0 .

Hiermit bleibt noch der Fall ¢, =0, ¢; = 0 zu studieren, worauf wir
aber nicht eingehen, und nun wollen wir die Ergebnisse unserer Typen-
bestimmung der meriedrischen Isomorphismen vorstellen :

Typen von Klasse A.

kxoten =0, wot+en=0, k2=0, Kap = 0

(1) Nach den &-Operationen ergibt sich sofort
(7.17) 2 Cpp Ko = 33 Con Kpp = CprKor+CorKph »
W B
wo 2, p, ¢ voneinander verschieden sind. Summierend die Gleichungen (7.17)
beziiglich 2, erhdlt man fir n=5 ,
X epn Kop =0 oder CprKor+cCarKpr =0,
w
woraus man ohne Miihe cau =0 oder xix = 0 erhdlt. Wenn ¢y nicht verschwindet,
so erhdlt man aus (7.17) fir n=5 -

c2, = 2, (v, o, p, » verschieden) oder xyvo=rpw =0,

folglich den Reihen (a), (b), (c) der Relationen.
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und iiberdies

1. IC)‘0=O, ’C10=0, IC20=O (isomorph); 2. IC10=O, x20=0;
3. k0=0, £10=0; 4. k10 =0; 5. keine Relation.

- Typen von Klasse B.
Kroten=0, wotean=0, k=0
und iiberdies
6. xk10=0, K2 = 0; 7. x10=0; 8. keine Relation;
9. m=23) wutkerw=0 (k==0);
10. n=05) x10=0, xxo=0, und entweder (a), (b) oder (c);
11. (n=05) «10=0, und entweder (a), (b) oder (c);
12. (n =5) entweder (a) (b) oder (c).

Typen von Klasse C.

kro+rn=0, kn+xa =0
und iiberdies
13. 0 =0, k10=0; 14. x10=0; 15. «=0;
16. keine Relation ; 17. mn=38) «xaatkew =0 (k+0);

18. (n=4) «s2 = kiss, raz2=Fkuss, sz = krsa,
und (i) «10=0; (ii) keine Relation ;

19. (n=05) x10=0, uud entweder (a), (b) oder (c);
20. (n =5) entweder (a), (b) oder (c).

Typen von Klasse D.

21. knten=0, w.=0; 22. kxntea=0;

23. (n=05) kp+kn=0, und entweder (2), (b) oder (c).

Typus von Klasse E.
24. Kotz = 0.
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Bemerkung. Im Fall n =2 (kreisgeometrische Ubertragung)
finden wir ausser Typen 7, 8, 14, 17, 22, 24 noch folgende zwei :

25. «sotus = kx+x21 = 0, ka2 = kuo; 26. ka2 = qup ; (k=0).

Aus dieser Tafel kénnen wir viele geometrischen Tatsachen von
verschiedenen Isomorphismen herauslesen. ~ Erfiillen beide betreffenden
Ubertragungen die Forderung in Nr. 7, so kénnen die meriedrischen
Isomorphismen von Typenklassen A, B, C, E nur dann auftreten, wenn
die Korrespondenz der Element-Mannigfaltigkeiten, von der wir bisher
nicht geredet haben, sich durch eine Beruhrungstransformation be-
werkstelligen lisst, denn aus x2+x =0 folgt

dz*—p}dxi* = AL*(dz—p,-dx") .

Wenn ferner die PFAFFschen Ausdriicke wxo+ w1 bzw. of+ o, die Dif-
ferentiale dz, dx* bzw. dz*, dx** allein enthalten, so kénnen die Iso-
morphismen von Klassen A, B, C nur in dem Fall auftreten, dass die
genannte Korrespondenz durch solche Element-Transformation, die aus
etner Punkttransformation erweitert ist, vermittelt wird. Auch wenn
eine der Element-Mannigfaltigkeiten, die einander meriedrisch isomorph
von Typus 1 oder 2, 6, 10 sind, unbedingt integrable Pseudosphéren
besitzt, so gilt Gleiches fiir die andere.

§ 8. DAS PROBLEM DER BESTIMMUNG DER
NORMALEN ﬁBERTRAGUNG.

25. E. CARTAN hat seine konforme Ubertragung mit dem soge-
nannten konformen Problem der Riemannschen Riume eng verkniipft,
indem er fir die voneinander konformen RIEMANNschen Metriken eine
ausgezeichnete Ubertragung, die normal genannt wird, bestimmt hat.
Unsere kugelgeometrischen Ubertragungen beziehen sich, wie wir
bereits gesehen haben, auf ein (n+1)-parametriges System der Hyper-
flichen, deren Differentialgleichungen in der Form

ck nn—1)
. = 2 = , 2, ® & o o ’
@8.1)  Sthps - = R (L-l 5 )
29
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geschrieben werden. Wir nehme an, dass ein unbedingt integrables
System der paftiellen Differentialgleichungen (8.1) vorgegeben sei.
Wie weit wird eine ausgezeichnete (sozusagen normale) Ubertragung
sodann bestimmt? Im Folgenden mochten wir dieses Problem etwas
behandeln. ,

Wir beachten zunéichst, dass die Parameter wio+ w1, wn+ w1, @
sich unter der T-Transformation transformieren, wie folgt (vgl. (2.10)
und (1.21)):

8.2) B+ dn = X 2L (ow+ou) ,
v A
(8.3) o+ Bz = —Z~(wzo+wzl) ’

(8.4) Brz = > @ (lwuz— ¢ (wpo+ cop,l)) + 22 (0909 + 021) ,
® g AO' ag

woraus insbesondere folgen

(8.5) ; (Bro+ @r)? = —227 z}: (@ro+wn)?, |
(8.6) < 218 = 2] ok

fir wxtog= wxo+owy =0.

26. Setzen wir
|bfibfs ... .Bf bl BE g ey | =0

voraus, so werden die Gleichungen in der. Gestalt umschrieben :

_9L‘=—2R (?:,j=1,2, o-oo’n—l)
Dij+dij
oder
143 144 14n 1
8.7 T = I = s e = R+ ’
( ) B3 B4 Bn+1
WO

n-1 . n-1 .
A, = _Zlcx-z.jdx" » By =dp2+ az_‘idx—z.jdz"
= - :
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gesetzt sind. Da (8.7) unbedingt integrabel sind, haben wir aus (3.3’)

[dpidxi] = g aon[ArB,].

Wir bestimmen n? Unbekannte a,,. aus sovielen Gleichungen

n+l

Zalualy=Pauy (#,U=3, 4, -o..,'n+1),

A=3

was im allgemeinen moglich ist, und schreiben die Gleichungen (8.7)
mit deren Hilfe in der Form

§ = Al _ = Aru

) ’
Bs B B3y

(8.7) |
Af = ;aluAu ’ B;'f = ;au&Bu—

Dann besteht offenbar
(8.8) SIA1Bf] = pldpda’],

deren Gestalt unter den Punkttransformationen der zugrundgelegten
Mannigfaltigkeit X, erhalten bleibt, wie man in Nr. 4 sah. Wir
lassen den Stern in A¥, B} weg.

Wenn wir die Differentialgleichungen (8.7) wieder in ebensolcher
Gestalt mit A, , B, umschreiben und dabei fordern, dass die PFAFF-
schen Ausdriicke A, von dp; unabhingig seien, so haben wir

(8.9) ZA = ;aBAuAu ’ B)\ = %]Bln(BBu""y‘Au) ’

fiur welche die Relation von der Gestalt (8.8) mit einer Funktion p

dann und nur dann besteht, wenn die Matrix (8,,) orthogonal angesehen
wird. Da aus (8.9) folgt

23&:3@53& fir A, =0, =0,

so ist eine quadratlsche Differentialform Z‘, B} in dp; bis auf einen
Faktor bestlmmt, welcher im al]gemelnen von dem Hyperflichenele-
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mente (2, #; p) abhidngig ist. Wenn also dieser Faktor der quadrati-
schen Differentialform vorher oder nachher in irgend einer Weise
festgelegt wird, so wissen wir wegen (8.2-4) und

(8.10) A-A = %aBAuAu ’ BA = E“JBAP.(BH-""YAIL) ?

dass die PFAFFschen Ausdriicke A, bzw. B, mit
w0+ w1 bzw. w2 fiir wo+towa=0

identifiziert werden konnen. Das durch (8.10) erhaltene System von A, ,
B., wobei (8,.) orthogonal ist, entspricht nidmlich denjenigen Para-
metern @,0+®,; bzw. @,z , welche durch eine passende T-Transforma-
tion des Bezugssystems aus wy+wa bzw. wie hervortreten, d.h.

A—A = @+ du, BA = w),2 fur @+ o21 = Ov

und umgekehrt®,
Wir wollen in Nr. 29 zum Probleme der Bestimmung des in Frage
stehenden Faktors zuriickkehren.

Bemerkung. Fiir die T-Transformation durch welche A,, B, in-
variant bleiben, gilt nach (8.2), (8.4)

(8.11) A=o, C=0, ay=09b,.

27. In voriger Nr. haben wir die Ausdriicke wy+wx, oy fir
wxn+w = 0 mit A,, B, identifiziert. Aus (4.4) folgt wegen (8.8)

O+ 25 = —(A+p) [dpidxi]

fiir weo+w21 = 0. Daraus sehen wir, dass nach der Umkreisung jedes
infinitesimalen geschlossenen Weges lings eines Hyperflichenelementes
zweiter Ordnung das ausgezeichnete Element in dem adjungierten M-
Raume in die vereinigte Lage gebracht wird, und ferner, dass lidngs
jedes Elementvereins Gleiches dann und nur dann gilt, wenn

(1) Durch s/A=a, —C/A =17y, arpfc = Bap stimmen (8.2-4) und (8.10) dberein.
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(8.12) A= —p

\

besteht. | Wir stellen den Wert von 2 nach (8.12) fest.

- Da (8.7') nach Voraussetzung unbedingt integrabel sind, lassen
sich die Funktionen a,, b, —e., dr bestimmen, wie in §5. Wenn wir
aber beriicksichtigen, dass unter der speziellen T-Transformation, die
(8.11) geniigen, die Transformationsformeln

D0 = wz+ ; a:) w)2— a:l (w+ws), @0= w10+§i] %(w,\o+wn) ’

mithin
by = bl+% y O = ijf‘—@—o-

A

bestehen, so erkennen wir, dass die verschiedenen Paare b,, ¢, mit
gleichen Differenzen b, — ¢\ sich mittels geeigneter Werte von ay
ineinander iiberfithren lassen. Daher werden a,, b,, ¢, dx als wesent-
lich bestimmt angesehen. '

Nach der Umkreisung auf einer Pseudosphire wird das ausgezei-
chnete Element in die tangierende Lage mit derjenigen M-Hyperkugel,
welche der Pseudosphiire entspricht, iiberfithrt. Fordern wir dabei,
dass es in sich iibergefiihrt wird, so erhalten wir, da die Zuriickfiihr-

ung des Zentrums (—;— , —% , 0, ..., 0) in sich dafiir hinreichend ist,
.Q;‘o"'.g)‘l = 0 oder .Q;\z =0 fur (3.1,) ’
woraus folgt
4R* 31 a,[BiB.1-2R {1 b.[ B B.1— S} ksl Be Bol} — 33 bl B Bol
= — 3 (V7 "(Qu—2RP;)(Quo—2RPyo) + (51— dij)

x (Qjtr—2RP;1)(—2RX%) +d;, u(—2RX4)(—2RX%) } [ B, B, ]

(identisch fir R, B,). Setzt man
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(8.13) @ = Dk A+ S ha B+ 6,8,
so wird
B = %_,‘[w,\uBg] + [A,we] fur (3.1).

Da die Koeffizienten von R? in beiden Seiten nach §5 (ii) gleich sind,
werden die Glieder von R? aus der Relation weggelassén ; man gewinnt
die Funktionen

ba—kAoA N lAaA N (n 2 4) kA[po] ’ lA[po] (R sy Py O verschieden) »
mithln k)\p.v, lluv, da k}[pc]= kApo+kaAP ist.

Jetzt stellen wir unsere Resultate zusammen :

oot wu=A,+d@ B, oe=DB+ba,
@ = w20+w21 = Z(dz—’[)idxi), Wiy = Z kAP-VAV-I-g l‘)‘y_\By'*'tAuai ’
woz:ZAaAAA'F;bABA'*'TjaS, w01=;cAAA+;dABA+;;),

(8.14)

@, b,,P, 7, t,, unbekannt).

28. Bestimmung von @a, U, th.. Da i+ 2n,5 25 fiir A, +2RB,
=0, und Qo+2; fir @ =0 verschwindend sind, werden sie mit
Hilfe von 2rn—1 unabhingigen PraFFschen Ausdriicken A,, B,, & in
der Form

[ -on’i'gu =§u}\:‘w[Ap.Bv]+§ PAu[Ap.fT’] + galu[Bua]

- (ul[p.»] = 0) )
(8.15) ﬁ L2 = g'vluv[Aqu] + ;""m [A.&] + %’CAM[B;L&V’] ’

(vl[u.u] = O) ’

| Lo+ 820 = SF]su[A,.a':] + %_}t.,[Bua]

geschrieben. Wenden wir das Theorem der Erhaltung der Kriimmung
auf 2+ 2: an, so werden die Relationen

Ut = 81wy Vpup = —8pdu
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stattfinden; daraus ersehen wir, dass «.., und v, fiir ungleiche 2, p,
y beziiglich deren Indizes symmetrisch sind, und dass % —uUusa=—%u,
Vapr—Vuar = Su. Wenn wir also

Zlu“; = U},,, Z)\’Up,;‘;. = V}.., ‘?u“‘;‘ =; U,z,, , UsSwW.
setzen, so konnen wir folgern:
Ul = U2+(n—2)t,“ Vi= Vi—(n— 2)3,, Uz= U, Vi= V8.

Nun kénnen wir durch eine der folgenden Forderungen die Funk-
tionen @ , b feststellen:

(i) Qu+922=0 oder s,=t,=0(Uil=Uz=U:, Vi=Vi=V);
in der Tat werden aus der folgenden Gleichung @, , b, vollig bestimmt :
(8.16) dlogp + 5 @.B,—b Ay +caA\+d,B) =0 fur =0;

(ii) U2 Ud=0, V2 V=0 |
(U = n—2)¢,, Vi=—(n—2)s,);

(i) Ul=0, Vi=0U=Ui=—n—2)t,, Vi=Vi=(n—2)s,);
da wir nidmlich nach leichter Rechnung

Urpy = alsuv"!“ ¥, Uppy = blspw'i' *

(wobei * bekannte Glieder bedeutet) gewinnen, so wird fur die jetzige
Bestimmung irgendeine der Forderungen (ii), (iii) oder allgemeiner die
Forderung U} = kU2, V! = kV?2 (k==n—1) recht geeignet. Es bleibt
aber der Beweis iibrig, dass die Relationen (ii), (iii) unter den T-Trans-
formationen der Bezugssysteme sowie den Koordinatentransformationen
von X, sich invariant verhalten. Da unter (1.7) die Transformations-
formeln % Qe arg = %am 2, bestehen, so erhalten wir

o'zo'po = zlzglualpa.“? ’

2 _ 1 - - 1 =
0 Ppo = — Z (O'PA;L_ Ca')‘p.)a}\pa_.to+:12Fyluvakpauoavo ’

A Lw
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Uaupmn = Az;u)\uva).pa;oavw ’
» 'l"

; C \ _ ‘
14.0‘a 'UPOw —TuPOw =} EyvAPLy a)‘P auo a\,.,, 9 USW.,
» P'l

somit

(8.17) oUi =3 Ulay., AVi—CUi=13 Via.

Unter der Koordinatentransformation transformieren sich A., B, wie
folgt: A,= Af+@.a*, By,=B}++,&* &= &* (man erinnere sich,
dass A, bzw. B, von dz unabhingig sind); also bestehen

(8-18) u;‘kuv = Urpy v;kuv = Vxpv U'f;z = O'Au_zuj Urpv Py » USW.

Die Relationen (ii), (iii) sind zwar geometrisch infolge (8.17-18).

Bemerkung 1. Da Q0 + 2R2y; fir A, + 2RB, =0, @ =0 ver-
schwindet, so ergeben sich

Do = FEQQI[?W][A;LAV] 4+ ‘ng‘u,[AuBy] + x,

%0 = 31 [4,B.] + 3 toea[ B B + +,

wobei * die Glieder, welche mit @ verschwinden, bedeutet. Wenn
jede M-Hyperkugel der ausgezeichneten Schar nach der infinitesimalen
Umkreisung lings jeder Pseudosphire in sich iibergefithrt wird, so
lauten @if.v1= @214y = 0; danach werden agu,;, by von

w0 = ;awAp + > bhwB.+erd
®w
bestimmt, da
Qv = PO,y — ay, + bekannte Glieder,
(8.19)
Q2xv = a8,y + b,, + bekannte Glieder.

2. Genau so wie in der Herleitung von (ii), (iii) konnen wir
andere geometrischen Relationen in jedem der drei Fille (i)-(iii) finden :

(1) Pou1 = opu = kpu=mpu=0; () pn=2en=0;
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(i) Q1= ; qur =0, Q= ; Q@ =90.

Aber von diesén Forderungen koénnen wir im ailgemeinen nur folgende
stellen: (i) opw = 0, dadurch wird ¢,, bestimmt; (iii) Q1= Q:=0,
dadurch finden die Relationen

1
n—1

5 = ST a,,.+ bek. G, &= “11 16, +bek. Gl.
T

n—

wegen (8.19) statt.

29. Faktor von 3)B% fir A,=0, @ =0. Von geometrischem
Standpunkte aus koénnen wir denken, dass durch eine in dp:; quadra-
tische Differentialform eine Winkeimassbestimmﬁng von (n—1)-Richt-
ungen sich in der Element-Mannigfaltigkeit angegeben lisst, so ist das
Problem in Nr. 27 die Bestimmung einer ausgezeichneten von den bis
auf einen Faktor vorgegebenen Winkelmetriken. Wenn wir aber analy-
tisch eine (rn—1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, die die Gesamtheit der
Hyperflichenelemente von festem Zentrum ist, betrachten, so werden
diese Metriken voneinander konform RIEMANNsch. Wie die Erforscher
des konformen Problems der RIEMANNschen Réiumen gezeigt haben
(vgl. [6], [10], [11]), haben wir von einer RIEMANNschen Massbestim-
mung, insofern sie nicht konform-euklidisch ist, einen nicht versch-
windenden Konformkriimmungsaffinor, andere Konformgriossen und aus
diesen ferner die nicht verschwindenden konformen Kovarianten mit
von Null verschiedenem Gewichte. Mit Hilfe von einer dieser Kovari-
anten wird eine ausgezeichnete quadratische Differentialform bestimmt.

Wenn aber die RIEMANNsche Massbestimmung konform-euklidisch
ist, so wird sie euklidisch durch einen passenden Faktor, welcher in
diesem Fall bis auf einen Faktor, der etwa vom Zentrum abhéngig
ist, bestimmt ist. Die Bestimmung des letzten Faktors ist nicht ganz
unmoglich, aber ich kann nicht eine bequeme Methode finden. Wir
mochten daritber eine kleine Bemerkung hinzgfi.igen. Sei ng (fiir
A,=0, & = 0) euklidisch. Wenn wir

AA-A=A)“9 Bl=kBl‘ |
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mit wi+dun, wxe fir & = 0 identifizieren und wie in Nr. 27, 28 die
Ubertragung spezialisieren, wobei & eine Punktfunktion ist, so folgt
aus (8.8), (8.10) |

und aus (5.11)
dhl =
Bestimmen wir «» , EA nach Nr. 28 (i), so gilt ferner wegen (8.16)

d‘)\‘l‘&l = (d;+&';) ’

. |-

mithin

"‘V 1~ ~ N
a = —k-a ’ 0t wu = wwtwn.

Da im Fall, dass eine Ubertragung vorgegeben sei, die konforme
Massbestimmung (vgl. (8. 2-3))

z}: (w0 + @11)* + (w20 + w21)?

bestimmt wird, so werden in unserem Fall die Masg,bestimmungen
mit beliebiger Punktfunktion p

(8.20) ; (w30t @21)* + p?*(w20 + w2 )?

bis auf konforme Transformation angegeben. Da das Problem sich
nun zur Bestimmung vom Faktor p in verallgemeinerter Massbestim-
mung (8.20) umwandelt, so muss das weitergehende Studium sich auf
die Theorie des metrischen Raumes von Prof. A. KawacucHr ([8],
[10]) stiitzen.

Dezember 1935.
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