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Pour les équations différentielles ordinaires on sait de divers théo-
réemes de comparaison parmi lesqueles nous citerons quelques exemples.

Supposons que les équations différentielles

dy.’)' ———‘f:‘i(x)ys'--"y’m) (j=1’2"""m)

(1) dx

admettent une solution

I

Yi = 95 (%) G=12 ....,m)

continue dans lintervalle a Lz < b, et désignons par 30, ...., 25
les valeurs wy(a), ...., y.(a).
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A. Si
(2)  max{|fi@,y, .-, ¥m) |} < F (@, max{|yl}),
(3) max {|94]} £ ¥;

et si Péquation difféerentielle

(4) Y _ Fe, Y)
dx

admet une solution Y(x) continue dans a £ x < b et prenant la valeur
Yo pour x=a, on a

(51) max { | y@) |} £ Y(x)
J=1

dans le méme intervalle a L x <b.

Si I’on remplace les Hypothéses (21) et (3;) par les suivantes

(22) jz’flm(x,yl,....,ym)|<F(x,jzf‘lly,-n,
(32) | ;2:”2/2"_4.1’0,

on obtient 1’'inégalité
(52) 2 lui@) | £ Y @)
au lieu de (5;). D’une maniére plus générale les hypothéses
(2) S(Ufi(@ Yy eveesUm)s oens s Sn) <F@ SWrs evne s Ym))

(3) S, oo ov s Ym) £ Yo

entraine 1’inégalité
Sp@), «ov., Ynl@) L Y(x)

pour a £Lx<b pourvu que S, ...., Ym) satisfasse aux conditions
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indiquées par M. KAMKE®Y, Récemment M. MARCHAUD® a obtenu un
théoréme plus général que celui de M. KAMKE. Mais il y a des théo-
rémes de compdraison qui ne sont pas des cas particuliers de celui de
M. MARCHAUD. Le suivant® est un tel exemple.

B. S
(6) ’f}(x’ylv~---sym),<-F:’i(x’ly1,’----’lym,)’
(7) lys| £ Y73 =12 ....,m),

Fi@, Y1, ...., Y..) étant des Jonctions croissantes de chacune des
variables Y1, ...., Y,, et si les équations differentielles
ay;
(8)

‘J.:Fj(x,Yl,....,Ym) (j
dx .

I

1,2,...,,m),

admettent une solution Y, @) .c.., Yu(x) continue dans a Lz <b
et satisfaisant aux conditions initiales

Yia) = Y73 G=12....,m),
on a

lyi (@) | £ Yi(z) G=12,....,m)
pour a L x<_b.
A notre connaissance on n’a pas encore un théoréme qui contient

comme cas particuliers ces deux théorémes A et B. Il y a donc lieu

de se demander si 1’on ne peut comparer les équations (1) avee les
suivantes

dY;
9 2
(9) i

=F}(xvlfl’--°-’Yn) (j=1,2,-.-.,7%)

7 pouvant prendre un entier positif quelconque.

(1) E. KaMkg, Uber die eindeutige Bestimmtheit der Integrale von Differential-
gleichungen, Sitzungsberichte d. Heidelberger Akad. d. Wissenschaften,
Math.-naturw. KIl., 1931. _

(2) A. MARCHAUD, Critéres d’unicité et de multiplicité par les intégrales d’un
systéme d’équations différentielles du premier ordre, C. R., 1983.

(3) M. FUKUHARA, Sur les systémes des équations différentielles ordinaires 11, Jap.
Jour. Math., 1930.
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CHAPITRE I
Introduction

1. Notations.

Dans la suite nous utiliserons les matrices pour simplifier I’écriture.
Une lettre marquée par le signe (™), () ou () désigne respective-
ment un systéme de [, m ou n» nombres: par exemple,

a=(m,0a, ....,a4),

b= (b1,be, ..., bm),

¢ = (¢, ¢z, ceee ;s Cn) .
Soit un systéme de fonctions d’une variable z:

Px), ...., ¢m(x)

que l'on peut désigner par @(x). Nous désignerons par D;¢(x) le
systéme des dérivées a droite des fonctions @i(), ...., pu(@):

Dipx) = (Dip1@), oo oo, Df @u()) .

Les notations D;@(x), ¢'(x) etc. ont les significations analogues. Le
systeme des équations différentielles

dyj =f_‘1'(w,y1, ..--,ym) (j=1,21""!m)
dx
peut done s’écrire .
dy __ 4 .
d S,y .

Soient maintenant m fonctions de » variables :

<

¢1(x1, cooo,xn), -o.-,¢m(x], c e ’wn)n

Nous désignerons par i%gc—fv)— la matrice formée par les dérivées par-
;.
9wy,

tielles
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(0p1 Bz O@m )

dwy O Am
3p (%) _
90X

91 3 Opm

\ 3%, 9r, 3t )
L’inégalité ¢ <4r est équivalente aux m inégalités
1 <A1, P2 VY2s e P Am -
De méme, si
PrLvi, LYy oo Pl Vm

nous écrirons ¢ £ yr, en réservant le signe ¢ £ - exclusivement pour
le cas ol 'on a

pLYy, L.

2. Hypotheses que nous supposons pour comparer les deux
equations.

Supposons que 1’équation différentielle

W _ e g
(a) I S, 9)

admet une solution
y = y(x)

continue dans un certain intervalle. Nous voulons la comparer avee
une solution

Y = f(x)

d’une équation différentielle auxiliaire

(A) Y _ @, V),
dx

Y(x) étant supposé continue dans le méme intervalle. Pour contenir
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comme cas particuliers les résultats de M. MARCHAUD, nous chercherons
dans quelles hypothéses nous pouvons obtenir 1’inégalité

) B, y@)) L d(x, Y @)
ou

() &, y@) < Pz, Y @) ,

les fonctions &(zx, ¥), (lp\(x, Y) étant des fonctions déterminées. Les
hypothéses dont nous ferons fréquent usage sont les suivantes.

(ar) La fonction f(z, 3) est définie et continue dans1’ensemble Dj.

(ar) La fonction F(x, Y) est définie et continue dans I’ensemble Dpy.

(8,) La fonction @(x, i) est continue dans un domaine D, et admet
les dérivées partielles

A

29 3P il
3x ’ 8y1 ’ aym

(B») La fonction (lﬁ(x, Y) est continue dans un domaine D, et
admet les dérivées partielles

30 2P Y
ax ’ aYl ’ oo o0 o aYn .

(vo) Le domaine D, contient 1’ensemble Dy.
(y4) Le domaine D, contient 1’ensemble Dy.
(8) On a

(I1) W + £z, ) arp,g, %)

< B0 Y) | [, ¥) 3040 V),
(7 Y

pour &z, ¥) £ &z, Y), @ 9)eD;D,, (x, Y)e DrDs, j désignant I’in-
dice pour lequel on a

oi(®, §) = Oie, ) .
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CHAPITRE 11

Théoremes fondamentaux

3. Enonces des théoréemes fondamentaux.

Mais avant de comparer les équations (a) et (A) nous chercherons
dans quelles hypothéses nous pouvons obtenir I'inégalité (I;) ou (Iz) en
ne prenant pas en considération 1’équation auxiliaire (A). L’hypothése
(y4) sera remplacée par la suivante.

(y') Le domaine D, contient 1’ensemble des points (z, Y@), =
désignant la valeur dans l’intervalle considéré.

Supposons d’abord que l’intervalle considéré est fermé a gauche:
alx<b.

I. Alors, pour que U’inégalite

@, y@) £ d(a, Y@)

entraine (1) pour a <x<b, il suffit de faire outre les hypothéses
(@), (B:), (Be)s (va), (v), la suivante.

(3}) La fonction f’(x) ‘est continue et admet la dérivée a droite
dans l’intervalle considéré et on a

4159) B32i®, D) 4 f(g, )22 D)

< 900z, Y) + Dy Y(x) a(Pj(af{,_ Y)
ox Y

pour Y = Y(x), &z, ) L &, Y(x), ; désignant I'indice pour lequel
on a

Pilx, 9) = @;(x, Y@)) .
II. De méme, pour que l’inégalité

$(a, ¥(@) < d(a, Y(@)
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entraine (I) pour a <z <b, i1 suffit de faire outre les hypothéses
(a); (Be), (B2), (va) et (v') la suivante.
(6;) La fonction Y(x) est continue et admet la dérivée a gauche

dans l'intervalle considéré et on a

ar;) e Y) 4 F )82 )
3 Y

o Y

pour Y = Y(), &, %) £ (B(x, Y), j désignant l'indice pour lequel on
a @i, 9) = Oz, Y)).

III. L’inégalite
&la, y@) £ @ (a, Y@)

en!raine ausst (Iz) pour a<x<b si les conditions (ar), (B;), (Bs),
(va), (') et (87) sont satisfaites et si de plus on a (I1}) pour

x=a, y=9y@), ¥Y=7Y(@),
J désignant ’indice pour lequel on o

pia, @) = ?(a, Y@) .

4. Démonstrations des théoréemes fondamentaux.

Les théoremes fondamentaux énoncés au numéro précédent décou-
lent des propositions presque évidentes. .

Lemme 1. Si les fonctions @(x) est (x) sont définies dans
Uintervalle a L x < b et st

P@) L (@), D;pw) < Div(x)

pour ¥ =a, on a

@) < Ar(x)

pour a < x<a + 8,8 désignant un nombre positif assez petit.
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Lemme 2. Siles fonctions o(x) et xp-(x).sont définies dans Uinter-
valle a <<x LDb et si 'on a |

p(x) L yr(x)
pour a < x<b et _
| P(b) = (),
on a »
D; p(x) X Dy ()

pour x =20b.

Ces deux lemmes sont les conséquences immédiates de la définition
des dérivées a droite et a gauche.

-,

Lemme 3. 87 les fonctions @(x) et ¥(x) sont continues et admet-
tent les dérivées o droite dans Pintervalle a Lx £Lb et si

pla) L¥(@) , $0) < §0),
il existe ume valeur & (a £L £ <»b). et un indice j tels que U’on ait
$@) L 4@, @@ = ¥i@), D:pi@ N Diyix)
pour x =E¢.

Lemme 4. St les fonctions o(x) et (x) sont continues et admet-
tent les dérivees ¢ gauche dans ’intervalle a L x £ b et st

$(a) < @(a) » @) L),
il existe une valeur & (a < & L b) telle quve Uon ait
P(@) L P(x) , Dy pi(x) = Dy i)
pour x =§,7 designant I'indice pour lequel on a
i (€) = 44i(8) .

En effet, pour démontrer le lemme 3, il suffit de prendre pour &
la borne inférieure de l’ensemble des nombres z’ tels que l'on ait
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&) L () pour ' <x L b et d’appliquer le lemme 1. Pour démon-
trer le lemme 4, il suffit de prendre pour £ la borne supérieure de
I’ensemble des nombre z’ tels que 'on ait @(x) << ¥(x) pour a <z <z’
et d’appliquer le lemme 2.

Cela posé, revenons aux théorémes fondamentaux. Soient’ y(x)
une solution de (a) continue dans l'intervalle a Lz <b et Y(x) une
fonction continue dans le méme intervalle. Supposons les conditions

(ar), (Bs)s (Bo), (va), (') satisfaites. Si I'on a
(L) (@, y@®) L Pz, Y(x))

pour z =a et
P, §@) £ O, Y ()

pour une certaine valeur a’ de x dans intervalle a L« < b, on aura
d’aprés le lemme 3

@, @) £ P, T@), D;pi, #@) N\ D} Oz, Y @)

pour une certaine valeur ¢ de z dans l'intervalle a L2 <a', j désignant
I’indice pour lequel on a @; (¢, &) = &; (&, Y()), ce qui est incompatible
avec ’hypothese (57).
Sil'on a
(I2) S, §@®) < O, Y))
pour ¢ = a et si . .
B, §@®)) L Oz, Y@)

pour une certaine valeur a’ de dans lintervalle a L« <b, on aura
d’aprés le lemme 4

&, y@) £ P, V@), D; @i, @) N\ D; 0z, Y (@)

pour une certaine valeur & de x dans l'intervalle a < x £ a’, 7 désignant
I’indice pour lequel on a ¢;(&, ¥&) = &;(§, Y(©), ce qui est incompatible
avec I’hypothése (3;).
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Si I'on a (I;) pour z = a et (IIY) pour z =a, ¥y = #(a), Y = Y(a), j
désignant I’indice pour lequel g;(a, #(@) = &;(a, Y (@), on a (I;) pour
a<x £ a+ 8 pourvu que le nombre positif & soit assez petit. Le théoréme
démontré tout a ’heure montre ensuite que si la condition (5;) sont

satisfaites, on a (I;) pour a+8 <2 <b. Tous les théorémes annoncés
sont donc complétement démontrés.

5. Extensions des théoremes fondamentaux au cas ou l’'inter-

valle considéré est ouvert a gauche.

Il est facile d’étendre les théorémes fondamentaux au - cas ou
I’intervalle considére est ouvert: a <x < b. En effet, supposons les
conditions (ar), (8,), (Be), (va), (v') et (82) satisfaites. Alors, s’il existe

une suite de valeurs décroissantes x1, Xz, .... telles que on ait

limax, = a

k—>oc0

el
(L) | S, y@) £ O, V@)

POUT T == X1, X2, ...., cette inégalité subsiste dans l’intervalle a <x<b.
Car, si ’on a I'inégalité (I;) pour = = x;, elle reste vraie pour x;<x<b.
On obtient de méme la proposition suivante. S¢ les conditions (ar),
(B5)s (Bo), (va), (') et (87) sont satisfaites et s’il existe ume suite de
valeurs croissantes xi, X2, .... telles que U'on ait

lima; =b
3—»00
et
(1) S, y@) < d(x, Y))

pour & =%, 2, ...., cette inegalité reste vraie dans intervalle

a<ax<b.
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CHAPITRE 111

Applications

6. Théoremes d’existence.

On peut déduire aisément des théorémes fondamentaux quelques
théorémes d’existence des solutions de 1’équation différentielle (a); c’es
ce que nous allons montrer.

Faisons outre les hypothéses (ar), (8,), (Be), (va), (¥'), et (3;) les
suivantes.

(¢) - L’ensemble D, contient ’ensemble E des points (x, 7) tels que

Pz, ) L O, Y())

2 désignant la valeur dans l'intervalle considéré.

(¢)) La section® S: E de E par I’hyperplan x = £ est un ensemble
borné et non vide quelle que soit la valeur & dans ’intervalle considéré.

Désignons par B V’ensemble de tous les points (x, y) dont I’abscisse
x appartient a I'intervalle considéré, qui sera supposé ouvert a <x <b,
pour fixer les idées. L’ensemble E étant fermé dans B, il existe une
fonction ‘continue dans B et coincidant avec f(z, ) dans E. Nous la
désignerons par g(x, ¥). Si (£, ) est un point dans E I’équation dif-
férentielle

admet une solution y = ¢(x; & n) satisfaisant a la condition initiale
y(&) = ». Cette solution est nécéssairement continue dans l’intervalle
eLx<b. En effet, si elle devient discontinue pour une valeur &’ de
x entre £ et b, elle ne peut étre bornée dans le voisinage de &’. Cela
est imposible, car le théoréme fondamental I montre que 'on a

oz, pl@; &) L & (2, T@))

(4, Nous désignerons par S: I’ensemble de tous les points (x, y) dont Dabscisse «
est égale & &. :
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pour §Lx < &. On obtient donc cette inégalité pour £ Lx <b.
g(x, ) coincident avec f(x, 7) dans E, y = @(x; & n) est une solution
de (a) au moins dans lintervalle £ £Lx <b. Prenons une suite de
valeurs décroissantes convergeant vers a: &, &, ..... SE,,E n’étant
pas vide, on peut trouver un point (£., #.) dans E. La suite des
fonctions {@(x; &., 7,)} étant bornée et également continue dans tout
intervalle fermé dans a <z <b, on peut en extraire une suite partielle
convergente dans ¢ <x< 6. La limite g(x) de cette suite est une
solution de (a) continue dans lintervalle a <z < b. Nous arrivons
donc au théoreme d’existence.

IV. Si les conditions (or), (8;), (B2), (va), (v'), (83), (&) et (C1)
sont satisfaites, ’équation (a) admet au moins une solution continue
dans U’intervalle considére et satisfaisant a (Iy).

On peut remplacer ’hypothése (8;) par (8;), sil’on fait I’hypothése
suivante au lieu de ().

(¢2) L’ensemble S: E contient au moins un point intérieur quel
que soit la valeur ¢ dans l'intervalle considéré.

- La démonstration s’achéve comme ci-dessus. Le théoréme d’exis-
tence s’énonce donec comme il suit:

V. Si les conditions, (ar), (B:), (Be), (va), (v, (83), (&) et (C2)
sont satisfaites, l’equation (a) admet au moins une solution continue
dans Uintervalle considéré et satisfaisant ¢ (I2).

Dans I’énonc3 (&), ’hypothése que S, E contient un point intérieur
n’est pas nécéssaire méme dans le cas ou l'intervalle considéré est
fermé a gauche: a Lz <b. Car la solution continue dans l’inter-
valle ouvert a <z < b et satisfaisant & ’inégalité (I,) est nécessaire-
ment continue a ’extrémité gauche de ’intervalle. Seulement I’inégalité
(I) doit étre remplacée par (I;) pour x = a.

7. Théoréemes de comparaison.

Supposons maintenant que Y(x) est une solution de I’équation
auxiliaire '
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(A) %—- = F(x, ¥) .

Les inégalités (II}) et (II;) deviennent ici

(I1) A3p(x, ¥) +f(CC, %) 393(97., Y)
ax oY
<8(0(x, Y)+F(x, 'Y)a(ﬂ(xt.Y) )
o Y

Les hypothéses (5;) et (8;) seront donc remplacées par (8). Par suite
nous obtenons la proposition suivante.

VI. Supposons les conditions (ur), (ar), (B:), (8B2), (va), (va) et
(8) satisfaites, et soient y(x) une solution de (a) continue dans U’inter-
valle a <x<b et Y(x) celle de (A). S’il existe une suite de valeurs
décroissantes x1, X2, .... telles que Uon ait

S, 9@)) L d(a;, Yxp)), lima;=a,

J=0o0

on a Vinégalite (I) dans Uintervalle a < x < b. On obtient la méme
conclusion st y(x) et Y(x) sont continues dans Uintervalle a L x <b et
st lon a '

@, @) L D, Y@) .

-On pourra de méme énoncer des théoremes d’existence des solu-
tions en faisant en outre les hypothéses (e) et (&o).

8. Examen des hypotheses.

Nous avons supposé, pour simplifier les considérations, la dérivabi-
lité des fonctions Y(), &(=, %), (3(50, Y) ete. Mais cela importe peu.
Revenons au numéro 4. Les lemmes exposés 14 peuvent étre généralisés
comme il suit. '

Lemme 1. Siles fonétions @(x) et Y(x) sont définies dans Uinter-
valle a Lx < b et si Uon a ¢a) L(a) et D;p(x) < Diy(x) ou D;o(x)
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< Diy(x) pour x = a, il existe une suite de valeurs décroissantes X1,
T2, .... telles que

px) <Y(x), lima;=a.

Lemme 2’. 8¢ les fonctions o(x) et +(x) sont définies dans I’inter-
valle a <2 L b et st 'on a p(x) L (x) pour a<ax<b et ¢(b) = (b)),
on a

D;px) X D;y(x), D; o) N\ D;y(x)

pour x=20.

Lemme 3’. Si les fonctions o(x) et (x) sont continues dans
UVintervalle a Lx £ b et si '

pla) L J(a), $(b) £ (),
il existe une valeur &€ (@ £LE&<b) et un indice 7 tels que on ait
P@) L @), @ilw) = Pi),
D; i) D Divi(@) et Dfpia) N Diiz)
pour x = £,

Lemme 4'. Si les fonctions o(x) et ~(x) sont continues dans
Uintervalle a Lx L b et st

pla) (@), @) <40,
il existe une valeur & (a <& 4LDb) telle que 'on ait

o @) L3 (),
D; pi(@) D Diri(@) et Dy i) D\ D; i (x)

pour x = &, j désignant l'indice pour lequel on a ;(&) = ¥ (5.

On peut done prendre au lieu de (II}) I'une des inégalités
@) |Diae+toes )] <D:os(z, ¥@),

@) | Digi(a+t o 0 9) | <Dioy(s ¥@),
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au lieu de (II;) 'une des inégalités

@) [Drgs(a+tvts o )], <Dz o= ¥@),

t=0

< D; 0(w, Y ()

t=0

@) [Dres(ert, bt @ 9) ]
et au lieu de (II) 'une des inégalités

IDn [Dt% x+t, 9(t; , y) ] [Dt x+t 2)(t %, Y))] ,

-0
@ [Dgpsle+t, v 2 0) ]|, <[Rs(e+t, 9ts 2 D) ], .
Y(t; 2, ) désignant une fonction quelconque telle que
DO0; 2, 9) =9, |[Div;x,9)],,= S 9)
et ?)(t ;X i'f) une fonction continue telle que |
902 ) =¥, [D:PE: e $)],0= Fla 1.

Supposons ensuite que les fonctions &(z, y) et (3(90, Y) satisfont
aux conditions suivantes.

(n¢) Si (x, y) appartient & Dy, on a®

am  [Dea(e+t, 5@ 20) ]|, £ o f@ D) -

(6) Si flw) et g(x) sont des fonctions continues dans un méme intervalle, chacune
des inégalités

Dif(x) £ g(x) ou D f(x) £ g(=)
entraine les inégalités
Dz f (@) £ 9(x) -
Donc l'inégalité

| Dré(z+t, 3¢5 2, )], & 2@ @ D)
ou
[Dréta+t, vt; =, 9)) ], & b@ F, 5)

est moins restrictive que (III,) seulement en apparence. On peut faire une
remarque analogue pour les inégalités (I1I,).
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(ne) Si (x, Y) appartient & Dy, on a
an  [Dro(e+t ¥¢ie, )] D0 (v F D))
On peut alors prendre les inégalités

avs) @i(%, f(x, ) < D 0;(z, ¥ (),

Ivs) @i(x, £z, 9)) < D; @ (=, ¥ (@),
(IV.) pi(2, @, 1)< 0;(2, F(z, Y))

au lieu de (IT}), (IT;), (IL.) respectivement. En faisant
l=n=1, &, Y)=Y,

nous retrouverons les résultats de M. KAMKE®,

9. Théoremes d’unicite.

On peut appliquer les résultats obtenus jusqu’ici pour chercher si
I’équation n’admet qu’une solution satisfaisant & la condition initiale
(o) = 9. En effet, soit § = ¢(x) une solution satisfaisant & cette
condition initiale, et faisons le changement de variables

z = y—o(x) .
Nous obtenons
dz . )
b = ’ ’
(b) i 9(x, 2)
ou

i, &) = fl@, 2+p@)—flx, p@) .

Si I’équation (b) n’admet pas de solution non identiquement nulle et
satisfaisant a la condition initiale #(xo) = 0, 1’équation (a) n’admet
qu’une solution satisfaisant & la condition initiale donnée #(xo) = %o,

(6) Loec. cit.
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et réciproquement. Il suffit done de considérer I’équation (b) ou g(z, 0)
= 0. Introduisons les hypothéses analogugs a (), (va)s (8)), (8.):

(2,) La fonction g(x, £) est définie et continue dans I’ensemble D, .

(v») Le domaine D, contient ’ensemble D, .

(8¢) La fonection Y(x) est continue et admet la dérivée a droite
dans l'intervalle considéré et on a | '

(I1}) Api(z, 2) + §(x, £) 3<Pj(9.0, £)
o 92

ox Y

pour Y = Y(z), $, 2 L d(x, Y @), j désignant I’indice pour lequel

on a @i, 2) = @;(x, i}(x)) .

%) On a
an) 22D i, e E)
oax a2
29, Y) | g, 509, )
oz Y

pour &z, 2) L @(x, Y), (z, 2)eD,D,, (x, Y)eDrD,, j désignant ’indice
pour lequel on a ¢;(x, 2) = @;(x, Y).
Introduisons en outre les hypothéses suivantes:

@) y=0 si o g L0,
(60) O, 0) = 0.

Nous supposerons d’abord les conditions (=), (8;), (Be)s (vs), (65)
et (0») satisfaites.

»

Alors, Uunicité de la solution de (b) satisfaisant & la condition
initiale #(a) = O sera assurée si ¢ un systeéme de m nombres positifs i on

(7) Par suite la relation q'o(x, g'/) < 0 est impossible.
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peul faire correspondre une fonction Y(x) satisfaisant aux conditions
(), (87) et telle que Uon ait 0 L Y (a) et Y(x) £ & dans Uintervalle con-
sidéré a Lx <<b. Si Y(z) est une solution de (A), on peut remplacer
les hypothéses (v') et (87) par (va) et (&) respectivement. On peut
donc énoncer le théoréme suivant :

VII. St les conditions (ag), (8,), (B)s (vs), (v4)s (&), (6;) et (o)
sont satisfaites et si l'équation (A) n’admet pas de solution continue
dans a L x <b et satisfaisant ¢ la condition Y(a) =0 & I’exception
de la solution identiquement nulle, I’équation (b) n’admet qu’une solu-
tion continue dans a L x <b et satisfaisant & la condition #a) =0.

Dans les applications on prend le plus souvent (3(.::, Y)=Y (par
suite = n). Examinons done ce cas plus précisément. Les hypothéses
(Be), (v4) et (8.) sont satisfaites. L’hypothése (8;) deviendra :

(3;) On a

ar 22808 4 (o, 22D < Py, ¥)

~

pour @(x, £) L Y, (@, 2)eD,D,, (x, Y)eDz, j désignant I’indice pour
lequel on a @;(x,2) = Y;.

Mais dans notre présent cas on peut prendre la condition moins
restrictive (8;) que I’on obtient en remplacant 1’inégalité (II}) par la

suivante
(1Y 39i®: 2 | 6, )220 £ Fi(, ).
dx 9z

Car on peut comparer 1’équation (b) avee 1’équation auxiliaire

dy

= F(x, Y)+¢,
x

€1, ...., €, désignant des constantes positives.
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VIII, Si les conditions (a,), (B,,)‘, (vs), () et (8,) sont satis-
Jaites, et si l'équation (A) m’admet pas de solution continue dans
alLx<b et sat'isfaisant @ la condition Y(a)=0 a Uexception de la
solution tdentiquement nulle, I'équation (b) n’admet qu’une solution
continue dans a Lx <b et satisfaisant ¢ la condition #(a)=0.

On peut de méme considérer le cas ou l'intervalle considéré est
ouvert a gauche. Si &(x, ), &(xr, Y) satisfait aux condition ), (70),
on peut remplacer les inégalités (II;), (II;) par les suivantes

(IV?) pi(%, G @, 2)) < 390ix, Y) +D; Y’(@M ,
. ox - 3Y
(IV,) 2i(@, § @, ) < Os(x, F(z, ¥)) .
Si @(w, Y) = ¥, on peut prendre au lieu de (II}), (II/) les inégalités

@iz, 9@, 2)) < Fi(x, V),

@iz, g, £)) L Fy@x, Y) .

10. Calcul des erreurs.

Dans la pratique on prend au lieu de la solution vy-(x) de 1’équation
donnée
’ dy _ 4z . . .
- dx |
une solution ¢(x) de I’équation (a) si les modules | 4;(x, )| sont trés
petits. Il est donc important de chercher les limites supérieurs des
nombres ¢; (%, y(x)—@()) . Pour les calculer, il suffit d’appliquer nos

théorémes. En effet, 2 = y(x)—o(x) est une solution de I’équation
(b) ou

i@z, 2) = fx, 2+ @)—f (2, §@) + (@, t+p@)) .

Les raisonnements sont analogues au numéro précédent. Remarquons
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seulement que notre procédé permet souvent d’obtenir des développe-
ments asymptotiques des solutions de 1’équation différentielle®.

11. Genéralisations.

On peut généraliser encore les résultats obtenus ci-dessus. Nous
avons déja exposé cette théorie®. Mais nos présents résultats sont
plus avantageux pour les applications.

(8) Voir, par exemple, M. HUKUHARA, Sur les points singuliers des équations dif-
férentielles de Riccati, Jour. Fac. Sc., Hokkaido Imp. Univ., 2 (1935).
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