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Pour les \’equations diff\’erentielles ordinaires on sait de divers th\’eo-
r\‘emes de comparaison parmi lesqueles nous citerons quelques exemples.

Supposons que les \’equations diff\’erentielles

(1) $\frac{dy_{j}}{dx}=f_{j}(x, y, \ldots., y_{m})$ $(j=1,2, \ldots., m)$

admettent une solution
$y_{j}=y_{j}(x)$ $(i=1,2, \ldots., m)$

continue dans l’intervalle $a\leq x<b$ , et d\’esignons par $y_{1}^{0}$ , . . . . , $y_{m}^{0}$

les valeurs $y_{1}(a),$
$\ldots.$

$y_{m}(a)$ .
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A. $Si$

(2) max $\{|f_{j}(x , y_{1}, \ldots., y_{m})|\}<F$ ( $x$ , max $\{|y_{j}|\}$ ),

(3) max $\{|y_{j}^{0}|\}\leq Y_{0}$

et si l’\’equation diff\’erentielle

(4) $\frac{dY}{dx}=F(x, Y)$

admet une solution $Y(x)$ continue dans $a\leq x<b$ et prenant la valeur
$Y_{0}$ pour $x=a$ , on a

(5) $\max_{j\approx 1}^{m}\{|yj(x)|\}\leq Y(x)$

dans le m\^eme intervalle $a\leq x<b$ .
Si l’on remplace les hypotheses (2) et (3) par les suivantes

(2) $\sum_{j- 1}^{m}|f_{j}(x, y_{I}, \ldots.\prime y_{m})|<F(x,\sum_{j-1}^{m}|y_{j}|)$ ,

(3) $\sum_{j-1}^{m}|y_{j}^{0}|\leq Y_{0}$ ,

on obtient l’in\’egalit\’e

(5) $\sum_{j- 1}^{m}|y_{j}(x)|\leq Y(x)$

au lieu de (5). D’une mani\’ere plus g\’en\’erale les hypotheses

(2) $S(f_{1(X},$ $y_{1}$ , ... . , $y_{m}),$ $\ldots.,f_{m}$) $<F(x, S(y_{1,\ldots.\prime}y_{m}))$ ,

(3) $S(y_{1}^{0}, \ldots., \oint_{m})\leq Y_{0}$

entraine l’in\’egalit\’e

$S(y_{1(X)}$ , . . . . $y_{m}(x))\leq Y(x)$

pour $a\leq x<b$ pourvu que $S(y_{1}$ , . .. . , $y_{m})$ satisfasse aux conditions
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indiqu\’ees par M. KAMKE. R\’ecemment M. MARCHAUD a obtenu un
th\’eoreme plus g\’en\’eral que celui de M. KAMKE. Mais il $y$ a des th\’eo-
remes de comparaison qui ne sont pas des cas particuliers de celui de
M. MARCHAUD. Le $suivant^{\{3)}$ est un tel exemple.

B. $Si$

(6) $|f_{j}(x,$
$y_{1}$ , . . . . , $y_{m})|<F_{j}(x, |y_{1}|, \ldots., |y_{m}|)$ ,

(7) $|y_{j}^{0}|\leq Y_{j}^{0}$ $(i=1,2, \ldots., m)$ ,
$F_{j}$ $(x,$ $Y_{1}$ , . . . . , $Y_{m})$ etant des fonctions croissantes de chacune des
variables $Y_{1}$ , . . . . , $Y_{m}$ et si les \’equations diff\’erentielles

(8) $\frac{dY_{j}}{dx}=F_{j}(x, Y_{1}, \ldots..Y_{m})$ $(J=1,2, \ldots, m)$ ,

admettent une solution $Y_{1}(x),$ $\ldots..Y_{m}(x)$ continue dans $a\leq x<b$
et satisfaisant aux conditions initiales

$Y_{j}(a)=Y_{j}^{0}$ $(J=1,2, \ldots., m)$ ,
on a

$|y_{j}(x)|\leq Y_{j}(x)$ $(j=1,2, \ldots..m)$

pour $a\leq x<b$ .
A notre connaissance on n’a pas encore un th\’eoreme $quI$ contient

comme cas particuliers ees deux th\’eoremes A et B. Il $y$ a donc lieu
de se demander si l’on ne peut comparer les \’equations (1) avec les
suivantes

(9) $\frac{dY_{j}}{dx}=F_{j}(x, Y_{1}, \ldots., Y_{n})$ $(j=1, 2, \ldots, n)$

$n$ pouvant prendre un entier positif quelconque.

(1) E. KAMKE, \"Uber die eindeutige Bestimmtheit der Integrale von Differential-gleichungen, Sitzungsberichte $d$ . Heidelberger Akad. $d$ . WissenschaftenMath.-naturw. Kl., 1931.
(2) A. MARCHAUD, Criteres d’unicit\’e et de multiplicit\’e par les int\’egrales d’unsyst\‘eme d’\’equations diff\’erentielles du premier ordre, C. R., 1933.
(3) M. FUKUHARA, Sur les syst\‘emes des \’equations diff\’erentielles ordinaires II, Jap.Jour. Math., 1930.
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CHAPITRE I

Introduction

1. Notations.

Dans la suite nous utiliserons les matrices pour simplifier l’\’ecriture.
Une lettre marqu\’ee par le signe $(\wedge),$ $()$ ou $()$ d\’esigne respective-
ment un systeme de $l,$ $m$ ou $n$ nombres: par exemple,

$\hat{a}=(a_{1}, a_{2} , \ldots.a_{t})$ ,

$\dot{b}=(b_{1}, h, \ldots.\prime b_{m})$ ,

$\ddot{c}=$ $(c_{1},$ $c_{2}$ , . . . . $c_{n})$ .
Soit un systeme de fonctions d’une variable $x$ :

$\varphi_{1}(x),$ $\ldots.’\varphi_{m}(x)$

que l’on peut d\’esigner par $\dot{\varphi}(x)$ . Nous d\’esignerons par $D_{x}^{+}\dot{\varphi}(x)$ le
systeme des d\’eriv\’ees a droite des fonctions $\varphi_{1}(x),$

$\ldots.,$
$\varphi_{m}(x)$ :

$D_{x}^{+}\dot{\varphi}(x)=(D_{x}^{+}\varphi 1(X), \ldots. , D_{x}^{+}\varphi_{m}(X))$ .
Les notations $D_{x}^{-}\dot{\varphi}(x),\dot{\varphi}^{\prime}(x)$ etc. ont les significations analogues. Le
systeme des \’equations diff\’erentielles

$\frac{dy_{j}}{dx}=f_{j}(X, y_{1}, \ldots., y_{m})$ $(j=1,2, \ldots., m)$

peut donc s’\’ecrire

$\frac{d\dot{y}}{dx}=\dot{f}(x,\dot{y})$ .

Soient maintenant $m$ fonctions de $n$ variables:

$\varphi_{1}(x_{1}, \ldots.x_{n})’..’\ldots.,$
$\varphi_{m}(x_{1}, \ldots.\prime X_{n})$ .

Nous d\’esignerons par $\frac{8\dot{\varphi}(\ddot{x})}{8\ddot{x}}$ la matrice form\’ee par les d\’eriv\’ees par-

tielles $\frac{a_{\varphi j}}{8x_{k}}$ :
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$\frac{\partial\dot{\varphi}(\ddot{x})}{a_{\ddot{X}}}=\left\{\begin{array}{lll}\frac{\partial\varphi\iota}{a_{X_{1}}}\frac{8\varphi_{2}}{a_{X_{1}}} & \cdots & \frac{8\varphi_{m}}{\partial x_{l}}\\\cdots & \cdots & \cdots\\ & & \underline{\mathfrak{Z}}\varphi_{m}-\\\frac{8\varphi_{1}}{ax_{n}}\frac{\partial\varphi_{2}}{\mathfrak{Z}x_{n}} & \cdots & \cdots 9x_{n}\end{array}\right\}$ .

L’in\’egalit\’e $\dot{\varphi}<\dot{\psi}$ est \’equivalente aux $m$ in\’egalit\’es

$\varphi_{1}<\psi_{1},$ $\varphi_{2}<\psi z$ ... . . $\varphi_{m}<\psi_{m}$ .
De m\^eme, si

$\varphi_{1}\leq\psi_{1},$ $\varphi_{2}\leq\psi z$ . .. . . $\varphi_{m}\leq\psi_{m}$ ,

nous \’ecrirons $\dot{\varphi}\leq\dot{\psi}$ , en r\’eservant le signe $\dot{\varphi}_{=}\angle\dot{\psi}$ exclusivement pour
le cas ou l’on a

$\dot{\varphi}\rightarrow\angle\psi$ , $\dot{\varphi}\{\dot{\psi}$ .

2. Hypoth\’eses que nous supposons pour comparer les deux
\’equations.

Supposons que l’\’equation diff\’erentielle

(a) $\frac{d\dot{y}}{dx}=\dot{f}(X,\dot{y})$

admet une solution

$\dot{y}=\dot{y}(X)$

continue dans un certain intervalle. Nous voulons la comparer avec
une solution

$\ddot{Y}=\ddot{Y}(x)$

d’une \’equation diff\’erentielle auxiliaire

(A) $\frac{d\ddot{Y}}{dx}=\ddot{F}(x,\ddot{Y})$ ,

$\ddot{Y}(x)$ \’etant suppos\’e continue dans le m\^eme intervalle. Pour contenir
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comme cas particuliers les r\’esultats de M. MARCHAUD, nous chercherons
dans quelles hypotheses nous pouvons obtenir l’in\’egalit\’e

(I) $\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))\leq\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(x))$

ou
(I) $\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))<\hat{\mathcal{O}}(x,\ddot{Y}tx))$ ,

les fonctions $\hat{\varphi}(x,\dot{y}),\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})$ \’etant des fonctions d\’etermin\’ees. Les
hypotheses dont nous ferons fr\’equent usage sont les suivantes.

$(a_{f})$ La fonction $\dot{f}(x,\dot{y})$ est d\’efinie et continue dans $1’ ensembleD_{f}$ .
$(a_{F})$ La fonction $\ddot{F}(x,\ddot{Y})$ est d\’efinie et continue dans l’ensemble $D_{F}$ .
$(\beta_{\varphi})$ La fonction $\hat{\varphi}(x,\dot{y})$ est continue dans un domaine $D_{\varphi}$ et admet

les d\’eriv\’ees partielles

$\underline{8\hat{\varphi}}$ $\underline{\partial\hat{\varphi}}$ $\underline{8\hat{\varphi}}$ .
$8x$ $8y_{1}$ $\partial y_{m}$

$(\beta_{\Phi})$ La fonction $\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})$ est continue dans un domaine $D_{\Phi}$ et
admet les d\’eriv\’ees partielles

$\frac{8\hat{\Phi}}{a_{X}}$ $\frac{8\hat{\Phi}}{8Y_{1}}$ $\frac{8\hat{\Phi}}{\partial Y_{n}}$

$(\gamma_{a})$ Le domaine $D_{\mathcal{P}}$ contient l’ensemble $D_{f}$ .
$(\gamma_{A})$ Le domaine $D_{\Phi}$ contient l’ensemble $D_{F}$ .
$(\delta)$ On a

(II) $\frac{8\varphi_{j}(X,\dot{y})}{a_{X}}+\dot{f}(x,\dot{y})\frac{\partial\varphi_{j}(x,\dot{y})}{8\dot{y}}$

$<\frac{a\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{8x}+\ddot{F}(x,\ddot{Y})\frac{8\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{\partial\ddot{Y}}$

pour $\hat{\varphi}(x,\dot{y})=\angle\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}),$ $(x,\dot{y})_{6}D_{f}D_{\varphi},$ $(x,\ddot{Y})_{\epsilon}D_{F}D_{\Phi},$ $j$ d\’esignant l’in-
dice pour lequel on a

$\varphi_{j}(x,\dot{y})=\Phi_{j}(X,\ddot{Y})$ .



Sur les Th\’eor\‘emes de Comparaison des $ E_{quationsDiff\acute{e}rentielles}\wedge$ Ordinaires 197

CHAPITRE II

Th\’eor\’emes fondamentaux

3. Enonc\’es des th\’eoremes fondamentaux.

Mais avant de comparer les \’equations $(a)$ et (A) nous chercherons
dans quelles hypotheses nous pouvons obtenir l’in\’egalit\’e $(I_{1})$ ou $(I_{2})$ en
ne prenant pas en consid\’eration l’\’equation auxiliaire (A). L’hypoth\‘ese
$(\gamma_{A})$ sera remplac\’ee par la suivante.

$(\gamma^{\prime})$ Le domaine $D_{\Phi}$ contient l’ensemble des points $(x,\ddot{Y}(x)),$ $x$

d\’esignant la valeur dans l’intervalle consid\’er\’e.

Supposons d’abord que l’intervalle consid\’er\’e est ferm\’e \‘a gauche:
$a\leq x<b$ .

I. Alors, pour que l’in\’egaht\’e

$\hat{\varphi}(a,\dot{y}(a))\leq\hat{\Phi}(a,\ddot{Y}(a))$

entraine $(I_{1})$ pour $a<x<b$ , il suffit de faire outre les hypotheses
$(a_{f}),$ $(\beta,),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime})$ , la suivante.

$(\delta_{a}^{+})$ La fonction $\ddot{Y}(x)\prime est$ continue et admet la d\’eriv\’ee \‘a droite
dans l’intervalle consid\’er\’e et on a

$(II_{a}^{+})$ $\frac{8\varphi_{j}(x,\dot{y})}{\partial x}+\dot{f}(X,\dot{y})\frac{8\varphi_{j}(x,\dot{y})}{\partial\dot{y}}$

$<\frac{8\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{8x}+D_{x}^{+}\ddot{Y}(x)\frac{\partial\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{\partial\ddot{Y}}$

pour $\ddot{Y}=\ddot{Y}(x),\hat{\varphi}(x,\dot{y})\angle=\Phi(x,\ddot{Y}(x)),$ $j$ d\’esignant l’indice pour lequel
on a

$\varphi_{j}(x,\dot{y})=\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(X))$ .
$\Pi$. De m\^eme, pour que l’in\’egalit\’e

$\hat{\varphi}(a,\dot{y}(a))<\Phi^{A}(a,\ddot{Y}(a))$
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entraine $(I_{2})$ pour $a<x<b$ , il suff $t$ de faire outre les hypoth\‘eses
$(a_{f}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a})$ et (7’) la suivante.

$(\delta_{a}^{-})$ La fonction $\ddot{Y}(x)$ est continue et admet la d\’eriv\’ee \‘a gauche

dans l’intervalle consid\’er\’e et on a

$(II_{\overline{a}})$ $\frac{8\varphi_{j}(x,\dot{y})}{a_{X}}+\dot{f}(x,\dot{y})\frac{8\varphi_{j}(X,\dot{y})}{8\dot{y}}$

$<\frac{\partial\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{\partial x}+D_{\overline{x}}\ddot{Y}(x)\frac{8\Phi_{j}(X}{8}\ddot{Y}\underline{\ddot{Y})}$

pour $\ddot{Y}=\ddot{Y}(x),\hat{\varphi}(x,\dot{y})=\angle\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}),$ $j$ d\’esignant l’indiee pour lequel on
a $\varphi_{j}(x,\dot{y})=\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$ .

III. L’in\’egalit\’e

$\hat{\varphi}(a,\dot{y}(a))\angle=\hat{\Phi}(a,\ddot{Y}(a))$

en’rafne aussi $(I_{2})$ pour $a<x<b$ si les conditions $t^{a_{f}}$ ), $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi})$ ,
$(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime})$ et $(\delta_{\overline{a}})$ sont satisfaites et si de plus on a $(II_{a}^{+})$ pour

$x=a$ , $\dot{y}=\dot{y}(a)$ , $\ddot{Y}=\ddot{Y}(a)$ ,

$g$ d\’esignant l’indice pour lequel on a

$\varphi_{j}(a,\dot{y}(a))=\Phi_{j}(a,\ddot{Y}(a))$ .

4. D\’emonstrations des th\’eoremes fondamentaux.

Les th\’eoremes fondamentaux \’enonc\’es au num\’ero pr\’ec6dent d\’ecou-
lent des propositions presque \’evidentes.

Lemme 1. Si les fonctions $\varphi(X)$ est $\psi(x)$ sont d\’efimes dans
l’intervalle $a\leq x<b$ et si

$\varphi(x)\leq\psi(x)$ , $D_{x}^{+}\varphi(x)<D_{x}^{+}\psi(x)$

pour $x=a$ , on a
$\varphi(x)<\psi(x)$

pour $a<x<a+\delta,$ $\delta$ d\’esignant un nombre positif assez petit.
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Lemme 2. Si les fonctions $\varphi(x)$ et $\psi(x)$ sont d\’efinies dans l’inter-
valle $a<x\leq b$ et si l’on a

$\varphi(x)\leq\psi(x)$

pour $a<x<b$ et
$\varphi(b)=\psi(b)$ ,

on a
$D_{\overline{x}}\varphi(x)\underline{.\lambda}D_{\overline{x}}\psi(x)$

pour $x=b$ .
Ces deux lemmes sont les cons\’equences imm\’ediates de la d\’efinition

des d\’eriv\’ees \‘a droite et \‘a gauche.

Lemme 3. Si les fonctions $\hat{\varphi}(X)$ et $\hat{\psi}(x)$ sont continues et admet-
tent les $d\acute{e}r\dot{w}$\’ees \’a droite dans l’intervalle $a\leq x\leq b$ et si

$\hat{\varphi}(a)\leq\hat{\psi}(a)$ , $\hat{\varphi}(b)\xi\hat{\psi}(b)$ ,

il existe une valeur $\xi(a\leq\xi<b)$ et un indice $j$ tels que l’on ait

$\hat{\varphi}(x)\angle=\hat{\psi}(x)$ , $\varphi j(x)=\psi_{j}(x)$ , $D_{x}^{+}\varphi_{j}(x)\underline{\triangle}D_{x}^{+}\psi_{j}(x)$

pour $ x=\xi$ .

Lemme 4. Si les fonctions $\hat{\varphi}(x)$ et $\hat{\psi}(x)$ sont continues et admet-
tent les d\’eriv\’ees a gauche dans l’intervalle $a\leq x\leq b$ et si

$\hat{\varphi}(a)<\hat{\psi}(a)$ , $\hat{\varphi}(b)\{\hat{\psi}(b)$ ,

il existe une valeur $\xi(a<\xi\leq b)$ telle que l’on ait

$\hat{\varphi}(x)=\angle\hat{\psi}(x)$ , $D_{\overline{x}}\varphi j(x)\underline{\Delta}D_{\overline{x}}\psi j(x)$

pour $x=\xi,$ $j$ d\’esignant l’indice pour lequel on a

$\varphi_{j}(\xi)=\psi_{j}(\xi)$ .

En effet, pour d\’emontrer le lemme 3, il suffit de prendre pour $\xi$

la borne inf\’erieure de l’ensemble des nombres $x^{\prime}$ tels que l’on ait
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$\hat{\varphi}(x)\not\leqq\hat{\psi}(x)$ pour $x^{\prime}<x\leq b$ et d’appliquer le lemme 1. Pour d\’emon-

trer le lemme 4, il suffit de prendre pour $\xi$ la borne sup\’erieure de
l’ensemble des nombre $x^{\prime}$ tels que l’on ait $\hat{\varphi}(x)<\hat{\psi}(x)$ pour $a<x<x^{\prime}$

et d’appliquer le lemme 2.

Cela pos\’e, revenons aux th\’eor\’emes fondamentaux. Soient $\dot{y}(x)$

une solution de $(a)$ continue dans l’intervalle $a\leq x<b$ et $\ddot{Y}(x)$ une
fonction continue dans le m\^eme intervalle. Supposons les conditions
$ta_{f)}(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime})$ satisfaites. Si l’on a

(I) $\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))\leq\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(x))$

pour $x=a$ et
$\hat{\varphi}(x,\dot{y}(x))\not\leqq\Phi(xA\ddot{Y}(x))$

pour une certaine valeur $a^{\prime}$ de $x$ dans l’intervalle $a\leq x<b$ , on aura
d’apres le lemme 3

$\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))=\angle\Phi^{A}(x,\ddot{Y}(X))$ . $D_{x}^{+}\varphi_{j}(x,\dot{y}(x))_{-}\underline{\lambda}D_{x}^{+}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$

pour une certaine valeur $\xi$ de $x$ dans l’intervalle $a\leq x<a^{\prime},$ $j$ d\’esignant

l’indioe pour lequel on a $\varphi_{j}(\xi,\dot{y}(\xi))=\Phi_{j}(\xi,\ddot{Y}(\dot{\sigma}))$ , ce qui est incompatible

avec l’hypothese $(\delta_{a}^{+})$ .
Si l’on a

(I) $\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))<\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(x))$

pour $x=a$ et si
$\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))\{\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(X))$

pour une certaine valeur $a^{\prime}$ de $x$ dans l’intervalle $a\leq x<b$ , on aura
d’apr\‘es le lemme 4

$\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))=\angle\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(X))$ , $D_{\overline{x}}\varphi_{j}(x,\dot{y}(X))\ovalbox{\tt\small REJECT} D_{\overline{x}}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(X))$

pour une certaine valeur $\xi$ de $x$ dans l’intervalle $a<x\leq a^{\prime},$ $j$ d\’esignant

l’indice pour lequel on a $\varphi_{j}(\xi,\dot{y}(\xi))=\Phi_{j}(\xi,\ddot{Y}(\xi))$ , ce qui est incompatible

avec l’hypoth\’ese $(\delta_{a}^{-})$ .
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Si l’on a $(I_{1})$ pour $x=a$ et $(IIa)$ pour $x=a,\dot{y}=\dot{y}(a),\ddot{Y}=\ddot{Y}(a),$ $j$

d\’esignant l’indice pour lequel $\varphi_{j}(a,\dot{y}(a))=\Phi_{j}(a,\ddot{Y}(a))$ , on a $(I_{2})$ pour
$ a<x\leq a+\delta$ pourvu que le nombre positif 6 soit assez petit. Le th\’eoreme

d\’emontr\’e tout \‘a l’heure montre ensuite que si la condition $(\delta_{a}^{-})$ sont
satisfaites, on a $(I_{2})$ pour $a+\delta<x<b$ . Tous les th\’eor\’emes annonc\’es

sont donc completement d\’emontr\’es.

5. Extensions des th\’eoremes fondamentaux au cas o\‘u l’inter-
valle consid\’er\’e est ouvert \‘a gauche.

Il est facile d’\’etendre les th\’eoremes fondamentaux au cas ou
l’intervalle consid\’er\‘e est ouvert: $a<x<b$ . En effet, supposons les
condittons $(a_{f}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime})$ et $(\delta_{a}^{+})$ satiqfaites. Alors, s’il existe
une suite de valeurs d’ecroissantes $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ . telles que l’on ait

$\lim_{k\rightarrow\infty}x_{k}=a$

$et$

(I) $\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))\leq\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(X))$

pour $x=x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots.$ . cette in\’egalit\’e subsiste dans l’intervalle $a<x<b$ .
Car, si l’on a l’in\’egalit\’e $(I_{1})$ pour $x=x_{k}$ , elle reste vraie pour $x_{k}<x<b$ .
On obtient de m\^eme la proposition suivante. Si les conditions $(a_{f})$ ,
$(\beta_{\mathcal{P}}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime})$ et $(\delta_{a}^{-})$ sont satisfaites et s’il existe une suite de
valeurs croissantes $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ . telles que l’on ait

$\lim_{j\rightarrow\infty}x_{j}=b$

$et$

(I2) $\hat{\varphi}(x,\dot{y}(X))<\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(X))$

pour $x=x_{1},$ $x_{2}$ , . . . . , cette in\’egalit\’e reste vraie dans l’intervalle
$a<x<b$ .
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CHAPITRE III

Applications

6. Th\’eor\‘emes d’existence.

On peut d\’eduire ais\’ement des th\’eor\‘emes fondamentaux quelques
th\’eoremes d’existence des solutions de l’\’equation diff\’erentielle $(a)$ ; c’es
ce que nous allons montrer.

Faisons outre les hypotheses $(a_{f}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime})$ , et $(\delta_{a}^{+})$ les
suivantes.

(e) L’ensemble $D_{f}$ contient l’ensemble $E$ des points $(x,\dot{y})$ tels que

$\hat{\varphi}(x,\dot{y})\leq\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(x))$

$x$ d\’esignant la valeur dans l’intervalle consid\’er\’e.
$(\zeta_{1})$ La section(4) $\dot{S}$. $E$ de $E$ par l’hyperplan $ x=\xi$ est un ensemble

born\’e et non vide quelle que soit la valeur $\xi$ dans l’intervalle consid\’er\’e.
D\’esignons par $B$ l’ensemble de tous les points $(x,\dot{y})$ dont l’abscisse

$x$ appartient \‘a l’intervalle consid\’er\’e, qui sera suppos\’e ouvert $a<x<b$ ,

pour fixer les id\’ees. L’ensemble $E$ \’etant ferm\’e dans $B$ , il existe $une_{x}$

fonction continue dans $B$ et coIncidant avec $\dot{f}(x,\dot{y})$ dans $E$. Nous la
d\’esignerons par $\dot{g}(r,\dot{y})$ . Si $(\xi,\dot{\eta})$ est un point dans $E$ l’\’equation dif-
f\’erentielle

$\frac{d\dot{y}}{dx}=\dot{g}(x,\dot{y})$

admet une solution $\dot{y}=\dot{\varphi}(x;\xi,\dot{\eta})$ satisfaisant \‘a la condition initiale
$\dot{y}(\xi)=\dot{\eta}$ . Cette solution est n\’ec\’essairement continue dans l’intervalle
$\xi\leq x<b$ . En effet, si elle devient discontinue pour une valeur $\xi^{f}$ de
$x$ entre $\xi$ et $b$ , elle ne peut \^etre born\’ee dans le voisinage de $\xi^{\prime}$ . Cela
est imposible, car le th\’eoreme fondamental I montre que l’on a

$\hat{\varphi}(x,\dot{\varphi}(x ; \xi,\dot{\eta}))\leq\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(x))$

(4) Nous d\’esignerons par $\dot{S}\frac{\sim}{\backslash }$ l’ensemble de tous les points $(x,\dot{y})$ dont l’abscisse $x$

est \’egale \‘a $\xi$ .
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pour $\xi\leq x<\xi^{\prime}$ . On obtient donc cette in\’egalit\’e pour $\xi\leq x<b$ .
$\dot{g}(x,\dot{y})$ coIncident avec $\dot{f}(x,\dot{y})$ dans $E,$ $y=\dot{\varphi}(x;\xi,\dot{\eta})$ est une solution
de $(a)$ au moins dans l’intervalle $\xi\leq x<b$ . Prenons une suite de
valeurs d\’ecroissantes convergeant vers $a$ : $\xi_{1}$ , $\xi_{2},$

$\ldots.$ . $\dot{S}_{\xi_{n}}E$ n’\’etant
pas vide, on peut trouver un point $(\xi_{n},\dot{\eta}_{n})$ dans $E$. La suite des
fonctions \langle $\dot{\varphi}(x;\xi_{n} , \dot{\eta}_{n})$ } \’etant born\’ee et \’egalement continue dans tout
intervalle ferrn\’e dans $a<x<b$ , on peut en extraire une suite partielle
convergente dans $a<x<b$ . La limite $\dot{y}(x)$ de cette suite est une
solution de $(a)$ continue dans l’intervalle $a<x<b$ . Nous arrivons
donc au th\’eoreme d’existence.

IV. Si les conditions $(a_{f}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{p}(), (_{\gamma_{a}}),$ $(\gamma^{\prime}),$ $(\delta_{a}^{+}),$ $(\epsilon)$ et $(\zeta_{1})$

sont satisfaites, l’\’equation $(a)$ admet au moins une solution continue
dans l’intervalle consid\’er\’e et satisfaisant \’a $(I_{1})$ .

On peut remplacer l’hypothese $(\delta_{a}^{+})$ par $(\delta_{a}^{-})$ , si l’on fait l’hypothese
suivante au lieu de $(\zeta_{1})$ .

$(\zeta_{2})$ L’ensemble S. $E$ contient au moins un point int\’erieur quel
que soit la valeur $\xi$ dans l’intervalle consid\’er\’e.

La d\’emonstration s’acheve comme ci-dessus. Le th\’eoreme d’exis,

tence s’\’enonce donc comme il suit:
V. Si les conditions, $(a_{f}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma^{\prime}),$ $(\delta_{x}^{-}),$ $(e)$ et $(\zeta_{2})$

sont satisfaites, l’\’equation $(a)$ admet au moins une solution continue
dans l’intervalle consid\’er\’e et satisfaisant \’a $(I_{2})$ .

Dans $1’\text{\’{e}} nonc^{\prime}2(\zeta_{2})$ , l’hypothese que $\dot{S}_{a}E$ contient un point int\’erieur
n’est pas n\’ec\’essaire m\^eme dans le cas o\’u l’intervalle consid\’er\’e est
ferm\’e \‘a gauche: $a\leq x<b$ . Car la solution continue dans l’inter-
valle ouvert $a<x<b$ et satisfaisant \‘a l’in\’egalit\’e $(I_{2})$ est n\’ecessaire-
ment oontinue \‘al’extr\’emit\’e gauche de l’intervalle. Seulement l’in\’egalit\’e
$(I_{I})$ doit \^etre remplac\’ee par $(I_{1})$ pour $x=a$ .

7. Th\’eor\‘emes de comparaison.

Supposons maintenant que $\ddot{Y}(x)$ est une solution de l’\’equation
auxiliaire
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(A) $\frac{d\ddot{Y}}{dx}=\ddot{F}(x,\ddot{Y})$ .

Les in\’egalit\’es $(II_{a}^{+})$ et $(II_{a}^{-})$ deviennent ici

(II) $\frac{8\hat{\varphi}(x,\dot{y})}{8x}+\dot{f}(x,\dot{y})\frac{8\hat{\varphi}(x,\dot{y})}{8\dot{y}}$

$<\frac{8\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})}{a_{X}}+\ddot{F}(x,\ddot{Y})\frac{8\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})}{8\ddot{Y}}$ .

Les hypotheses $(\delta_{a}^{+})$ et $(\delta_{a}^{-})$ seront donc remplac\’ees par $(\delta)$ . Par suite
nous obtenons la proposition suivante.

VI. Supposons les conditions $(a_{f}),$ $(a_{F}),$ $(\mathcal{B}_{\theta}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\gamma_{A})$ et
$(\delta)$ satisfaites, et soient $\dot{y}(x)$ une solution de $(a)$ continue dans l’inter-

valle $a<x<b$ et $\ddot{Y}(x)$ celle de (A). S’il existe une suite de valeurs
d\’ecroissantes $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots$ . telles que l’on ait

$\hat{\varphi}(x_{j},\dot{y}(x_{j}))\leq\psi^{A}(x_{j},\ddot{Y}(x_{j}))$ , $\lim_{j=\infty}x_{j}=a$ ,

on a l’in\’egalit\’e (I2) dans l’intervalle $a<x<b$ . On obtient la m\^eme

conclusion si $\dot{y}(x)$ et $\ddot{Y}(x)$ sont continues dans l’intervalle $a\leq x<b$ et

si l’on a
$\hat{\varphi}(a,\dot{y}(a))\leq\hat{\Phi}(\alpha,\ddot{Y}(a))$ .

On pourra de m\^eme \’enoncer des th\’eoremes d’existence des solu-

tions en faisant en outre les hypotheses (e) et $(\zeta_{1})$ .

8. Examen des hypoth\‘eses.

Nous avons suppos\’e, pour simplifier les consid\’erations, la d\’erivabi-

lit\’e des fonctions $\ddot{Y}(x),\hat{\varphi}(x,\dot{y}),\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})$ etc. Mais cela importe peu.

Revenons au num\’ero 4. Les lemmes expos\’es l\‘a peuvent \^etre g\’en\’eralis\’es

comme il suit.

Lemme 1. Si les fonctions $\varphi(X)$ et $\psi(x)$ sont d\’efinies dans l’inter-

valle $a\leq x<b$ et si l’on a $\varphi(a)\leq\psi(a)$ et $D_{x}^{+}\varphi(X)<D_{x}^{+}\psi(x)$ ou $\underline{D}_{x}^{+}\varphi(x)$
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$<\underline{D}_{x}^{+}\psi(x)$ pour $x=a$ , il existe une suite de valeurs d\’ecroissantes $x_{1}$ ,
$x_{2},$ $\ldots$ . telles que

$\varphi(x_{j})<\psi(x_{j})$ , $\lim x_{j}=a$ .
Lemme 2. Si les fonctions $\varphi(x)$ et $\psi(x)$ sont d\’efinies dans l’inter-

valle $a<x\leq b$ et si l’on a $\varphi(X)\leq\psi(x)$ pour $a<x<b$ et $\varphi(b)=\psi(b)$ ,
on a

$\partial_{\overline{x}}\varphi(x)_{-}\underline{\lambda}\overline{D}_{\overline{x}}\psi(x)$ , $\underline{D}_{\overline{x}}\varphi(x)_{-}\underline{\lambda}\underline{D}_{\overline{x}}\psi(x)$

pour $x=b$ .
Lemme 3’. Si les fonctions $\hat{\varphi}(x)$ et $\hat{\psi}(x)$ sont continues dans

l’intervalle $a\leq x^{\nearrow}=b$ et si

$\hat{\varphi}(a)\leq\hat{\psi}(a)$ , $\hat{\varphi}(b)\not\leqq\hat{\psi}(b)$ ,

il existe une valeur $\xi(a\leq^{\prime}\xi<b)$ et un indice $j$ tels que l’on ait

$\hat{\varphi}(x)=\angle\hat{\psi}(x)$ , $\varphi_{j}(x)=\psi_{j}(x)$ ,

$D_{x}^{+}\varphi_{j}(x)\geq D_{x}^{+}\psi_{j}(x)$ et $\underline{D}_{x}^{\vdash}\varphi_{j}(x)\underline{\triangle}\underline{D}_{x}^{+}\psi_{j}(x)$

pour $ x=\xi$ .
Lemme $4^{f}$. Si les fonctions $\hat{\varphi}(x)$ et $\hat{\psi}(x)$ sont continues dans

l’intervalle $a\leq x\leq b$ et si

$\hat{\varphi}(a)<\hat{\psi}(a)$ , $\hat{\varphi}(b)\{\hat{\psi}(b)$ ,

il existe une valeur $\xi(a<\xi\leq b)$ telle que l’on ait

$\hat{\varphi}(x)\nearrow\equiv\hat{\psi}(x)$ ,

$D_{\overline{x}}\varphi_{j}(x)\underline{\triangle}D_{\overline{x}}\psi_{j}(x)$ et $\underline{D}_{\overline{x}}\varphi_{j}(x)_{-}\underline{\lambda}\underline{D}_{\overline{x}}\psi_{j}(x)$

pour $x=\xi,$ $j$ d\’esignant l’indice pour lequel on a $\varphi_{j}(\xi)=\psi_{j}(\xi)$ .
On peut donc prendre au lieu de (II:) l’une des in\’egalit\’es

$(\overline{II}_{a}^{+})$ $[D_{t}^{+}\varphi_{j}(x+t, i)(t ; x,\dot{y}))]_{t=0}<\overline{D}_{x}^{+}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$ ,

$(\underline{II}_{a}^{+})$ $[\underline{D}_{t}^{\star}\varphi_{j}(x+t,\dot{\mathfrak{y}}(t ; x,\dot{y}))]_{t- 0}<\underline{D}_{x}^{*}\Phi_{j}(X,\ddot{Y}(x))$ ,
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au lieu de $(II_{a}^{-})$ l’une des in\’egalit\’es

$(\overline{II}_{t}^{+})$ $[D_{t}^{-}\varphi_{j}(x+t,\dot{\mathfrak{h}}(t ; x,\dot{y}))]_{\ell- 0}<D_{\overline{x}}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$ ,

$(\underline{II}_{\overline{a}})$ $[\underline{D}_{t}^{-}\varphi_{j}(x+t,\dot{\mathfrak{h}} (t ; x,\dot{y}))]_{t-0}<\underline{D}_{\overline{x}}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$

et au lieu de (II) l’une des in\’egalit\’es

$(\overline{II})$ $[D_{t\varphi_{j}}(x+t,\dot{\mathfrak{h}}(t;x,\dot{y}))]_{t- 0}<[D_{t}\Phi_{j}(x+t,\ddot{\mathfrak{Y}}(t;x,\ddot{Y}))]_{t- 0}$ ,

(II) $[D_{t\varphi_{j}}(x+t,\dot{\mathfrak{y}}(t;x,\dot{y}))]_{t- 0}<[\underline{D}_{t}\Phi_{j}(x+t,\ddot{\mathfrak{Y}}(t;x,\ddot{Y}))]_{t- 0}$ ,

$\dot{\mathfrak{y}}(t;x,\dot{y})$ d\’esignant une fonction quelconque telle que

$\dot{\mathfrak{y}}(0 ; x,\dot{y})=\dot{y}$ , $[D_{t}^{\pm}\dot{\mathfrak{y}}(t ; x,\dot{y})]_{t- 0}=f(x,\dot{y})$

et $1^{\cdot}(t;x,\ddot{Y})$ une fonction continue telle que

$\ddot{\mathfrak{Y}}$ $(0 ; x,\ddot{Y})=\ddot{Y}$ , $[D_{t}^{\pm}\ddot{\mathfrak{Y}}(t ; x,\ddot{Y})]_{t- 0}=\ddot{F}(x,\ddot{Y})$ .
Supposons ensuite que les fonctions $\hat{\varphi}(x,\dot{y})$ et $\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})$ satisfont

aux conditions suivantes.
$(\eta’)$ SI $(x,\dot{y})$ appartient \‘a $D_{f}$ , on $a^{(5)}$

$(III_{1})$ $[\overline{D}_{t}^{\pm}\hat{\varphi}(x+t,\dot{\mathfrak{y}}(t;x,\dot{y}))]_{t-0}\leq\hat{\varphi}(x,f(x,\dot{y}))$ .
(5) Si $f(x)$ et $g(x)$ sont des fonctions continues dans un m\^eme intervalle, chacune

des in\’egalit\’es
$\underline{D}_{x}^{+}f(x)\leq g(x)$ ou $\underline{D}_{x}^{-}f(x)$ si $g(x)$

$entra^{\wedge}1ne$ les in\’egalit\’es
$\overline{D}_{x}^{\pm}f(x)\leq g(x)$ .

Donc l’in\’egalit\’e

$[\underline{D}_{t}^{+}\varphi\wedge(x+t,\dot{\mathfrak{y}}(t;x, y))]_{t- 0}\leq\hat{\varphi}(x, f(x, y))$

ou
$[\underline{D}_{t}^{-}\hat{\varphi}(x+t.\dot{\mathfrak{y}}(t;x, y))]_{t-0}\leq\hat{\varphi}(x,\dot{f}(x, y))$

est moins restrictive que $(III_{1})$ seulement en apparence. On peut faire une
remarque analogue pour les in\’egalit\’es $(III_{2})$ .
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$(\eta_{\Phi})$ Si $(x,\ddot{Y})$ appartient \‘a $D_{F}$ , on a

(III2) $[\underline{D}_{t}^{\pm}\Phi(x+t,\ddot{\mathfrak{Y}}(t;x,\ddot{Y}))]_{t\leftrightarrow 0}\ovalbox{\tt\small REJECT}\hat{\Phi}(x,\ddot{F}(x,\ddot{Y}))$ .

On peut alors prendre les in\’egalit\’es

$(IV_{a}^{+})$ $\varphi j(x,\dot{f}(x,\dot{y}))<D_{x}^{+}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$ ,

$(IV_{\overline{a}})$ $\varphi_{j}(x,\dot{f}(x,\dot{y}))<\underline{D}_{\overline{x}}\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$ ,

$(IV_{a})$ $\varphi_{j}(x,\dot{f}(x,\dot{y}))<\Phi_{j}(x,\ddot{F}(x,\ddot{Y}))$

au lieu de $(\overline{II}_{a}^{+}),$ $(II_{a}^{-}),$ $(II_{a})$ respectivement. En faisant

$l=n=1$ , $\Phi(x, Y)=Y$ ,

nous retrouverons les r\’esultats de M. KAMKE.

9. Th\’eor\‘emes d’unicit\’e.

On peut appliquer les r\’esultats obtenus jusqu’ici pour chercher si
l’\’equation n’admet qu’une solution satisfaisant \‘a la condition initiale
$\dot{y}(x_{0})=\dot{y}_{0}$ . En effet, soit $\dot{y}=\dot{\varphi}(x)$ une solution satisfaisant \‘a cette
condition initiale, et faisons le changement de variables

$\dot{z}=\dot{y}-\dot{\varphi}(x)$ .
Nous obtenons

$(b)$ $\frac{d\dot{z}}{dx}=\dot{g}(x,\dot{z})$ ,

o\‘u
$\dot{g}(x,\dot{z})=\dot{f}(x, i+\dot{\varphi}(X))-\dot{f}(x,\dot{\varphi}(X))$ .

Si l’\’equation $(b)$ n’admet pas de solution non identiquement nulle et
satisfaisant \‘a la condition initiale $\dot{z}(x_{0})=\dot{0}$ , l’\’equation $(a)$ n’admet
qu’une solution satisfaisant \‘a la condition initiale donn\’ee $\dot{y}(x_{0})=\dot{y}_{0}$ ,

(6) $Loc$ cit.
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et r\’eciproquement. Il suffit donc de consid\’erer l’\’equation $(b)$ ou $\dot{g}(x,\dot{0})$

$=\dot{0}$ . Introduisons les hypoth\’eses analogues \‘a $(\alpha_{f}),$ $(\gamma_{a}),$ $(\delta_{a}^{+}),$ $(\delta_{a})$ :
$(a_{g})$ La fonction $\dot{g}(x, i)$ est d\’efinie et continue dans l’ensemble $D_{g}$ .
$(\gamma_{b})$ Le domaine $D_{\varphi}$ contient l’ensemble $D_{g}$ .
$(\delta_{b}^{+})$ La fonction $\ddot{Y}(x)$ est continue et admet la d\’eriv\’ee \‘a droite

dans l’intervalle consid\’er\’e et on a

$(II_{b}^{+})$ $\frac{8\varphi_{j}(x,\dot{z})}{\partial x}+\dot{g}(x,\dot{z})\frac{8\varphi_{j}(x,i)}{8\dot{z}}$

$<\frac{8\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{a_{X}}+D_{x}^{+}Y(x)\frac{8\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{\partial\ddot{Y}}$

pour $\ddot{Y}=\ddot{Y}(x),\hat{\varphi}(x,\dot{z})=\angle\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}(x)),$ $j$ d\’esignant l’indice pour lequel
on a $\varphi_{j}(x,\dot{z})=\Phi_{j}(x,\ddot{Y}(x))$ .

$(\delta_{b})$ On a

$(II_{b})$ $\frac{a_{\varphi_{j}}(x.\dot{z})}{a_{X}}+\dot{g}(x,\dot{z})\frac{\partial\varphi_{J}(x,i)}{\partial i}$

$<\frac{\hat{a}\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{\partial x}+\ddot{F}(x,\ddot{Y})\frac{\partial\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{8Y}$

pour $\hat{\varphi}(x,\dot{z})=\angle\hat{\Phi}(x,\ddot{Y}),$ $(x, i)\in D_{g}D_{\varphi},$ $(x,\ddot{Y})\in D_{F}D_{\Phi},$ $j$ d\’esignant l’indice
pour lequel on a $\varphi_{j}(x, i)=\Phi_{j}(x,\ddot{Y})$ .

Introduisons en outre les hypotheses suivantes:

$(\theta_{\varphi})$
$\dot{y}=\dot{0}$ si $\dot{\varphi}(x,\dot{y})\leq\dot{0}^{\{7)}$ .

$(\theta_{\Phi})$ $\dot{\Phi}(x,\ddot{0})=\ddot{0}$ .
Nous supposerons d’abord les conditions $(\prime z_{g}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{b}),$ $(\theta,)$

et $(\theta_{\Phi})$ satisfaites.
Alors, l’unicit\’e de la solution de $(b)satisfa\dot{\tau}sant$ \’a la condition

initiale $\dot{z}(a)=\dot{0}$ sera assure $e$ si a un syst\‘eme de $n$ nombres positifs $\ddot{\epsilon}$ on

(7) Par suite la relation $\dot{\varphi}(x,\dot{y})<\dot{0}$ est impossible.
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peut faire correspondre une fonction $\ddot{Y}(x)$ satisfaisant aux $condition^{s}$

$(\gamma^{\prime}),$ $(\delta i)$ et telle que l’on ait $\ddot{0}\leq\ddot{Y}(a)$ et $\ddot{Y}(x)\leq e$ dans l’intervalle con-
sid\’er\’e $a\leq x<b$ . Si $\ddot{Y}(x)$ est une solution de (A), on peut remplacer

les hypotheses $(\gamma^{\prime})$ et $(\delta_{b}^{+})$ par $(\gamma_{A})$ et $(\delta_{b})$ respectivement. On peut

donc \’enoncer le th\’eoreme suivant:
VII. Si les conditions $(a_{g}),$ $(\beta_{p}),$ $(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{b}),$ $(\gamma_{A}),$ $(\delta_{b}),$ $(\theta_{\varphi})$ et $(\theta_{\Phi})$

sont satisfaites et si l’\’equation (A) n’admet pas de solution continue
dans $a\leq x<b$ et satisfaisant a la condition $\ddot{Y}(a)=\dot{0}$ a l’exception

de la solution identiquement nulle, l’\’equation $(b)$ n’admet qu’une solu-
tion continue dans $a\leq x<b$ et $sati\theta aisant$ \’a la condition $\dot{z}(a)=\dot{0}$ .

Dans les applications on prend le plus souvent $\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})=\ddot{Y}$ (par

suite $l=n$). Examinons donc ce cas plus pr\’ecis\’ement. Les hypoth\‘eses
$(\beta_{\Phi}),$ $(\gamma_{A})$ et $(\theta_{\Phi})$ sont satisfaites. L’hypothese $(\delta_{b})$ deviendra:

$(\delta_{b}^{\prime})$ On a

$(II_{b}^{\prime})$
$\frac{\partial\varphi j(x,i)}{\partial x}+\dot{g}(x,\dot{z})\frac{\partial\varphi j(x,i)}{\partial_{\vee}^{\theta}}<F_{j}(x,\ddot{Y})$

pour $\ddot{\varphi}(x, i)\angle\ddot{Y}=’(x,\dot{z})\epsilon D_{g}D_{\varphi},$ $(x,\ddot{Y})\epsilon D_{F},$ $j$ d\’esignant 1 ‘indice pour
lequel on a $\varphi_{j}(x, i)=Y_{j}$ .

Mais dans notre pr\’esent cas on peut prendre la condition moins
restrictive $(\delta_{b}^{\prime\prime})$ que l’on obtient en remplacant l’in\’egalit\’e $(II_{b}^{\prime})$ par la
suivante

$(II_{b}^{\prime\prime})$
$\frac{\partial\varphi_{j}(x,\dot{z})}{\partial x}+\dot{g}(x, i)\frac{\partial\varphi_{j}(x,i)}{\partial\dot{z}}\leq F_{j}(X,\ddot{Y})$ .

Car on peut comparer l’\’equation $(b)$ avec l’\’equation auxiliaire

$\frac{d\ddot{Y}}{\partial x}=\ddot{F}(x,\ddot{Y})+\epsilon$ ,

$e_{1},$ $\ldots.$ $\epsilon_{n}$ d\’esignant des constantes $positives_{t}$
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VIII, Si les conditions $(a_{g}),$ $(\beta_{\varphi}),$ $(\gamma_{b}),$ $(\delta_{b}^{\prime\prime})$ et $(\theta_{\varphi})$ sont satis-
faites, et si $l\cdot\acute{e}quation$ (A) n’admet pas de solution continue dans
$a\leq x<b$ et satisfaisant a la condition $\ddot{Y}(a)=\ddot{0}$ a l’exception de la
solution identiquement nulle, l’\’equation $(b)$ n’admet qu’une solution
continue dans $a\leq x<b$ et satisfaisant a la condition $\dot{z}(a)=\dot{0}$ .

On peut de m\^eme consid\’erer le cas ou l’intervalle consid\’er\’e est
ouvert \‘a gauche. Si $\hat{\varphi}(x,\dot{y}),\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})$ satisfait aux condition $(\eta_{\varphi}),$ $(\eta_{\Phi})$ ,
on peut remplacer les in\’egalit\’es $(II_{b}^{+}),$ $(II_{b})$ par les suivantes

$(IV_{b}^{+})$ $\varphi_{j}(x,\dot{g}(X,\dot{Z}))<\frac{\partial\Phi_{j}(x,\dot{f}^{\prime})}{\partial x}+D_{x}^{+}\ddot{Y}(x)\frac{\partial\Phi_{j}(x,\ddot{Y})}{\partial Y}$ ,

$(IV_{b})$ $\varphi_{j}(x,\dot{g}(x, i))<\Phi_{j}(x,\ddot{F}(x,\ddot{Y}))$ .
Si $\hat{\Phi}(x,\ddot{Y})=\ddot{Y}$ , on peut prendre au lieu de $(II_{b}^{\prime}),$ $(II_{b}^{\prime\prime})$ les in\’egalit\’es

$\varphi_{j}(x,\dot{g}(x, i))<F_{j}(x,\ddot{Y})$ ,

$\varphi_{j}(x,\dot{g}(x,\dot{e}))\leq F_{j}(x,\ddot{Y})$ .

10. Calcul des erreurs.

Dans la pratique on prend au lieu de la solution $\dot{\psi}(x)$ de l’\’equation
donn\’ee

$(a^{f})$ $\frac{d\dot{y}}{dx}=\dot{f}(x,\dot{y})+\dot{\Delta}(x,\dot{y})$

une solution $\dot{\varphi}(x)$ de l’\’equation $(a)$ si les modules $|\Delta_{j}(x,\dot{y})|$ sont tr\’es
petits. Il est donc important de chercher les limites sup\’erieurs des
nombres $\varphi_{j}(x,\dot{\psi}(x)-\dot{\varphi}(x))$ . Pour les calculer, il suffit d’appliquer nos
th\’eoremes. En effet, $\dot{z}=\dot{\psi}(x)-\dot{\varphi}(x)$ est une solution de l’\’equation
$(b)$ ou

$\dot{g}(x,\dot{z})=\dot{f(}x,i\sim+\dot{\varphi}(X))-\dot{f}(x,\dot{g}(X))+\dot{\Delta}(x,\dot{z}+\dot{\varphi}(X))$ .

Les raisonnements sont analogues au num\’ero pr\’ec\’edent. Remarquons
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seulem\‘ent que notre proc\’ed\’e permet souvent d’obtenir des d\’eveloppe-
ments asymptotiques des solutions de l’\’equation diff\’erentielle.

11. G\’en\’eralisations.

On peut g\’en\’eraliser encore les r\’esultats obtenus ci-dessus. Nous
avons d\’ej\‘a expos\’e cette th\’eorie. Mais nos pr\’esents r\’esultats sont
plus avantageux pour les applications.

(8) Voir, par exemple, M. HUKUHARA, Sur les points singuliers des \’equations dif-
f\’erentielles de Riccati, Jour. Fac. Sc., Hokkaido Imp. Univ., 2 (1935).

(9) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ LIil, $\hslash ax\wedge xaex\not\subset$) $E*\not\in\Phi,$ $H*ffl*\%\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\not\in zg,$ $\not\in$ Nee ; $g-g,$ $\not\in--$

$\equiv\Re$ .


