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EINLEITUNG.

Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper unendlichen Grades,
welche zuerst von STIEMKE® in Angriff genommen und dann von Herrn
KRULL® weiter entwickelt wurde, ist von HERBRAND® sehr eingehend
arithmetisch untersucht worden. Es ist schon bei STIEMKE klar ge-
wesen, dass der sogenannte Fundamentalsatz der Idealtheorie —ein
beliebiges Ideal aus einem Zahlkorper ist als ein Potenzprodukt der

(1) STIEMKE, Uber unendliche algebraische Zahlkorper, Math. Zeitschr., 25 (1926).
(2) KruLL, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern I, Math. Zeit-
schr., 29 (1929), und II, Math. Zeitschr., 31 (1930).
Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen. Math.
Ann, 100 (1928).

(3) HERBRAND, Théorie arithmétique des corps de nombres de degré infini, I, Math.
Ann., 106 (1932), und II, Math Ann., 108 (1933).
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Primideale darstellbar—in algebraischen Zahlkorpern unendlichen Grades
nicht mehr allgemein gilt. Vielmehr hat Herr KRULL nachher gezeigt,
dass sich ein beliebiges ganzes Ideal aus einem algebraischen Zahlkdrper
unendlichen Grades als ein kleinstes gemeinsames Vielfach aller Primér-
komponenten des Ideals darstellen ldsst. Fiir Untersuchung itber die
Priméirkomponenten hat er den Begriff der Werte von Priméridealen
eingefithrt. Dieser Begriff der Werte, wie Herr KRULL selber in einer

anderen Arbeit® gezeigt hat, hat enge Beziehung mit der Bewertungs-
theorie der Korper.

Endlich ist die galoissche Theorie der algebraischen Zahlkodrper
unendlichen Grades von HERBRAND arithmetisch behandelt. Und zwar
lsiuft seine Untersuchung in zwei Richtungen. Die eine ist die galois-
sche Theorie der algebraischen Zahlkbrper' von endlichem Grade iiber
einem algebraischen Zahlkorper unendlichen Grades, und die andere
die galoissche Theorie der algebraischen Zahlkorper unendlichen Grades
iiber einem beliebigen algebraischen Zahlkorper.

Dabei bietet in beiden Fillen die Existenz der ,, unendlichen Ideale
oft Schwierigkeiten dar, und sie zeigt uns noch, dass die Menge aller
Ideale (ausser dem Nullideal) aus einem algebraischen Zahlkdrper un-
endlichen Grades keine multiplikative Gruppe bildet. Aus dieser
Tatsache folgt ohne weiteres, dass die heutige Klassenkorpertheorie
im Grossen auf algebraische Zahlkdrper unendlichen Grades nicht mehr
in originaler Form iibertragbar ist. Ob aber die Klassenkorpertheorie
im Kleinen fiir algebraische Zahlkorper unendlichen Grades gilt oder
nicht, ist noch eine Frage.

Um dieses Problem zu beantworten, werde ich zuerst in der vor-
liegenden Arbeit den p-adischen Zahlkiorper eines Primideals aus einem
algebraischen Zahlkérper unendlichen Grades untersuchen. Was ist
aber der p-adische Zahlkorper eines algebraischen Zahlkoérpers? Wenn
der betrachtete Zahlkorper von endlichem Grade ist, dann ist der
p-adische Zahlkorper bekanntlich der Korper aller p-adischen Zahlen,
welche von den Zahlen des betrachteten Korpers erzeugt sind. Wenn
aber der betrachtete Korper von unendlichem Grade ist, dann verlieren

(1) Siehe Fussnote (2) von S. 107.
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die p-adischen Zahlen allgemein ihre Bedeutung. Wir miissen also in
diesem Fall den yp-adischen Zahlkorper auf andere Weise definieren.
Wir fithren ndmlich fiir ein Primideal p eine p zugehorige Bewertung
des betrachteten Korpers ein. Wenn man nach KURSCHAK in bezug
auf eine p zugehorige Bewertung den derivierten Korper des betrachte-
ten Korpers bildet, dann nennt man diesen derivierten Korper den
p-adischen Zahlkorper. Wenn insbesondere der betrachtete Korper von
endlichem Grade ist, dann wird eine p zugehdrige Bewertung diskret,
und daraus folgt bekanntlich, dass der derivierte Korper ein Korper
ist, welcher aus den p-adischen Zahlen besteht.

In §1 dieser Arbeit will ich die Definition der Bewertung (Ex-
ponentenbewertung) voranstellen und anschliessend an diese Definition
die Begriffe der Konvergenz, Fundamentalreihen und perfekten Korper
einfithren. In §2 will ich zeigen, wie man eine Bewertung eines
Korpers in seinem algebraischen Erweiterungskorper 1. Art (endlichen
oder unendlichen Grades) erweitern kann. Diese Frage hat schon Herr
OSTROWSKI in einer vor kurzem erschienenen Arbeit® beantwortet.
Satz 5 und Satz 6 sind auch schon von Herrn OSTROWSKI bewiesen,
und meine Beweise fiir die beiden Sitze sind wesentlich gar nicht
neu. Als Ubergang zu allgemeiner Bewertung entwickle ich in §3
die Theorie der diskret bewerteten Korper. Mit Hilfe von § 3 unter-
suche ich in § 4 unendliche algebraische Erweiterungskorper 1. Art k
iiber einem beziiglich einer diskreten Bewertung perfekten Korper k.
Dabei verstehe ich unter einem unendlichen algebraischen Erweiterungs-
korper 1. Art k iiber ko denjenigen Korper, der als ein Vereinigungs-
korper von abzdhlbar unendlich vielen Korpern by ke Z....Zk, <. ...
definiert ist, deren jeder aber endlicher algebraischer Erweiterungs-
korper 1. Art tiber ko ist. Ferner betrachte ich in § 5 iber einem in
§ 4 betrachteten unendlichen algebraischen Erweiterungskorper 1. Art
k einen endlichen galoisschen Erweiterungskorper 1. Art K. Ich werde
zwischen K und % die HILBERTsche Theorie der galoisschen Zahlkorper
entwickeln.

(1) OsTrROWSKI, Untersuchungen zur arithmetischen Theorie der Korper, Teil I,
Math. Zeitschr., 39 (1934). '
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Die bisherige Theorie kann man auf allgemeine Korper anwenden.
Von §6 an beschrinke ich die Korper auf algebraische Zahlkorper.
In § 6 fithre ich wie Herr KRULL den Begriff der Werte von Idealen
ein. Manche Sitze in diesem Paragraphen findet man schon in einer
Arbeit von Herrn KRULL®. In §7 untersuche ich ganz unabhingig
von der Bewertung der Korper galoissche Zahlkorper endlichen Grades
iiber einem unendlichen algebraischen Zahlkorper. Diese Untersuchung
ist von HERBRAND ziemlich weit entwickelt. Aber tiber die Arbeit von
HERBRAND hinaus behandle ich hier Zerlegungs- und Triagheitskorper.
Ferner definiere ich die Verzweigungsgruppe etwas anders als HER-
BRAND. Im letzten Paragraphen definiere ich erst den p-adischen
Zahlkorper eines algebraischen Zahlkorpers unendlichen Grades. Ich
will in diesem Paragraphen klar machen, wie weit man die Theorie
der p-adischen Zahlkorper der algebraischen Zahlkérper unendlichen
Grades parallel der der iiblichen p-adischen Zahlkérper entwickeln kann.

Am Ende mochte ich noch darauf aufmerksam machen, dass meine
vorliegende Arbeit in manchen Stellen mit den Arbeiten von Herrn
DEURING®, KRULL® und OSTROWSKIY inhaltlich iibereinstimmt, und
sogar, dass ich fiir einige schon bekannte Sidtze ihre Beweise hier
wiedergebe. Trotzdem findet man doch anderseits manche auf feinere
Einzelheiten eingehende Sitze in dieser Arbeit, weil in ihr, wie in § 4,
5 und 7, Korper von spezieller Struktur behandelt werden.

Anschliessend an diese Arbeit beabsichtige ich eine Abhandlung
iiber die Klassenkorpertheorie im Kleinen fiir algebraische Zahlkorper
unendlichen Grades zu veroffentlichen. Wie man wohl sich denken
kann, treten dabei viele methodische Schwierigkeiten auf, denen man
in der Klassenkorpertheorie im Kleinen fiir algebraische Zahlkorper
endlichen Grades nie begegnet. Die Ursache dieser Schwierigkeiten
besteht darin, dass in p-adischen Zahlkérpern von unendlichen algebrai-
schen Zahlkorpern die Bewertung nicht mehr allgemein diskret ist.

(1), (3) Siehe Fussnote (2)in Seite 107, und noch KRULL, galoissche Theorie bewerteter
Korper, Sitzungsber. d. bayr. Ak. d. W., Math.-Naturw. Abt., 1930.

(2) DEURING, Verzweigungstheorie bewerteter Korper, Math. Ann., 105 (1931).

(4) Siehe Fussnote in Seite 109.
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HERBRAND, Théorie arithmétique des corps de nombres de degrd infini, I, Exten-
sions algébriques de degré fini, Math. Ann., 106 (1932). Zitiert mit He.

KrULL, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern I, Math. Zeit-
schr., 29 (1929), und II, Math. Zeitschr., 31 (1930). Die erste Arbeit zitiere
ich mit K. I, und die zweite mit K. II.

OSTROWSKI, Fragen der allgemeinen Koérpertheorie, Jour. f. Math., 143 (1913).
Zitiert mit O. 1.
Untersuchungen zur arithmetischen Theorie der Korper, Teil I, Math.
Zeitschr., 39 (1934). Zitiert mit O. II.

§ 1. BEWERTUNG DER KORPER.

Bewertung. Wir verstehen unter einer Bewertung® eines (kom-
mutativen) Korpers % eine eindeutige Funktion @ der Elemente aus
k, die vier folgenden Postulaten geniigt :

1. g@(a) ist eine reelle Zahl fiir ein Element a aus %, und
dem Nullelement ordnen wir « zu. Dies bedeutet aber, dass die
Bewertung des Nullelementes griosser ist als Bewertungen aller
anderen Korperelemente.

2. 9(a-b) = p(a)+qpb) fir zwei beliebige Korperelemente
a und b.

3. @(a+b) = Min (pa), ¢®).

4. Es gibt mindestens ein Kérperelement a, dessen Bewertung
eine von Null verschiedene reelle Zahl ist.

Aus diesen vier Bewertungspostulaten folgen sofort :

(@) (1) =0 fir das Einselement 1® aus £,
(b) @(a+b) = Min (¢(a), o), wenn @(a) 3= o) ist.

(1) Gegeniiber der Bewertung, die von KURSCHAK definiert ist, nennt man auch
diese Bewertung die Exponentenbewertung. Wir kénnen aber von unserer
Bewertung zu der von KURSCHAK und von der Kiirschikschen Bewertung zu
unserer uUbergehen. Die Sitze, welche unter der Kiirschaikschen Bewertung
gelten, bleiben durch kleine Modifikation bei unserer Bewertung auch giiltig.

(2) Wenn kein Missverstindnis moglich, gebrauche ich im folgenden immer 1 als
Symbol des Einselementes.
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Ein Korper, dessen jedem Elemente eine Bewertung ¢ angegeben
ist, heisst ein bewerteter Korper, und wir nennen ¢ auch Bewertung
des Korpers.

Die Frage, ob man einem gegebenen Korper immer eine Bewertung
geben kann, lasse ich hier unberithrt. Da ich aber spiter die alge-
braischen Korper iiber einem Korper behandle, so will ich hier eine
folgende Bemerkung voranschicken.

Es kann iiber einem Korper k ein algebraischer bewerteter Korper
L nur dann existieren, wenn in k& ein Element, dessen Bewertung
nicht Null ist, existiert. Denn ein beliebiges Element =0 aus L
geniigt einer irreduziblen Gleichung

4o e +....+a, =0

mit Koeffizienten aus k. Bezeichnet man mit ¢ die Bewertung von
L, so ist

@yt aiy™ 1+ . ... +a,) = Min (g™, @™, ...., ¢a) .
Haben alle Elemente aus k& die Bewertungen Null, dann muss
ply*+ary" 4. ... +a,) = Min (ne(y), ¢(a,)

sein. Fir ¢(y) == 0 bedeutet dies einerseits, dass @(y"*+ary"™*....+ax)
gleich ng(y) oder o(a,) sein muss, was aber unmoglich ist, weil
o(y"+aiy* 1. ... +a,) anderseits o wird.

Nach dieser Bemerkung kann man behaupten: Ein absoluter alge-
braischer Korper von der Primzahlcharakteristik kann nicht bewertet
sein. Denn der genannte Korper ist bekanntlich algebraisch iiber
seinem Primkorper. Da dieser Primkorper endlich viele verschiedene
Elemente enthilt, so besitzen alle vom Nullelement verschiedenen
Elemente aus dem Primkorper Bewetung Null, ist also er nicht be-
wertet®, Hieraus folgt die Behauptung.

Ganze Elemente aus einem bewerteten Korper. Ein Element aus
einem bewerteten Korper % heisst ganz, wenn seine Bewertung nicht

(1) O.IL. S.286.
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negativ ist, und insbesondere, wenn seine Bewertung Null ist, dann
heisst es Einheit.

Die Menge aller ganzen Elemente aus k bildet eine Maximalordnung
(oder Bewertungsring) P, und die Menge aller Elemente mit positiver
Bewertung bildet ein Primideal p in P®. Dieses Primideal p heisse
das @ zugehorige Primideal.

Zwei ganze Elemente a und b heissen ,, kongruent ‘‘ in bezug auf
eine Bewertung @, wenn @(a—b) > 0 ist, oder wir gebrauchen dabei
auch Ausdruck ,,a und b sind kongruent mod p‘‘. Die ganzen Ele-
mente aus k, welche mod p zueinander kongruent sind, bilden eine
Klasse. Diese Klassen geniigen offenbar der Aquivalenzrelation. Wir
nennen diese Klassen die Restklassen mod p .

Ist nun @ bzw. b ein Element, welches zur Restklasse A bzw. B
gehort, dann definieren wir die Restklasse mod p, zu welcher a+b
gehort, als die Summe von A und B —A+B—, und die Restklasse
mod p, zu welcher ab gehort, das Produkt AB von A mit B. Dass
die Summe und das Produkt zweier Restklassen A, B nur von den
Restklassen A und B, aber nicht von der Wahl der Elemente a, b
abhingig sind, kann man wie iiblich beweisen.

Die Restklasse, zu welcher das Nullelement des Korpers gehort,
heisst die Nullklasse, und die Restklasse, welcher das Einselement des
Korpers angehort, die Einsklasse.

Durch diese Definition kann man leicht verifizieren, dass die Glei-
chungen

A+X=2B und AY =B

(im letzten Fall ist A keine Nullklasse) immer losbar sind, d.h. wir
konnen immer die Klassen X, Y eindeutig aufsuchen, derart dass die
obigen Gleichungen erfiillt werden. 4

Also bilden die. simtlichen verschiedenen Restklassen mod p einen
Korper. Dabei wird die Nullklasse das Nullelement und die Einsklasse
das Einselement. Diesen Korper nennen wir den Restklassenkorper
mod p. Spiter gebrauchen wir oft einen Ausdruck ,,eine durch ein

(1) K.II. S.534.
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Korperelement a reprisentierte Klasse ‘‘. Dies bedeutet diejenige Rest-
klasse mod p, in der @ vorkommt.

Perfekte Korper. Es sei k ein bewerteter Korper. Dann sagen
wir, dass eine Korperelementfolge a;, a2, ...., @,, .... zZu einem
Korperelement a konvergiert, wenn fiir eine beliebige positive Zahl M
und eine geeignete (von M abhéngige) natiirlich Zahl N ¢(a—a,) > M
wird, falls m == N ist. Dieses Element ¢ nennt man das Grenzelement
der Folge ai, az, ...., @y, .....

Eine Korperelementfolge a;, a2, ...., @,, .... heisse Funda-
mentalrethe, wenn fiir eine beliebige positive Zahl M und eine geeignete
(von M abhingige) natiirliche Zahl N immer

Pletmy—amy) > M

wird, falls m;, ms = N sind.

Nach Definition ist eine konvergente Folge sicher eine Funda-
mentalreihe, aber die Umkehrung dieser Tatsache ist nicht mehr
allgemein richtig d.h. eine Fundamentalreihe in k£ braucht kein Grenz-
element in k zu besitzen.

Ein Korper, in dem alle Fundamentalreihen ihre Grenzelemente
besitzen, heisse perfekter Korper. Nach KURSCHAK® konnen wir
einen bewerteten Korper k& so erweitern, dass der Erweiterungskorper
L bewertet ist, derart dass in L die Bewertung von % beibehalten ist,
und der Korper L perfekt wird. Im folgenden verstehen wir unter
einem perfekten Korper eines bewerteten Korpers durchweg einen
oben erwihnten perfekten Korper.

Insbesondere diejenigen perfekten Korper, welche zwischen k£ und
sich selbst keine perfekten Korper mehr besitzen, heissen derivierte
Korper von k. Nach Definition muss jeder derivierte Korper von k&
die Grenzelemente aller Fundamentalreihen aus k£ enthalten. Wenn es
aber einen perfekten Korper gibt, in welchen erst die Grenzelemente
aller Fundamentalreihen aus & eintreten, dann ist er sicher ein deri-

(1) KurscHAk, Uber die Limesbildung und allgemeine Korpertheorie, Journ. f.
Math., 142 (1913). S. 225-228.
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vierter Korper von k. Fiir den Beweis, dass ein bewerteter Korper
wirklich zu einem perfekten Korper, in den erst die Grenzelemente
aller Fundamentalreihe.n aus k eintreten, erweitert werden kann, ver-
weise ich auf die Arbeit von KURSCHAK®.

Nach Struktur der derivierten Korper sind sie immer zueinander
isomorph und sie sind folgenderweise charakterisiert: In einem deri-
vierten Korper und sogar erst in diesem Korper besitzen alle Funda-
mentalrethen aus k thre Grenzelemente. Deshalb wollen wir immer
annehmen, dass die derivierten Korper zueinander gleich sind. In
diesem Sinne gibt es also nur einen einzigen derivierten Korper eines
bewerteten Korpers k, und wir bezeichnen ihn mit k.

Bewertung eines derivierten Korpers.

Weil die Bewertung von k die von % beibehilt, so wolledt wir die
Bewertung von & auch mit ¢ bezeichnen. Da jedes Element aus %
durch eine Fundamentalreihe aus /% definiert ist, so sei y=F0 aus k
das Grenzelement einer Fundamentalreihe ai, az, ...., @y, .... aus
k. Dann existiert fiir eine beliebige positive Zahl M eine natiirliche
Zahl N, derart, dass fiir jede natiirliche Zahl 1 = N

‘P(’Y—‘ai) > M
wird. Hieraus folgt fir v==0, dass

() = play)
ist, falls 7 > N'> N ist, wobei N’ eine geeignete positive Zahl ist.
Denn ist ndmlich v==0, so gibt es sicher eine feste positive Zahl G,
derart dass jedes ¢(a;) (7= N’) kleiner ist als G. Also ist @(y—ay)
= Min (¢(y), ¢(ay) <G, wenn ¢(y) == @(a;) ist. Dies ist aber Wider-
spruch, weil M mit j iiber alle Grenzen wachsen kann.

Diskrete Bewertung. Wenn unter den Bewertungen der Elemente
aus k die kleinste positive existiert, dann spricht man von der diskreten
Bewertung. In diesem Fall gibt es sicher ein Korperelement a, dessen
Bewertung positiv, aber nicht grisser ist als die Bewertungen aller
anderen Korperelemente. Wenn b ein beliebiges Element aus & mit

(1) Siehe Fussnote von S. 114.
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positiver Bewertung ist, dann ist fiir eine geeignete natiirliche Zahl »

p(a’) = ¢(b),

v

d.h. 3 ist eine Einheit. Denn da ¢@(b) > ¢(a) ist, so kann man

eine natiirliche Zahl » und n+1 so wéhlen, dass

ng(a) < p(b) < (n+1) p(a)

wird. Wir wollen zeigen, dass wirklich @(b) = (n+1) p(a) ist. Wire
@(b) < (n+1) p(a), so wiirde

an+1

0<<7)( b ')<<P(a)

sein, was aber Widerspruch wire, weil in %k eine kleinere Bewertung

als g¢(a) exitierte. Also ist eine Einheit aus k. Hieraus folgt

n+l
sofort, dass jedes Element aug k als ein Produkt einer ganzen Potenz
von a mit einer Einheit aus £ eindeutig darstellbar ist. Wir nennen
die Elemente aus k, welche die kleinste positive Bewertung besitzen,
Primelemente.

Polynome in einem bewerteten Korper k.

Es sei f(x) =a,x"+....+ay ein Polynom, dessen Koeffizienten
alle die Elemente aus k£ sind. Dann wollen wir dieses Polynom kurz
Polynom in k nennen. Unter @ (f(x)) versteht man die kleinste
Bewertung der Koeffizienten aus f(x). Dann gilt fiir zwei Polynome
f(x) und g(x) = bpx™+....+b in k:

1. p(f@+g@)=Min(e(f @), plg@)) .
2. @(f@ - g@) = p(f@)+ep(g@) .

Insbesondere, wenn ¢(f(®))=E¢(g9)) ist, dann ist

o (f@) +g@) = Min (@ (f(@), ¢(g@)),

und fiir ein Element a aus k ist

paf@) =ga)+¢(f@).
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Zum Beweis konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass n_>m ist. Dann ist

f@)+g) = (@ +b0)x"+ ...+ (ao+bo) ,

worin aber b, =b,-1= .... = b, = 0 verstanden werden soll, wenn
n > m ist. Also folgt nach Definition

@ (f@+g@) = Min (plap+bn), ...., @ao+by)
= Min (p(an), o), ..., @), @by))
Aus dem letzten geht hervor, dass
Min (¢ @), Ow), ..., @@, b)) = Min (¢(f@), p9@)) .

Also ist @ (f@)+g@) = Min (¢ (f@), ¢(9@)) .

Wenn o(f (@) =k p(g)) ist, dann ist @(f@) > @(g()), oder o(f(x))
< @(@). Fir den ersten Fall folgt ohne weiteres

Min (@@, -, @p@g) > Min(p®y), ..., opby).
Ist @(g@) = (b)), so ist
Min((P(a"n'*'bn), cee ey (])(ao-l‘bo)) = q)(b1) = ¢(g(m)) ’

weil @ (a; + b;) = @ (b)) ist, und folglich jedes Glied keine kleinere
Bewertung als ¢@(a;+b;) besitzt. Also ist

@ (9@) = @ (f(@)+9@) .
Ebenso kann man fiir den zweiten Fall zeigen, dass
@ (f@) = p(fx)+9@)
ist. Daher ist jedenfalls
@ (f@)+g@) = Min (9 (f(@), ¢(g@)) .

Um nun ¢(f@) - g@) = o(f (@) +plg®)) zu zeigen, betrachten wir
den Koeffizienten von z**¥ in f@) g@) (0 < p+v<n+m). Er ist aber

a‘,‘+y b0+ay,+y_1 b]_+ e o e +a0 bp,.).y ’

wobei man die a; bzw. b; gleich Null setzen soll, wenn j >n bzw.
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1 >m ist. Also ist
q)(au”bo-i—a””_l bi+....4+a b,L H,)

2: Min(¢(au+v)+¢(b0); ceeey <p(a0)+¢)(bu+v)) .

Wenn ¢(ax) bzw. ¢(b) eine kleinste Bewertung der Koeffizienten
von f(x) bzw. g(x) ist, dann sind die Bewertungen der Koeffizienten
von f(z)-g(x) nicht kleiner als

plax) + o) .
Also ist @ (f@) - 9@) = @ (f@) +pg@)) .

Ist besonders g(x) gleich einem Korperelement a, so ist

plaf@) = Min (@@ a), ...., plaal))
= Min (p(a) + @(as), ...., ¢(a)+ep(ad))
= g@(a)+o(f(@) .

Nun definieren wir die Kongruenz zwischen den Polynomen in k.
Zwei Polynome f(x) und g(xr) mit ganzen Koeffizienten aus % heissen
kongruent in bezug auf @, wenn

p(f@)—g@) >0
ist. Wir bezeichnen dies durch
f@) =g@) (p) .

Nach Defininition kann man leicht beweisen :

Wenn fi(r) = fuz) , folx) =fi(x) (p) sind, dann ist auch fi(z)
= fi(x) (@) .

Wenn gi(x) = go(x), gs(x) = gs(x) (¢) sind, dann ist

91(x) g5(x) = ga(x) ga(x) () .

Konvergenz der Polynomreihen. Es seien f@(x) = a®2" +a®® 2!
+...+a? (¢=1,2, ....) Polynome in einem bewerteten Korper k.
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Wenn die Folgen ¢V, a®....,a™, .... =1,2, ..., n) in k konver-
gieren, und die Grenzelemente a; besitzen, dann heisst die Polynom-
reihe

fO%), fO@), ..., f™%), ....

,» konvergent * in bezug auf die Bewertung ¢ von k.

Das Polynom f(x) = a,z"+a,-12"1+....+ap nennt man das
Grenzpolynom der obigen Polynomreihe. Aus Definition sieht man
sofort ein, dass fiir eine beliebige positive Zahl M immer

P(f@)—fO@)) > M

ist, wenn ¢ grosser ist als eine geeignete natiirliche Zahl. Man kann
ferner leicht folgende Tatsache beweisen: Wenn ¢i(z), gu(%), ....,
(), .... bzw. hi(x), ho(x), ...., hu(x), .... eine Polynomreihe mit
dem Grenzpolynom g¢(x) bzw. A(x) ist, dann konvergiert die Polynom-
reihe

G1(x) hi(), go(x) ha(), - ..., Gul®) h(), .. ..

zu g(x)h(x).

Im folgenden betrachten wir einen perfekten Korper & in bezug
auf eine Bewertung ¢, und wir verstehen unter Polynomen in % immer
Polynome von x mit ganzen Koeffizienten aus k. Dann gilt

Hilfssatz 1. Es seien g(x), h(x) zwei Polynome in &k, deren Grade
resp. 7, s sind, und die Bewertung der Resultante R(g, %) von g(x), h(x)
sei gleich einer nicht negativen Zahl. Ferner sei f(x) ein Polynom in £,
dessen Grad nicht grosser ist als »+s—1. Dann kann man in &k zwel
Polynome u(x) vom kleineren Grade als » und v(z) vom kleineren Grade
als s finden, derart dass

9(x) v(x) + h(x) u(x) = R(h, g) f(2)
wird.®
Beweis. Wir setzen

9@) =a, 2"+ ....+a0, h@) =bx*+....+b,

(1) Fur Hilfssatz 1 ist es nicht notwendig, dass &k perfekt ist, sondern k braucht
nur ein beliebiger bewerteter Kérper zu sein.
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und
f(x) = Crys-1 xr+s—1+ e e e e +CO ’

wobel ¢,:+s-1 eventuell Nullelement sein kann.
Fiir zwei noch zu bestimmende Polynome

u@) =prxm ... +pe und V(@) = Q12+ - +gs
in & gilt folgende Identitit
g(x) v(x) + h(x) u(x) = R(h, 9)f(x)

dann und nur dann, wenn das lineare Gleichungssytem in p, ¢

( QrQs-1 +bS Dr- - R(h’ g)c7‘+s—1
Ar_1Qs-1+0r Qs_2 + bs—l Dr_1+ bs DPs-2 = R(h, g)c'r+r-2

ras ] e
Ao Qo +bopo = R(h, 9)co

losbar ist. Wir erhalten aus diesem System

R(h, 9)p; = R(h, g)m; @t=0, ...., r—1),
R(h, 9)g; = R(h, 9)m; (=0, ...., s—1),
wobei m;, n; resp. lineare Formen von cr+s-1, ...., G mit ganzen

Koeflizienten aus %k sind. Also konnen wir in & ganze Elemente p;,
q; finden.

Hilfssatz 2. Es sei f(x) ein Polynom vom Grade »n in k& und
go(), ho(x) zwei Polynome® mit folgender Eigenschaft :

1. Der Grad von go(x)ho(x) ist gleich n.

2. Der hochste Koeffizient von go()ho(x) ist gleich dem von f(x).

3. Die Bewertung der Resultante R(go, ko) von go(x) und he(x)
ist gleich einer nicht negativen Zahl p.

4. @(f@)—go@ho@)) =2p + ¢, wo ¢ eine positive Zahl und
eine Bewertung eines Elementes aus k& ist.

Dann gibt es in k& zwei Polynome g(x), A(x), derart dass

(1) Dabei sind gy(x), ho(x) keine trivialen Polynome.
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S(@) = g(x)h(x)
mit g(x) = go(x), h(x) = ho(x) () wird.®
Beweis. Wir wollen zeigen, dass in k nach Voraussetzung zwei
Polynome gi(x), hi(x) mit folgender Eigenschaft existieren :

1. Der Grad von gi(x)hi(x) ist gleich n.
2. Der hochste Koeffizient von ¢i(x)hi(x) ist gleich dem
von f(x). '
3. Die Bewertung der Resultante von gi(x), hi(x) ist gleich p.
4. p(f@)—agi(@) hi(x)) = 2p+2e¢.
Wir nehmen nidmlich aus £ ein Element a; mit @(a;) = p+c¢ heraus und
bilden zwei Polynome

9o(x) + ay Uy () und ho(x) + ayvi(x)

wobei ui(x) und vi(x) noch zu bestimmende Polynome in % sind. Dann
ist
J (@) — (go@) + a11:@)) (ho(®) + a3 v1(x))

= f() — go() ho(x) — a1(ge(@) v1(x) + ho(@) us(®)) — aGus(x) v:(z)

Da ¢ (f(x) — g:;(x)h(’(x) ) = p(f (@) — go@he(®) —p(t1) = 2p+c—(p+c) =p
1
ist, so kann man nach Hilfssatz 1 zwei Polynome u(x), v(x) in %k finden,

derart dass

flx) — go(@) ho(x)

(251

9o(@)v1() + ho(x) s (x) =

wird, wobei der Grad von wui(x) und wvi(x) resp. kleiner sind als der
von go(x) und he(x). Wenn man also die oben bestimmten Polynome
ui(x) und vi(x) nimmt, dann sind gi(x) = go(x)+ a1 ui(x) und A(x)
= ho(x)+ayvi(x) die gesuchten Polynome.

Denn weil ¢ (f(@)—g:i@) @) = @plaiuix)vi(x)) ist, so ist

@ (f@)—g(@) ha(x)) = 2p(ar) = 2p+2¢ .

(1) RYCHLIK, Zur Bewertungstheorie der algebraischen Kérper, Jour. f. Math.,
153 (1924). S. 100-101.
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Ferner sind der Grad von gi(x) und der von Ai(x) resp. gleich dem
von go(z) und he(xz), und der hochste Koeffizient von gi(x)%i(x) gleich
dem von f(x), weil der Grad von ui(x) und der von v;(x) resp. kleiner
sind als der von go(x) und ho(x). Die Bewertung der Resultante von
gi(x) und hi(x) ist gleich R(fy, go), weil @la;) = p+c ist.

Wir kénnen dieses Verfahren weiter fortsetzen und allgemein er-
halten wir zwei Polynome

9.(x) = go(x) + arua(x) + @aua() + . . . . +a,u(x) ,
h(x) = ho(x) + a1v1(x) + azve(x) + . . .. +a,0,(x)

in k. Dabei sind die Grade von wu;(x), ...., u,(x) alle kleiner als
der von go(x) und die Grade von v,(x), ...., v,(z) alle kleiner als
der von ho(x). Also sind der Grad und der hochste Koeffizient von
gv(x), h.(x) resp. gleich dem von go(x), ke(x), und @(f@)—g,@ h,(@))
=>2p(ay) mit @(a,)=p+2"%¢. Ferner ist die Resultante von
9. (x), hy(x) gleich R(go, ho).

Fir :<jg<Zv ist

@ (9;@—0g:@)) = @lai.) = p+27c .
Bildet man also eine Polynomreihe
o(®), a@), ..., g.(x), .... VD,

so bilden die Koeffizienten einer bestimmten Potenz von x der Poly-
nomreihe g¢(x), ...., ¢.(x) .... eine Fundamentalreihe in k. Da k&
ein perfekter Korper ist, so besitzt sie ein Grenzelement in k. Es
gibt also in &k das Grenzpolynom g(xr) der Polynomreihe go(x), g:i(x),

L@, oL Ebenso gibt es in & ein Polynom A(x), zu dem die
Polynomreihe ho(x), hi(x), ...., A, (), .... konvergiert.
Da offenbar die Polynomreihe go(x) ho(x), ...., gv (@) Ay (), .... zZu

g(x) h(x) konvergiert, so ist
fx) = g@)h(x),
9(x) = go(x) , h(x) = ho(x) (@) .

und

(1) Wenn fiir einen passenden Index v jf(x) = gv(x)hv(x) ist, dann kann man
Ayt = Ay4q = vove = 0 setzen.
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Damit ist der Beweis beendet.

Hilfssatz 3. Es sei f(¢) = a,&"+a,-12"1+....+ao ein Polynom
in k. Dann ist f(x) in &k reduzibel, wenn es unter a,.;, a,-z, ... ., a1
eine Einheit gibt, aber mindestens eines von @, und a, keine Einheit
ist. ‘

Beweis. Es sei ao keine Einheit und a; die erste Einheit in der
Folge a1, a2, ....,a:, ...., dy_1. Dann ist

J@) =@ 2"+ . ... +a) 5t () .

Da a; Einheit ist, so kann man aus der Determinantendarstellung der
Resultante von a,z"%+....+a; und 2¢ leicht einsehen, dass die
Bewertung der genannten Resultante gleich Null ist. Nach Hilfssatz
2 ist also f(x) in k reduzibel.

Wenn aber ao, Einheit ist, dann ist nach Voraussetzung a, keine
Einheit. Betrachtet man also ein Polynom

9X) = X" +....+a,,

so ist nach dem obigen Beweis ¢g(X) in % reduzibel. Wenn man in
g(X) X = i setzt und g(glc) mit x® multipliziert, so wird offenbar
S () reduzibel in k.

§ 2. ALGEBRAISCHE ERWEITERUNG 1. ART
UBER EINEM PERFEKTEN KORPER.

In diesem Paragraphen untersuchen wir algebraische Erwei-
terungskorper 1. Art tiber einem perfekten Korper. Wir bezeichnen
dabei mit % einen perfekten Korper und durch K einen algebraischen
Erweiterungskorper 1. Art tiber k. Die Elemente aus % bezeichnen
wir immer durch die lateinischen Buchstaben und die Elemente aus
K durch die griechischen.

Unsere erste Frage ist folgende: Wie kann man den Korper K
bewerten, derart dass dabei fiir die Elemente aus % die urspriinglichen
Bewertungen von % beibehalten sind ? Wir nennen diese Bewertung
von K der Einfachheit halber eine erweiterte Bewertung von k. Um
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die obige Frage zu beantworten, untersuchen wir zunichst, wie sich
die oben genannte erweiterte Bewertung verhalten soll, falls K
wirklich so bewertet wird. Diese erweiterte Bewertung von & wollen
wir nun mit ¢ bezeichnen. Dannist fiir ein beliebiges Element a aus
k ¢(a) von vornherein angegeben.

Wir nennen diejenigen Elemente aus K, welche nicht negative
Bewertungen besitzen, ganz, und insbesondere die Elemente, deren
Bewertungen gleich Null sind, heissen Einheiten aus K. Dass diese
Definition eine Erweiterung der Definition der ganzen Elemente und
Einheiten aus % ist, wird man sofort einsehen.

Satz 1. Kriterium der Ganzheit der Elemente aus K.

Ein Element aus K ist dann und nur dann ganz, wenn es einer
irreduziblen Gleichung geniigt, welche die ganzen Koeffizienten aus k
besitzen, und deren hochster Koeffizient 1 1st.

Beweis. Es sei v ein Element aus K, welches einer irreduziblen

Gleichung
f(x) = xn'l"an-lxn_l’*‘ [ 0
geniigt, wobei @,-1, Gn-2, ...., Qo ganze Elemente aus k& bedeuten.
Dann ist

f('y) = ')’n+a»n_1'yn'l+. ce.Fap=0.

Hieraus folgt
P+ O 1y T A = o
Da aber
P+ A1y oo Fa0) = Min (ng(y), @(@n-1)
+n—1p0), -... , ¢la))

ist, so muss ¢(y) >0 sein. Denn sonst wiirde

P (f () = nply) <0

sein, weil @(@y-1), ...., @(a) =0 sind. Insbesondere, wenn @(@,-1),
vev., @lag) >0 sind, dann ist @(y) > 0.

Umgekehrt geniige ein ganzes Element y aus K einer irreduziblen
Gleichung mit ganzen Koeffizienten aus % :
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J@)=a2"+....+a=0.

Dann kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass f(x) ein primitives"? irreduzibles Polynom in % ist. Ich behaupte,
dass @(a¢) > 0, @(a,) > 0 nicht zugleich eintreten konnen. Denn wire
dies der Fall, so miissten @(@,-1), ...., @(a;) sdmtlich positiv sein,
weil sonst nach Hilfssatz 3 in §1 f(x) in %k reduzibel wiirde. Wiéren
aber @(@,-1), ...., @(a;) alle positiv, so wire f(x) nicht mehr primitiv
in k. Also muss eines von ¢(ao), ¢(a,) Null sein.

Wenn aber ¢(ao) =0 und ¢(a,) > 0 ist, so geniigt 1 einer irre-
duziblen Gleichung !

n
g@) =+ Bty 4+ T =
Qo Qo

in k. Diese Gleichung besitzt offenbar die ganzen Koeffizienten aus

k. Da aber g(x) in k irreduzibel und ¢<%)> 0 ist, so miissen nach
0

Hilfssatz 3 in §1

tp(»gl—), ceee, q)(%1 >0

[ 1) (20

sein. Hieraus folgt wie in der ersten Hilfte dieses Beweises, dass
q)<~};>>0, also —@(y) >0 ist. Aber dies ist Widerspruch, weil

@ly) =0 ist. Also muss ¢(a,) =0 sein, falls vy ganzes Element ist.
Aus f(x) kann man ein Polynom

h(z) = @r + n-tgn-14 4 %0

On Un

bilden. Dabei besitzt A(x) ganze Koeffizienten und sogar sein hochster
Koeffizient ist gleich 1. Es ist auch klar, dass v der Gleichung A(x) = 0
geniigt. Damit ist der Beweis beendet.

Aus dem obigen Beweis folgt

Zusatz. Ein Element aus K ist dann und nur dann Einheit, wenn

(1) Ein Polynom mit ganzen Koeffizienten aus & heisst ,, primitiv in & *, wenn seine
Koeffizienten bis auf die Einheiten keine gemeinsamen Teiler besitzen.
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es einer irreduziblen Gleichung mit ganzen Koeffizienten aus k&
"+ Q10" . A =0,

deren letzter Koeffizient Einheit ist, geniigt.
Jetzt wollen wir annehmen, dass K iiber &k normal ist. Dann gilt

Satz 2. Ein Element a aus K geniige einer irreduziblen Gleichung
x"+an_1x"'1+ e tar=0

mit Koeffizienten aus k. Dann sind die Bewertungen aller Konjugierten

2u a (einschliesslich a) gleich 7lz @(ao) .
Beweis. Es sei o eine beliebige konjugierte Wurzel zu «. Dann

wollen wir zeigen, dass @(a) = @(a?) ist. Dafiir betrachten wir den
Korper K’ = k(a, &, ...., a» ). Dann ist K’ bekanntlich normal

a

. @) .
iiber k. Setzt man ein ganzes Element aus %— und gleich B, so

p o
erhilt man aus 8 durch Anwendung aller Automorphismen von K’
iiber k& die Elemente 8, 8, ...., 8™ Ym =n). Bildet man dann ein

Polynom

F) = (x—B)x—4) .... @—8""),

so ist F(x) offenbar ein Polynom in % und daher ist F(x) eine bestimmte
Potenz eines irreduziblen Polynoms f(x) in k, welches 8 als seine Null-
stelle und den hochsten Koeffizienten 1 Dbesitzt. Da S ein ganzes
Element ist, so muss nach Satz 1 f(x) ein Polynom mit ganzen Koef-
fizienten aus k sein. Weil aber B-8'-.... -B™ D eine bestimmte

. a('nrl)

Potenz von =1 ist, so besitzt in f(x) das von 2z freie

Glied den Kogffiéi.éno'gnnl, muss also nach Zusatz des Satzes 1 B eine
Einheit sein, d.h. ¢(a) = @(?). Es ist also ¢la) = ¢’) = ....
= @p(a® ). Da aber (—1)%a-.... ™™V = qq ist, so ist gpla) = %cp(ao).

Wenn man umgekehrt einem Element « aus K, welches einer

irreduziblen Gleichung in k&

x”+a.n_1x"“+ ceesFar=20
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geniigt, 71L ¢@(ao) als seine Bewertung angibt, dann geniigt —717:<p(a0) den

Bewertungsvorschriften. Fiir den Beweis weise ich aber auf die Arbeit
von Herrn OSTROWSKI® hin. Damit hat man mit Satz 2 zusammen
bewiesen, dass die oben bestimmte Bewertung in K eine einzige er-
weiterte Bewertung von k ist.

Wir sind jetzt im Stande, einen beliebigen algebraischen Erwei-
terungskorper 1. Art iiber einem bewerteten (aber nicht notwendig
perfekten) Korper zu bewerten. Essei & ein bewerteter Korper, und
K sein algebraischer Erweiterungskérper 1. Art. Dann sind die Ele-
mente aus K alle Nullstellen der bestimmten Polynome 1. Art in k.
Wir wollen mit M die Menge aller solchen irreduziblen Polynome in
k bezeichnen. Bildet man zuniichst einen perfekten Korper (etwa
den derivierten Korper) f von k, und dann iiber f einen Normal-
korper 1. Art N, derart dass sich die Polynome aus M alle in N in
lauter verschiedene Linearfaktoren zerlegen, so enthilt 9 einen Korper
K’, welcher k enthilt und zu K isomorph ist. Dabei soll beim Isomor-
phismus von K zu K’ jedes Element aus k sich selbst zugeordnet
werden. Da ) normal iiber f ist, so kann man M so bewerten, dass
dabei die Bewertung von f (folglich auch die von k) beibehalten ist.
Gibt man also einem Element « aus K die Bewertung eines « zu-
geordneten Elementes o’ aus K/, so wird sicher der Kérper K bewertet,
und sogar ist die Bewertung von % beibehalten. '

Es gilt also:

Ein algebraischer Korper K von der ersten Art iiber einem be-
werteten Korper k lisst sich immer bewerten, derart dass die Bewertung
von k dabei beibehalten ist.

Es sei K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper 1. Art
liber einem perfekten Korper % und K sei bewertet wie oben. Dann
kann man iiber k£ einen Normalkorper N von endlichem Grade bilden,
der von der ersten Art iiber % ist und K enthilt. Ferner kann man
N so bewerten, dass die Bewertung von K beibehalten ist. Diese
erweiterte Bewertung von %k bezeichne ich mit @.

1) O.1II S.297.
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Da K von der ersten Art iiber k ist, so gibt es in K ein primitives
Element &, so dass K = k(&) wird. Dabei kann man & als ein ganzes
(in bezug auf @) Element aus K annehmen®. Dann besitzt jedes Ele-
ment aus K die Gestalt

¥y = Qo+ a1 d+.... +an_119"_1 ’

wobei n den Grad von K nach %k, und ao, @; ...., a,-1 Elemente aus k&
bedeuten. Bildet man in N die sidmtlichen Konjugierten zu «, so

erhilt man

Yr = ot ah+.... +a,,_1z9{‘“1

Va1 = Qo+ BFpa+.... +an_1192:} y
worin &1, ...., 3.1 die konjugierten Elemente zu & sind.

Wenn v ein ganzes Element aus K ist, dann ist es in N auch
ganz, und folglich sind alle seiner Konjugierten ganz in N (nach Satz 2).
Bezeichnet man die Diskriminante von &, d. h.

18 ..., on1 |2
1o, gp1
1dpg.ecesen. orzdl

durch J(1, &, ...., oY), dann ist bekanntlich diese ein Element aus
k, und da jedes & in N ganz ist, so ist J(1, &, ...., ") auch ganz
in k. Offenbar erhilt man

f1...... o1 1....7....9" |
. . . 71 .
| . 3 . . .
n— n-1
a1-=——‘ l...... o 1 Va1 500 | z=0,1,....,n—1),
a1, ...,
wo 1. y....9"1 1....... g1
.M oyt . .

: aus der Determinante
1 Yy, .92 1....... gl

(1) Denn sonst wird durch Multiplikation eines passenden ganzen Elementes a aus
k ad ganz. Es ist aber k(@) = k(a?).
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durch Ersetzung der (i+1)-ten Spalte durch v, y1, ...., v»-1 entsteht.
Also ist der Zihler von a; ganz in N, und weil 4(1, ...., 3*7!) ganzes
Element aus k ist, so ist der Nenner von a; auch ganz. Daher ist
jedes ganze Element v aus k& von der Form

1
a1, ..., &

= (Bo+ b8+ . ... +bpa Y,

wo bo, b1, ...., b,_1 alle ganze Elemente aus % sind.

Satz 8. Es sei K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
1. Art iiber eimem perfekten Korper k. Ferner sei & ein ganzes
primitives Element von K iiber k. Dann ist jedes ganze Element aus K
von der Form

o+t ... F AT,
worin  Qo, «..., Qn-1 FElemente aus k und die Bewertungen von

Aoy oee., By_1 Ymmer nach unten beschrinkt sind.

Aus Satz 3 folgt
Zusatz. Es habe ein ganzes Element v aus K die Gestalt wie in
Satz 3:

Y= o+ a9+ . ... +Gm_119n—1 .
Dann miissen ¢(a.), (1), . ..., p(a@,-1) hinreichend gross werden, wenn
¢(v) hinreichend gross wird.

Beweis. Nach Satz 3 ist & ganz in K, und ¢(ao), ...., ¢(@x-1)
sind nach unten beschrinkt. Ferner kann man « als keine Einheit
annehmen. Dann gibt es in k ein ganzes Element a, derart dass

pla™) < ply) < pla™")
wird. Bildet man nun E?;”’ so ist 73;; ganz in K, weil ¢(y)—pla™) =0

ist. Also ist

E% = Do+ bd+ ... Fbey 3,

wobei @(bo), - ..., ¢(b,-1) auch nach unten beschrinkt sind. Da
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(ao—‘boam) +((11—b1 am)l?-*- eee.F (an~1—bn_1am)19"'1 =0

ist, so miissen

ao—boam =0 3 ceea an_l—bn_lam =0

sein. Hieraus folgen

plag) = @bo) +mep(a), ...., p(Ar-1) = @(bn-1) + mep(a) .
Weil aber @(bo), ...., @(b,-1) nach unten beschrinkt sind, so werden
@), ..., p(a,-1) hinreichend gross, wenn ¢(y) und folglich ¢(a™)

hinreichend gross wird.
Es sei nun K besonders diskret bewertet. Dann stellen wir nach
Satz 3 alle ganzen Elemente aus K in der Form

1

—_—  (ap+a c9+....+a,,_ g1
J(l,...,&"“)(o ! 157

dar, wobei & ein ganzes primitives Element von K iiber %k, und
do, A1, ...., &,-1 ganze Elemente aus %k bedeuten. Wir betrachten

nun in dieser Darstellung die Koeffizienten von #7-!. Da A1 an,:lﬂTi)

nach unten beschrinkt und die Bewertung ¢ von K diskret ist, so muss es

iq. .a.”."‘ ﬂn-1)> ein kleinstes geben. Bezeichnet man
mit »; ein beliebiges ganzes Element aus K, dessen Koeffizient von !
unter allen q)(;l(l,fz.?l.—i?";l)) die kleinste Bewertung besitzt, so kann
man ein beliebiges ganzes Element v in der Form

unter allen q)(

1
a@, ..., %1

vy = (b0+b119+ cens +bn_219"_2)+bn_1a)1

darstellen, wobei b, ...., b,-1 ganze Elemente aus % sind. Nun be-
trachten wir weiter die simtlichen ganzen Elemente von der Gestalt

1
+b9+....+b,29"2 .
A(1,...,z9”—1)(b° 1 2")

Dann gibt es unter ihnen ein Element wz, dessen Koeffizient von

J7"2 unter allen cp(J(l—IJ"‘ZﬂT_I)) die kleinste Bewertung Dbesitzt.
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Dann kann man ein beliebiges ganzes Element v aus K in der Form

ad 1 ) (co+ed+ ... +ens9"3) 4 Cnpwet bypry

darstellen. Wir konnen dieses Verfahren weiter fortsetzen. Endlich
erhalten wir ein System der ganzen Elemente

W]y W2,y eecoe y Wpy

derart dass jedes ganze Element aus K als eine lineare Form von

w1, w2, ...., o, Mit ganzen Koeffizienten aus %k eindeutig darstellbar
ist. Wir nennen w;, wz, ...., w, eine Minimalbasis von K nach % in
bezug auf ¢.

Satz 4. Unter der Voraussetzung in Satz 3 sei K noch diskret
bewertet. Dann existieren in K Minimalbasen von K nach k in bezug
auf @.

Wir haben schon gezeigt, dass man einem algebraischen Er-
weiterungskorper K 1. Art iiber einem perfekten Korper % eine Be-
wertung angeben kann, welche gerade eine Erweiterung der Bewertung
von k ist. Wenn K insbesondere iiber %k endlich ist, dann kann man
noch folgenden Satz beweisen.

Satz 5. Wenn K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
1. Art uber einem perfekten Korper k, dann ist K auch perfekt in
bezug auf eine erweiterte Bewertung von k.M

Beweis. Da K iiber & von der ersten Art ist, so gibt es in K ein
primitives Element ¢, derart dass

K =FEk@®)

wird. Dabei kann man & als ein ganzes Element aus K annehmen.
Wir bezeichnen mit ¢ die Bewertung von K, die eine Erweiterung
der Bewertung von k ist. Wenn @, a2, ...., am, .... eine Funda-
mentalreihe aus K ist, welche nicht zur Null konvergiert, dann miissen
von einem passenden Index N an alle ¢(a;) filr ¢ == N gleich sein.

(1) 0.1. S.27.
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Wenn also @(a;) <0 (¢2=N) sind, dann existiert sicher in k ein
ganzes Element a, derart dass @(aa) =0 sind (=1, ....,m, ....).
Beweist man daher, dass die Fundamentalreihe a a1, ¢ az, ...., @ an,
ihr * Grenzelement in K Dbesitzt, dann besitzt die urspriingliche
Fundamentalreihe auch ihr Grenzelement in K.
Angenommen, es bestehe also die Fundamentalreihe a1, ..., am, ...
aus ganzen Elementen in K. Dann kann man nach Satz 3

a=a+aPd+....+a2 9" @G=1,....m,....)

setzen, wobei n den Grad von K nach k, und af, a®, ...., a$, die
Elemente aus % bedeuten, deren Bewertungen alle nach unten be-
schriankt sind. Also folgt aus Zusatz des Satzes 3, dass in %
a® a@. ..., af™, ....; e a, -, 0™, ..o ey, a@y, .,
al™,, .... Fundamentalreihen bilden, wenn ai, a2, ...., @m, ...
Fundamentalreihe ist. Da der Korper k perfekt ist, so besitzt jede
Fundamentalreihe

a®, a?, ..., a™, .... 0<LjiL<n-1)

ihr Grenzelement in k. Bezeichnet man dieses Grenzelement mit a;,
s0 ist a=at+ad+....+a,_19" ! sicher das Grenzelement von ai,

.y tm,s -..., und dieses gehort zum Korper K. Also ist K perfekt.

Um die unendlichen algebraischen Erweiterungskorper 1. Art iiber
einem perfekten Korper % zu untersuchen, betrachten wir zuerst einen
Normalkorper 1. Art N iiber k. Dann kann man nach Satz 2 in N eine
erweiterte Bewertung von % finden. Diese erweiterte Bewertung will
ich mit ¢ bezeichnen.

Dann gilt folgender Hilfssatz.

Hilfssatz. Es sei a das Grenzelement (in bezug auf ¢) einer Ele-

mentfolge ay, @2, « ... @y, .... aus N, und « geniige einer irreduziblen
Gleichung f(x) =0 in k. Dann konvergiert a{, aj...., d, ... 2zl
einer konjugierten Wurzel o' zu a, wobei o], ....,d,, .... bzw.

durch Anwendung eines Automorphismus von N iber k aus a1, ....,

dy, .... bzw. a entsteht.
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Beweis. Dass «' eine konjugierte Wurzel zu « ist, ist wohl be-
kannt. Da o —d, eine konjugierte Wurzel zu a—a, ist, so ist nach
Satz 2

Pld —d) = pla—an) .

Weil @(a—a,) mit dem Index n zusammen iber alle Grenzen wichst,
so tut es auch @ —d,), d.h. o, a5, ..., d,, .... konvergiert zu o’.

Satz 6. Essei Ki< K: <.... C K, <Z.... eine Korperfolge, deren
jeder wvon endlichem Grade und von der ersten Art uber einem
perfekten Korper k ist. Dann ist der Vereinigungskorper K wvon
Ky, ...., K,, .... nimmer perfekt in bezug auf eine erweiterte Be-
wertung ¢ von k.9

Beweis. Da K, K2, ...., K., .... von der ersten Art tiber %
sind, so besitzen sie primitive Elemente itber k. Es seien Ki = k(¢h),
K =k(%), ...., K, = k), ...., wobei &, (n=1) ein ganzes primi-
tives Element von K, iiber k& bedeutet. Dann kann man tiber % einen
K enthaltenden Normalkorper M 1. Art bilden, derart dass 9 als
der Vereinigungskorper von Ny< NoZ .... < N, ...., deren jeder
iiber & von endlichem Grade und normal ist, definiert ist. Nun kann
man N so bewerten, dass die urspriingliche Bewertung ¢ von K bei-
behalten ist. Man bestimme in jedem K, ein ganzes Element §&,,
derart dass /

@ (5) > Max (@9 — 99), p(9%)) (i =)

ist, wobei 8%, 84 alle verschiedenen konjugierten Wurzeln zu &,
durchlaufen konnen. Da in k& nach den Bewertungsvorschriften ein
ganzes Element a mit @(a) > 0 existiert, so bilden wir fiir noch zu

bestimmende natiirliche Zahlen e;, €2, ...., €,, .... eine Elementfolge
o = aell%, ag = (1,61191 +ae2192, cree, Uy = a,ellyl-i-.... +ae"z9n, ceee s
aus K. Hier soll man die natiirlichen Zahlen e, (n =1,2, ....) so

bestimmen, dass

(1) 0.1. S. 216.
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p(a™) > p(a® )+ 8.1

ist. Also ist e;, e, . .., e,, .... eine monoton wachsende Zahlfolge.

Wir behaupten zunéchst, dass a;, a2, ...., @,, .... eine Funda-
mentalreihe aus K ist. Denn es ist

(p((l,H.j_(ln) = ¢(aen+—l(9n+1+ LRI + aen+jl9n+j)

= Min (@(@™1) +@(nn) s ..., 9@™9)+e(d..,))

= q)(aen}l ﬁnn) ’

weil  p(a™) + @(Fns1) < @@ + @(Bns2) << . ... < @(a®) + @(Fn. )
ist. Da @(a®*'¢y.1) = eni @(a) ist, und e,.; mit n zusammen iiber alle
Grenzen gross wird, so folgt die Behauptung.

Wendet man jetzt auf die Fundamentalreihe a;y, a2, ...., ay, ....
zwel verschiedene Automorphismen P/, P’ von N iiber k an, welche
irgendein & aus &, #2, ..., &y, .... zu zwei verschiedenen konju-
gierten Wurzeln ¢ und & iiberfithren, so erhilt man in N zwei

verschiedene Fundamentalreihen

[4 e
d =a"¥, ay= a9+ a"%, ....,d,=a"F+.... +a™,, ...,
und

1 €1 qr / ey g/ €s g7/ /€ gl €n.qi/
ay —alﬂz,a2’=a,’l91+a“ 2,.--.,an—ar1191+-...+a 19",...,

wobei &, &%, ...., %, .... bzw. &, &, ...., 8, .... aus
th, 2, «ec.y &4, ... durch Anwendung von P’ bzw. P’ entsteht.

Néamlich o, ,;—a;, ist offenbar eine konjugierte Wurzel von a,.;—a,,
ist also @lanr—an) = plan.;—a,) (§==1). Daher wichst @(d,;—a)
mit » zusammen iiber alle Grenzen, weil @(an+j—a,) so ist. Also ist
d, @, ..., d, .... eine Fundamentalreihe in N. Ebenso bildet
a'yaf, ..., d!, .... eine Fundamentalreihe in N.

Fiir jedes m > 17 ist

Pl —an) < pa®) +p—07) ,
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weil fir & =&/ @(a®) + pF—) < p(@%) + (% — ) (> 1) ist.
Wiéren die beiden obigen Fundamentalreihen gleich, dann miisste
plo),—a,,) mit m iiber alle Grenzen wachsen, was aber unmoglich ist.

Nun will ich zeigen, dass in 9 die Fundamentalreihe a;, a2, ....,
an, .... kein Grenzelement besitzt, umsomehr in K. Denn ist « aus 3
das Grenzelement vonai, az, ...., @, ...., S0 muss « eine Wurzel einer
irreduziblen Gleichung vom endlichen Grade f in % sein. Es habe nun
ein Teilkorper K, von K den Grad t>>f itber k. Dann ist K, in
einem geeigneten Normalkorper N,, enthalten, welcher ein Teilkorper
von N ist. Dann gibt es in N,, und infolgedessen in 9t ¢ verschiedene
Automorphismen P, P/, ...., P¢ D, welche &, aus K, zu seinen Konju-
gierten &,, ¢, ...., o¢ D iiberfilhren®. Daher entstehen nach dem
oben gezeigten aus der Fundamentalreihe o1, azy ...., @, .... durch
Anwendung von P, P/, ...., P* D t verschiedene Fundamentalreihen
in N. Diese t verschiedenen Fundamentalreihen miissen nach Hilfssatz
t verschiedene Wurzeln einer irreduziblen Gleichung f-ten Grades in k&
definieren. Dies ist aber Widerspruch, weil ¢ > f ist.

Also besitzt der Korper K eine Fundamentalreihe, welche kein
Grenzelement in K besitzt. K ist daher nicht perfekt.

§ 3. PERFEKTE KORPER IN BEZUG AUF EINE
DISKRETE BEWERTUNG.

Es sei k ein perfekter Korper in bezug auf eine diskrete Bewertung
@. Ferner sei K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper 1. Art
tiber k. Dann kann man nach § 2 K so bewerten, dass die Bewertung
von k beibehalten ist. Diese Bewertung von K kann man ohne Miss-
verstindnis mit ¢ bezeichnen. Dann ist der Kérper K nach Satz 5
ein perfekter Korper in bezug auf . Wie diese Bewertung ¢ von K
durch den Korper k bestimmt wird, hat man in S. 126-127 gesehen.
Dadurch sieht man sofort ein, dass die Bewertung ¢ von K auch dis-
kret ist.

(1) O. Havupt, Einfithrung in die Algebra, 2. Bd., Anhang von W. Krull. S. 613.
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In §1 haben wir gesehen, dass die beziiglich ¢ ganzen Elemente
aus K eine Maximalordnung bilden und die Gesamtheit aller ganzen
Elemente mit positiver Bewertungen darin ein Primideal bildet. Wir
verstehen im folgenden unter den ganzen Elementen aus K immer
die ganzen Elemente in bezug auf ¢. Bezeichnet man das Primideal
mit 3, so ist der Durchschnit von ¥ mit & auch ein Primideal in allen
ganzen Elementen aus k, d.h. das zu ¢ gehorige Primideal in k. Wir
wollen dieses Primideal in £ mit p bezeichnen.

Wenn der Restklassenkorper mod p in % endlich viele verschiedene
Elemente—etwa ¢ verschiedene Elemente —besitzt, und p in K genau
durch 9° teilbar ist®, so ist der Grad » von K nach k gleich ef®.
Dabei ist f der Relativgrad des Restklassenkorpers mod 8 in K iiber
dem Restklassenkorper mod p in k. Wir nennen e die Verzweigungs-
ordnung und f den Restklassengrad von K ilber k. Wenn K’ ein
Teilkorper von K iiber k ist, und der Restklassengrad, die Verzwei-
gungsordnung von K’ iiber k resp. f’, ¢ sind, dann folgt aus Defini-

tion, dass f durch f' und e durch e’ teilbar ist, und 35 , —5;— resp. der
Restklassengrad, die Verzweigungsordnung von K uber K' sind.

Da der Restklassenkdrper mod p in % ein endlicher Korper ist, so
besitzt er die Primzahlcharakteristik. Wir wollen diese Charakteristik

mit p bezeichnen. Wenn e genau durch p™ teilbar ist, so nennt man
€ = im die reduzierte Verzweigungsordnung von K iiber k. Ferner
gelten nach Herrn HASSE zwei folgende Sitze®.

Satz 7. K enthiilt einen Korper W = k(w), wo o eine primitive
(¢ —1)-te Einheitswurzel® ist. Dabet ist o zugleich eine primitive
Wurzel mod 5. W hat iber k den Restklassengrad f und die Ver-
zwetgungsordnung 1. K hat uber W den Restklassengrad 1 und die

(1) Dies bedeutet, dass p, betrachtet als ein Ideal aus der Maximalordnung in K,
dem Ideal P¢ gleich ist. Dass in K solche Verzweigung stattfindet, sieht
man dadurch ein, dass die Bewertung von K diskret ist. K. II, S. 538.

(2) Ha. S. 506.

(3) Ha. S. 507-508.

(4) ¢ ist eine bestimmte Potenz der Charakteristik des Restklassenkorpers mod p
in k.
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Verzweigungsordnung e. FEs ist ferner
K= WUl = k(o, 1)

Dabei bedeutet II ein genaw durch  teilbares Element aus K©.

Satz 8. W ist zyklisch iiber k, und o — ? liefert einen primitiven
Automorphismus von W uber k.

Wir nennen den Korper W den Tragheitskorper von K tber k.
Fiir den Trigheitskorper W beweisen wir

Satz 9. Der Trigheitskorper W ist der maximale Teilkorper von
K iber k, derart dass alle Teilkorper W' wvon K uber k mit der
Verzweigungsordnung 1 in W enthalten sind.

Beweis. Der Grad »’ von W’ iiber k, ist Produkt des Restklassen-
grades f’ mit der Verzweigungsordnung 1 von W' iber k. Also ist
n' = f'. Da aber f' ein Teiler von f ist, so folgt, dass W' ein Teil-
korper von W ist. Denn nach Satz T entsteht W' aus k durch
Adjunktion einer primitiven (¢”"—1)-ten Einheitswurzel o’. Da aber
(¢"—1)-ten Einheitswurzeln alle durch bestimmte Potenzen einer
beliebigen primitiven (¢/—1)-ten Einheitswurzel o darstellbar sind
(weil f durch f7 teilbar ist!), so ist W’ ein Teilkorper von W.

Nun betrachten wir den Fall, dass K iiber k normal ist. Wir
bezeichnen dabei mit & die galoissche Gruppe von K nach k. Wie in
der gewdhnlichen galoisschen Theorie definieren wir hier die Zerlegungs-,
Trigheits- und Verzweigungsgruppe in bezug auf das Primideal [ aus
K. Im folgenden verstehen wir unter den oben genannten Gruppen
immer die Gruppen in bezug auf das Primideal . Da aber in K
nur ein Primideal in bezug auf ¢ existiert, so kann man ohne Miss-
verstindnis das Wort ,,in bezug auf 3 ‘‘ fortlassen.

Zerlegungsgruppe. Diejenigen Automorphismen, welche % in-
variant lassen, bilden die sogenannte Zerlegungsgruppe ®z. Hier ist
aber ® gleich der ganzen Gruppe @. Denn jedes Element v aus %
besitzt eine positive Bewertung. Durch Anwendung eines Automor-
phismus aus ® ist y zu einem Konjugierten iibergefiihrt. Da nach

(1) Dabei versteht man unter einem genau durch P teilbaren Element ein Primele-
ment aus K.
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Satz 2 dieses konjugierte Element zu o die gleiche Bewertung mit ¥
besitzt, so gehort es auch zu P. Also lassen alle Automorphismen
aus & das Primideal invariant.

Tragheitsgruppe. Diejenigen Automorphismen aus &, welche jede
Restklasse mod P invariant lassen, bilden offenbar eine Gruppe ®;.
Diese Gruppe & heisst die Tragheitsgruppe.

Es sei wo eine primitive Wurzel modulo ¥ in K. Dann geniigt
wo modulo P einer irreduziblen Kongruenz vom Grade f

g(x) = mod P

mit Koeffizienten aus %k, wenn K iiber k& den Restklassengrad f besitzt.

Da jede von der Nullklasse verschiedene Restklasse mod 3 durch
eine bestimmte Potenz von wo reprisentiert wird, so besteht &, aus
allen derjenigen Automorphismen = aus ®&, fiir welche

Two == Wy mod S,B

ist. Nun sei o ein beliebiger Automorphismus aus ®&. Dann ist
offenbar

o row) = wy mod L.

Also ist &, eine invariante Untergruppe von .

Wir wollen jetzt die Faktorgruppe &/&s untersuchen. Da die
Automorphismen aus &r jede Restklasse mod P unveréindert lassen,
so entsteht durch Anwendung der Automorphismen aus einer Neben-
gruppe von & nach &7 eine und dieselbe Permutation der Restklassen
mod 3, und aus verschiedenen Nebengruppen entstehen verschiedene
Permutationen der Restklassen. Aber eine solche Permutation ist
dadurch charakterisiert, dass dabei die durch w, reprisentierte Rest-
klasse mod 9P einer bestimmten Restklasse mod {3 zugeordnet wird.

Wendet man also einen Automorphismus o aus & auf die Kon-
gruenz ¢(wo)=0 mod P an, dann erhidlt man

o-g(wo) = g(awo) =0 mod S/B .

Daher ist owo eine Wurzel von g(x) =0 mod B. Da aber g(z) vom
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Grade f und wo, o, ...., wﬁf_l alle Wurzeln von g(x) =0 mod p sind
. . -1

(nach Satz 8), so ist cwe kongruent einem von wo, o, ...., of . Es

gibt also hochstens f verschiedene Nebengruppen d.h. der Index von
& nach Gz ist hochstens f.

Es sei nun A(x) = 0 eine irreduzible Gleichung mit ganzen Koeffizi-
enten aus k, welcher @ geniigt. Dann ist der Grad von h(x) nicht
kleiner als der von g(x), weil g(x) modulo p irreduzibel ist und A(wo) =0,
g(@0) =0 mod P sind. Hieraus folgt sofort, dass g(x), modulo p be-
trachtet, ein Faktor von A(z) ist. Nach dem Hauptsatz der galoisschen
Theorie weiss man aber, dass es in & denjenigen Automorphismus
gibt, der eine Wurzel wo von A(x) =0 zu einer beliebigen anderen
Wurzel von h(x) = 0 iiberfithrt. Hiernach sieht man sofort, dass es
in & einen Automorphismus o gibt, derart dass

ocwo == mod 3

wird. Also existieren genau f verschiedene Nebengruppen von & nach
&7, und es folgt auch leicht

G =Cr+®r+.... 4+ 16,

d.h. die Faktorgruppe von & nach &, ist zyklisch und von der
Ordnung f.

Daher erhilt man

Satz 10. Die Tragheitsgruppe Gr ist eine invariante Untergruppe
von &, und die Faktorgruppe &/Sr ist zyklisch und von der Ordnung
f. Dabet ist f der Restklassengrad von K iber k.

Satz 11.  Der Tragheitskorper W von K uber k ist der Invarianten-
korper der Trigheitsgruppe Gr.

Beweis. Nach Satz 7 entsteht der Korper W aus &k durch Adjunk-
tion einer primitiven (¢/—1)-ten Einheitswurzel », welche auch als eine
primitive Wurzel modulo 0 angenommen werden kann. Die galoissche
Gruppe &w von K nach W ist sicher eine Untergruppe von &, weil
o bei Anwendung jedes Automorphismus aus Oy invariant ist. Da
aber
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[B: W]V =[W:k]® =f=[6:6r]

ist, so folgt
Ow = Gr.

Verzweigungsgruppe.
Unter allen Automorphismen aus ® bildet die Gesamtheit derjenigen
Automorphismen v, die fiir jedes ganze Element « aus K

Va=aq mod 32

gelten lassen, die sogenannte Verzweigungsgruppe &y .

Dass &y eine Untergruppe und sogar eine invariante Untergruppe
von & ist, kann man leicht beweisen. Es gilt nun

Satz 12. Es sei p die Charakteristik des Restklassenkorpers mod P
in K, und e = e;p™ mit (p, &) = 1. Dann ist die Faktorgruppe von
&7 nach Gv zyklisch und von der Ordnung e .

Beweis. Es sei I/ ein primitives Element von K iiber W: K = W(Il),
und /7 sei genau durch 9 teilbar (nach Satz 7). Wendet man auf //
einen Automorphismus r aus ®7 an, so erhidlt man fir die in Satz 7
bestimmte primitive (¢—1)-te Einheitswurzel

il =1l mod P?.

Dann und nur dann gehort =+ zu &y, wenn ©® =1 mod B ist, also b
durch ¢/—1 teilbar ist, weil o eine primitive Wurzel mod P ist. Wir
beweisen nun, dass die Faktorgruppe &+/®v zyklisch ist. Némlich =
sei ein Automorphismus aus ®r, fiir welchen der Exponent b von e
in der Kongruenz

Il = o® I mod ¥

die kleinste positive Zahl ist. (Bekanntlich konnen wir alle Exponenten
b von »® immer positiv annehmen.) Ferner sei fiir einen anderen
Automorphismus 7' aus &

Fll=e"1 mod I,

(1) |®:O®w| bezeichnet den Index von & nach Gw.
(2) [W:k] bedeutet den Relativgrad von W nach k.
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wobei b’ 3=0 mod ¢ —1 ist. Dann kann man sicher zwei ganze
rationale Zahlen ¢, » so finden, dass

bV =tb+r
ist, wobeli 0 ¢ <_b ist. Also ist
T =" I mod PP .

Wire r=£0, so fiihrte dies zu Widerspruch. Also muss » =0

/

sein. Daher gehort +' zur Nebengruppe ~®y,. Es findet also die

folgende Zerlegung statt :
Oy = (S5V+'T®V+ e FTIGy .

Da &y eine invariante Untergruppe von &, ist, so ist G/Gy
zyklisch.

Nun behaupte ich, dass die Ordnung von &y eine Potenz von p
ist. Dafiir geniigt zu zeigen, dass die Ordnung jedes Elementes aus
&y eine bestimmte Potenz von p ist. Fiir einen Automorphismus v
aus Gy sei

vl = 1T + I}1I? mod P,

worin [} ein ganzes Element aus K bedeutet. Durch p-malige Anwen-
dung von v entsteht

VP Il = I+ pl o I1? mod P*.

Da p die Charakteristik des Restklassenkorpers mod 3 und /7 ein
ganzes Element aus K ist, so gehort p/y zu P. Also ist

v Il =11 mod 3,
d. h.
Il =T +11P° mod 5154 .
Allgemein erhilt man fiir eine natiirliche Zahl n
W= II + I, 11"  mod Pr+2.

Hieraus folgt, dass die Bewertung

@l IT—11)
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fir n=20,1, .... iber alle Grenzen wachsen kann. Da aber in &y
endlich viele verschiedene Potenzen von v existieren konnen, so gibt
es endlich viele verschiedene

p@P" 11—-1T) .

Es ist also fiir ein passendes no
Pyl —1I=0.

Da v ein Automorphismus aus & ist, so ist fiir ein beliebiges Element
a aus W

Va=ud.

Also ist jedes Element aus K = W(/l) durch Anwendung eines Auto-
morphismus v?™ invariant, d. h. v? ist der identische Automorphismus.
Daher ist die Ordnung von &y eine Potenz von p®. Wir wollen noch
zeigen, dass die Ordnung von &y genau p™ ist. Dafiir beweise ich
zunichst, dass ein beliebiges Element = aus &7, dessen Ordnung eine
bestimmte Potenz von p ist, zu ®y gehort. Ist +//= e’/ mod
L2, so ist sicher = oY DI = IT mod 2. Also gehort 7171
zu ®y. Da (¢ —1, p) =1 ist, so gibt es bekanntlich zwei ganze ra-
tionale Zahlen x, y, derart dass

(@"—Dzx+py=1

wird. Dabei bedeutet p* die Ordnung von =. Dies zeigt aber, dass

s~ : 2
= A Dztpy (¢

schon ein Element aus Gy ist.

Nach dem Satz von SYLOW gibt es in (B, sicher eine Untergruppe
von der Ordnung p™. Aber diese Untergruppe muss mit &y tber-
einstimmen. Denn zunichst ist die SyLowsche Gruppe nach dem eben
Bewiesenen eine Untergruppe von &y. Da die Ordnung von &y

(1) Die Ordnung von Oy ist also hochstens pm.
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hochstens p™ ist, so wird die Ordnung von &y auch p~®. Also ist
die Ordung von &;/Gy gleich e .

Der Invariantenkorper von &y heisst der Verzweigungskorper.
Wir bezeichnen ihn mit V. Offenbar ist der Grad [V : W] von V nach
W gleich ¢, und dieser Grad e, ist Produkt des Restklassengrades mit
der Verzweigungsordnung von V  iiber W. Da der Restklassengrad
von K iiber k gleich f und der von W iiber k& auch f ist, so ist der
Restklassengrad von V iiber & gleich £, d.h. der Restklassengrad von V
tiber W ist gleich 1. Hieraus folgt also, dass die Verzweigungsordnung
von V iiber W gleich ¢, ist. Weil aber der Korper W die Verzwei-
gungsordnung 1 iiber % besitzt, so ist die Verzweigungsordnung von
V iiber k auch e.

Nun betrachten wir einen Zwischenkorper K’ zwischen K und k.
Bezeichnet man die galoissche Gruppe von K nach K’ mit 9, so ist

1. © die Zerlegungspruppe von P iiber K,
2. H~ 62 die Triagheitsgruppe von ¥ iiber K,
3. $~ Oy die Verzweigungsgruppe von L iiber K'.

Es sei nun V' ein Teilkorper von K, dessen Verzweigungsordnung
tiber £ zu p prim ist. Dann ist offenbar die Verzweigungsordnung
von K iiber V' durch p™ teilbar. Da nach 8 die Verzweigungs-
gruppe &y von K iiber k& die Verzweigungsgruppe &y~ von K iiber V’
enthalten muss, und die Ordnung von ®y p™ ist, so ist @y identisch
mit Gy~ . Also ist die Verzweigungsgruppe &y eine Untergruppe der
galoisschen Gruppe von K nach V’/. Es ist also V' ein Teilkdrper
von V.

Hieraus folgt

Satz 13. Der Verzweigungskorper V ist der maximale Teilkorper
von K mit der Verzweigungdordnung e, iber k, derart dass alle
Teilkorper von K mit der zu p primen Verzweigungsordnung iber k in

V' enthalten sind. Dabet ist ey die reduzierte Verzweigungsordnung
von K uber k.

(1) Die SyLowsche Gruppe von &7 hinsichtlich der Primzah p ist gerade die Ver-
zweigungsgruppe Gy.
(2) 9 ~ 671 bedeutet den Durchschnitt von § mit ®r.
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Fiir einen beliebigen galoisschen Teilkorper K; zwischen K und %
gilt folgender Satz

Satz 14. Bezeichnet man mit P; das Primideal in K (auf die
Bewertung ¢ von K bezogen), so ist

1.) die Zerlegungsgruppe von P, nach k isomorph zu /9,
2.) die Tragheitsgruppe von Ty nach k isomorph zu HGr/H,
3.) die Verzweigungsgruppe von L; nach k isomorph zu HGv/H.

Beweis. Die Behauptung 1.) folgt aus Definition der Zerlegungs-
gruppe. Um die Behauptung 2.) zu beweisen, benutzen wir Satz 9
und 11. Der Trigheitskorper von 93, besitzt die Verzweigungsordnung
1 iiber %, ist also nach Satz 9 ein Teilkorper von W, und er ist auch
ein Teilkorper von K;. Daher ist der Trigheitskorper von %3, iiber k
invariant bei Anwendung aller Automorphismen aus $®z. Betrachtet
man den Invariantenkdrper von 9O, so ist er offenbar ein Teilkorper
von K; und W, besitzt also die Verzweigungsordnung 1 iiber k. Nach
Satz 9 muss also der Invariantenkiérper von &7 ein Teilkorper des
Tragheitskorpers von %3, iiber k£ sein. Damit ist es gezeigt, dass der
Triagheitskorper von ¥; iiber k& der Invariantenkorper von H®r ist.
Daraus folgt sofort die Behauptung 2.).

Die Behauptung 3.) beweist man ebenso wie fiir 2.). Dabei soll
man statt des Satzes 9 und 11 den Satz 13 benutzen.

Nun sei & wieder ein perfekter Korper in bezug auf eine diskrete
Bewertung ¢, und p das ¢ zugehorige Primideal aus k. Ferner sei L
ein endlicher Erweiterungskorper 1. Art iiber k. Dann kann man in
L immer eine erweiterte diskrete Bewertung von ¢ finden. Diese
erweiterte Bewertung von L kann ich ohne Missverstidndnis mit ¢ be-
zeichnen. Sind K und K’ zwei verschiedene Zwischenkorper zwischen
k und L, so gibt es in K, K’ und in dem Kompositum KK’ von K
und K’ resp. das ¢ zugehorige Primideal ¢, %/, 8. Ferner nehmen
wir an, dass der Restklassenkorper mod p in % nur endlich viele ver-
schiedene Elemente besitzt. Dann ist der Restklassengrad von L iiber
k auch endlich, ist also der Restklassengrad eines Teilkorpers von L
iiber k& auch endlich. Wir bezeichnen die Charakteristik des Rest-
klassenkorpers mod p mit p.
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[, e, e = e p™ seien bzw. der Restklassengrad, die reduzierte Ver-
zweigungsordnung, die Verzweigungsordnung von K iber k; f’, €,
¢ = e,p™ seien bzw. der Restklassengrad, die reduzierte Verzweigungs-
ordnung, die Verzweigungsordnung von K’ tiber k: F, E,, E = Exp¥
seien bzw. der Restklassengrad, die reduzierte Verzweigungsordnung,
die Verzweigungsordnung von KK’ iiber K'.

Dann gilt folgender Satz.
Satz 15.
1. e st durch E teilbar.
f o
(fif

3. Ey=--% .
" (e, )

Beweis. Bekanntlich kann man iiber dem Korper k& einen L ent-
haltenden kleinsten normalen Korper L* bilden. Nach Satz 2 kann

man L* so bewerten, dass die Bewertung ¢ von L beibehalten ist.
Ferner bezeichnen wir mit ¥* das ¢ zugehorige Primideal aus L*.
Dann sind offenbar die Primideale 3, B/, L in $* enthalten.

Unter Benutzung von Satz 14 und des Korpers L* kann man
diesen Satz genau so wie in der Arbeit von HERBRAND® beweisen. Fiir
ausfiihrlichen Beweis weise ich aber auf die Arbeit von HERBRAND hin.

§ 4. UNENDLICHE ALGEBRAISCHE ERWEITERUNG
1. ART UBER EINEM PERFEKTEN KORPER.

Im folgenden betrachten wir einen Korper ko, welcher in bezug
auf eine diskrete Bewertung ¢ perfekt ist. Ferner nehmen wir an,
dass in %k, der Restklassenkorper des @ zugehorigen Primideals o
endlich viele verschiedene Elemente besitzt.

Es seien ki Tks < .... Tko< .... algebraische Erweiterungs-
korper 1. Art und von endlichem Grade iiber ko. Dann definiert die

(1) (f, f/) bedeutet den grossten gemeinsamen Teiler von f und f7.
(2) He. S. 489.
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Vereinigungsmenge der Korper ki, k2, ...., k,, .... einen Korper k.
Der Korper k ist von der ersten Art iiber k,. Deshalb koénnen wir nach
§2 k so bewerten, dass die Bewertung von k die Bewertung ¢ von ko
beibehélt. Wir konnen daher ohne Missverstindnis die Bewertung von
k auch mit ¢ bezeichnen.

Da jeder Korper k; von endlichem Grade iiber ko, und %, perfekt
ist, so ist k:; nach Satz 5 auch perfekt in bezug auf ¢, und in %;
besitzt der Restklassenkorper des ¢ zugehorigen Primideals p; endlich
viele verschiedene Elemente. Aber wie wir schon in Satz 6 bewiesen
haben, ist der Korper % nicht mehr perfekt in bezug auf ¢.

Nun betrachten wir einen endlichen algebraischen Erweiterungs-
korper 1. Art K iiber dem Korper k. Nach § 2 kann man den Korper
K so bewerten, dass die Bewertung ¢ von k dabei beibehalten ist.
Wir bezeichnen daher die Bewertung von K auch mit . Da K endlich
und von der ersten Art iiber k ist, so existiert in K ein primitives
Element ¢, derart dass K = k(#) ist. Dieses Element & geniigt einer
irreduziblen Gleichung von endlichem Grade mit Koeffizienten aus k.
Da diese Koeffizienten alle schon in einem passenden Teilkorper k; von
k enthalten sind, so besitzt ¢ immer denselben Grad iiber jedem
Korper k; ( =1). Bezeichnet man k;(#) durch Kj, so ist K offenbar
ein Vereinigungskorper von K;, Kiv1s ovves Ky ounn. Nach Satz 5
ist der Korper K; ein perfekter Korper in bezug auf . Nach Defini-
tion von K;, K;41, .... sieht man sofort, dass der Grad von K nach k
gleich dem von K; nach k; (j=1) ist. Den Grad von K nach k will
ich im folgenden mit »n bezeichnen.

Betrachtet man die Korper k;, Kj, kjvi, Kjna (52>1), so folgt
leicht aus Satz 15

eiv1] € und  fial S5t 1)@,

wo e, , f. bzw. der Restklassengrad, die Verzweigungsordnung von K,
iiber %, sind (¢« =7,5+1). Da aber

(1) Da ¢ ein algebraisches Element vdm Grade n uber k; und kj ist, so ist
Kji = kjn(9) = kji1 Kj.  Also kann man auf den Kérper Kji1 uber k; Satz 16
anwenden.
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e.?‘f.‘f =n= e.7'+1.f7'+1

ist, so folgt aus (1)
' € = €j,1, und fi=Ffia.

Dies bedeutet aber, dass in jedem Korper K; (5 =1) der Restklassen-
grad bzw. die Verzweigungsordnung iiber k%; immer einer bestimmten
natiirlichen Zahl gleich ist. Diesen Restklassengrad bzw. die Ver-
zweigungsordnung wollen wir also mit f bzw. e bezeichnen, und wir
nennen ferner f den Restklassengrad und e die Verzweigungsordnung
von K tber k. Dass diese Definition des Restklassengrades und der
Verzweigungsordnung von der Wahl der Korperreihen ki, k., ....,
kw, .... und K;, K;yyy, ...., K, .... unabhingig ist, kann man
leicht beweisen.

Es sei K’ ein Teilkorper von K iiber %, und f’, ¢’ seien resp. der
Restklassengrad, die Verzweigungsordnung von K’ iiber k. Dann ist

f e
J’-‘I ’ el

klassengrad, die Verzweigungsordnung von K iber K'®,

f bzw. e durch f bzw. €' teilbar, und sind resp. der Rest-

Wir haben schon in Satz 7 gesehen, dass es im Korper K; den
sogenannten Trigheitskorper W; tiber k; gibt, welcher aus k; durch
Adjunktion eines Elementes » vom Grade f iiber k; entsteht: W;
= k;(w). Wir wollen nun zeigen, dass der Trigheitskorper W;,1 von
K;., tber k;,; mit dem Korper k;..(w) identisch ist.

Dafiir betrachten wir die Restklassengrade von Kj.;1 und K; iiber
k;i. Bezeichnet man den Restklassengrad von k;.; tiber &; mit m;, so
ist bekanntlich

f.;. I m.’l.‘f;.+1 ’

(1) Offenbar konnen wir einen Index ¢ finden, derart dass K bzw. K’ der Ver-
einigungskorper von K;, Kit1, - -v, Kmy «oo. bzw. Kby Kipqo coees Kppy onnn
ist, wobei Kj ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper 1. Art iber kj;
und K; ein Teilkorper von Kj uber kj ist, und [Kj: k5] = [K: k], [K;: kil = [K/: k]
sind (j =4). Nach Definition des Restklassengrades und der Verzweigungs-
ordnung sind f, e resp. der Restklassengrad, die Verzweigungsordnung von
K; uber kj;, und f/, ¢/ resp. der Restklassengrad, die Verzweigungsordnung
von KJ’ tuber k;j. Da Kj uber k; von endlichem Grade ist, so folgt die Be-
hauptung aus § 3.
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weil K; ein Teilkorper von Kj., tiber k; ist, und m;f;,1 der Restklassen-
grad von Kj,, iber k; ist. Da aber nach Satz 15

o= S
= ni 89
ist, soist (m;, f;) =1, weil f; = f;.1 = f ist. Also haben der Trigheits-
korper von k;,1 tiber k; und W; ausser k; keine Oberkorper von k; ge-
meinsam. Wir konnen weiter zeigen, dass der Durchschnitt von W, mit
kv k;jist. Denn der Durchschnitt muss als ein Teilkdrper von W; von
der Verzweigungsordnung 1 sein, ist also nach Satz 9 ein Teilkorper des
Tréagheitskorpers von k;,; iiber k;, d.h. k;. Das Kompositum k;.1 W;
von k;+; und W; besitzt also den Grad f iiber k;;. Offenbar enthilt
der Trigheitskorper von Kj;.; tuber k; den Trigheitskorper von Fk;.
iiber k; und W;. Da Wj,1 den Triagheitskorper von Kj.; tuber k;
enthilt®, so enthilt W;,; den Korper W;. Also ist kjv.W; in W;n
enthalten. Da aber k;.1W; und Wj., iiber k;.1 vom Grade f sind, so
folgt ohne weiteres

WJ'+1 = kj+1 (w)

Wenn man also den Vereinigungskorper W von W;, Wisis vvve s Wi
bildet, dann ist W = k(w), und W = k(w) ist ein algebraischer
Korper 1. Art vom Grade f iiber k. Denn wire der Grad von o iiber
k kleiner als f, so miisste » einer irreduziblen Gleichung in ¥ mit dem
kleineren Grade als f geniigen. Da die Koeffizienten dieser irreduziblen
Gleichung schon in einem Teilkorper k.. (m = 1) enthalten wiren, so
fithrte dies zu Widerspruch, weil o iiber k, den Grad f besitzt.
Da jeder Korper W;(j =1) den Restklassengrad f und die Ver-
zweigungsordnung 1 itber k; besitzt, so ist nach Definition der Rest-
klassengrad bzw. die Verzweigungsordnung von W iiber k f bzw. 1.

(1) Wi ist ein Teilkorper von Kj.1 und sein Restklassengrad uber k; ist gleich
m;f, weil Wj;1 den Korper kj enthilt und uber kji1 den Restklassengrad f
besitzt. Also ist der Trigheitskorper von Wj,1 iber k; vom Grade m;f.
Nach Satz 9 muss der Trigheitskorper von Wj;.1 tber k; mit dem von Kji1
iber k; ubereinstimmen, weil der Grad des Trigheitskorpers von Kj.1 uber
kj gleich m;f ist.
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Den Korper W wollen wir den Triagheitskorper von K iiber k
nennen.

Satz 16. Der Trigheitskorper W st der maximale Teilkorper
von K iiber k, derart dass jeder Teilkorper W' von K uber k mit der
Verzweigungsordnung 1 in W enth'alten 98t.

Beweis. Da W’ ein Teilkorper von K ist, so gibt es in W' ein
primitives Element &' tiiber %, derart dass von einem Index I an W/
=k (') I =1) ist und die Verzweigungsordnung von W/ iiber k
gleich 1 ist. Wenn man also den Index I hinreichend gross nimmt,
dann muss jeder Korper W/ nach Satz 9 in W, enthalten sein. Hieraus
folgt der Satz, weil W’ der Vereinigungskorper von W4, ... W/, ... ist.

Betrachtet man nun K als einen Erweiterungskoérper von W, dann
muss & (ein primitives Element von K {iiber k) einer irreduziblen
Gleichung vom Grade e in & geniigen. Die Koeffizienten dieser irre-
duziblen Gleichung gehoren aber schon zum Korper W;, weil & den
Grad e Uber W; besitzt. Daher ist K; vom Grade e tiber W; (j = 7).
Bezeichnet man mit P; das ¢ zugehorige Primideal aus K; und durch
II; ein genau durch $; teilbares Element aus K;, dann geniigt II; einer
irreduziblen Gleichung vom Grade ¢ in W;. Denn nach Satz 7 erzeugen
Il; und » den Korper K; iiber k;, d.h. K; = k,(w, 11;) = W;(II;). Da
K; den Restklassengrad f und die Verzweigungsordnung e iiber Fk;
besitzt, und W; den Restklassengrad f und die Verzweigungsordnung
1 iber k; besitzt, so ist der Restklassengrad bzw. die Verzweigungs-
ordnung von K; iiber W; 1 bzw. e. Dies gilt aber fur alle j=><.
Damit ist der folgende Satz bewiessen :

Satz 17. Der Korper K ist durch zwei geeignete Elemente o und
Il wber k erzeugt: K =k(w, I1). Der Grad n von K nach k ist
Produkt aus dem Restklassengrad f und der Verzweigungsordnung e
von K uber k. Ferner besitzt der Tragheitskorper W = k(w) von K
iber k den Restklassengrad f und die Verzweigungsordnung 1 iber k
und es ist noch [W:k]l=f. Der Korper K= W (Il) besitzt den Rest-
klassengrad 1 und die Verzweigungsordnung e iiber W.

Wir benutzen weiter die obigen Bezeichnungen. Wie wir schon
gesehen haben, besitzt im Korper K; der Restklassenkorper R; nach
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dem ¢ zugehorigen Primideal ¥; endlich viele verschiedene Elemente.
Aber in jedem Teilkorper K:; von K; kann man den Restklassenkorper
R; nach dem ¢ zugehorigen Primideal {3 als einen Teilkorper von R;
annehmen. Dabei versteht man unter den Elementen aus R: diejenigen
Restklassen mod %3; — Elemente aus R; —, die durch die Elemente aus
K, reprisentiert sind. Also definieren die Korper R; < Rivi.... <
R; .... den Vereinigungskorper R. Der Korper R ist aber der
Restklassenkorper mod 98 in K. Denn, dass in K die Restklassen mod
B einen Korper bilden, hat man schon in §1 gezeigt. Es sei 4 ein
Element aus R. Dann ist A durch ein Korperelement #; aus einem
passendem Teilkorper K; von K reprisentiert, d.h. A ist ein Element
aus R;. Umgekehrt ist jedes Element aus R; ersichtlich ein Element
aus R.

Ebenso definieren wir die Restklassenkorper 7, 72, ...., 75, ....
in k. Dabei bedeutet r; den Restklassenkorper in k; nach dem ¢
zugehorigen Primideal p;. Dann ist der Vereinigungskorper von
iy 72, «uuo s ¥i, .... der Restklassenkorper r mod p in k. Wie wir
frither gesehen haben, ist fiir eine geeignete natiirliche Zahl 7 der
Relativgrad von R; nach 7; immer gleich f, wenn j =1 ist, weil der
Relativgrad f den Restklassengrad von Kj iiber k,; bedeutet. Hiernach
behaupte ich, dass der Restklassenkorper R ein endlicher algebraischer
Erweiterungskorper 1. Art iiber r ist. Denn jedes R; ist ein endlicher
algebraischer FErweiterungskorper 1. Art iiber »;, weil R; und 7y
endlich viele verschiede Elemente besitzen®. Also ist R ein algebrai-
scher Erweiterungskorper 1. Art iiber r. Da jedes Element aus R
hochstens vom Grade f iiber r ist, so besitzt R ein primitives Element
tiber r, dessen Grad nach r hochstens f ist. Wir konnen aber zeigen,
dass gerade [R:7] =f ist. Denn wir haben schon bewiesen, dass der
Relativgrad m; von 7;,; nach r; prim zu f ist. Also besitzt das Kom-
positum 7;+.1R;® von 7.1 und R; den Relativgrad fm; iiber r;, weil

(1) Offenbar ist 7; ein vollkommener Korper und R; algebraisch tiber »;. Hieraus
folgt ohne weiteres, dass E; uber r; algebraisch und von der ersten Art ist.
Siehe Steinitz, Algebraische Theorie der Korper, Jour. f. Math., 137 (1910).
§ 12 und 13.

(2) Wir konnen dieses Kompositum bilden, weil R; und 741 in Ri. enthalten sind.
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[7:31R: : il (Z [Ris1: il = mif) dureh f und m;, also durch m;f teilbar
sein muss. Daher ist Ry = 1 R;. Ist p ein primitives Element
von R; Uiber 7;, so ist p eine Wurzel einer irreduziblen Gleichung f-ten
Grades in 7;. Also folgt aus Riv1 = 141 R; = 1i4(p), dass p vom Grade
f iiber 7;.; ist. Wir konnen durch vollstindige Induktion leicht be-
weisen, dass allgemein

Rj+1 = Rj'rj.u = 7'j+1(P) (.7:>: 7')

ist, und p vom Grade f iiber 73, ist (j=17). Daher ist p ein primi-
tives Element von R und vom Grade f iiber 7.

Damit haben wir bewiesen :

Der Restlklassenkorper modulo B in K 1ist vom Grade f uber
dem Restklassenkorper modulo p in k, und dieser Grad f ist gleich
dem Restklassengrad von K uber k.

Durch diesen Satz ist die Definition des Restklassengrades von K
iiber k berechtigt.

Wie ich schon gezeigt habe, ist der Korper K und %k nicht mehr
perfekt in bezug auf ¢. Deshalb kann man iiber K den ¢ zugehorigen
derivierten Kérper K bilden. Dann enthilt K auch den ¢ zugehorigen
derivierten Korper k¥ von k. Es sei & ein primitives Element von K
iiber %k, und & geniige einer irreduziblen Gleichung

@) = an2 + apax” 4+ ....+a0 =0

mit ganzen Koeffizienten aus k. Dann ist nach Satz 5 k(&) ein per-
fekter Korper iiber K. Da K der derivierte Korper von K ist und
k($) in K enthalten ist, so muss offenbar

() =K
sein, d.h. K = kK.
Wir wollen nun beweisen, dass das Polynom f(x) = a,x"+....+a
in % auch irreduzibel ist. Dafiir geniigt zu zeigen, dass das Polynom
ar i (%) = ()" + ap-1(anz)" 1+ . ... +a*'a, in k irreduzibel ist. Wir

betrachten also ein irreduzibles Polynom mit ganzen Koeffizienten aus %
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[*@) = 2"+ apax™ 4. ...+ ar ag

und beweisen, dass f*(x) in k irreduzibel ist.

Ist fiir nicht triviale Polynome g(x), h(z) in k
F*@) = gl@)hx) ,

s0 kann man annehmen, dass g(z), k(z) ganze Koeffizienten aus % und
sogar die hochsten Koeffizienten 1 besitzen. Da die Koeffizienten von
g(x) und A(x) alle als Grenzelemente von Fundamentalreihen aus k
definiert sind, so kann man in k zwei Polynome g¢(x), ho(x) mit
folgender Eigenschaft finden :

1. go(x), ho(x) besitzen ganze Koeffizienten aus k und sogar
sind ihre hochsten Koeffizienten gleich 1.

2. Der Grad von go(x) bzw. ho(x) ist gleich dem von g(x)
bzw. h(z).

3. @@ —g@) > M, @h@)—hix)>M,

wobei M eine noch nachher zu bestimmende positive Zahl ist.
Aus 3 folgt sofort

(@) —go(®)ho(@) = G@)h(x) — go(@)Ro()

= h(x)(G@) — 9o®)) + go@)(h@) — ho()) .
Also ist

o(f *(@)— go(®) ho(x)) = Min (qj(ﬁ(x)) + p(glx)— gu@)) , P(go())
+ (@) — hi@) ) > M .

Da K von der ersten Art iiber k ist, so ist f(x) ein Polynom 1.
Artin k, d.h. f(x) besitzt lauter verschiedene Nullstellen. Also besitzt
f*(x) auch keine mehrfachen Nullstellen. Daher ist die Resultante
R(@G, ) von g(x) und h(x) nicht gleich Null. Da R(g, h) ein ganzes
Element aus % ist, so ist die Bewertung von R(g, k) gleich einer nicht
negativen Zahl p. Wihlt man als M eine beliebige positive Zahl,
welche grosser ist als 2p, so ist die Bewertung der Resultante R(go, )
von go(x) und k¢(x) nach 3 gleich p. Fiir die Polynome go(x) und Ao(x)
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gilt also folgende Tatsache:

I. Der Grad von go(x)ho(x) ist gleich dem von f*(x).
II. Der hochste Koeffizient von go(x)ko(x) ist gleich dem
von f*(x).
III. @(R(g, k) =p .
IV. o(f*@—gd@hox)) > 2p .

Da die Koeffizienten von f*(x), go(x) und ho(x) schon in einem pas-
senden Teilkorper %, von &k enthalten sind, und % in bezug auf ¢
perfekt ist, so kann man nach Voraussetzungen I—IV Hilfssatz 2
in §1 auf diesen Fall anwenden. Also gibt es in k; zwei Polynome
g(x), h(z), derart dass

S* (@) = g(x)h(z)

mit g(x) = go(x), h(x) =hox) (@) ist. Daher ist f*(z) reduzibel in
ki, umsomehr in k. Dies ist aber Widerspruch, weil f*(x) in k
irreduzibel ist. Also muss f(x) in % irreduzibel sein.

Da K = k(&) ist, so ist K ein algebraischer Erweiterungskorper
1. Art vom Grade n iiber k.

Betrachtet man nun einen Zwischenkorper K’ zwischen % und K,
so ist K’ ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper 1. Art iiber
k. Ferner ist K’ ein Vereinigungskoérper von unendlich vielen per-
fekten Korpern von endlichem Grade tiber k,. Offenbar ist K ein
endlicher algebraischer Erweiterungskorper 1. Art tiber K/. Wir be-
zeichnen den Grad von K nach K’ mit »’. Dann kann man leicht
bestitigen, dass K'(#) = K ist, wobei K’ den ¢ zugehorigen derivierten
Korper von K’ bedeutet. Ferner kann man genau so wie fiir den
Fall von k beweisen, dass K iiber dem derivierten Korper K’ von K’
vom Grade »’ ist.

Also erhilt man

Satz 18. Der derivierte Korper K von K ist vom Grade n iiber
dem derivierten Korper k von k. Dabei ist n der Grad von K nach
k. Es ist noch K = kK. Ferner sei K' ein Zwischenkorper zwischen
k und K, und K’ sein derivierter Korper. Dann ist K'K = K und
[K:K']l=[K:K].
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§ 5. ENDLICHE NORMALE ERWEITERUNGSKORPER
1. ART UBER EINEM BEWERTETEN KORPER.

In diesem Paragraphen bedeutet k einen bewerteten Korper,
welcher als ein Vereinigungskorper von unendlich (abzéhlbar) vielen
algebraischen Erweiterungskorpern 1. Art by Tk oo Tk Thnls,
deren jeder iiber k, von endlichem Grad ist, definiert ist. Dabei ist noch
jeder Korper k. (m =>0) ein perfekter Korper in bezug auf die Bewer-
tung @ von k. Wir bezeichnen in k,, (m =0) bzw. k& das ¢ zugehorige
Primideal mit p, bzw. p. Ferner nehmen wir an, dass in jedem
Korper k. der Restklassenkorper mod p,, ein endlicher Korper ist.

Es sei K ein Normalkorper 1. Art, welcher iiber & vom endlichen
Grade 7 ist. Dann besitzt K ein primitives Element & iiber % :

K = k@) .

Bezeichnet man mit &, &/, ...., 3* P die konjugierten Wurzeln zu &,
so sind bekanntlich alle Automorphismen von K iiber & durch die-
jenigen Operationen realisiert, die ¢ durch seine Konjugierten ersetzen.
Ferner haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, dass K ein Ver-
einigungskorper von K; < Kijyi < .... < K, < .... ist. Dabei ist
K; (j = 1) ein algebraischer Erweiterungskorper 1. Art vom Grade =
tiber %; und K; = k;(¢). Man kann noch ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass K iiber k; normal ist (j=7). Dann
sind alle Automorphismen von K; iiber k; durch diejenigen Operationen
realisiert, die ¢ zu seinen n Konjugierten iiberfilhren. Da aber K; ein
Teilkorper von K ist, so kann man auf die Elemente aus K; die Auto-
morphismen aus der galoisschen Gruppe & von K nach k& anwenden.
Dabei bleibt offenbar jedes Element aus k; invariant, und der Korper K;
wird dadurch auf sich selbst abgebildet. Also kann man einfach sagen,
dass die Automorphismen aus & auch die Automorphismen von K;
iiber %; sind. Da n verschiedene Automorphismen aus & —» ist die
Ordnung von @—, angewandt auf K, auch n verschiedene Automor-
phismen von K, iiber k; ergeben, so kann man ohne Missverstéindnis
annehmen, dass & auch die galoissche Gruppe von K, nach £k; ist.
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Nun will ich nach § 2 den Korper K so bewerten, dass die Bewertung
@ von k beibehalten ist.

Fir das ¢ zugehorige Primideal aus K bzw. K; bedienen wir uns
der Bezeichnung 3 bzw. %;.

Zuerst definiere ich wie in § 3 die Zerlegungsgruppe von 8 nach k.

Zerlegungsgruppe. Alle Automorphismen aus &, welche 9 in-
variant lassen, bilden die sogenannte Zerlegungsgruppe von {5 nach %.
Wir sprechen aber im folgenden schlechthin von der Zerlegungsgruppe.

Da nach Definition 93 alle Primideale %, Bis1s ... s By, .... enthilt
und umgekehrt der Durchschnitt von 9§ mit K; das Primideal 5; ist,
so ist P offenbar ein Vereinigungsideal von Py, Bivr, ovvey, Bys ottt

Da das Primideal ¥; nach § 3 bei Anwendung aller Automorphismen
aus & invariant bleibt, so ist 3 auch invariant bei Anwendung aller
Automorphismen aus &. Die Zerlegungsgruppe ist daher die galoissche
Gruppe von K nach k.

Tragheitsgruppe. Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen
aus &, die fiir jedes in bezug auf ¢ ganze Element « aus K die
Kongruenz

Ta = a mod P

gelten lassen, bildet die sogenannte Trigheitsgruppe G4 von P nach
k. Wir nennen &, auch kurz die Trigheitsgruppe. Nach dieser
Definition gilt fiir eine beliebige natiirliche Zahl j > <

TA; == ay mod SBj s

wobeil «; ein beliebiges ganzes Element aus K; ist und = alle Auto-
morphismen aus &7 durchlaufen kann.

Bezeichnet man durch &% die Trigheitsgruppe von % nach k;,
so ist B9 = Gr und G < G (>=14). In § 38 haben wir bewiesen,
dass [®: G%] dem Restklassengrad f; und [$%: E] der Verzweigungs-
ordnung e; von K; tiber k; gleich ist, und tiberdies e;f; = n ist. Ferner
haben wir in § 4 auch gezeigt, dass fi=fis1=.... =f und e = €;.1

. = ¢ ist. Dies bedeutet aber, dass GF = G§V = .. ... = &
ist. Wir behaupten nun, dass OF = G ist (j =14). Ist
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namlich = ein beliebiger Automorphismus aus &%, so ist fiir jedes
ganze Element B aus K

B=p mod .

Denn 3 gehort schon zu einem Korper K;(j =1), und da = auch ein
Automorphismus aus GF ist, so gilt in K;

B=/7 mod g,Bj ,
ist also
TB=p mod B,

und = gehort zu &,. Hieraus folgt
P =Cr (j=1).

Da &/ zyklisch ist, so kann man ohne weiteres schliessen, dass
&/S+ auch zyklisch ist. Es ist sogar

[:Gr]=f und [Gr:E]=e.

Also erhilt man folgenden Satz:

Satz 19. Die Tragheitsgruppe S+ von K nach k ist etne invariante
Unlergruppe von &, und es ist &/8r zyklisch. Die Ordnumg von
&/Sp ist gleich dem Restklassengrad von K iber k, und die von Gr
st gleich der Verzweigungsordnung von K uber k.

Wir betrachten nun einen Teilkorper W’ von K iiber k, welcher
der Invariantenkorper von & ist. Da nach Satz 11 &, als die Trig-
heitsgruppe von ; nach k; alle Elemente aus W; (Tragheitskorper
von K; iiber k;) invariant ldsst, so ist W; in W' enthalten. Da W der
Vereinigungskorper von Wi, Wi1, ooooy Wi, ... ist, so ist W in
W’ enthalten. Umgekehrt ist ein beliebiges Element aus W’ schon
in einem passenden Teilkorper W/ von W', welcher der Durchschnitt
von W' mit Kj ist, enthalten. Da die Elemente aus W) bei Anwendung
aller Automorphismen aus &, invariant sind, so ist W] < W;. Also
ist W’ in W enthalten. Wir konnen daher schliessen, dass W = W’
ist.
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Also erhilt man

Satz 20. Der Triagheitskorper W von K uber k ist der Invarianten-
korper von &r in K.

Verzweigungsgruppe. Die Verzweigungsgruppe von 5 nach k&
kann man in diesem Fall nicht mehr allgemein wie in § 3 durch Kon-
gruenz definieren. Denn wir konnen nicht immer behaupten, dass

P == P2
ist. Vielmehr kann der Fall eintreten, dass 8 = {32 ist. Deshalb wollen
wir die Verzweigungsgruppe auf andere Weise definieren®®. Im folgenden
bezeichnet p die Charakteristik des Restklassenkérpers mod 8 in K,
ist also p eine Primzahl, weil der Restklassenkorper nach §4 einen
endlichen Korper als seinen Teilkérper enthilt. Wenn die Verzwei-
gungsordnung e von K iiber &k genau durch p™ teilbar ist, dann setze
ich
e=¢e7pm.

Hier nenne ich e, die reduzierte Verzweigungsordnung® von K iiber
k. Da nach Satz 19 die Ordnung von &, gleich e ist, so gibt es nach
dem Satz von SYLOw in der Trigheitsgruppe &, eine Untergruppe &y
mit der Ordnung p™, und alle anderen Untergruppen von der Ordnung
p™ sind konjugierte Gruppen zu &y .

Nun betrachten wir &y als eine Untergruppe von G%. Da die
Ordnung von &% gleich e = ¢;p™ und (e, p) = 1 ist, so ist bekanntlich
&y die Verzweigungsgruppe von %; nach k;. ®y ist also eine in-
variante Untergruppe von & und ®%. Ferner ist nach Satz 12 G /S
zyklisch, und [®v: E] = p™.

Hieraus folgt ohne weiteres, dass &y eine invariante Untergruppe
von & und Gz, und &4/ zyklisch ist, wenn man &, &,, Gy die

(1) Diese Definition ist anscheinend etwas kiinstlich, wenn man sie mit der gewgshn-
lichen Definition der Verzweigungsgruppe vergleicht. Aber wie ich nachher
zeigen kann, besitzt der Invariantenkorper der so definierten Verzweigungs-
gruppe zu den gewohnlichen Verzweigungskorpern dhnliche Eigenschaft.

(2) Diese Definition der reduzierten Verzweigungsordnung betrifft nicht nur

normale Erweiterungskorper iiber %, sondern allgemein endliche algebraische

Erweiterungskorper 1. Art iiber k.
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Automorphismengruppen von K nach k betrachtet. Nach Definition
ist &y von der Ordnung p™, und es gibt in &7 nur eine einzige Unter-
gruppe von der Ordnung p™, weil Oy eine invariante Untergruppe von
&4 ist. Diese Gruppe &y will ich die Verzweigungsgruppe von
nach k& nennen®. Es gilt also folgender Satz:

Satz 21. Die Verzweigungsgruppe &y ist eine invariante Unter-
gruppe von & und &r. Die Faktorgruppe ®Or/Gy von Gr nach Oy
ist eine zyklische Gruppe und thre Ordnung ist gleich der reduzierten
Verzweigungsordnung von K uber k.

Verzweigungskorper. Der Invariantenkorper V von &Gy heisst der
Verzweigungskorper von K iiber k. Wir wollen zunéchst zeigen, dass
der Verzweigungskorper V iiber k& den Restklassengrad f und die Ver-
zweigungsordnung ¢, besitzt. Betrachtet man nédmlich in K; (7 =)
den Verzweigungskorper V; iiber &k, so ist V; der Invariantenkorper
von Gy in K iiber k;. Also ist V; in V enthalten. Umgekehrt ist
ein beliebiges Element « aus V schon ein Element aus K;, wenn j
hinreichend gross ist. Da « bei Anwendung aller Automorphismen aus
Oy invariant ist, so gehort es zu V;. Also ist V der Vereinigungs-
korper von Vi, Visis ovv.s Vj.o... Nach Satz 13 weiss man, dass
V,;(j == 1) iiber k; den Restklassengrad fund die Verzweigungsordnung
e, besitzt. Hieraus folgt nach Definition, dass V iiber %4 den Rest-
klassengrad f und die Verzweigungsordnung e, besitzt.

Es sei nun V’ ein Zwischenkorper zwischen K und %k, dessen Ver-
zweigungsordnung iiber k& prim zu p ist. Dann ist V’ ein Teilkorper
von V. Denn V’ ist ein Vereinigungskorper von Vi, Vi, ....,
Vi, ....®, wobei V}(j =1) den Durchschnitt von V' mit K; bedeutet.
Dann gibt es nach Definition der Verzweigungsordnung einen Index
[, derart dass jeder Korper V! (j=1>1) eine zu p prime Verzwei-
gungsordnung besitzt. Daher ist nach Satz 18 V} im Verzweigungs-
korper V; von K; iiber k; enthalten. Also ist V' <V, weil V der
Vereinigungskorper von Vi, Viets «eovy Vi, oo ist.

(1) Offenbar stimmt die hier definierte Verzweigungsgruppe mit der in §3 defi-
nierten Verzweigungsgruppe iberein, wenn k, K beide uber k, endliche Grade
besitzen.

(2) Fir den Beweis weise ich auf den Hilfssatz im iibernichsten Parapraphen hin.
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Satz 22. Der Verzweigungskorper V von K iiber k besitzt den
Restklassengrad f und die Verzweigungsordnung e, uber k. Er ist der
maximale Teilkorper von K uber k, derart dass alle Teilkorper von
K mit der zu p primen Verzweigungsordnung in thm enthalten sind.

Nun betrachten wir einen beliebigen Teilkérper K’ von K iiber Ik,
welcher der Invariantenkorper einer Untergruppe 9 von & ist. Dann
gilt

Satz 23.

1.) 9 ist die Zerlegungsgruppe von P nach K’,
2.) der Durchschnitt H~ Sz von O mit &r ist die Tragheits-

gruppe Hr von P nach K,

3.) O Sy ist die Verzweigungsgruppe Oy von P nach K'.

Beweis. 1.) und 2.) folgen sofort aus der Definition. 3.) beweist
man folgendermassen. Nach Definition und dem Satz von SYLoOw ist
die Verzweigungsgruppe v von 3 nach K’ die maximale z-Gruppe
in $r mit der Eigenschaft, dass alle anderen 7-Gruppen aus $r zu Dy
gehoren. Also muss 9~ Oy eine Untergruppe von Hv sein, weil
H ~ Oy eine p-Gruppe aus Hr ist. Umgekehrt, da Hy eine p-Gruppe
in $7 und infolgedessen in ®y ist, so ist nach dem Satz von SyLow
und der Definition von &y die Gruppe Ov eine Untergruppe von
Gy, ist also v eine Untergruppe von  ~ ®y. Hieraus folgt

Dr=9"Cv.

Nach der Eigenschaft des Trigheits- und Verzweigungskorpers
beweist man folgenden Satz.

Satz 24. FEs sei K' ein normaler Zwischenkorper zwischen K und
k, und $ die K’ zugeordnete Untergruppe der galoisschen Gruppe ®
von K mach k. Bezeichnet man dann die Tragheits- und Verzwei-
gungsgruppe von 3 nach k resp. mit &r und &y, so st

1.) &[S isomorph zur Zerlegungsgruppe von L’ nach Ik,

2.) $G1/9 isomorph zur Tragheitsgruppe von P’ nach Ik,

3.) DGv/H isomorph zur Verzweigungsgruppe von P nach k.
Dabet bedeutet B’ das durch P teilbare Primideal aus K'©.

(1) %/ ist also das ¢ (der Bewertung von K) zugehorige Primideal aus K.
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Beweis. Da die galoissche Gruppe von 3’ nach % isomorph zu
&/ ist, so ist die Zerlegungsgruppe von B’ nach k isomorph zu &/
(nach Eigenschaft der Zerlegungsgruppe).

Der Trigheitskorper 77 von K’ tiber k& besitzt die Verzweigungs-
ordnung 1, ist also 7" ein Teilkorper des Triagheitskorpers von K iiber
Ik (nach Satz 16). Also ist der Trigheitskorper von K’ iiber k bei
Anwendung aller Automorphismen aus $®r elementweise invariant.
Bezeichnet man mit &, die T’ zugeordnete Untergruppe von &, so
ist 9O, eine Untergruppe von &, . Ferner ist der Invariantenkoérper
von HOGr ein Teilkorper von K’ und des Trigheitskorpers von K iiber
k. Dieser Triagheitskorper besitzt aber die Verzweigungsordnung 1
iiber k. Daher muss der Invariantenkoper von $&r die Verzweigungs-
ordnung 1 iiber k besitzen. Also ist der Invariantenkorper von HGr
ein Teilkorper von T’ (nach Satz 16), d.h. &, eine Untergruppe von
HG7. Daraus folgt :

DGr = G .

Hieraus folgt sofort 2.) .

Man kann 3.) ebenso wie 2.) beweisen, indem man im Beweis von
2.) die Trigheitsgruppe durch die Verzweigungsgruppe, den Trigheits-
korper durch den Verzweigungskorper, und die Verzweigungsordnung
1 durch die zu p prime Verzweigungsordnung ersetzt.

Hier will ich noch bemerken, dass Satz 15 auch richtig bleibt,
wenn man im genannten Satz den in diesem Paragraphen definierten
Korper & als den Grundkorper nimmt.

Nun betrachten wir den derivierten Korper K von K und % von
k. Dann ist K normal iiber k. Denn ist ¢ ein primitives Element
von K iiber k, welches einer normalen Gleichung 1. Art f(x) =0
vom Grade n in k geniigt, so ist diese Gleichung in % auch irreduzibel
und normal (nach Satz 18). Es ist K = k() = Kk. Also ist die
galoissche Gruppe von K nach k isomorph zu &, weil f(x) =0 auch
eine definierende Gleichung von K iber k ist. Zur Vereinfachung
kann ich ohne Missverstindnis die galoissche Gruppe von K nach k
mit & bezeichnen.
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Da die Bewertung von K eine Erweiterung von ¢ ist, so will ich
die Bewertung von K schlechthin mit ¢ bezeichnen. -Nach § 1 kann
man in K das ¢ zugehorige Primideal P finden. Offenbar enthilt B
das Primideal 3 aus K.

Nun definieren wir drei folgende Gruppen :

Zerlegungsgruppe. Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen
aus ®, welche I invariant lassen, heisse die Zerlegungsgruppe von L
nach k. ‘

Dann behaupte ich, dass & die Zerlegungsgruppe von % nach k&
ist. Denn ist o ein beliebiger Automorphismus aus &, so ist nach
Satz 2 fiir ein beliebiges Element « aus I3

Poa) = p(a) >0 .

Also gehort oa zu B, w.z. b. w.
Triagheitsgruppe. Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen -
aus &, fir welche die Kongruenz

ra=a mod P

fiir alle ganzen Elemente aus K gilt, heisse die Trigheitsgruppe von
B nach %.
Wenn also « ein ganzes Element aus K ist, dann ist

TA=a mod EB,

d.h. 7 ist ein Automorphismus aus der Trigheitsgruppe &z von P
nach k. Ist umgekehrt +’ ein beliebiger Automorphismus aus &z und
a ein ganzes Element aus K, so gibt es in K ein ganzes Element a,
derart dass

pla—a) >0,
d. h. '

a=aq mod %

ist, weil @ als das Grenzelement einer Fundamentalreihe aus K definiert
ist. Es ist also

ra=1"a mod .
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Da aber /P =P, und +a=a mod P ist, so ist

rTa=a=2z mod Y.

7/ ist daher ein Automorphismus aus der Trigheitsgruppe von ¥

nach k. Damit ist es bewiesen, dass &, gerade die Tragheitsgruppe
von § nach k ist.

Bildet man nun den derivierten Korper W von W, so ist die
galoissche Gruppe von K nach W isomorph der von K nach W (nach
Satz 18). Also ist W der Invariantenkérper von &, iiber k. Diesen
Korper W will ich auch den Tragheitskorper von K iiber k.

Bildet man den derivierten Korper V von V, so ist die V zu-
geordnete Untergruppe von & die Verzweigungsgruppe &y von 3 nach
k (nach Satz 18). Die Gruppe &y ist nach Definition eine invariante
Untergruppe von &4, und ihre Ordnung eine bestimmte Potenz von
p, aber der Index von &, nach Gy ist prim zu p. Ich will &y die
Verzweigungsgruppe von B nach &k, und dementsprechend den Korper
V den Verzweigungskorper von K iiber k nennen.

§ 6. BEWERTUNG VON ALGEBRAISCHEN ZAHL-
KORPERN UNENDLICHEN GRADES.

Im folgenden bedeutet % einen algebraischen Zahlkorper, welcher
als der Vereinigungskorper von unendlich (abzidhlbar) vielen algebrai-
schen Zahlkorpern ky < ke < .... T ki < .... definiert ist, deren jeder
iiber dem Korper der rationalen Zahlen von endlichem Grade ist®. Wir
wollen k kurz einen unendlichen Zahlkérper nennen, und die Bezeichnung
k = {k;) gebrauchen. Ferner bezeichnen wir mit o die Menge aller
ganzen algebraischen Zahlen aus k& und mit o; die Menge aller ganzen
algebraischen Zahlen aus k;. Dann ist o = {0;} — o ist die Vereinigungs-
menge von o;, 02z, «..., 0is ...., — und der Durchschnitt von o mit k;
ist gleich ;. Bezeichnet man nun mit p ein Primideal aus % und mit

(1) Diese Koérper wollen wir schlechthin die Koérper von endlichem Grade oder
die endlichen Zahlkérper nennen.
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p; den Durchschnitt von p mit %;, so ist p das Vereinigungsideal von
P1y....s Piy ... —in Bezeichnung ist p = {p;} V.

Nun wollen wir noch annehmen, dass der Korper k& bewertet sei,
und wir bezeichnen mit ¢ diese Bewertung von k. Da ¢(1) =0 ist,
so kann man durch vollstindige Induktion beweisen, dass fiir eine
beliebige ganze rationale Zahl a ¢@(a) =0 ist. Es sei p(==0) eine
ganze algebraische Zahl aus k. Dann ist u eine Wurzel einer irredu-
ziblen Gleichung

xm+am_lx”‘“l+ ce.e Ty =

im Korper der rationalen Zahlen, wo a,-1, ...., @ Simtlich ganze
rationale Zahlen sind. Es gilt also

P Cpapg™ .o +a =0,
und hieraus folgt

o = @(u"+ Cma g™ 1. L. L+ a)
= Min(ma() , (m—Dp) +@@ni), -- .., pla)) .

Da @(amn-1) .... . ¢(ae) nicht negativ sind, so muss ¢(u) =0 sein, weil
sonst oo = mep(u) <0 sein wiirde. Also gilt:

Die Bewertung jeder ganzen algebraischen Zahl ist nicht negativ.

Nach §1 bildet die Menge aller Zahlen aus &, deren Bewertungen
nicht negativ sind, eine Maximalordnung P in k. Wir zeigen jetzt,
dass es in k eine ganze algebraische Zahl gibt, deren Bewertung positiv
ist. Denn nach der Bewertungsvorschrift gibt es in £ eine Zahl  mit
@(y) £ 0. Diese Zahl v kann man als einen Quotienten zweier ganzen
Zahlen a, 8 aus k darstellen. Wir konnen ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass ¢(—§>> 0— sonst (p<—§)> 0— ist.

Also ist @(a)—¢(B) >0. Da @(a) =0, ¢(8) =0 sind, so folgt

@(a) >0, w.z.b.w.

(1) K.I1 S.44.



164 M. Moriya

Betrachtet man die Menge I von allen Zahlen, deren Bewertungen
positiv sind, so ist IN ein Primideal aus /. Wir wollen nun folgenden
Satz beweisen.

Satz 25. Der Durchschnitt von o mit M ist ein Primideal in k
(oder in v). ‘

Beweis. Es sei fiir zwei Zahlen a, 8 aus o0 «B8C 0o~ M (der
Durchschnitt von o mit M). Dann ist @(uB) = @(2) +@(B) > 0, weil oB
eine Zahl aus I ist. Weil aber «, 8 beide ganze Zahlen sind, so ist
@(x) =0 und @(8) = 0. Hieraus folgt ¢(z) >0 oder ¢(8)_ -0, d.h.
@(z) oder ¢(B) gehort zu o ~ M.

Es seien p, v zwei beliebige ganze Zahlen aus k. Dann sind
@(u) 20, @(v) =0, und fiir zwei beliebige Zahlen a, 8 aus o ~ M ist

lua +v8) = Min (glan) , p(8)) >0 .

Offenbar ist 0 ~ I weder das Einsideal noch das Nullideal, weil
0 ~ R eine von Null verschiedene Zahl enthilt, deren Bewertung positiv
ist. Also ist v ~ I ein Primideal aus k.

Nach Struktur von 9 und o ~ I ist die Bewertung jeder zu o ~ IN
primen ganzen Zahl aus &k gleich Null. Hieraus folgt ohne weiteres

Zusatz. Eine Bewertung ¢ von k bestimmt eindeutig ein Primideal
in k. Es ist die Menge aller ganzen Zahlen aus k, deren Bewertungen
beziiglich ¢ positiv sind.

Wir wollen im folgenden von einer Bewertung bezuglich eines
Primideals sprechen, wenn unter allen ganzen Zahlen aus k& die Zahlen
aus diesem Primideal ung nur diese positive Bewertungen besitzen.

Dann gilt die Umkehrung des obigen Zusatzes.

Satz 26. FEin Primideal p aus k bestimmt eine DBewertung in
bezug auf p.

Beweis. Ich will in & wirklich eine Bewertung in bezug auf p
herstellen. Bezeichnet man p ~k; mit p,, so ist p = {p;}. Es gehe
nun das Primideal p; in die p zugehdrige Primzahl p mit dem genauen

Exponenten u; auf. Dann definieren wir
a;

Pla) = %

U

€
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als die Bewertung von a, wenn eine Zahl « aus k; genau durch

a;

pi’ teilbar ist®. Wir wollen zunichst zeigen, dass die Zahlen in

Us
allen Korpern von endlichem Grade, welche « enthalten, gleich sind.
Es seien k; < k,, zwei Teilkorper® von endlichem Grade tiber k, die
a enthalten. Dann ist
M Om

Denn in k; ist « genau durch p?l teilbar, ist also in k,, genau durch
wem teilbar, wenn Y, in k, genau durch po™ teilbar ist. Da aber be-

. U . o
kanntlich e,, = a“i ist, so ist
{
Om _ Qlm _ G Um _ G

Wenn nun %; und %, in k& zwel beliebige Teilkorper von endlichem
Grade, welche « enthalten, sind, dann enthélt der Durchschnitt k&~ I,
von k; mit k,, wirklich «, und k,., k; sind Erweiterungskorper von
ki ~k,. Die Bewertungen von a« in £k, und k; sind nach dem oben
gezeigten gleich der Bewertung von o in &~ k,,. Damit ist die Zahl
¢@(a) durch eine Zahl « und ein Primideal p eindeutig bestimmt.

Fiir eine Zahl aus k%, welche zu p prim ist, ist offenbar @(y) = 0.

Dass die so definierten Zahlen ¢(z) wirklich den Bewertungs-
postulaten geniigen, verifiziert man auf folgende Weise :

1. Nach Definition gibt es in % sicher eine Zahl «, deren Bewertung
nicht Null ist. Der Zahl Null kann man das Symbol o als ihre Be-
wertung zuordnen, weil Null in %; enthalten und durch beliebige hohe
Potenzen von p; teilbar ist.

2. Es seien « und B zwei Zahlen aus k. Dann gehiren « und B
zu einem Teilkorper k; von endlichem Grade, wenn man den Index <

(1) Ein Hauptideal («) aus k; kann sich als ein Potenzprodukt (mit positiven und
negativen Exponenten) der verschiedenen Primideale aus k; darstellen lassen.

Wenn p?i ein Faktor ist, welcher in diesem Potenzprodukt den grossten

Exponenten in bezug auf p; besitzt, so heisse « genau durch p,:-zi teilbar.

(2) Ersichtlich brauchen k;, k,, nicht notwendig die Koérper aus k,, ke, ..., ki,
. zu sein.
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hinreichend gross nimmt. Es seien ¢(«) = %L und @(B) = z’ , wobel
u; den genauen Exponenten von p; in p, und a; bzw. b; den genauen
Exponenten von p; in « bzw. 8 bedeutet.

Dann ist «+8 mindestens durch pM in(@, b teilpar. Also kann
man schliessen

pla+B) ZMin (¥, 2) = Min (), 9(8)) .

3. Wenn man den Korper k; wie in 2 nimmt, dann ist fiir zwei
ganze Zahlen «, B aus k&

ai+bi

p(a®) = = @(2) +@(3) .

i

Also gibt die Funktion ¢ fiir alle Zahlen aus % wirklich eine Bewertung
an.
Zwei Bewertungen ¢ und ¢’ von k heissen dhnlich, wenn fiir jede

Zahl a aus k gla) = pgp'(«) ist, wobei p eine bestimmte positive Zahl
bedeutet.

Nun wollen wir fiir die Bewertungen in bezug auf ein Primideal
p aus k folgenden Satz beweisen.

Satz 27. Die Bewertungen in bezug auf ein Primideal p sind alle
ahnlich.

Beweis. Es seien ¢ und ¢’ zwei Bewertungen in bezug auf p.

Dann ist (/),((r;)j = p eine bestimmte positive Zahl, wenn p die durch p
teilbare Pr(ipmzahl ist. Wir wollen nun beweisen, dass fiir eine beliebige
Zahl « aus k auch ¢(a) = pg'(a) ist, d.h. die beiden Bewertungen
dhnlich sind.

Es sei « eine Zahl aus k; und p; das durch p teilbare Primideal
aus k;. Dann gibt es in k; eine genau durch p; teilbare Zahl ;.

Wenn p in k; genau durch p;* teilbar ist, dann ist sicher

()0, ()
P -)=0, o ——)=0
p - D

Ui *
Ty

weil ' zu p prim ist. Also ist @(m?) = @(p), und ¢'(=%) = ¢'(p).
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Hieraus folgt

_ o) _ o) _ olr)
P'(p) @' (@) @' (m)

Da es fiir eine Zahl « aus k; eine ganze rationale Zahl a; gibt, derart dass
die Zahl - zu p prim wird, so ist also q)(—% ) =0 und o' (f'(;> = 0.

77-1‘ X T 1 77-1 1
1
Paraus folgen ohne weiteres

pla) = a;p(m), ¢'(a) = a;¢'(m;) d.h. @la) = pp'(a) .

Nach dem obigen Satz erhilt man alle Bewertungen in bezug auf
ein Primideal p, indem man eine Bewertung ¢ mit allen positiven
Zahlen multipliziert.

Unter allen zu ¢ &dhnlichen Bewertungen gibt es sicher die eine,
welche fiir die durch p teilbare Primzahl p (also fiir alle genau durch
p teilbaren rationalen Zahlen) Bewertung 1 angibt. Solche Bewertung
nenne ich die normierte Bewertung in bezug auf p oder von p. Die
im Beweis von Satz 26 konstruierte Bewertung ist eine solche. Ks
gibt offenbar nach Satz 27 nur eine einzige normierte Bewertung in
bezug auf ein Primideal.

Wert eines Ideals.

Wir legen im folgenden die normierte Bewertung ¢ eines beliebigen
Primideals p aus %k fest. Dann heisst die untere Grenze der Menge
von Bewertungen aller Zahlen aus einem beliebigen Ideal a der Wert
von a in bezug auf das Primideal p®. Wir bezeichnen den Wert von
a in bezug auf p mit wp(a). Weil ich im folgenden immer Werte in
bezug auf das Primideal p betrachte, so will ich schlechthin vom Wert
eines Ideals a sprechen, und die Bezeichnung w(a) gebrauchen. Nach
Definition ist der Wert eines Hauptideals («) in k gleich der Bewertung
¢(a). Die vom Nullideal verschiedenen ganzen Ideale aus % besitzen
nicht negative endliche Werte in bezug auf alle Primideale aus k, weil
sie nur ganze Zahlen enthalten und die Bewertungen der ganzen Zahlen

“nicht negativ, also nach unten beschrinkt sind. Die gebrochenen Ideale

(1) Herr KRULL hat fiir die Primirideale den Begriff der Werte eingefithrt. Ich
will aber hier Wert eines beliebigen Ideals definieren.
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konnen negative Werte besitzen, aber sie sind immer endliche Zahl.
Denn sei b ein gebrochenes Ideals aus %, so kann man immer eine
ganze Zahl B3 finden, so dass Bb ganzes Ideal wird. Der Wert von Bb
ist die untere Grenze von @(B8p) = @(B) + ¢(p), wobei p eine Zahl aus b
bedeutet, und diese untere Grenze ist eine nicht negative endliche
Zahl. Also ist der Wert w(b) von b gleich w(bB8)—q(B8). Daher besitzt
ein vom Nullideal verschiedenes Ideal jedenfalls einen bestimmten Wert.

Satz 28. Der Wert des Produktes zweter Ideale a, b ist die Summe
der Werte der beiden Ideale.

Beweis. Eine Zahl aus ab ist von der Gestalt gau@iy wobel a;
bzw. B; die Zahlen aus a bzw. b sind. Da

7)(4::; a;3;) = Min (<])(a1,31) s ey (7)((1,[9,,))
= Min (p(a)+@(B1) s + ..., @lar)+@(Br)) = w(a)+w(b)
ist, so sind die Bewertungen der Zahlen aus ab nicht kleiner als
w(a) +w(h).

Nun sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Dann kann man in a bzw.
b eine Zahl « bzw. @ finden, derart dass

‘P(a)—W(a)<—§ und ¢(B)—w(b)<é
wird. Hieraus folgt
@(aB)—(w@ +w) e

Dies zeigt aber, dass w(a)+w(b) die untere Grenze der Zahlen aus ab ist.

Es sei a ein beliebiges (ganzes oder gebrochenes) Ideal aus k.
Dann ist der Durchschnitt a; = a ~k; von a mit k; ein Ideal aus k;.
Denn seien 2 und p zwei ganze Zahlen aus k;, so ist fiir zwei beliebige
Zahlen «; und B; aus a;

Aa; + pBi

eine Zahl aus a und k;, ist also 4e;+uB; eine Zahl aus q;.

Wenn fiir eine ganze Zahl 8 a8 ein ganzes Ideal aus & wird, dann
kann man eine ganze rationale Zahl b, welche durch B teilbar ist,
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finden, derart dass ba ein ganzes Ideal aus k& wird. Dann ist ba; auch
ein ganzes Ideal aus %;. Also ist a; ein Ideal aus k;.

Offenbar ist das Ideal a ein Vereinigungsideal von aqj, az, ....,
Mpy ovnen Betrachtet man die Zahlfolge w(ai), w(az), ...., w(@n) s «o..
so ist ihre untere Grenze gleich dem Wert von a. Denn es sei ¢ eine
beliebige positive Zahl. Dann gibt es in a eine Zahl «, derart dass

P@)—W(A) <& vttt 1)

ist, weil w(a) die untere Grenze der Bewertungen aller Zahlen aus a
ist. Da a schon in einem Ideal von ai, az, ...., Gy, .... enthalten
sein muss, so sel « eine Zahl aus q;. Dann ist @(«) > w(a). Da
a; T a ist, so ist

P Z W) Zw(@) e oo e e i )
Hieraus folgt nach (1)
WEAD)—W(A) < ettt et e ieieneanenns 3)

Also ist nach (2) und (8) w(a) die untere Grenze von w(a)), w(ai),
W), s

Nun wollen wir untersuchen, welchen Wert jedes w(a;) besitzt.
Es sei p = {p;}, und a; sei genau durch p;® teilbar. Dann sind alle
Zahlen aus a; durch p{* teilbar und sogar gibt es in a; eine Zahl, die
genau durch p;”® teilbar ist. Wenn p in k; genau durch p;* teilbar ist,

a;

dann ist w(a,) sicher gleich Da alle Zahlen aus a; in ;41 enthalten

i

ist, so ist

'M)(CL,;) 2: 'lU(ai+1) , d. h. i 2_ Biv1 .

Daher ist die Zahlfolge %, %2 % abnehmend, aber
Uy Uz u

jedes Glied dieser Zahlfolge ist nicht kleiner als w(a), und sogar besitzt
diese Zahlfolge w(a) als ihre untere Grenze. Also gilt folgender Satz.

(1) In %; kann man a; als ein Potenzprodukt von endlich vielen Primidealen ein-
deutig darstelilen. Wenn das Primideal p»; mit dem genauen Exponenten
¢; in diesem Potenzprodukt auftritt, dann sagt man, dass a; genau durch p:"
teilbar. Sonst sagt man, dass a; zu p; prim, oder a; durch p‘} teilbar ist.
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Satz 29. Es set a ein beliebiges Ideal aus k und a;=ank;.
Wenn man mit w(a) bzw. w(a;) den Wert von a bzw. «a; bezeichnet,
dann st

w(ay), wlaz), ...., wla), ....

etne abnehmende Zahlfolge und thr Grenzwert ist gleich w(a).

Endliche und unendliche Ideale.

Wir wollen hier wieder die normierte Bewertung ¢ eines Primideals
p aus k festlegen, und den dadurch bestimmten Wert eines Ideals
betrachten. Wenn der Wert eines Ideals der Bewertung einer Zahl
aus diesem Ideal gleich ist, dann heisst dieses Ideal endlich, sonst
unendlich. Es sei a = {a;}) ein endliches Ideal und fiir eine Zahl «
aus a sei ¢(z) = w(a). Weil « eine Zahl aus einem geeigneten Ideal q;
ist, so ist nach Satz 29

w) =wlg)=.... =w,) = .... =w(),

d. h. von einem geeigneten Index an sind alle Ideale von gleichem Wert.
Umgekehrt, wenn w(a;) = w(a;z1) =.... = wla,) = .... = wl(a) ist,
dann gibt es in q; eine Zahl a mit ¢(«) = w(a).
Diese Definition trifft auch fiir das Primideal p zu. Nidmlich heisse
ein Primideal p endlich in bezug auf die durch p definierte mormierte
Bewertung, wenn von einem hinreichend grossen Index ¢ an immer

w(p:) = wpi1) = ... = w(p)

ist, und sonst heisse es unendlich.

Zur Vereinfachung spreche ich im folgenden immer ohne Er-
wihnung von endlichem oder unendlichem Primideal. Dabei meine
ich immer endliches oder unendliches Primideal in bezug auf die durch
das Primideal selber definierte normierte Bewertung.

Wenn ein Primideal p = {p;} endlich ist, dann ist nach dem oben
gezeigten

wp:) = wmia) = ... =w(),

wenn ¢ hinreichend gross ist. Ist die durch p teilbare Primzahl p in
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k; genau durch p;? teilbar, so ist w(p,) = *5‘:“. Also ist
i
1 1 ... = w(p) ,

Uq Ui +1

d.h. von einem geeigneten Index 7 an ist jedes p; genau durch p;.;
teilbar (5 = 1).

Wenn aber p unendliches Primideal ist, dann muss u; iiber alle
Grenzen wachsen, d.h. w(p) = 0. Es gilt also:

Dann und nur dann ist ein Primideal unendlich, wenn sein Wert
0 1st.

Wir bezeichnen nun mit p ein Primideal und mit ¢ die normierte
Bewertung von p. Dann besitzen die Zahlen aus p positive Bewertungen
in bezug auf . Wenn p endliches Primideal ist, dann gibt es nach
dem oben gezeigten einen Index ¢, derart dass

wps) = wPi) = ... = w(p) .

Dies bedeutet aber, dass es in p; eine Zahl « gibt, deren Bewertung
gleich dem Wert w(p) von p ist: @(e) = w(p). Wir behaupten nun,
dass ¢(a) eine kleinste positive Bewertung unter allen positiven Bewer-
tungen der Zahlen aus % ist. Denn ist B eine Zahl aus %k, deren Be-
wertung positiv und nicht grosser ist als @(a) : 0 < @(8) < @la), so ist

B eine Zahl aus einem Teilkorper k; von k, und in %; gibt es sicher

eine ganze Zahl v, derart dass % zu p prim wird. Also ist @(8)

= g(y) < ¢la). Da v eine ganze Zahl aus k ist, und positive Bewertung
besitzt, so ist v eine Zahl aus p. Also muss @(y) = w(p) = @(a) sein.
Hieraus folgt

p(v) = @la) ,

d.h. @B =¢la), w.z.b.w.

Da die Bewertung ¢ fiir eine Zahl « die kleinste positive Bewer-
tung angibt, so ist die Bewertung ¢ diskret.

Umgekehrt, wenn eine Bewertung ¢ diskret ist, dann kann man
leicht zeigen, dass das ¢ zugehorige Primideal endlich ist. Denn wenn
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@ eine diskrete Bewertung ist, dann gibt es nach dem oben Bewiesenen
eine ganze Zahl aus k, deren Bewertung unter allen positiven Bewer-
tungen der Zahlen aus & am kleinsten ist. Diese ganze Zahl ist eine
Zahl aus dem ¢ zugehorigen Primideal aus &, w.z.b.w.

Es sei q ein ganzes Primirideal aus k und q,= q~ k: sei der
Durchschnitt von q mit k;. Dann ist q; ein Ideal aus k;, und
q = {q:). Wir wollen zeigen, dass q; ein ganzes Primérideal aus k:
ist. Denn es seien «;, B; zwei ganze Zahlen aus k;, fiir welche

2B; =0 mod q;, und @==0 mod q;
gelten. Dann ist
%B:;=0 mod q, und «=0 mod q.
Hieraus folgt fiir eine natiirliche Zahl p
=0 mod q.
Da f: eine Zahl aus k; ist, so ist
Gi=0 mod gq:,

d.h. q; ein Primérideal aus ;.

Weil k; ein algebraischer Zahlkorper von endlichem Grade ist, so

ist q; eine bestimmte Potenz eines Primideals p;: q;= it (=1, 2,

3, ....). Da qi<C qisr und q; = pi¥, qis1 = pisi' sind, so muss
p; durch p;,; teilbar sein. Es folgt also
q = <p1,az} ’

und q ist nur durch ein einziges Primideal p = {p,} teilbar.

Umgekehrt konnen wir auch leicht beweisen :

Wenn ein ganzes Ideal q aus k nur durch ein einziges Primideal
teilbar ist, dann ist q etn Primdrideal.

Wir nennen q ein dem Primideal p zugehoriges Primdrideal aus
k, wenn q durch p teilbar ist.

Satz 30. Es soi q ein ganzes Primirideal in k, welches zu einem
Primideal p gehort, und a ein beliebiges ganzes Ideal aus k. Ferner
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sei @ die normierte Bewertung von P, und w(q) bzw. w(a) der Wert
von q bzw. a in bezug auf Y. Dann ist a durch q teilbar®, wenn
w(q) < w(a) ist.

Beweis. Wir bezeichnen wie frither p ~k;, ¢ ~k; und a ~ k; resp.
mit p;, q; und a;. Dann wollen wir zeigen, dass nach w(q) < w(a)
jede Zahl « aus a zugleich zu q gehort. Namlich aus Definition folgt

¢(a) :>4 w(a) ’

und hieraus ¢(a) > w(q).
Da filr eine geeignete natiirliche Zahl a; q; = pi®, und w(q) der

Grenzwert der Zahlfolge w(®™), ...., w(Ps"), .... ist, so wird nach
¢@(a) > w(q) von einem passenden Index ¢ an immer

@la) > wlrf) = w(@)  (1=19) .

Wenn man ferner 7 geniigend gross wihlt, dann wird « eine Zahl
aus k;. Wenn man den genauen Exponenten von p; in p mit u; be-

zeichnet, dann ist w(pj’) = rZ" )

folgt aus @(a) > w(pi¥)

Wir setzen hier ¢(a) = »Zw . Dann
3 2]

LSS
Uj Uj
d.h. @ ist grosser als a;. Daher ist « durch v§? teilbar. Also gehort
jede Zahl aus a zu q, ist also a durch q teilbar.
Wir konnen diesen Satz noch prézisieren.
Zusatz. Unter den Voraussetzungen von Satz 30 ist:
1.) a durch q teilbar, wenn w(q) = w(a) und ¢, a beide un-
endliche Ideale sind.
2.) a durch q teilbar, wenn w(q) < w(a), und q endliches
Ideal ist.
Beweis. Wir haben schon in Satz 30 gezeigt, dass a immer durch
q teilbar ist, wenn w(q) < w(a) ist. Deshalb bleibt noch der Satz im
Fall zu beweisen, dass w(q) = w(a) ist.

(1) Hier meine ich unter dem Ausdruck, dass a durch q teilbar ist, wie ublich, dass
a in g enthalten ist.’
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1.) a, q sind beide unendliche Ideale.

In diesem Fall gibt es in a nur diejenigen ganzen Zahlen, deren
Bewertungen grosser sind als w(a) = w(q). Dann konnen wir aus dem
Beweis von Satz 30 schliessen, dass jede Zahl « aus a zu q gehort.
Also ist a durch q teilbar.

2.) q ist endliches Ideal.

a.) a ist unendliches Ideal. Dann kann man nach dem Beweis
von 1.) schliessen, dass a durch q teilbar ist, weil jede Zahl aus a
grossere Bewertung als w(a) = w(q) besitzt.

b.) a ist endliches Ideal. In diesem Fall gibt es in a wirklich eine
Zahl «, deren Bewertung ¢(a) gleich w(a) ist. Da q auch endliches
Ideal ist, so kann man einen Index 4 finden, derart dass fiir jede
natiirliche Zahl j =1

w3 = w(Q) = w(a) = @),

und « eine ganze Zahl aus k; ist.
Bezeichnet man mit wu,; den genauen Exponenten von p; in p, so

ist g(a) = %’?, weil w(vj?) = % ist. Dies bedeutet aber nach Defini-
i i o
tion der Bewertung ¢(a), dass eine ganze Zahl « genau durch b3 teilbar

ist. Also ist « eine Zahl aus q. Dies trifft aber fiir alle Zahlen aus
a zu, deren Bewertungen gleich w(a) = w(q) sind.

Die Zahlen aus a, deren Bewertungen grosser sind als w(q), gehoren
wie in a.) zu q. Also ist a durch q teilbar.

Satz 31. Es seten q und q' zwet einem Primideal Y zugehorige
ganze Primarideale aus k, und w(q), w(q’) resp. die Werte von q, q’
in bezug auf p. Dann und nur dann ist q=q', wenn w(q) = w(q’)
und die beiden Ideale zugleich endlich oder unendlich sind.

Beweis. Nach dem vorigen Zusatz kann man beweisen, dass q
durch q’, und g’ durch q teilbar ist, wenn w(q) = w(q’) ist und q, ¢’
zugleich endlich oder unendlich sind. Also ist q = ¢’.

Umgekehrt, wenn q =y’ ist, dann folgt ohne weiteres die Be-
hauptung.



Theorie der Algebraischen Zahlkorper Unendlichen Grades 175

Zusatz. Ein ganzes Primérideal ist durch seinen Wert und die
Angabe, ob endlich oder unendlich, eindeutig bestimmt.

Nach Herrn KRULL ist jedes ganze Ideal a in % als das kleinste
gemeinschaftliche Vielfach seiner sdmtlichen Primdrkomponenten dar-
stellbar®. Dabei ist eine Primirkomponente folgenderweise definiert :
Wir betrachten zuerst ein Primideal p aus k& und bezeichnen mit P die
Menge aller Zahlen aus k, welche, als Quotienten zweier ganzen Zahlen
dargestellt, keine durch p teilbaren Nenner besitzen. Der Durchschnitt
von aP (Produkt eines Ideals a mit P) mit der Menge aller ganzen
Zahlen aus k ist die Primidrkomponente von a in bezug auf p. Nach
Struktur sieht man sofort ein, dass die nicht triviale Primirkomponente
von a in bezug auf b ein p zugehoriges Primérideal aus k ist.

Wir bezeichnen nun mit ¢ die normierte Bewertung von p. Fiir
eine Zahl p aus P ist @(p) >0, weil der Nenner von Hauptideal (p) in
k nicht durch p teilbar ist. Jede Zahl aus ar’ ist von der Form

aiprt+azPet ... tarpyr,

worin eq, a2, . .., a bzw. p1, P2, ...., pr die Zahlen aus a bzw. P
bedeuten. Da

plaipi+ . ... +arp) = Min (p(aspy), . ...¢rpr))
= Min (p(a), ..., @)

ist, so ist die untere Grenze der Bewertungen der Zahlen aus aP nicht
kleiner als der Wert w(a) von a in bezug auf p. Dies trifft auch fiir
die Primérkomponente q von a in bezug auf p zu. Da aber q auch
alle Zahlen aus a enthilt, so ist der Wert w(q) von q gleich w(a).

Ferner kann man noch beweisen, dass a endlich ist, falls q endlich
ist, und umgekehrt. Denn wir wissen schon, dass w(a) = w(q) und a
durch q teilbar ist. Wenn aber a endlich ist, dann gibt es in a eine
Zahl a, deren Bewertung ¢(a) gleich w(a) ist. Da aber « zu q ge-
hort, so ist @(a) = w(a) = w(q). Daher ist q endlich.

1) K. I.S. 47.
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Umgekehrt, wenn q endlich ist, dann gibt es in q eine ganze Zahl
B mit @(B8) = w(q) =w(a). Da nach dem oben gezeigten ¢(B) nicht
kleiner ist als die Bewertung einer passenden Zahl ¢ aus a, so existiert
in a eine Zahl a mit ¢(a) = w(a).

Es ist also bewiesen :

Satz 32. Der Wert einer Primdrkomponente eines ganzen Ideals
a ist gleich dem Wert von a. a und seine Primdrkomponente sind
beide zugleich endlich oder unendlich.

Nach der Primirkomponentendarstellung eines ganzen Ideals, dem
Zusatz von Satz 31, und Satz 32 kann man behaupten :

Satz 33. Ein ganzes Ideal a aus k ist eindeutig bestimmt durch
seinen Wert in bezug auf jedes Primideal p aus k wund durch die
Angabe, ob a in bezug auf p endlich oder unendlich ist.

§7. GALOISSCHE ZAHLKORPER VON ENDLICHEM
GRADE UBER EINEM UNENDLICHEN
ZAHLKORPER.

Im folgenden bedeutet k& wie im vorigen Paragraphen einen alge-
braischen Zahlkorper, welcher als der Vereinigungskorper von unendlich
vielen algebraischen Zahlkorpern ky Z ke < .... T kn < .... definiert
ist, deren jeder tiber dem rationalen Zahlenkorper endlichen Grad
besitzt.

Wir betrachten nun iiber %k einen algebraischen Zahlkorper K von
endlichem Grade®. Also gibt es eine algebraische Zahl &, welche
ein primitives Element von K iiber k ist: K = k().

Geniigt & einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades f(x) =0 in
k, so gehoren die Koeffizienten der Gleichung schon zu einem Teil-
korper k;, wenn man einen hinreichend grossen Index 7 nimmt. Also
ist f(z) irreduzibel in jedem Korper k; (7 =>1) .

Wir bilden nun die Korper k() =K, kia(®) =Ky ...,
k() = K, ...., dann erhilt man folgende Korperfolge K;, K;.1,

(1) Ich setze dabei die Existenz von K voraus. Wenn k algebraisch abgeschlossen
ist, dann existiert kein algebraischer Erweiterungskorper uber k.
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., K, ..... Um die folgenden Auseinandersetzungen einfach zu
machen, konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass alle Koeffizienten von f(x) schon die Zahlen aus k; sind. Also
ist k() =K1, k(@) =K, ....: K={K;} i =1,2,....).

Es gilt allgemein folgender Hilfssatz.

Hilfssatz. Bezeichnet man mit K} den Durchschnitt -von K; mit
K', sois K' ={K%), wobei K’ ein Zwischenkorper zwischen K und
k ist.

Beweis. Nach Definition sind K; C K’ und K; Z Kjm (=1, ....,
m....). Alsoist {K}} = K'. Es sei umgekehrt o eine Zahl aus K'.
Dann ist o’ fiir einen geeigneten Index j eine Zahl aus Kj, ist also
v’ eine Zahl aus K’ ~ K; = K;. Dabher ist K’ = {K}} .

Nun sei K insbesondere galoissch iiber %, und & sei die galois-
sche Gruppe von K nach k. Dann sind die Elemente von & die
Automorphismen von K tiber &k, und diese Automorphismen sind durch
diejenigen Operationen realisiert, welche & zu seinen konjugierten
Wurzeln &, &, ...., 3@ D vyon f(x) =0 {iberfiilhren. Wir konnen
dabei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass der
Korper K; schon galoissch iiber k; ist. Selbstverstéindlich folgt hieraus,
dass K; (j>1) galoissch iiber k; ist. Wie in §5 konnen wir auch
ohne Missverstindnis annehmen, dass & die galoissche Gruppe von K;
nach k; ist (7 >1).

Wir betrachten in K ein Primideal 8. Dann ist P als ein Ver-
einigungsideal von B, Pz, ...., B, .... definiert, wobei B; (1 =1)
das durch P teilbare Primideal aus K; ist: ¥ = {3;} . Entsprechend
dem Primideal ® sei p das durch ¥ teilbare Primideal aus k. Dann
ist p = {pb;}, wobei p; das durch p teilbare Primideal aus k; bedeutet.

Es gilt in K folgende Primidealzerlegung® :
p e (213(1)5:[_3(2)_ .. _Slg(g))e .

Dabei bedeutet ¢ den Exponenten jedes Primteilers @ (1 < ¢ < g) und

(1) He. S. 481.
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jeder Primteiler P® besitzt den Relativgrad f nach k. Es ist

n =efgW .

Zerlegungsgruppe.

Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen von K iiber k, die
das Primideal % invariant lassen, bildet eine Untergruppe &, von &,
und die Gruppe &z heisst die Zerlequngsgruppe von R nach k.

Wendet man auf ein Primideal 3; (7 = 1)® einen Automorphismus
o aus &z an, so ist %3; ein Primideal aus K;, weil durch Anwendung
von o auf die Zahlen aus K; wieder die Zahlen aus K; entstehen. Da
aber ¢%¥; zum Ideal P gehoren muss, so muss o = 5 sein.  Dies
zeigt aber, dass &z eine Untergruppe der Zerlegungsgruppe &% von
%; nach k; ist. Ebenso kann man auch leicht beweisen, dass &g+

eine Untergruppe von &% ist. Dadurch erhilt man ohne weiteres
GP =G =2 ....269>....206;.
Hieraus kann man sofort schliessen, dass von einem Index I an immer

G =08V = ..., =0,
ist.

Zerlegungskorper.

Wir nennen denjenigen Zwischenkorper K, zwischen K und £k,
welcher der Invariantenkorper von &z ist, den Zerlegungskorper von
*® nach k.

Betrachtet man den Durchschnitt K von K; mit K; (7 > 1), so
ist jede Zahl aus K¥ invariant bei Anwendung aller Automorphismen
aus &z, ist also KP ein Teilkorper des Zerlegungskorpers von $3;
nach k;. Da umgekehrt jede Zahl aus dem Zerlegungskorper von %3;
nach k; bei Anwendung aller Automorphismen aus &% und folglich
aus &z invariant ist, so gehort sie nach Definition zum Korper K
und danach zum Koérper K¥ . Also ist K der Zerlegungskorper von
PB; nach k; (j==1). Nach Hilfssatz folgt sofort :

(1) He. S. 484.
(2) Dabei ist B = {B;}.



Theorie der Algebraischen Zahlkorper Unendlichen Grades 179

Der Zerlegungskorper von B nach k ist der Vereinigungskorper von
K, ...., K9, ..... Dabei bedeutet K9P den Zerlegungskiorper
von B; nach k;.

Fiir den Zerlegungskorper gilt folgender Satz.

Satz 34. FEs sei Lz das durch P teilbare Primideal aus Kz.
Dann besitzt Ly den Exponenten 1 und den Grad 1 nach k .

Beweis. Betrachtet man in K% (7 >=1) die Primidealzerlegung
von p;, so ist
pi= PP a;,
und
Ng@i,($7) = p; -

Dabei bedeutet PP das durch P~ teilbare Primideal aus K%, und q;
ist prim zu PP (j =1). Dies zeigt aber nach HERBRAND, dass das
Primideal P, aus K, den Exponenten 1 und den Grad 1 nach k&
“besitzt®,

Es sei nun K’ ein Zwischenkorper zwischen K und % mit der
Eigenschaft, dass das durch % teilbare Primideal P’ aus K’ den Ex-
ponenten 1 und den Grad 1 nach % besitzt. Dann muss nach Definition
des Exponenten und Grades das Primideal P} aus K} den Exponenten
1 und den Grad 1 nach k;, wenn j hinreichend gross ist. Dabei
bedeutet K; den Durchschnitt von K’ mit K; und 93} das durch P’
teilbare Primideal aus Kj;. Nach der Maximaleigenschaft der Zer-
legungskorper von endlichem Grade ist der Korper K} im Zerlegungs-
korper K von 9; nach %; enthalten. Daher erhidlt man folgenden
Satz:

Satz 35. Der Zerlegungskirper Kz von P nach k ist der maximale
Teilkorper von K wber k, derart dass er jeden Teilkiorper von K iiber
k, in dem das durch P teilbare Primideal den Exponenten 1 und
den Grad 1 nach k besitzt, enthiilt.

(1) He. S. 484. Der von HERBRAND definierte Exponent und Grad scheinen etwas
anders zu sein. Aber man kann leicht einsehen, dass unsere Behauptung
sofort aus der Definition von HERBRAND folgt.
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Tragheitsgruppe.
Die Gesamtheit derjenigen Automorphismen + aus &, fir welche
die Kongruenz
I'=1T mod

fiir alle fiir P ganzen Zahlen " aus K gilt, bildet offenbar eine in-
variante Untergruppe &z von &z, und sie heisst die Tragheitsgruppe
von 3 nach k.

Es sei &Y die Zerlegungsgruppe von %, nach k; und Gf die
Trigheitsgruppe von {%; nach k; (j==1). Dann ist bekanntlich &%
eine invariante Untergruppe von &% und die Faktorgruppe &% /&%
ist zyklisch. Ferner ist die Ordnung von &2/G% gleich dem Rela-
tivgrad f; von P; nach k;, und die Ordnung von &% gleich dem
genauen Exponenten ¢; von P3; in p;. e;f; ist also die Ordnung der
Zerlegungsgrupppe von &2 .

Da

GP =@ V= ... =06 =....

ist, soist esfr=¢erfre1=.... = €ufm=..... Es gilt aber
ei1le; und fialf; G=1, I+1, ....).®

Also muss
CI=CIi1 ™= veee Tl = .... =8¢

und (1)
f1=f[*1=....=fm=....=f

sein.

Anderseits konnen wir beweisen, dass &, eine Untergruppe von
&9 ist. Denn ist = ein beliebiger Automorphismus aus &r, so ist
fiir eine beliebige fiir 13; ganze Zahl I aus k;

=1} mod

und hieraus folgt

(1) He. S. 489.
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=17} mod P;,

d.h. + gehort zur Trigheitsgruppe GF .
Also ist &9 = Gr. Ebenso kann man beweisen :

G = GF .
Hieraus schliesst man nach (1)
P =@V =....=09=.... =06r.

Da &% eine invariante Untergruppe von % und ©2/8% zyklisch
ist, so ist ®, eine invariante Untergruppe von &z und &z/®, zyklisch.

Die Ordnung ¢ von ®&r bzw. den Index f von &z nach ®r hat
HERBRAND als den Exponenten bzw. den Grad von ¥ nach % de-
finiert®,

Wir konnen auch leicht bestitigen, dass der Exponent und der
Grad von der Wahl der Korperreihen %, k2, «... km, .... und Ki,
K, ...., K,, .... ganz unabhingig sind.

Satz 86. Die Ordnung der Zerlegungsgruppe &z von P mach k
ist gleich dem Produkt des Grades mit dem Exponenten von P nach
k, und die Ordnung der Trigheitsgruppe ist gleich dem Exponenten
von B nach k.

Tragheitskorper.

Der Teilkorper Ky von K iiber k, welcher der Invariantenkorper
von &y ist, heisst der Tragheitskorper von 3 nach k. Es sei Pr das
durch 9} teilbare Primideal aus Kr. Dann gilt

Satz 37. Der Trigheitskorper Ky ist ein zyklischer Korper uber
K;. Ferner geht in Ky das Primideal Vr in p mit dem Exponenten
1 und dem Grad f auf .

Beweis. Da Kr der Invariantenkorper von &7 und &z/&r zyklisch
ist, so ist K, zyklisch iiber K. Wir konnen ebenso wie fiir den
Fall des Zerlegungskorpers beweisen, dass Kz der Vereinigungskorper

(1) He. S. 483. In der Arbeit von HERBRAND kommt zuerst die Definition des
Exponenten und Grades eines Primideals fiir galoissche Kérper vor, und dann
spiter fur allgemeine algebraische Zahlkorper.
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der Trégheitskérper K? von 9; nach k; (j > 1) ist. Da aber das
Primideal % in p; mit dem Exponenten 1 und dem Grade f aufgeht,
so folgt nach Definition, dass der Exponent bzw. der Grad von L
nach £ 1 bzw. f ist.

Satz 38. FEs sei K' ein Teilkorper von K uber k, derart dass in
K' das durch B teilbare Primideal ' den Exponenten 1 mach k
besitzt. Dann ist K' ein Teilkorper von Krp .

Beweis. Wir konnen den Beweis ebenso fiir Satz 35 ausfiihren,
indem man die Maximaleigenschaft der Trigheitskorper von endlichem
Grade benutzt.

Verzweigungsgruppe.

Es sei p die durch das Primideal 9 teilbare Primzahl, und die
Ordnung der Trigheitsgruppe & von 93 nach % sei genau durch pm
teilbar. Dann beweisen wir

Satz 39. Es gibt in Or nur eine einzige Untergruppe &y von der
Ordnung p™, und &y ist eine invariante Untergruppe von &p mit
der zyklischen Faktorgruppe Oy .. Jede p-Gruppe von Gr ist eine
Untergruppe von &y .

Beweis. Nach dem Satz von SyLow gibt es in &, eine Unter-
gruppe &y von der Ordnung ™. Dann ist &y auch eine Untergruppe
von B9 (§>1) mit der Ordnung p™. Da aber die Ordnung von
G% genau durch p™ teilbar ist, so ist die Verzweigungsgruppe von
P; nach k; auch von der Ordnung ™. Weil diese Verzweigungs-
gruppe eine invariante Untergruppe von &% ist, so gibt es in G$ nur
eine einzige Untergruppe von der Ordnung p™. Also muss Gy die
Verzweigungsgruppe von P; nach k; sein. Da Gr= &P (5 =1) ist,
so ist By eine invariante Untergruppe von &;.

Ferner ist &% /v zyklisch, weil & die Verzweigungsgruppe von
PB; nach k; ist. Da Gr= &P (5 >>1) ist, so ist G4/Gy auch zyklisch.

Nach dem Satz von SyLow und der Eigenschaft von &y ist jede
p-Gruppe von &7 in & enthalten. Damit ist der Beweis fertig.

Wir konnen noch beweisen, dass &y eine invariante Untergruppe
von Oz ist, weil &Y eine invariante Untergruppe von &% , und
65(zj) = @Z N (B(ﬂ) = @V(j;):I) sind.
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Zusatz. Oy ist eine invariante Untergruppe von & .

Die in Satz 39 definierte Untergruppe &, definiere ich hier als
die Verzweigungsgruppe von i nach k™.

Verzweigungskorper.

Derjenige Zwischenkorper Ky zwischen K und %k, welcher der
Invariantenkorper von &y ist, heisst der Verzweigungskorper von P
nach k .

Bildet man nun den Durchschnitt K¢ von K, mit Kj, so ist wie
fiir den Zerlegungskorper K der Korper K¢ der Verzweigungskorper
von P; nach k; (7 =1I). Der Vereinigungskorper von K\, K¢, ...
ist nach Hilfssatz der Verzweigungskorper Ky .

Aus Struktur des Verzweigungskorpers Ky folgt

Satz 40. Der Verzweigungskorper Ky ist zyklisch iiber dem Trag-
heitskorper Kr. Das durch B teilbare Primideal By aus Ky geht in
p mit dem Exponenten ey = %‘2’ und dem Grade f auf. Dabei bedeutet

e den FExponenten und f den Grad von B nach k.

(1) Die Verzweigungsgruppe Bv, welche ich hier definiert habe, wird von manchen
Autoren auch die erste Verzweigungsgruppe genannt. Hier benutze ich aber
die originale Benennung von Herrn HILBERT.

Wenn k& von endlichem Grade ist, dann ist ®y bekanntlich die Gesamtheit
derjenigen Automorphismen von K uber k, fir welche die Kongruenz

vI'=1T mod B
fur alle fur P ganzen Zahlen aus K gilt. Wenn aber &k von unendlichem
Grade ist, dann tritt der Fall ein, dass ¥ = $2 (wenn P unendliches Ideal
ist) wird. In diesem Fall kann man die Verzweigungsgruppe nicht mehr
einfach durch Kongruenz definieren.

Wenn aber das durch P teilbare Primideal p aus k vollverzweigt (complétement
ramifié. Siehe, DEURING, Verzweigungstheorie bewerteter Koérper, Math.
Ann., 105 (1931), S. 296, oder He. S. 493.) “ist, dann gibt es in K ein
Priméarideal £ derart, dass die Gesamtheit derjenigen Automorphismen v
aus &, fur welche die Kongruenz

vI'=T mod £
fur alle fur P ganzen Zahlen aus K gilt, die Verzweigungsgruppe &y wird.
Besonders, wenn P == $2 (® ist endliches Ideal) ist, dann kann man %$° als
nehmen. ’

Fur die weitere Untersuchung iber die Verzweigungsgruppe will ich hier
auf die Arbeit von HERBRAND (He. S. 494-496) hinweisen.

(2) ey nennt man nach HERBRAND den reduzierten Exponenten von P nach k.
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Beweis. Die erste Hilfte dieses Satzes folgt leicht daraus, dass
K der Invariantenkoérper von &y und &,/&y zyklisch ist.

Bezeichnet man nun mit P das durch P teilbare Primideal
aus K{, so ist p; genau durch (PP)% teilbar und PY ist vom Grade
f nach k; (j =1). Hieraus folgt die Behauptung.

Satz 41. Es sei K' ein Zwischenkorper zwischen K und k, der-
art dass in K’ das durch P teilbare Primideal P’ in p mit dem zu
p primen Exponenten aufgeht. Dann ist K' in Ky enthalten.

Beweis. Wir kénnen den Beweis ebenso wie fiir den Satz 35 aus-
fithren, indem wir die Maximaleigenschaft der Verzweigungskorper
von endlichem Grade benutzt.

Satz 42. Es sei K' ein Korper zwischen K und k, und 9 set
die K' zugeordnete Untergruppe von &. Dann ist

1) Oy die Zerlegungsgruppe ,

2.) 9~ Gr die Trigheitsgruppe ,

3.) H~ Gy die Verzweigungsgruppe
von P nach K’ .

Beweis. 1.) und 2.) folgen leicht aus Definition der beiden Gruppen.
Die Behauptung 3.) beweist man genau so wie fiir Satz 23.

Satz 43. Es sei K’ ein galoisscher Korper zwischen K und k,
und 9 sei die K' zugeordnete Untergruppe von & . Ferner sei '
das durch P teilbare Primideal aus K', und &y, O, &) seien
resp. die Zerlegungs-, Tragheits-, und Verzweigungsgruppe von P’
nach k. Dann ist

1.) 9GO isomorph zur Zerlegungsgruppe & ,
2.) PO/ isomorph zur Trigheitsgruppe & ,
3.) 9GO isomorph zur Verzweigungsgruppe & .

Die drei Behauptungen kann man genau so wie fiir Satz 24
beweisen.

Wir betrachten nun iiber einem unendlichen Zahlkérper zwei ver-
schiedene algebraische Zahlkorper von endlichem Grade K; und K,
und bilden das Kompositum KiK, = K von K; und K,. Wir nehmen
aus K ein beliebiges Primideal 3 heraus und bezeichnen mit 1, Pe,



Theorie der Algebraischen Zahlkirper Unendlichen Grades 186

p resp. die durch P teilbaren Primideale aus K:, K:, k. Ferner
bezeichnen wir mit f®, e, e™ resp. den Grad, reduzierten Ex-
ponenten, Exponenten von P, nach %k, und mit F®, E?, E®™ resp.
den Grad, reduzierten Exponenten, Exponenten von 8 nach K, (x =1,
2). Dann gilt

Satz 44. FEs ist

a. E®|e, a. EP|e®,
Q] f(2)
b Fo =T yna p po= JT
(f®, f@)° (fo, f@)°
(1) (2)
€, €
c. Bp=__"__ c. EP= -V |
(e, )’ (e, e?)

Beweis. Unter Benutzung von Satz 43 kann man den Beweis
genau so ausfithren wie im Falle, dass k& von endlichem Grade ist®,

§ 8. p-ADISCHE ZAHLKORPER DER ALGEBRAISCHEN
ZAHLKORPER UNENDLICHEN GRADES.

In diesem Paragraphen bedeutet k wie im vorigen Paragraphen
einen unendlichen Zahlkiérper, welcher als ein Vereinigungskorper von
unendlich vielen algebraischen Zahlkérpern von endlichem Grade k< ke
eeoe. Tki < .... definiert ist: k = {k:}). Ferner sei K ein algebrai-
scher Zahlkorper von endlichem Grade n tiber %k, und & ein primitives
Element von K iiber k: K = k(8#). Dann kann man wie in § 7 anneh-
men, dass K; =k, ...., K;=k($), ...., und K= {K;} ist.

Wir betrachten im Korper K ein Primideal 0 und eine Bewertung
@ in bezug auf PB. Dann kann man nach §1 {iber K den derivierten
Korper K beziiglich @ bilden. Wir bezeichnen mit 8 das @ zugehorige
Primideal aus K. Dann enthilt 3 das Primideal ¥, weil jede Zahl
aus P in bezug auf ¢ positive Bewertung besitzt. Bildet man den
Durchschnitt von P mit der Menge aller ganzen algebraischen Zahlen
aus K, so ist er ein Primideal aus K. Denn sind «, 8 zwei beliebige

(1) He. S. 489.
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Zahlen aus dem Durchschnitt, so ist fiir zwei beliebige ganze
algebraische Zahlen 2, u aus K

la -+ uB

eine Zahl aus P, weil nach §6 2, x nicht negative Bewertungen besitzen
und folglich a+ uB eine Zahl aus B ist. Anderseits ist ‘a+uB eine
ganze algebraische Zahl, ist also eine Zahl aus dem Durchschnitt.
Daher ist der Durchschnitt ein ganzes Ideal aus K. Offenbar ist die
Zahl 1 im Durchschnitt nicht enthalten, weil die Bewertung von 1
Null ist. Da 9 in diesem Durchschnitt enthalten ist, so ist der Durch-
schnitt gerade das Primideal ¥ aus K.

Wie wir schon oft gesehen haben, induziert im Korper k; bzw.
K; die Bewertung ¢ auch eine Bewertung in bezug auf p; bzw. ;.
Dabei bedeutet p; bzw. B; das durch P teilbare Primideal aus k; bzw.
K;. Dann enthilt K den derivierten Korper k; bzw. K; von k; bzw.
K; in bezug auf @. Dieser Korper k; bzw. K; ist bekanntlich der
HENsELsche p;-adische Zahlkorper von k; bzw. f-adische Zahlkdrper
von K;. Wir nennen im folgenden den Korper K bzw. k den P-adi- |
schen bzw. p-adischen Za'lkorper und bezeichnen ihn auch mit Ky
bzw. ky®. Dabei ist p das durch 3 teilbare Primideal aus k.

Ist der Relativgrad von ; nach k; f; und der genaue Exponent
von R; in p: e;, so ist e:f; gleich dem Grade von K; nach k@, und K,
ist das Kompositum von K; und k; (nach Satz 5). Ferner ist f; der
Restklassengrad und e; die Verzweigungsordnung von K; iiber k;®.
Wir wissen noch nach der algebraischen Zahlentheorie, dass f; der
Relativgrad des Restklassenkérpers mod %; in K; nach dem Restklassen-
korper mod p; in k; ist. Wenn das primitive Element ¢ eine Wurzel

(1) Man kann fiir eine andere zu ¥ gehorige Bewertung ¢/ auch einen anderen
-adischen bzw. p-adischen Zahlkérper in unserem Sinne bilden. Da aber ¢
und ¢/ édhnliche Bewertungen sind, so kann man leicht bestitigen, dass der
eben erhaltene P-adische bzw. p-adische Zahlkérper zu qu bzw. kp isomorph
ist. Also sind alle P-adischen bzw. p-adischen Zahlkérper bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. In der folgenden Untersuchung lassen wir diese Iso-
morphie ausser Betracht, und wir sprechen schlechthin vom %$-adischen bzw.
p-adischen Zahlkorper.

(2), (8) Siehe etwa CHEVALLEY, Sur la théorie du corps de classes dans les corps
finis et les corps locaux, Journ. Fac. Science, Tokyo, Vol. IT (1933). S. 418-420.
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einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades f(x) = 0, deren Koeffizienten
Zahlen aus k sind, ist, dann geniigt & einer irreduziblen Gleichung
e;fi-ten Grades in k;. Bezeichnet man mit f bzw. & den Vereinigungs-
korper von ki, K2y «ov. s ki, ... bzw. K1, Ko, ...., Ki, ...., so ist
& = {(¢), d.h. & ist ein algebraischer Erweiterungskorper 1. Art vom
Grade ef iiber f. Dabei bedeutet f den Restklassengrad und e die
Verzweigungsordnung von & tiiber f (nach § 4).

Wir bezeichnen nun mit & das ¢ zugehorige Primideal aus &.
Dann wollen wir zeigen, dass jede Restklasse modulo # in & sicher
eine Zahl aus K enthilt. Denn nach § 4 enthilt jede Restklasse modulo
# ein Element aus K;, wenn man den Index ¢ passend wihlt. Dieses
Element aus K; ist modulo # kongruent einer Zahl aus K;, weil es
als ein Grenzelement einer Fundamentalreihe aus K; definiert ist.
Offenbar sind zwei Zahlen a, 8 aus K dann und nur dann kongruent
modulo #, wenn «, 8 modulo 8 kongruent sind. Dies bedeutet aber,
dass der Restklassenkorper mod P in K isomorph zum Restklassen-
korper mod # in & ist.

Da der Restklassengrad bzw. die Verzweigungsordnung von & iiber
f f bzw. e ist, so besitzt nach §4 jeder Korper K; (j =>1) von einem
geeigneten Index 7 an den Restklassengrad f und die Verzweigungs-
ordnung e iiber k;. Also besitzt das Primideal B; immer den Relativ-
grad f nach k; und den genauen Exponenten e in p;, wenn j grosser
ist als ein bestimmter Index ¢. Nach HERBRAND ist also der Relativ-
grad bzw. Exponent von 3 nach & f bzw. e. Hieraus folgt nach dem
in S. 151 Bewiesenen folgender Satz.

Satz 45. Der Restklassenkorper mod L in K besitzt den Relativ-
grad f iber dem Restklassenkorper mod p in k. Dabei bedeutet f den
Grad von b nach k.

Da Ky bzw. ky der derivierte Korper von & bzw. f ist,?? so ist
nach Satz 18 der Grad ef von & iiber f gleich dem von Ky iiber ky,
und K¢ = ky (). Damit ist bewlesen

(1) Der derivierte Korper von ® muss sicher in Kz enthalten sein. Da aber &
den Korper K enthilt, so ist Ky gerade der derivierte Kérper von &. Ebenso
ist kp der derivierte Korper von .
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Satz 46. Es sei &k ein algebraischer Zahlkorper unendlichen Grades
und K ein endlicher Erweiterungskorper uber k. Ferner sei 1 ein
beliebiges Primideal aus K und p das durch L teilbare Primideal aus
L. Dann ist der Grad des V-adischen Zahlkorpers Ky nach dem
p-adischen Zahlkorper ky gleich dem Prodult des Relativgrades des
Restklassenkorpers mod ¥ in K nach dem Restklassenkorper mod p
in k mit dem Exponenten von 5 nach I .

Dieser Satz ist, wie schon erwihnt, ein bekannter Satz, wenn £k
von endlichem Grade ist.

Nun wollen wir den Fall betrachten, dass K tber & normal ist.
Wir nehmen dabei ein beliebiges Primideal 3 aus K heraus und bilden
den P-adischen Zahlkérper Ky und den Yy-adischen Zahlkdrper k., .
Dabei ist p das durch P teilbare Primideal aus k.

Es sei nun f(z) = 0 eine definierende Gleichung von K iiber & und
3 eine Wurzel von f(x) =0: K =IL{(%. Dann geniigt ¢ einer irre-
duziblen Gleichung f(x) = 0 vom Grade ef in k, (nach Sztz 46), wobei
7, ¢ resp. den Grad, Exponenten von 1 nach k bedeuten. Dann be-
steht die galoissche Gruppe & von Ky nach k, aus denjenigen Automor-
phismen, die ¢ zu ef zu & konjugierten Wurzeln tiberfithren. Wir
konnen aber leicht bestitigen, dass die Automorphismen aus (5, ange-
wandt auf die Zahlen aus K, die Automorphismen aus der galoisschen
Gruppe & von K nach k induzieren, weil jeder Automorphismus aus
& durch eine Operation, welche % zu einer konjugierten Wurzel von
f(x) =0 — also auch einer konjugierten Wurzel von f(x) = 0 — tber-
fithrt, realisiert ist. Also induziert ® eine Untergruppe % von & und
die Ordnung von 9 ist ef.

Wir behaupten nun, dass © die Zerlegungsgruppe von P nach %
ist. Denn wie wir schon in § 5 gezeigt haben, ist & die Zerlegungs-
gruppe von B nach ky. Wendet man auf {5 die Automorphismen aus
® (also aus 9) an, so bleibt P invariant, weil P der Durchschnitt
von Ia mit der Menge aller ganzen Zahlen aus K ist, und 35 bzw. die
Menge aller ganzen algebraischen Zahlen aus K bei Anwendung der
Automorphismen aus & invariant ist. Also ist © eine Untergruppe
der Zerlegungsgruppe 3z von P nach k. Die Ordnung der Gruppe
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ist gleich dem Grade ef von Ky nach k.. Da aber die Ordnung von
&, nach Satz 36 auch gleich ef ist, so stimmt  mit &, tberein.

Wir wissen aber, dass der Korper Ky den Korper K enthalt. Also
sind alle Zahlen aus K, welche bei Anwendung der Automorphismen
aus @ (also aus 9) invariant sind, im Korper k&, enthalten. Daher
enthilt %, den Zerlegungskiorper Kz von 95 nach k. Bildet man den
Durchschnitt X~ ky, von ky, mit K, so ist dieser der Zerlegungskorper
K,. Ist nimlich K~ k, ein echter Erweiterungskorper von K, so
ist der Grad von K nach K ~ ky kleiner als ef. Also ist [¢: kv~ K]
<ef. Weil aber ky(8) = Ky ist, so wird

of = [Ky:ky] < [8: K~ ky]<lef,

was Widerspruch ist. Unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen
gilt also folgender Satz.

Satz 47. Der Durchschnitt von K mit ky ist der Zerlegungskorper
von L nach I .

Wir haben in § 5 den Trigheitskorper W von Ky iiber ky definiert.
Nun bilden wir den Durchschnitt W ~ K von W mit K. Dann be-
haupte ich, dass W ~ K der Trigheitskorper Kr von P nach k& ist.
Der Trigheitskorper W von Ky tber k, ist ndmlich der Invarianten-
korper der Tragheitsgruppe G, von T nach ky. Wenn 7 ein beliebiger
Automorphismus aus &, und « eine beliebige fiir 5 ganze Zahl aus
K ist, so ist offenbar

TO =@ mod L.

Also induziert &, eine Untergruppe der Trigheitsgruppe ®r von P
nach %. Da die Ordnung von &, und die von &, beide dem Expo-
nenten von P nach % gleich sind, so induziert 5y die ganze Trigheits-
gruppe von 8 nach % (nach §5 und §7). Da Ky den Korper K
enthilt, so enthilt ¥ alle Zahlen aus K, welche bei Anwendung aller
Automorphismen aus &, invariant sind, d.h. der Trigheitskorper Kr
von P nach k ist in W enthalten. Ist W ~ K ein echter Erweiterungs-
korper von Kr, so wird der Grad von Ky nach W kleiner als e, wobei
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e die Ordnung von &y —also der Grad von K nach Kr— bedeutet.
Dies ist aber Widerspruch, weil die Ordnung &, — also der Grad von
Ky nach W — nach § 5 gleich e ist.

Satz 48. Der Durchschnitt von K wmit dem Tragheitskorper von
Ky uber ky ist der Tragheitskorper von P nach k.

Wir wollen zuletzt folgenden Satz beweisen.

Satz 49. Der Durchschnitt V ~ K von K mit dem Verzweigungs-
korper V von Ky iiber ky ist der Verzweigungskorper von B nach k.

Beweis. Die Verzweigungsgruppe &y von 5 nach k, induziert die
Verzweigungsgruppe Gy von 3 nach %4 (nach § 5 und §7). Also ent-
hilt V den Verzweigungskorper Ky von 5 nach k. Dass der Durch-
schnitt ¥V ~ K gleich Ky sein muss, beweist man genau so wie fiir
den Fall des Zerlegungskorpers oder Tragheitskorpers.



