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Les points singuliers des \’equations de RICCATI ont \’et\’e \’etudi\’es par
P. BOUTROUX dans son c\’elebre $m\text{\’{e}} moire^{\langle 1)}$ : Recherches sur les trans-
cendantes de M. PAINLEV\’E. Mais il me semble qu’il $y$ a lieu de
pr\’eciser et compl\’eter ses r\’esultats en traitant syst\’ematiquement ces
\’equations.

Supposons que $ x=\infty$ est le point singulier consid\’er\’e et \’ecrivons
l’\’equation de RICCATI sous la forme

(1) $\underline{dy}=x^{\alpha-1}\{a(x)+b(x)y+c(x)y^{2}\}$ ,
$dx$

ou $a$ est un entier et $a(x),$ $b(x),$ $c(x)$ sont des fonctions r\’eguli\‘eres \‘a

l’infini ou plus g\’en\’eralement des fonctions d\’eveloppables asympto-
tiquement pour

$\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $ x\rightarrow\infty$

(1) Ann. Ec. norm., 1913.
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comme il suit:

$(2_{a})(2_{b})(2_{c})$
$\left\{\begin{array}{l}a(x)\sim a_{0}+a_{1}x^{-1}+a_{2}x^{-2}+\ldots\ldots\\ b(x)\sim h+b_{1}x^{-1}+b_{2}x^{-2}+\ldots\ldots\\ c(x)\sim c_{0}+c_{1}x^{-1}+c_{2}x^{-2}+\ldots\ldots\end{array}\right.$

Nous d\’emontrerons d’abord qu’il suffit de consid\’erer seulement quatre

cas suivants:

1o $a<0$ ;

$2^{o}$ $a=0$ , $a_{0}=c_{0}=0$ , $b_{0}\neq 0$ ;

$3^{o}$ $a=0$ , $a_{0}=b_{0}=0$ , $c_{0}\neq 0$ ;

$4^{o}$ $a>0$ , $a_{0}=c_{0}=0$ , $b_{0}\neq 0$ ;

ou plus pr\’ecis\’ement que l’on peut choisir une transformation lin\’eaire

de coefficients alg\’ebriques

$z=\frac{A(x)y+B(x)}{C(x)y+D(x)}$

de mani\‘ere que l’\’equation transform\’ee prenne une de ces quatre

formes. Nous appenerons le point $ x=\infty$ point ordinaire dans le
premier cas, point singulier r\’egulier dans les deux cas suivants et
point singulier irr\’egulier dans le dernier cas.

(1) Nous dirons qu’une fonction $f(x)$ est d\’eveloppable asymptotiquement en une
s\’erie

$\varphi(x)\{a_{0}+a_{1}x^{-1}+a_{2}x^{-2}+\ldots.\}$

pour $\Omega<\arg x<\Omega^{J},$ $ x\rightarrow\infty$ lorsque la condition suivante est remplie: A un
nombre positif $\in$ et un entier positif $n$ on peut faire correspondre deux nombres
positifs $M$ et $R$ de mani\‘ere que la fonction $f(x)$ soit r\’eguli\‘ere et satisfasse \‘a

l’in\’ega lit\’e

$|f(x)-\varphi(x)\{a_{0}+a_{1}x^{-\iota}+\ldots.+a_{n}x-n\}|<M|\varphi(x)x^{-n-1}|$

pour

$|x|>R$, $\Omega+\epsilon<\arg x<\Omega^{\prime}-\epsilon$ .
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Dans le premier cas il existe une s\’erie

(3) $ y\sim a_{0}+a_{1}x^{-1}+a_{2}x^{-2}+\ldots\ldots$

qui satisfait formellement \‘a l’\’equation

(4) $\frac{dy}{dx}=x^{\alpha-1}\{\sum_{J-}^{\infty}a_{j}x^{-j}+y$$\sum_{=,J}^{\infty}b_{j}\dot{\theta}+y^{2}\sum_{j00-0}^{\infty}c_{j}\dot{\nu}\}$ .

Le premier coefficient est arbitraire et les suivants se d\’eterminent
d’une mani\‘ere $unique^{\langle 1)}$ . A chaque s\’erie (3) correspond une solution
et une seule qui l’admet comme s\’erie asymptotique pour $\Omega<\arg x$

$<\Omega^{\prime}$ . Nous obtenons ainsi toutes Ies solutions de l’\’equation (1). Si
les fonctions $a(x),$ $b(x)$ et $c(x)$ sont des fonctions r\’eguli\’eres \‘a l’infini,
la s\’erie (3) est convergente et repr\’esente la solution qui prend la
valeur $a0$ pour $ x=\cdot\infty$ . Ainsi nous retrouvons un r\’esultat classique.

Dans le second cas, nous pouvons supposer que $b_{0}$ n’est pas un
entier positif, en faisant, s’il est n\’ecessaire, le changement de variables
$\frac{1}{y}=z$ . Alors la solution g\’en\’erale peut s’\’ecrire

(5) $y=\varphi(x)+\frac{1}{\psi(x)+C\chi(x)}$

ou $\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $x(x)$ sont des fonctions developpables asymptotique-
ment pour $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime},$ $ x\rightarrow\infty$ comme il suit:

$\varphi(x)\sim a_{\mu}x^{-\mu}+a_{\mu+1}X^{-\mu-1}+\ldots$ .
$\psi(x)\sim c\chi(x)$ log $ x+\mathcal{B}_{\nu}x^{-\nu}+\mathcal{B}_{\nu+1}x^{-\nu-1}+\ldots$ .
$\chi(x)\sim x^{b_{0}}\{\gamma_{0}+\gamma_{1}x^{-1}+\ldots.\}$ .

Nous supposons ici que $a_{\mu}$ et $c_{\nu}$ sont les premiers coefficients non
nuls dans les s\’eries $(2_{a})$ et $(2_{c})$ . La constante $c$ qui se trouve dans
le d\’eveloppement asymptotique de $\psi(x)$ est nulle dans le cas g\’en\’eral
o\’u $b_{0}$ n’est pas un entier n\’egatif.

(1) Si $\alpha_{0}=\infty$ , on doit prendre la s\’erie: $y\rightarrow\beta_{-1}x+\beta_{0}+\beta_{1}x^{-1}+\ldots.(\beta_{-1}\neq 0)$ . Les $\beta$ se
$d\acute{e}\$,e’\cdot minent$ d’une mani\‘ere unique.
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Dans le troisieme cas, la solution g\’en\’erale prend la forme

$y=\varphi(x)+\frac{l}{\psi(x)+c_{0}\log x+C\chi(x)}$

o\‘u $\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $\chi(x)$ sont des fonctions d\’eveloppables asymptotique-
ment pour $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ comme il suit

$\varphi(x)\sim a_{\mu}X^{-\mu}+a_{\mu+1}X^{-\mu-1}+\ldots$ .
$\psi(x)\sim\beta_{1}x^{-1}+\beta_{2}x^{-2}+\ldots$ .
$\chi(x)\sim\gamma_{0}+\gamma_{1}x^{\rightarrow}+\ldots$ .

Dans les deux cas $2^{o},$ $3^{o}$ , nous voyons que si $a(x),$ $b(x)$ et $c(x)$ sont
des fonctions r\’egulieres \‘a l’infini, les s\’eries asymptotiques des fonc-
tion $\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $\chi(x)$ sont convergentes et les repr\’esentent pr\’ecis\’e-

ment.
Dans le dernier cas, on peut \’ecrire la solution g\’en\’erale sous la

forme (5) o\‘u les fonctions $\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $\chi(x)$ sont des fonctions d\’eve-

loppables asymptotiquement pour

max $\{\Omega,$ $\frac{1}{a}(\omega+\frac{2k-1}{2})\pi\}<\arg x<\min\{\Omega^{\prime},$ $\frac{1}{a}(\omega+\frac{2k+3}{2})\pi\}$

($\omega=-\arg b,$ $k=un$ entier quelconque)

comme il suit:
$\varphi(x)\sim a_{\mu}x^{-\mu}+a_{\mu+1}X^{-\mu-1}+\ldots$ .
$\psi(x)\sim\beta_{\nu}x^{-\nu}+\beta_{\nu+1}x^{-\nu-1}+$ . . .
$x^{(x)\sim e^{-B(x)}x^{p}\{\gamma_{0}+\gamma_{1}x^{-1}+}\cdots\cdot\}$ ,

$B(x)$ \’etant un polynome de degr\’e $a$ :

$B(x)=\frac{b_{0}}{a}x^{\alpha}+\ldots\ldots.$ .

Nous supposons $IcI$ que $a_{\mu}$ et $c_{\nu}$ sont les premiers coefficients non
nuls dans les s\’eries $(2_{a})$ et $(2_{o})$ .
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Ainsi dans tous les cas on peut obtenir une expression asympto-

tique pour la solution g\’enerale. A l’aide de cette expression on pourra
\’etudier l’allure de la solution d’une \’equation de RICCATI dans le voi-
sinage d’un point singulier.

CHAPITRE I

Introduction

I.–PROC\’ED\’E DE R\’EDUCTION

1. Consid\’erons d’abord une \’equation de RICCATI dont les co-
efficients sont des fonctions alg\’ebriques de la variable ind\’ependante
$x$ . On sais que toute solution de cette \’equation n’admet pas de points
critiques . ni de points singuliers transcendants \‘a distanoe finie en
dehors des points singuliers des coefficients. Pour \’etudier comment
se comporte la solution dans le voisinage d’un point singulier $x_{0}$ des

coefficients, nous prenons $\frac{1}{x-x_{0}}=\xi$ comme variable ind\’ependante.

Alors le point singulier que nous consid\’erons est \‘a l’infini. Les
coefficients \’etant alg\’ebriques, ils sont d\’eveloppables en s\’eries de
puissances enti\‘eres de $\xi^{\frac{1}{p}}$ ne contenant qu’un nombre fini de puis-

sances n\’egatives, ou $p$ d\’esigne un entier positif. Si l’on prend
$t=\xi^{\frac{1}{p}}$ comme variable ind\’ependante, les coefficients sont me’romorphes

dans le voisinage du point \‘a l’infini. Nous supposons donc l’\’equation

de RICCATI \’ecrite sous la forme

(1) $\underline{dy}=x^{a-1}\{a(x)+b(x)y+c(x)y^{a}\}$ ,
$dx$

ou $a$ d\’esigne un entier et $a(x),$ $b(x),$ $c(x)$ sont des fonctions r\’egulieres

\‘a l’infini. En choisissant convenablement l’entier $a$ , nous pouvons
supposer qu un au moins des nombres $a(\infty)$ , $b(\infty),$ $c(\infty)$ ne soit pas
nul. Nous appelerons l’entier $a$ ainsi choisi la classe de l’\’equation

(1) au point $ x=\infty$ . Consid\’erons d’abord le cas o\‘u l’\’equation en $\lambda$

(2) $c(\infty)\lambda^{2}+b(\infty)\lambda+a(\infty)=0$ ,
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que nous appellerons l’\’equation d\’eterm\ddagger nante de l’\’equation (1) au
point $ x=\infty$ , admet deux racines distinctes $\lambda_{1}$ et $\lambda_{2}$ . Par le change-
ment de variables

$z=\frac{y-\lambda_{1}}{y-\lambda_{2}}$

l’\’equation (1) se transforme en

(3) $\frac{dz}{dx}=x^{\alpha-1}\{a_{1}(x)+b_{1}(x)z+c_{1}(x)z^{2}\}$ ,

$0\dot{u}a_{1}(x),$ $b_{1}(x)$ et $c_{1}(x)$ sont des fonctions r\’egulieres \‘a l’infini et de
plus

$a_{1}(\infty)=0$ , $b_{1}(\infty)\neq 0$ , $c_{1}(\infty)=0$ .
Consid\’erons ensuite le cas ou l’\’equation d\’eterminante (2) admet une
racine double $\lambda_{1}$ . Nous faisons alors le changement de variables
$z=y-\lambda_{1}$ . L’\’equation (1) se transforme en (3), ou $a_{1}(x),$ $b_{1}(x)$ et $c_{1}(x)$

sont des fonctions r\’egulieres \‘a l’infini et de plus

$a_{1}(\infty)=0$ , $b_{1}(\infty)=0$ , $c_{1}(\infty)\neq 0$ .
Si la classe $a$ est positive, d\’esignons par $\mu,$

$\nu$ les ordres des z\’eros
$ x=\infty$ des fonctions $a_{1}(x),$ $b_{1}(x)$ , et faisons le changement de variables
$u=x^{r}z$ . L’\’equation (3) se transforme en

(4) $\frac{du}{dx}=x^{\alpha-1}\{a_{2}(x)+\&(x)u+c_{2}(x)u^{2}\}$ ,

(1) Supposons que $\alpha>0$ et que les deux racines de l’\’equation (2) soient distinctes.
Si une fonction m\’eromorphe satisfait \‘a l’\’equation (1), elle est d’ordre $\alpha$ et admet
deux valeurs $asymptotiques)_{1}$ et) .

(2) Si $c(\infty)=0$, b(\infty )キ $0$ , un des racinev, $soit)_{2}$ est $\infty$ et $1’ autre)_{1}e8ta(\infty)/b(\infty)$ . Le
changement de variables est alors $z=y-)_{1}$ .

(3) Dans le cas o\‘u $)_{1}=\infty$ (c’est-\‘a-dire le cas o\‘u $a(\infty)\neq 0,$ $b(\infty)=0,$ $c(\infty)=0$), le change-
ment de variables est $z=\frac{1}{y}$.



Sur les Poin $ts$ Singuliers des \’Equations Diff\’erentielles de Riccati 183

ou

$\left\{\begin{array}{l}a_{2}(x)=x^{r}a_{1}(x)\\b_{2}(x)=b_{1}(x)+\frac{r}{x^{\alpha}}\\c_{2}(x)=\frac{c_{1}(x)}{x^{r}}\end{array}\right.$

Distinguons trois cas suivant que $\mu<,$ $>$ , $=2\nu$ . Dans les deux

premiers cas nous posons $r=\frac{\mu}{2}$ , $\xi=x^{\frac{1}{2}}$ . Alors l’\’equation (4) se

transforme en

$\frac{du}{d\xi}=\xi^{\beta-1}\{a_{3}(\xi)+b_{3}(\xi)u+c_{3}(\xi)u^{2}\}$
$(\beta=\{_{2(a-\nu)si>2\nu}2a-\mu si_{\mu}<2\nu)\mu$

ou $a_{3}(\xi),$ $b_{3}(\xi)$ et $c_{\$}(\xi)$ sont des fonctions r\’egulieres \‘a l’infini. Dans

le premier cas on a

$a_{3}(\infty)\neq 0$ , $b_{8}(\infty)=0$ , $c_{3}(\infty)\neq 0$

et l’\’equation d\’eterminante admet deux racines distinctes. Dans le

second cas on a

$a_{3}(\infty)=0$ , $b_{3}(\infty)\neq 0$ , $c_{3}(\infty)=0$

\‘a moins que $a$ ne soit \’egale \‘a $\nu$ . Si $ a=\nu$ et $b_{2}(\infty)=0$ , la classe

devient n\’egative. Dans le troisieme cas, nous posons $r=\nu=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}$ .
Si $ a<\nu$ , l’\’equation d\’eterminante admet deux racines distinctes $0$ et
$\infty$ . Si $ a\leqq\nu$ , la classe est au plus \’egale a $ a-\nu$ . Si la classe de

cette nouvelle \’equation est positive, et si son \’equation d\’eterminante

admet une racine double, on r\’ep\’etera, en partant de cette nouvelle

\’equation, la m\^eme marche expos\’ee ci-dessus. On arrivera alors apres

un nombre fini d’op\’erations \‘a une \’equation dont l’\’equation d\’eter-

minante admet deux racines distinctes ou \‘a une \’equation dont la

classe est nulle ou n\’egative. Il suffit donc de consid\’erer les quatre

cas suivants:
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$1^{o}$ $a<0$ ;

$2^{o}$ $a=0.$ , $a(\infty)=c(\infty)=0$ , $b(\infty)\neq 0$ ;
$3^{o}$ $a=0$ , $a(\infty)=b(\infty)=0$ , $c(\infty)\neq 0$ ;
$4^{o}$ $a>0$ , $a(\infty)=c(\infty)=0$ , $b(\infty)\neq 0$ .

2. Faisons maintenant le changement de variables $t=\frac{1}{x}$ .
L’\’equation transform\’ee prend la forme

(5) $\frac{dy}{dt}=t^{-\alpha- 1}\{A(t)+B(t)y+C(t)y^{2}\}$

ou $A(t),$ $B(t)$ et $C(t)$ sont des fonctions r\’egulieres \‘al’crigine $t=0$ ,
un au moins des trois nombres $A(O),$ $B(O),$ $C(O)$ \’etant diff\’erent de
z\’ero. Si $a<0$ , le second membre de l’\’equation (5) est r\’egulier pour
$t=0$ . Par suite, toute solution admet le point $t=0$ comme poInt
r\’egulier ou p\^ole. Le point $ x=\infty$ n’est Pas un point singulier de
l’\’equation (1). Dans les autres cas le point $ x=\infty$ est un point singulier.
Nous l’appellerons point singulier r\’egulier dans les deux cas $2^{o}$ et
$3^{o}$ et point singulier irr\’egulier dans le cas $4^{o}$ . Cette d\’enomination
est bien d’accord avec celle que l’on emploie pour les \’equations
diff\’erentielles lin\’eaires. En effet, supposons que $C(O)\neq 0,$ $B(O)=0$ ,
en faisant pr\’ealablement, s’il est n\’ecessaire, une transformation
lin\’eaire relative \‘a $y$ . Posons

$y=\frac{r(t)}{Y}\frac{dY}{dt}$ ou $Y=e\int_{\overline{r}(\overline{t)}}^{y}dt$

Pour que l’on obtienne une \’equation lin\’eaire

(6) $\frac{d^{2}Y}{dt^{2}}=p(t)\frac{dY}{dt}+q(t)Y$

on doit prendre

$r(t)=-\frac{t^{\alpha+1}}{C(t)}$ .
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On aura ensuite
$p(t)=-\frac{a+1}{t}+\frac{C^{\prime}(t)}{C(t)}-\frac{B(t)}{C(t)}$ ,

$q(t)=-\frac{A(t)C(t)}{t^{2(\alpha+1)}}$ .

Le point $t=0$ est un point singulier r\’egulier de (6) si $a=0$ et un
point singulier irr\’egulier(1) de (6) si $a<0$ .

Dans ce qui suit, nous supposerons seulement que les fonctions
$a(x),$ $b(x),$ $c(x)$ sont d\’eveloppables asymptotiquement pour

$\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $ x\rightarrow\infty$

en s\’eries de puissances non n\’egatives de $x$ , et nous discuterons les

quatre cas correspondant \‘a ceux qui ont \’et\’e indiqu\’e plus haut.

II.–POINTS ORDINAIRES

3. Il est commode dans ce cas de faire le changement de vari-

ables $t=\frac{1}{x}$ de sorte que le point que nous consid\’erons est \‘a

l’origine. Nous supposons donc que ] \’equation est de la forme

(1) $\underline{dy}=a(x)+b(x)y+c(x)y^{2}$

$dx$

ou $a(x)$ . $b(x)$ et $c(x)$ sont des fonctions d\’eveloppables asymptotique-

ment pour

(2) $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $x\rightarrow 0$

comme il suit:

(3) $\left\{\begin{array}{l}a(x)\sim a_{0}+a_{1}x+\ldots.+a_{n}x^{n}+\ldots\\ b(x)\sim b_{0}+b_{1}x+\ldots.+b_{n}x^{n}+\ldots\\ c(x)-c_{0}+c_{1}x+\ldots.+c_{n}x^{n}+\ldots\end{array}\right.$

(1) Dans le cas $4^{o}$ l’\’equation d\’eterminante admettant deux racines distinctes, l’hypo-

th\‘ese que $C(O)\neq 0,$ $B(O)=0$ entraine $A(O)\not\simeq O$ .
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Soit $x=re^{i9}$ et supposons que $\theta$ garde une valeur fixe entre 9 et $\Omega^{\prime}$ .
Si l’on considere une solution quelconque de (1) comme fonction
d’une variable r\’eelle $\gamma$ elle v\’erifie l’\’equation

(4) $\frac{dy}{dr}=e^{i0}\{a(re^{i9})+b(re^{i0})y+c(re^{\mathfrak{i}0})y^{2}\}$

dont le second membre est une fonction continue de $(r, y)$ et remplie
la condition de Lipschitz dans le domaine

$ 0\leqq r\leqq\delta$ , $|y\dagger<H$

$\delta$ d\’esignant un nombre positif assez petit et $H$ un nombre positif
quelconque. L’\’equation (4) admet donc une solution et une seul qui
tend vers une valeur fiinie donn\’ee $y_{0}$ quand $r\rightarrow+O$ . En faisant le
changement de variables $y=\frac{1}{z}$ nous voyons de m\^eme que l’\’equation
(4) admet une solution et une seule qui tend vers $\infty$ quand $r\rightarrow+O$ .
On. peut aussi voir facilement que toute solution de (4) tend vers
une valeur d\’etermin\’ee (finie ou infinie) quand $r\rightarrow+O$ .

Supposons ensuite que $\gamma$ garde une valeur fixe. Toute solution
de l’\’equation (1) consid\’er\’ee comme fonction de la variable r\’eelle $\theta$

v\’erifie l’\’equation

(5) $\frac{dy}{d\theta}=cre^{i9}\{a(\gamma e^{i9})+b(re^{i0})y+c(re^{i9})y^{2}\}$

dont le second membre est une fonction continue dans le domaine

(6) $\Omega+e\leqq\theta\leqq\Omega^{\prime}-\epsilon$ , $ 0\leqq r\leqq\delta$ , $|y|\leqq H$

$e$ d\’esignant un nombre positif arbitrairement petit et $H$ un nombre
positif arbitrairement grand. Il existe donc un nombre positif $M$ tel
que le module du second membre de (5) soit au plus \’egale \‘a $rM$.
Soient $\theta_{0}$ et $\theta_{1}$ deux nombres quelconques entre $\Omega+e$ et $\Omega^{\prime}-\epsilon$ et con-
sid\’erons une solution $y(x)$ de (1) telle que $\lim_{r\rightarrow 0}y(re^{i0_{0}})=y_{0}$ . Supposons
que

$|y_{01}|<H$ , $r(\Omega^{\prime}-\Omega)M\leqq H-|y_{0}|$ .
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$y(re^{\dot{\tau}9})$ \’etant une solution de l’\’equation (5), nous obtenons

$||y(re^{i01})-y(re^{i9_{0}})|<r(\Omega^{\prime}-\Omega)M$ .

On peut en conclure que $y(x)$ tend vers $y_{0}$ lorsque $x$ tend vers $0$ \‘a

l’int\’erieur du domaine angulaire (2) . Il en sera de m\^eme quand

$\lim_{r\rightarrow+0}y(re^{i9}(|)=\infty$ . Nous arrivons donc \‘a cette conclusion: Toute

solution de (1) converge vers une valeur d\’eterminee (finie ou infinie)

quand $x$ tend vers $0$ a l’int\’erieur $du$ domaine angulaire (2). Inverse-

ment, \’etant donn\’e un nombre (fini ou non), il existe une solution de

(1) et une seule qui tend vers ce nombre quand $x$ tend vers $0$ a l’in-

t\’erieur $du$ domaine (2).

4. Etant donn\’e un nombre $\beta_{0}$ , il existe une s\’erie et une seule

(7) $ y\sim\beta_{0}+\beta_{1}x+\ldots.+\beta_{n}x^{n}+\ldots$ .

qui satisfait formellement \‘a l’\’equation

(8) $\frac{dy}{dx}=\sum a_{n}x^{n}+y\sum b_{n}x^{n}+y^{2}\sum c_{n}x^{n}$ .

Si l’on pose
$P_{n}(x)=\beta_{0}+\beta_{1}x+\ldots.+\beta_{n}x^{n}$ ,

$z=y-(\beta_{0}+\beta_{1}x+\ldots.+\beta_{n}x^{n})=y-P_{n}(x)$ ,

on a
$\frac{dz}{dx}=\overline{a}(x)+\overline{b}(x)z+\overline{c}(x)z^{2}$

ou
$\overline{a}(x)=a(x)+b(x)P_{n}(x)+c(x)P_{n}(x)^{2}-P_{n}^{\prime}(x)$ ,

$\overline{b}(x)=b(x)+2c(x)P_{n}(x)$ , $\overline{c}(x)=c(x)$ .

(1) Nous dirorts ” \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ au lieu de dire
“ dans tout domaine angulaire $\Omega+\in<\arg x<\Omega-e(e>0)$ .
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Les coefficients $\overline{a}(x),$ $\overline{b}(x)$ et $C(x)$ sont donc d\’eveloppables asymptoti-
quement pour

(2) $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $x\rightarrow 0$

comme il suit

$\overline{a}(x)\sim\overline{a}_{n}x^{n}+\overline{a}_{n+1}x^{n+1}+\ldots$ .
$\overline{b}(b)\sim\overline{b}_{0}+\overline{b}_{1}x+\ldots$ .
$\overline{c}(x)\sim\overline{\alpha}+\overline{c}_{1}x+\ldots$ .

Nous pouvons donc supposer que dans le domaine

$\Omega+e\leqq\theta\leqq\Omega^{\prime}-e$ , $\gamma\leqq\delta$ $|y|<\infty$

le module du second membre de l’\’equation (1) soit au plus \’egal \‘a

$Ar^{n}+B|y|+C|y|^{2}$ ,

$A,$ $B,$ $C$ d\’esignant des constantes. Si l’on Pose $Y=Kr^{n+1}$ . nous
obtenons

$Y^{\prime}=(n+1)K\gamma^{n}>Ar^{n}+BY+CY^{2}$

pourvu que $K$ soit plus grand que $A$ et que $r$ soit suffisamment
petit. Par suite, la solution qui tend vers z\’ero quand $x\rightarrow(1$ \‘al’in-
t\’erieur du domaine angulaire (2) satisfait \‘a la relation

$|y|<Kr^{n+1}$

pour $\Omega+\epsilon\leq\theta\leqq\Omega^{\prime}-e$ . $ 0\leqq r\leqq\delta$ . On peut en conclure que la so-
lution de l’\’equation (1) qui converge vers $\beta_{0}$ quand $x\rightarrow 0$ est d\’evelop-
pables asymptotiquement pour

$\Omega+\epsilon<\arg x<\Omega-\epsilon$ , $|x|\leqq R$

en s\’erie (7). On peut de m\^eme discuter la solution qui,devient in-
finie quand $x\rightarrow 0$ . Nous arrivons ainsi au th\’eor\’eme suivant.
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Th\’eoreme 1. Si les fonctions $a(x),$ $b(x)$ et $c(x)$ sont d\’eveloppables

asymptotiquement en s\’eries (3) pour

$\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $x\rightarrow 0$

toute solution est d\’eveloppable asymptotiquement \’a l’int\’erieur de ce

domaine angulaire en une s\’erie de la forme

$ y\sim\beta_{0}+\beta_{1}x+\ldots.+\beta_{n}x^{\prime n}+\ldots$ .
$ou$

$\gamma-1$

$y\sim+\gamma+\gamma x+\ldots.+\gamma_{n}x^{n}+\overline{x}$

qui satisfait formeuement \’a l’\’equation (8). Etant donn\’ee une valeur

d\’etermin\’ee (finie ou infinie), il existe une solution et une seule qui

tend vers cette valeur quand $x\rightarrow 0$ a l’int\’erieur $du$ domaine angu-

laire (2).

5. Supposons maintenant que les coefficients sont des fonctions

r\’eguli\‘eres \‘a l’origine et soit $\varphi(x)$ la solution d\’eveloppable asymptotique-

ment en s\’erie (7). Supposons que $\theta$ garde une valeur quelconque

mais fixe. Les fonctions de la variable $r$ : $\varphi(re^{i9})$ et $\varphi(\gamma e^{i(9+2\pi)})$ ad-

mettent le m\^eme d\’eveloppement asymptotique. Elles doivent donc

coincider et la solution $\varphi(x)$ est uniforme. On en conclut que la

solution est r\’eguliere en $x=0$ . De m\^eme, la solution qui devient

infinie pour $x=0$ admet ce point comme p\^ole. Les s\’eries asympto-

tiques correspondantes convergent et repr\’esentent ces solutions. Nous

retrouvons ainsi les r\’esultats bien connus.

CHAPITRE II

Points Singuliers R\’eguliers

I.–CAS G\’EN\’ERAL

6. Nous supposons ici que le point singulier est \‘a l’origine et

\’ecrivons l’\’equation sous la forme
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(1) $x\frac{dy}{dx}=a(x)+b(x)y+c(x)y^{2}$ ,

ou $a(x),$ $b(x)$ et $c(x)$ sont des fonctions r\’egulieres et d\’eveloppables
asymPtotiquement \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

(2) $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $x\rightarrow 0$

comme il suit

(3) $(b(x)\sim b_{0}+b_{1}x+b_{2}x^{2}+a(x)\sim a_{\mu}x^{1\downarrow}+a_{\mu+1}x^{\mu+1}+.\cdot..\cdot..\cdot.$
$(\nu>0,c_{\nu}-\neq 0)(_{\mu}>0,a_{\mu}\neq 0)(b_{0}\neq 0),$

.
Nous voulons montrer que si $|b_{0}|<_{\mu}$ , il existe une solution de (1)
et une seule telle que

$y(re^{i9})=O(r^{\mu})$

\‘a $1’ int6rieur$ du domaine angulaire (2) . Supposons d’abord que $\theta$

garde une valeur quelconque mais fixe. Une solution de (1) consid\’er\’ee
comme fonction de $r$ satisfait \‘a l’\’equation

$\frac{dy}{dr}=\frac{e^{i\theta}}{r}\{a(re^{i9})+b(re^{i9})y+c(re^{i9})y^{2}\}$ .

Le module du second membre de cette \’equation est au plus \’egal \‘a

$\frac{1}{\gamma}\{Ar^{\mu}+B|y|+C\gamma^{\nu}|y|^{2}\}$

$A,$ $B$ et $C$ d\’esignant des constantes posItIves. Si l’on prend une
constante $K$ positive et assez grande et si l’on pose $Y=Kr^{\mu}$ on aura

$\frac{dY}{dr}=\mu Kr^{\mu-1}>\frac{1}{r}\{Ar^{\mu}+BY+Cr^{\nu}Y^{2}\}$ .

(1) Cela signifie que quelque petit que soit le nombre $\epsilon$ on peut trouver deux nombres
positifs $\delta,$ $K$ tels que

$|y(x)|<K\gamma^{\mu}$ $po$ur $\Omega+\epsilon\leqq\arg x\leqq\Omega-g$ $|x|\leqq\delta$ .
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On en conclut qu’il existe une solution $y(x)$ de (1) telle que

$|y(re^{i9})|<K\gamma^{\mu}$ .

Supposons qu’il existe deux telles solutions $y_{1}(x)$ et $y_{2}(x)$ . Leur

diff\’erence $u(x)=y_{1}(x)-y_{2}(x)$ consid\’er\’ee comme fonction de la seule

variable $r$ satisfait \‘a l’\’equation lin\’eaire

$\frac{du}{dr}=\frac{e^{i9}}{r}\{b(re^{i0})+c(re^{i0})(y_{1}(re^{i9})+y_{2}(re^{i9}))\}u$ .

Cette \’equation n’admet pas de solution non identiquement nulle et

telle que $|u|<Kr^{\mu}$ . Par suite les deux solutions $y_{1}(x)$ et $y_{2}(x)$

coincident.
Supposons ensuite $r$ fixe et $\theta$ variable. La solution de (1) con-

sid\’er\’ee comme fonction de la variable $\theta$ satisfait \‘a l’\’equation

$\frac{dy}{d\theta}=i\{a(re^{i0})+b(re^{i9})y+c(re^{i9})y^{2}\}$ .

Quelque petit que soit le nombre positif $e$ , on peut lui faire corres-
pondre les constantes $A,$ $B,$ $C$ et $\delta$ de mani\‘ere que le module du

second membre de cette \’equation ne surpasse pas

$Ar^{u}+B|y|+C|y|^{2}$

dans le domaine $\Omega+e\leqq\theta\leqq\Omega^{\prime}-\epsilon$ , $ 0\leqq r\leqq\delta$ . Soit $\theta_{0}$ un
nombre entre $\Omega+e$ et $\Omega^{\prime}-e$ , et soit $y(x)$ la solution de (1) telle

que
$y(re^{i9_{0}})=O(r^{\mu})$

ou
$|y(re^{i0_{0}})|\leqq Kr^{\mu}$

pourvu que $r$ soit as.sez petit. Prenons un nombre suffisamment
grand $L$ , et posons

$Y=(K+L|\theta-\theta_{0}|)r^{\iota\iota}$ .
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Nous aurons $alors^{\langle 1)}$

sgn $(\theta-\theta_{0})\frac{dY}{d\theta}=Lr^{\mu}>A\gamma^{\mu}+BY+CY^{2}$

pourvu que $B|\theta-\theta_{0}|<\frac{1}{2}$ , $ 0\leqq r\leqq\delta$ , $\delta$ \’etant assez petit. On
aura donc $|y(\gamma e^{i9})|<Lr^{\mu}$ pour

$0\leqq r<\delta=$
’ $B|\theta-\theta_{0}|<\frac{1}{2}$ , $\Omega+e\leqq\theta\leqq\Omega^{\prime}-e$ .

On peut en conclure facilement que l’on a

$y(re^{i9})=0(r^{\mu})$

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire (2).

7. On verra facilement que si $b_{0}$ n’est pas un entier au moins
\’egal \‘a $\mu$ il existe une s\’erie et une seule

(4) $ y\sim a_{\mu}X^{\mu}+a_{\mu+1}X^{\mu+1}+\ldots$ . $(a_{\mu}\neq 0)$

qui satisfait foremellement \‘a l’\’equation

$x\frac{dy}{dx}=\sum a_{j}x^{j}+y\sum b_{j}\dot{\theta}+y^{2}\sum c_{j}\dot{\theta}$ .

Pour d\’emontrer qu’il existe une solution de (1) et une seule d\’evelop-
pable asymptotiquement en s\’erie (4) \‘a l’int\’erieur du domaine angul-
aire (2), nous posons

. $P_{n-1}(x)=a_{\mu}X^{\mu}+a_{\mu+1}X^{\mu+1}+\ldots.+a_{n-1}X^{n-1}$ ,

$z=y-P_{n-1}(x)$ .
Nous obtenons alors

(5) $x\frac{dz}{dx}=\overline{a}(x)+\overline{b}^{-}(x)z+\overline{c}(x)z^{2}$ . ,

(1) sgn x$=+1$ ou $-1$ suivant que $x>0$ ou $<0$ .
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ou
$\overline{a}(x)=a(x)+b(x)P_{n-1}(x)+c(x)P_{n-1}(x)^{2}-F_{n-1}(x)$

$\sim\overline{a}_{n}x^{n}+\overline{a}_{n+1}x^{n+1}+\ldots$ .
$\overline{b}(x)=b(x)+2c(x)P_{n-1}(x)$

$\sim b_{0}+\overline{b}_{1}x+\ldots$ .
$\overline{c}(x)=c(x)\sim c_{\nu}x^{\nu}+c_{\nu+1}x^{\nu+1}+\ldots$ .

Si donc $n>|b_{0}|$ , l’\’eqation (5) admet une solution et une seule
telle que

$z(re^{i9})=O(r^{n})$

\‘a l’int\’erieur du domaine augulaire (2). D\’esignons-la par
$\varphi_{n-1}(x)-P_{n-1}(x)$ . $\varphi_{n-1}(x)$ est une solution de (1). Par cons\’equent,

si $n>|b_{0}|$ , l’\’equation (1) admet une soIution et une seule telle que

$y(re^{i^{\mathfrak{g}}})=P_{n-1}(x)+O(r^{n})$

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire (2). C’est la fonction d\’efinie plus

haut. Soit $m>n$ . Nous aurons alors

$\varphi_{m-1}(x)=P_{m-1}(x)+O(r^{m})$

$=P_{n-1}(x)+O(r^{n})$ .
$\varphi_{m-1}(x)$ coincide donc avec $\varphi_{n-1}(x)$ quelque grand que soit, l’entier
positif $m$ . Nous arrivons ainsi \‘a la proposition annonc\’ee au d\’ebut

de ce num\’ero.

Si $b_{0}$ est un entier au moins \’egal \‘a $p$ , il suffit de consid\’erer au
lieu de (1) l’\’equation

$x\frac{dz}{dx}=-a(x)z^{2}-b(x)z-c(x)$

que l’on obtient en posant $z=\frac{1}{y}$ .
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8. Soit $\varphi(x)$ la solution de l’\’equation (1) d\’eveloppable asympto-

tiquement en s\’erie (4), et posons

$z=\frac{1}{y-\varphi(x)}$ .
Nous aurons alors

$x\frac{dz}{dx}=-[b(x)+2c(x)\varphi(x)]z-c(x)$ .

En int\’egrant cette \’equation nous obtenons

$z=-e-f_{\int ec(x)\frac{dx}{x}}\frac{p(x)}{x}dx+J\frac{p(x)}{x}dx$

ou
$p(x)=+b(x)+2c(x)\varphi(x)$

$\sim+h_{1}+p_{1}x+p_{2}x^{2}+\ldots$ .
Par suite on aura en g\’en\’eral $ z=\psi+C\chi$ , $\psi$ et $\chi$ \’etant d\’evelop-
pables asymptotiquement pour (2) comme il suit

(6) $e\sim x\{\gamma 0+\gamma_{1}x+\ldots.\}-\int\frac{p(x)}{x}dx-b_{0}$
$(\gamma 0\neq 0)$

(7) $\psi\sim\beta_{\nu}x^{\nu}+\beta_{v+1}x^{\nu+1}+\ldots$ . $(\beta_{\nu}\neq 0)$ ,

ou $C$ d\’esigne Ia constante arbitraire. Si $-b_{0}$ est un entier au moins
\’egal \‘a $\nu$ , la fonction $\psi$ prend la forme

(8) $\psi\sim c\chi\log x+\beta_{\nu}x^{\nu}+\beta_{v+1}x^{\nu+1}+\ldots$ .
$\left(\begin{array}{ll}\beta_{\nu}\neq 0 & si-h>\nu\\=\beta_{\nu}0 & c\neq 0si-h=\nu\end{array}\right)$

ou $c$ d\’esigne une certaine constante. La solution g\’en\’erale s’\’ecrit
donc

(9) $y=\varphi-\frac{1}{\psi+C\chi}$ .
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Les fonctions $\varphi,$
$\psi$ , $\chi$ \’etant d\’eveloppables asymptotiquement \‘a

l’int\’erieur du domaine angulaire (2) comme nous l’avons d\’ej\‘a indiqu\’e.

Th\’eoreme 2. Si les coefficients $a(x),$ $b(x),$ $c(x)$ sont &veloppables

asymptotiquement a l’int\’erieur $du$ domaine angulaire (2) en s\’eries (3)
et si $b_{0}$ n’est pas un entier au moins \’egal \’a $\mu$ , ou au plus \’egal \’a $-\nu$ ,
la $solut\cdot ion$ g\’en\’erale s’\’ecmt sous la forme (9), $\varphi,$

$\psi,$
$\chi$ \’etant d\’evelop-

pables asymptotiquement \’a l’int\’erieur $du$ doma’m$e$ angulaire (2) en
s\’eries (4), $(\theta),$ (7). Si $b_{0}$ est un entier au plus \’egal \’a $-\nu$ , la solution
g\’en\’erale prend aussi la m\^eme forme (9), $\varphi$ et $\chi$ \’etant d\’eveloppables
asymptotiquement a l’int\’erieur $du$ domaine angulaire (2) en s\’eries (4),

(6). Mais le d\’eveloppement asymptotique de la fonction $\psi$ prend la
forme (8).

Remarque 1. Si $b_{0}$ n’est pas un entier au moins \’egal \‘a $\mu$ ou au
plus \’egal \‘a $-\nu$ , il existe deux s\’eries

$ y\sim a_{\mu}X^{u}+a_{\mu+1}X^{u+1}+\ldots$ .
$ y\sim a^{\prime}-\nu^{X^{-v}+a_{-\nu+1}^{\prime}}x^{-\nu+1}+\ldots.+ao+a_{1}^{J}X+\ldots$ .

qui satisfont formellement \‘a l’\’equation

$x\frac{dy}{dx}=\sum a_{j}\dot{\theta}+y\sum b_{j}\dot{\theta}+y^{2}\sum c_{i^{f\dot{f}}}$ .

Il existe deux solutions d\’eveloppables asymptotiquement en ces s\’eries,
ce sont les solutions correspondant aux valeurs $\infty$ et $0$ de la con-
stante d’int\’egration $C$.

Remarque 2. Si les coefficients $a(x),$ $b(x)$ . $c(x)$ sont uniformes
dans le voisinage de $x=0$ , c’est-\‘a-dire r\’eguliers \‘a l’origine nous
verrons comme dans la section pr\’ec\’edente que la solution $\varphi(x)$ est
r\’eguliere \‘a l’origine. Par cons\’equent la relation (4) ainvi que les
autres relations asymptotiques deviennent des \’egalit\’es.

II. –CAS SP\’ECIAL

9. Consid\’erons maintenant le cas o\‘u les coefflcients $a(x),$ $b(x)$ ,
$c(x)$ de l’\’equation
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(1) $x\frac{dy}{dx}=a(x)+b(x)y+c(x)y^{2}$

sont des fonctions r\’egulieres et d\’eveloppables asymptotiquement \‘a
$1’ int6rieur$ du domaine angulaire

(2) $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $x\rightarrow 0$ ,

comme il suit:

(3) $\left\{\begin{array}{ll}a(x)\sim a_{\mu}x^{\mu}+a_{\mu+1}x^{\mu+1}+\ldots. & (\mu>0, a_{\mu}\neq 0)\\b(x)\sim b_{\nu}x^{\nu}+b_{\nu+1}x^{\nu+1}+\ldots. & (\nu>0, b_{\nu}\neq 0)\\c(x)\sim\alpha+c_{1}x+\ldots. & (c_{0}\neq 0).\end{array}\right.$

Supposons, comme nous l’avons fait plusieurs fois, que $\theta$ garde une
valeur fixe entre $\Omega$ et $\Omega^{\prime}$ . La solution $y$ de (1) consid\’er\’ee comme
fonction de $r$ satisfait \‘a l’\’equation

(4) $r\frac{dy}{dr}=e^{i9}\{a(re^{i9})+b(re^{;9})y+c(re^{i9})\phi\}$ .

Si $r$ est suffisamment petit, le module du second membre de cette
\’equation est au plus \’egale \‘a

$Ar^{\mu}+Br^{\nu}|y|+C|y|^{2}$ .

Si l’on pose $Y=Kr^{\mu}(\mu K>A)$ , on aura

$r\frac{dY}{dr}=\mu Kr^{\mu}>A\gamma^{\iota\iota}+Br^{\nu}Y+CY^{2}$

pourvu que $r$ soit suffisamment petit. On en conclut que l’\’equation
(4) admet une solution telle que

$y=O(r^{\mu})$ .
Or, il est facile de voir qu’il n’existe qu’une telle solution. Donc,
quel que soit le nombre $\theta$ entre $\Omega$ et $\Omega^{\prime}$ , l’\’equation (4) admet une
solution et une seule telle que $y=O(r^{\mu})$ .
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Supposons ensuite $r$ fixe et $\theta$ variable. On aura alors

(5) $\frac{dy}{d\theta}=i\{a(re^{i9})-+b(re^{i9})y+c(re^{i9})y^{2}\}$

Soit $\theta_{0}$ une valeur quelconque entre $\Omega$ et $\Omega^{\prime}$ et consid\’erons la solution
de (1) telle que

$y(re^{i9_{0}})=O(r^{u})$ .
On a

$|y(re^{i9_{0}})|<Kr^{\mu}$

pour $0<r\leqq\delta,$ $\delta$ d\’esignant un nombre positif assez petit. Le module
du second membre de l’\’equation (5) ne surpasse pas

$\{A+BLr^{\nu}+CL^{2}r^{\mu}\}r^{I\downarrow}$

si $0\leqq r\leqq\delta,$ $|y|\leqq Lr^{\mu},$ $\Omega+e<\theta<\Omega^{\prime}-\epsilon,$ $A,$ $B,$ $C$ \’etant des con-
stantes. On peut choisir $\delta$ et $L$ de mani\’ere que l’on ait

$(\Omega^{r}-\Omega)\{A+BL\delta^{\nu}+CL^{2}\delta^{\mu}\}+K<L$ .
Par cons\’equent $|y(re^{i9})|<Lr^{\mu}$ pour

$ r\leqq\delta$ , $\Omega+\epsilon<\theta<\Omega^{\prime}-e$ .
L’\’equation admet donc une solution et une seule telle que

$y(x)=O(r^{\mu})$

\‘a 1 $int6rieur$ du domaine angulaire (2).

10. Il est facile de voir qu’il existe une s\’erie

(6) $ y\sim a_{\mu}X^{\mu}+a_{\mu\backslash \cdot 1}X^{\mu+1}+\ldots$ . $(a_{\mu}\neq 0)$

qui v\’erifie formellement \‘a l’\’equation

$x\frac{dy}{dx}=\sum a_{n}x^{n}+y\sum b_{n}x^{n}+\phi\sum c_{n}x^{n}$
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Posons
$P_{n-1}(x)=a_{\iota}X^{\mu}+\ldots.+a_{n-1}x^{n-1}$

$z=y-P_{n-1}(x)$ .
On aura alors

(7) $x\frac{dz}{dx}=\overline{a}(x)+\overline{b}(x)z+\overline{c}(x)z^{2}$ ,

ou
$\overline{a}(x)=a(x)+b(x)P_{n-1}(x)+c(x)P_{n-1}(x)^{2}-P_{n-1}^{\prime}(x)$

,

$\sim\overline{a}_{n}x^{n}+\overline{a}_{n+1}x^{n+l}+\ldots$ .
$\overline{b}(x)=b(x)+2c(x)P_{n-1}(x)$

$\sim\overline{b}_{1}x+\overline{b}_{2}x^{2}+\ldots$ .
$\overline{c}(x)=c(x)\sim c_{0}+c_{1}x+\ldots$ .

L’\’equation (7) admet une solution et une seule telle que $z(re^{1}9)=O(r^{n})$

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire (2). D\’esignons-la par $\varphi_{n-1}(x)$ .
Alors

$y=P_{n-1}(x)+\varphi_{n-1}(x)$

est la solution de (1) telle que $y=O(r^{\mu})$ \‘a l’int\’erieur du domaine
angulaire (2). Cette solution est donc d\’eveloppable asymptotIquement
en s\’erie (6) \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire (2).

11. D\’esignons par $\varphi(x)$ la solution d\’eveloppable asymptotique.
ment en s\’erie (6), et posons

$z=\frac{1}{y-\varphi(x)}$ .

Nous aurons alors

$x\frac{dz}{dx}=-[b(x)+2c(x)\varphi(x)]z-c(x)$ .
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En int\’egrant cette \’equation, nous obtenons

$z=e-J\frac{p(x)}{x}dx\int eJ\frac{p(x)}{x}dx_{C(x)\frac{dx}{x}}$ ,

ou
$p(x)=b(x.)+2c(x)\varphi(x)$

$\sim p_{1}x+p_{2}x^{2}+\ldots$ .
Par suite

$z=\psi(x)+c_{0}$ log $x+C\chi(x)$

ou
(8) $\chi(x)\sim\gamma 0+\gamma_{1}x+\ldots$ . $(\gamma 0\neq 0)$

(9) $\psi(x)\sim\beta_{1}x+\beta_{2}\theta+\ldots$ .

En revenant \‘a l’\’equation (1), nous voyons que la solutions g6n\’era1e

est

(10) $w=\varphi(x)-\frac{l}{\psi(z)+c_{0}\log x+C\chi(z)}$ .

Th\’eoreme 3. Si les coefficients $a(x),$ $b(x),$ $c_{(}^{\prime}x$) sont d\’eveloppables

asymptotiquement en s\’eries (3) Ct l’int\’erieur $du$ domaine angulaire (2),

la solution g\’en\’erale de (1) prend la forme (1O), $\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $\chi(x)$ \’etant

d\’eveloppables asymptotiquement en s\’eries (6), (8), (9) a l’int\’erieur $du$

domaine angulaire (2).

Remarque. Nous voyons, comme dans la section pr\’ec\’edente, que

si les fonctions sont r\’eguli\‘eres \‘a l’origine, les relations asymptotiques

deviennent des \’egalit\’es.

CHAPITRE III

Points Singuliers Irr\’eguliers

I.–D\’EVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

12. Nous consid\’ererons dans cette section le cas de l’\’equation
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(1) $\frac{dy}{dx}=x^{\alpha-1}\{a(x)+b(x)y+c(x)y^{2}\}$

ou $a$ est un entier positif et $a(x),$ $b(x)$ et $c(x)$ sont des fonctions
r\’eguli\‘eres et d\’eveloppables asymptotiquement \‘a l’int\’erieur du domaine
angulaire

(2) $\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $ x\rightarrow\infty$ ,

comme il suit:

(3) $\left\{\begin{array}{ll}a(x)\sim a_{\mu}x^{-\mu}+a_{\mu+1}x^{-\mu-1}+\ldots. & (\mu>0, a_{\mu}\neq 0) ,\\b(x)\sim h+b_{1}x^{-1}+\ldots. & (b_{0}\neq 0),\\c(x)\sim c_{\nu}x^{-\nu}+c_{\nu+1}x^{-\nu-1}+\ldots. & (\nu>0, c_{\nu}\neq 0).\end{array}\right.$

Si l’on pose

$J_{X}^{\alpha-1_{b(x)dx}}$

(4) $y=ze$ ,

on a

(5) $\frac{dz}{dx}=x^{\alpha-1}\{$$a(x)e-+c(x)ez^{2}\}$ .

Posons $x=re^{i^{\mathfrak{g}}}$ et supposons comme d’habitude que $\theta$ garde une valeur
fixe entre $\Omega$ et $\Omega^{\prime}$. La solution de (5) consid\’er6e comme fonction de
$r$ v\’erifie

(6) $\frac{dz}{dr}=e^{i9}x^{\alpha-1}\{$ $a(x)$ e-J $+c(x)e\}$ .

Si l’on pose

$\beta(r, \theta)=\Re(\int x^{\alpha-l}b(x)dx)$

et l’on d\’esigne par $A,$ $C$ des consatantes plus grandes que $|a_{\mu}|,$ $|c_{\nu}|$ ,
le module du second membre est au plus \’egal \‘a

(7) $(A+CK^{2}r^{-\mu-\nu})r^{\alpha-\mu-1}e^{-\beta(r,9)}$
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dans les hypotheses que

(8) $|z|<Kr^{-\mu}e^{-\beta(r.9)}$

et que $r\geqq R_{0},$ $R_{0}$ \’etant un nombre suffisamment grand. Il est 6vident
que l’on $a^{(1)}$

$\left\{\begin{array}{l}\beta(r, \theta)=\frac{\rho r^{\alpha}}{a}(a\theta-\omega)+O(r^{\alpha-1})\\\frac{9}{9r}\beta(r, \theta)=\rho r^{\alpha-1}(a\theta-\omega)+O(\gamma^{\alpha-2})\\\frac{8}{a\theta}\beta(r, \theta)=-pr^{\alpha}(a\theta-\omega)+O(r^{\alpha-l})\end{array}\right.$

ou l’on a pos\’e $b_{0}=\rho e^{\rightarrow\omega}$ . Pour \’etudier si l’\’equation (6) admet une
solution telle que (8) nous devons distinguer trois cas suivant que

la valeur cos $(a\theta-\omega)$ est positives, n\’egative ou nulle.

1o Le cas de cos $(a\theta-\omega)>0$ . Puisque

$\frac{8}{8r}r^{-\mu}e^{-\beta(r.0)}=-\rho r^{\alpha-\mu-1}[\cos(a\theta-\omega)+O(r^{-1})]e^{-\beta(r.9)}$

l’exprevsion (7) est moindre que

$-K\frac{8}{9r}r-e^{-\beta(r.9)}$

pourvu que $\rho K$ cos $(a\theta-\omega)>A$ et que $R_{0}$ soit assez grand. L’\’equa-

tion (6) admet donc une solution telle que (8). S’il existe deux telles

solutions $z_{1},$ $z_{2}$ . leur diff\’erence $u=z_{1}-z_{2}$ satisfait \‘a l’\’equation

$\frac{du}{dr}=e^{i9}x^{\alpha-1}c(x)e(z_{1}+z_{2})u\int x^{\alpha-1}b(x)dx$

On en verra sans peine que $u$ doit \^etre identiquement nulle. En

revenant \‘a l’\’equation (1) nous voyons qu’il existe une solution et une

(1) Si $\alpha=1$ , on doit remplacer $O(r^{\alpha-1})$ par $O(\log r)$ .
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seule telle que

$y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$

pourvu que $\theta$ soit une valeur fixe (mais quelconque) pour laquelle
cos $1^{a\theta-\omega}$) $>0$ .

$2^{o}$ Le cas de cos $(a\theta-\omega)<0$ . Soit $e$ un nombre positif moindre
que $-\frac{1}{C}\rho$ cos $(a\theta-\omega)$ . On verra sans peine que l’expression(7) est
moindre que

$\epsilon r_{0^{r+\nu}}\frac{9}{9r}r^{-\mu}e^{-\beta(r.9)}$

pour $r\geqq r_{0}$ , $K=er_{0^{\mu+\nu}}$ , si $r_{0}\geqq R_{0},$ $R_{0}$ 6tant un nombre assez grand.
Donc la solution de (6) qui prend une valeur moindre que

$\epsilon r_{0^{\nu}}e^{-\theta(r_{0}.9)}$

en module satisfait \‘a l’in\’egalit\’e (8). En revenant \‘a $1’ 6quation$ (1)
nous obtenons cette ProposItion: La solution de (1) telle que

$|y(r_{0}e^{i9})|<er_{0}^{\nu}$ $(r_{0}\geqq R_{0})$

satisfait \‘a la relation

$|y(re^{i9})|=O(r^{-\mu})$

$o\dot{u}e$ d\’esigne un nombre positif assez petit et $R_{0}$ un nombre $posit\ddagger f$

assez grand.

Le cas de cos $(a\theta-\omega)=0$ sera discut\’e plus loin.
En combinant les deux propositions obtenues tout \‘al’heurs, nous

arrivons imm6diatement a cette conclusion:
Dans le premier $oas$ , l’\’equation (1) admei une solution teue que

$y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$ , et les autres solutions satiffont a la relation
$\frac{1}{y(re^{i9})}=O(r^{-\nu})$ . Dans le second cas, l’\’equation (1) admet une solution
teue que $\frac{1}{y(re^{i9})}=O(r^{-\nu})$ et les autres solutions satigfont a la relation
$y(\tau e^{i9})=O(r^{-\mu})$ .
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13. Soit cOs $t_{a}\theta_{0^{-\omega}}$) $\neq 0$ et consid\’erOnS par exemple la solutiOn

satisfaisant \‘a la relation

$y(re^{i9_{0}})=O(r^{-\mu})$ .

Nous voulons montrer que si $e$ est un nombre positif assez petit, on a

la relation

$y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$

ponr $|\theta-\theta_{0}|\leqq\epsilon$ . En prenant $e^{-i9_{0}}x$ pour variable ind\’ependante

nous pouvons supposer $\theta_{0}=0$ sans perdre la g\’en\’eralit\’e.

Posons $x=re^{i9}=r_{0}(ht+1)e^{it}$ , et supposons $r_{0},$
$h$ fixes et $t$

variable. L’\’equation (5) devient alors

(9) $\frac{dz}{dt}=(i+\frac{h}{1+ht})x^{\alpha}\{$
$a(x)e-\int x^{\alpha-1}b(x)d+c(x)e^{\int x^{\alpha-1}b(x)h}z^{2}\}$ .

Soient $A$ et $C$ des constantes plus grandes que $|a_{\mu}|$ et $|c_{\nu}|$ re-
spectivement et soit $R_{0}$ un nombre positif assez grand. Le module

du second membre de l’\’equation (9) ne surpasse pas

(10) $(1+\frac{|h|}{1-|h|e})(A(\frac{r_{0}}{r})^{\mu}+CM^{2}r_{0}^{-\mu}r^{-\nu})r^{\alpha}r_{0}^{-\mu}e^{-q(1}t\cdot 9$
}

si
$|t|\leqq\epsilon$ , $r_{0}\geqq R_{0}$ , $|z|\leqq Mr_{0}^{-\mu}e^{-\beta\{r.9)}$ .

D’autre part, on a

$\frac{d}{dt}e^{-\beta(r.6)}=\rho r^{\alpha}\{\sin(at-\omega)-\frac{hr_{0}}{r}$ cos $(at-\omega)+O(r^{-1})\}^{-\beta(r.9)}$ .

Puisque

$1-\epsilon|h|<\frac{r_{0}}{r}<1+e|h|$ ,
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nous pouvons supposer que $\frac{1}{2}<\frac{r_{0}}{r}<2$ . Cela pos\’e, il est facile
de choisir les constante $\epsilon h$ de mani\‘ere que(1)

sin $(ab-\omega)-\frac{hr_{0}}{r}$ cos (a $ t-\omega$)

soit plus grand qu’un nombre positif pour $0\leqq t\leqq e$ . Alors, il est
facile de voir que l’expression (10) ne surpasse pas

$Mr_{0}^{-\mu}\frac{d}{dt}e^{-\beta\{r.9)}$

si $M$ et $\frac{R_{0}}{M}$ sont assez grands. On en conclut $\wedge que$ la solution de
(5) telle que

$|z(r_{0})|\leqq Mr_{0}^{-\mu}e^{-\beta(r.9)}$

v\’erifie l’in\’egalit\’e

$|z(re^{i9})|\leqq Mr_{0}^{-\mu}e^{-\beta\langle r.9)}\leq-2^{\mu}Mr^{-\mu}e\triangleleft(r.0)$

pour $r=r_{0}(ht+1),$ $0\leqq t\leqq e$ . Par cons\’equent on a

$z(re^{i9})=O(r^{-\mu}e^{-\beta(1.9)})$

pour $0\leqq\theta\leqq e$ . On verra de m\^eme que cette relation est v\’erifi\’ee
pour $0\geqq\theta\geqq-e$ pourvu que le nombre positif $\dot{e}$ soit assez petit. En
revenant \‘a l’\’equation (1) nous obtenons la proposition annonc\’ee plus
haut.

Les valeurs de $\theta$ pour lesquelle cos $(a\theta-\omega)$ s’annule sont

$\omega_{k}=\frac{1}{a}(\omega+\frac{2k+1}{2}\pi)$ $(k=0, \pm 1, \pm 2, . . . .)$ .

Supposons

$\underline{\Omega}=\max(\omega_{k-1}, \Omega)<\theta_{0}<\min(\omega_{k}, \Omega^{\prime})=\overline{\Omega}$

(1) On prend par exemple $-h$ cos $\omega>\sin\omega$, et alors la conaition voulue sera remplie
si $g$ est suffisamment petit.
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et consid\’erons par exemple une solution de (1) telle que $y(re^{i0_{0}})=O(r^{-\mu})$ .
Nous dirons que l’on a

$y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$-\Omega<\arg x<\overline{\overline{\Omega}}$ , $ x\rightarrow\infty$ .

En effet, nous avons montr\’e que l’on a $y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$ \‘a l’int\’erieur

du domaine $\theta_{0}-e<\theta<\theta_{0}+e^{\prime}$ pourvu que les nombres positifs $e$ et
$\epsilon^{\prime}$ soient assez petits. D\’esignons donc par $\Omega_{0}<\theta<\Omega_{1}$ le plus grand

domaine angulaire \‘a l’int\’erieur duquel on a $y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$ . Suppo-

sons que l’on ait $\underline{\Omega}<\Omega_{0}$ . Si l’on avait $\frac{1}{y(re^{\iota 9})}=O(\gamma^{-\nu})$ pour $\theta=\Omega_{0}$

on aurait $\frac{1}{y(re^{i9})}=O(r^{-\nu})$ pourvu que $\theta$ soit un nombre assez voisin

de $\Omega_{0}$ et plus grand que lui, ce qui est absurde. Nous aurions donc
$y(\gamma e^{i9})=O(r^{-\mu})$ pour $\theta=\Omega_{0}$ . Par suite nous aurions cette relation \‘a

l’int\’erieur du domaine angulaire $\Omega_{0}-e<\theta<\Omega_{1}$ pourvu que e.soit un

nombre positif assez petit, ce qui est contraire \‘a notre hypoth\‘ese.

Par cons\’equent on a $\Omega_{0}\leqq\underline{\Omega},$
$\Omega_{1}\geqq\overline{\Omega}$. Nous arrivons donc \‘a cette

conclusion: Toute solution de l’\’equation (1) satisfait a l’une des re-
lations

$y(re^{i0})=O(r^{-\mu})$ , $\frac{1}{y(re^{i9})}=O(r^{-\mu})$

a l’int\’erieur $du$ domaine angulaire

max $(\Omega, \omega_{k-1})<\theta<\min(\Omega^{\prime}, \omega_{k})$ .

14. Il est facile de montrer qu’il existe une s\’erie

(11) $ y\sim a_{\mu}X^{-\mu}+a_{\mu*1}X^{-\mu-1}+\ldots$ . $(a_{\mu}\neq 0)$

qui satisfait formellement \‘a l’\’equation

(1) $\underline{dy}=x^{\alpha-1}\{\sum a_{j}x^{-j}+y\sum b_{j}x^{-j}+y^{2}\sum c_{j}x^{-j}\}$ .
$dx$
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D\’esignons par $\theta_{0}$ une valeur quelconque entre $\underline{\Omega}$ et $\overline{\Omega}$. Nous pouvons
d\’emontrer par la m\’ethode utilis\’ee plusieurs fois qu’une solution de
(1) telle que $y(re^{if_{0}})=O(r^{-\mu})$ est d\’eveloppable asymptotiquement en
s\’erie (11) \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{k-1}=\max(\Omega, \omega k-1)<\theta<\min(\Omega^{\prime}, \omega_{k})=\overline{\Omega}_{k}$ .
D\’esignons par $\varphi(x)$ une de ces solutions et posons

$z=\frac{1}{y-\varphi(x)}$ .

Nous obtenons

$\frac{dz}{h}=-x^{\alpha-1}\{[b(x)+2c(x)\varphi(x)]z+c(x)\}$

dont l’int\’egrale g\’en\’erale est

$z=\chi(x)\{C-\int\frac{x^{\alpha-1}c(x)}{\chi(x)}dx\}$

ou
$\chi(x)=$ exp $\{-\int x^{\alpha-1}[b(x)+2c(x)\varphi(x)]h\}$ .

On en d\’eduit le d\’eveloppement asymptotique

(12) $\chi(x)=e^{-B\langle x)}x^{p}\{\gamma_{0}+\gamma_{1}x^{-1}+\ldots.\}$ $(\gamma_{0}\neq 0)$

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire $\underline{\Omega}_{k-1}<\theta<\overline{\Omega}_{k}$ , ou $B(x)$ d\’esigne un
polynome de degr\’e $a$ ;

$ B(x)=\frac{b_{0}}{a}x^{\alpha}+\ldots$ .

Si cos $(a\theta_{0}-\omega)>0$ , on aura le d\’eveloppement asymptotique

$\chi(x)\int^{x}.\frac{x^{-1}c(x)}{\chi(x)}dx\sim\frac{\beta_{\nu}}{x^{v}}+\frac{\beta^{\nu+1}}{x^{\nu+1}}+\ldots$ . $(\beta_{\nu}\neq 0)$
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quelle que soit la limite inf\’erieure de l’int\’egration. Si cos $(a\theta_{0}-\omega)<0$ ,

on prend pour le chemin d’int\’egration la demi-droite $ x\infty$ qui fait un

angle $\theta_{0}$ avec l’axe r\’eel positif. On aura alors pour $-\chi(x)\int^{x}\frac{x^{\alpha-1}c(x)}{\chi(x)}dx$

un d\’eveloppement asymptotique de la m\^eme forme \‘a l’int\’erieur du

domaine angulaire $\underline{\Omega}_{k-1}<\theta<\overline{\Omega}_{k}$ . La solution g\’en\’erale de (1) est
donc de la forme

$y=\varphi(x)+\frac{1}{\psi(x)+C\chi(x)}$ ,

$\psi(x)$ 6tant d\’eveloppable asymptotiquement en s\’erie

(13) $\psi(x)\sim\beta_{\nu}x^{-\nu}+\beta_{\nu+1}x^{-\nu-1}+\ldots$ .

15. Etudions maintenant comment se comporte la solution de
(1) \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$|\theta-\omega_{k}|<e$ .
Consid\’erons par exemple le cas ou $k$ est un nombre pair $2m$ . Sup-

posons $r$ fixe et $\theta$ variable. On aura

(14) $\frac{dz}{d\theta}=ix^{\alpha}\{$$a(x)e-+c(x)ez^{2}\}$ .

Le module du second membre de cette \’equation ne surpasses pas

(15) $(A+CK^{2}r^{-\mu-\nu})r^{\alpha-\mu}e^{-\beta(r.9)}$

pour

$r\geqq R_{0}$ , $|z|\leqq Kr^{-\mu}e^{-\beta(r.9)}$ .
ou $R_{0}$ est un nombre positif assez grand. Puisque

$\frac{8}{8\theta}e^{-\theta(r.9)}=(p$ sin $(a\theta-\omega)+O(\gamma^{-1})$) $r^{\alpha}e^{-\beta(r.9)}$

sin $(ao_{2m^{-}}\omega)=1$ ,
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l’expression (15) est au plus \’egal \‘a

$\frac{8}{9\theta}Kr^{-\mu}e^{-\beta(r.0)}$

pour $|\theta-\omega_{2m}|\leqq e$ , $r\geqq R_{0}$ , pourvu que $K$ et $\frac{R_{0}^{\mu+\nu}}{K}$ soient assez
grands, et que $e$ soit assez petIt. On en d\’eduit qu’une solution de
(1) tell que

$y(re^{i(\omega_{2^{m}}-8)})=O(r^{-\mu})$

satisfait \‘a la relation

$y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$ pour $|\theta-\omega_{2m}|\leqq e$ .
On verra de meme que si

$y(re^{i\partial})=O(r^{-\mu})$ pour $\theta=\omega_{2m-1}+e$

on a cette relation pour $|\theta-\omega_{2m-1}|\leqq e$ , $e$ d6signant toujours un
nombre positif assez petit. En combinant ces r\’esultats avec ceux
du num\’ero 13, nous voyons que Ia solution de (1) telle que l’on
$ait^{\langle 1)}$

$y(re^{i9})=O(r^{-\mu})$

pour une valeur quelconque de $\theta$ entre $\underline{\Omega}_{2m-1}$ et $\overline{\Omega}_{2m}$ satisfait \‘a cette
relation \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{2m-2}<_{I}\theta<\overline{\Omega}_{2m+1}$ , $ x\rightarrow\infty$ .
On d\’emontre ensuite par la m\’ethode habituelle que cette solution
est d\’eveloppable asymptotiquement en s\’erie (11) \‘a l’int\’erieur de ce
domaine augulaire. Si l’on d\’esigne par $\varphi(x)$ cette solution, on a
pour la fonction

$\chi(x)=\exp\{-\int x^{\alpha-1}(b(x)+2c(x)\varphi(x))dx\}$

(1) Il n’existe qu’une telle solution car cos $(\alpha 6-\omega)>0$ pour $\omega_{m-1}<6<\omega_{2m}$ .
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le d\’eveloppement asymptotique (12) \‘a l’int\’erieur du m\^eme domaine.
La fonction

$\psi(x)=-\chi(x)\int^{x}\frac{x^{\alpha- 1}c(x)}{\chi(x)}dx$

ou le chemine d’int\’egration est la demi-droite $\overline{x\infty}$ qui fait avec l’axe
r\’eel positif un angle entre $\underline{\Omega}_{2m}$ et $\overline{\Omega}_{2m+1}$ est d\’eveloppable asympto-
tiquement en s\’erie (13) \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{2m-1}<\theta<\overline{\Omega}_{2m+1}$ , $ x\rightarrow\infty$ .

En somme, nous pouvons \’ecrire la solution g\’en\‘erale de (1) sous la
forme

$y=\varphi(x)+\frac{1}{\psi(x)+C\chi(x)}$

les d\’eveloppements asymptotiques des fonctions $\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $\chi(x)$

\’etant valables \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{k-1}<\theta<\overline{\Omega}_{k+1}$ , $ x\rightarrow\infty$ .
Nous arrivons ainsi au th\’eor\‘eme suivant.

Th\’eor\’eme 4. Soit a un entier. positif, et supposons que l’on ait
les d\’eveloppements asymptotiques (3) a l’int\’erieur $du$ domaine angulaire
(2). Alors la solution g\’en\’erale de (1) est de la forme

$y=\varphi(x,)+\frac{1}{\psi(x)+C\chi(x)}$

$\varphi(x),$ $\psi(x)$ et $\chi(x)$ \’etant d\’eveloppables asymptotiquement en s\’eries (11),

(13) et (12) \’a l’int\’erieur $du$ domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{k-1}<\arg x<\overline{\Omega}_{k+1}$ , $ x-\infty$

Remarque. Plus pr\’ecis\’ement, si $k$ est pair $\varphi(x)$ est d\’eveloppable

asymptotiquement en s\’erie (11) \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{k-2}<\arg x<\overline{\Omega}_{k+1}$ et $\varphi(x)+\frac{1}{\psi(x)}$ en s\’erie
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$ a^{\prime}-\nu^{X^{\nu}+a^{\prime}-\nu+1^{X^{v-1}+}}\cdots$ .
\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire $\underline{\Omega}_{k-1}<\arg x<\overline{\Omega}_{k+2}$ . Cette
derniere s\’erie satisfait formellement \‘a l’\’equation (1). On peut faire
une remarque analogue si $k$ est impair.

II.–APPLICATIONS

16. Nous conserverons les notations employ\’ees dans la section
pr\’ec\’edente. Soit $\eta(x)$ une fonction r\’eguliere et d\’eveloppable asympto-
tiquement en s\’erie

(16) $\eta(x)\sim x^{p}\{\eta_{0}+\eta_{1}x^{-1}+\eta_{2}x^{-2}+\ldots.\}$

(o\‘u $\rho$ est un entier)

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\Omega<\arg x<\Omega^{\prime}$ , $ x\rightarrow\infty$ .
Comme application des r\’esultats de la section pr\’ec\’edente, nous
voulons discuter la distribution des points $x$ ou $y(x)=\eta(x)$ , en sup-
posant que la s\’erie (16) ne satisfait pas \‘a l’\’equation formelle (1).

Prenons pour $\varphi(x),$ $\psi(x),$ $\chi(x)$ les fonctions d\’eveloppables asympto-
tiquement a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{k\lrcorner}<\theta<\overline{\Omega}_{k1}\sqrt{}$

’
$ x\rightarrow\infty$

$\omega k$ \’etant suppos\’e entre $\Omega$ et $\Omega^{\prime}$ . L’\’egalit\’e

$\varphi(x)+\frac{1}{\psi(x)+Cx(x)}=\eta(x)$

peut s’\’ecrire

$C\chi(x)=\frac{1}{\eta(x)-\varphi(x)}-\psi(x)$

ou encore
(17) $\zeta(x)\equiv\log\chi(x)-\log\{\frac{1}{\eta(x)-\varphi(x)}-\psi(x)\}=2n\pi i-C$
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ou $n$ d\’esigne un entier quelconque. Le premier membre de cette
\’equation est d\’eveloppable asymptotiquement en s\’erie de la forme

$\zeta(x)\sim B(x)+(p-x)$ log $ x+\zeta_{0}+\zeta_{1}x^{-1}+\ldots$ .
gr\^ace \‘a la condition impos\’ee a la s\’erie (16). D\’eterminons la s\’erie

(18) $x\sim\sqrt[\alpha]{\frac{aX}{b_{0}}}\{1+e_{1}X^{-\frac{1}{\alpha}}+e_{2}X^{-\frac{2}{\alpha}}+\ldots.\}$

de maniere que l’on ait formellement

(1.9) $B(x)+(p-x)$ log $x+\zeta_{0}+\zeta_{1}x^{-1}+\ldots.=X$ .

Si l’on restreint que les coefficients $e_{j}$ soient ind\’ependants de $X$,

cela n’est possible que dans le cas ou $ p=\kappa$ . Dans le cas $o\dot{u}p\neq\kappa$ ,

on doit supposer que $\epsilon_{j}$ soit un polynome $\cdot$ de degr\’e $j-a+1$ en
$(p-\kappa)$ log $X$ et alors cela est possible d’une seule manibre. Nous

dirons que la s\’erie (18), ou les coefficients $e_{j}$ sont ainsi choisis, est

le d\’eveloppement asymptotique de la fonction $x=\xi(X)$ d\’efinie par

l’\’equation

$\zeta(x)\equiv\log\chi(x)-\log\{\frac{1}{\eta(x)-\varphi(x)}-\psi(x)\}=X$ .

En effet, si l’on pose

$P_{n}(X)=\sqrt[\alpha]{\frac{aX}{h}}\{1+e_{1}X^{-\div}+\ldots.+e_{n}X^{-\frac{n}{\alpha}}\}$

on aura
$\zeta(P_{n}(X))-X=o(X^{-\frac{n}{\alpha}+1})$

\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

(20) $ a\underline{9}_{k-1}-\omega<\arg X<a\overline{\Omega}_{k+1}-\omega$ , $ X\rightarrow\infty$ .

Soit $\delta$ un nombre positif quelconque et supposons que

$ a\underline{\Omega}_{k-1}-\omega+\delta<\arg X<a\overline{\Omega}_{k+1}-\omega-\delta$ .
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Si le nombre positif $\sigma^{\prime}$ est assez petit, on aura

$|\zeta(z)|\leqq M|P_{n}(X)|^{\alpha}$

sur le cercle $\Gamma:|z-P_{n}(X)|=\sigma^{\prime}|P_{n}(X)|$ , $M$ d\’esignant une constante.
En remarquant que

$\zeta(x)=((P_{n}(X))+\zeta^{\prime}(P_{n}(X))(x-P_{n}(X))$

$+\frac{(x-P_{n}(X))^{2}}{2\pi i}\int_{\Gamma}\frac{\zeta(z)}{(z-x)(z-P_{n}(X))^{2}}dz$

et en supposant que $|x-P_{n}(X)|\leqq\sigma|P_{n}(X)|(\sigma<\sigma^{\prime})$ , on \’ecrit

$\zeta(x)=\zeta(P_{n}(X))+(\zeta^{\prime}(P_{n}(X))+\lrcorner)(x-P_{n}(X))$ .
On a alors

$|\Delta|\leqq\frac{\sigma M}{\sigma^{\prime}(\sigma-\sigma)}|^{1}P_{n}(X)|^{-1}$ .

Consid\’erons la fonction $\zeta(x)-X$ comme la somme de deux fonctions

$F(x)=\zeta^{\prime}(P_{n}(X))(x-P_{n}(X))$ et $f(x)=(x-P_{n}(X))\Delta+\zeta(P_{n}(XJ)-X$

et appliquons le th6oreme de ROUCH\’E. Il est maintenant facile de
voir que l’on a $|F(x)|>|f(x)|$ pour

$|X|\leqq|x-P_{n}(X)|\leqq\sigma|P_{n}(X)|-\frac{n-1}{\alpha}$

pourvu que $|X|$ soit suffisamment grand, et que $\sigma$ soit suffisamment
petit relativement \‘a $\sigma^{\prime}$ . La fonction $F(x)$ admet un seul z\’ero $P_{n}(X)$ .
Donc l’\’equation $\zeta(x)=X$ admet une seule racine dans le cercle

$|x-P_{n}(X)|\leqq R$

ou $R$ est un nombre quelconque entre $|X|^{-\frac{n-1}{\alpha}}$ et $\sigma|P_{n}(X)|$ . Cela
suffit de d\’emontrer que la s\’erie (18) repre’sente asymptotiquement la



Sur les Poin$ts$ Singuliers des \’Equations Diff\’erentielles de Riccati 213

fonction $x=\xi(X)$ d\’efinie par l’\’equation $\zeta(x)=X$ \‘a l’int\’erieur du
domaine angulaire (20).

Cela pos\’e, voyons comment se distribuent les points $x$ ou
$y(x)=\eta(x)$ . Pour les obtenir, il suffit de poser

$x=\xi(2n\pi i-\log C)$ ,

$n$ d\’esignant un entier quelconque. Si $n$ est un entier de module
assez grand, il faut et il suffit, pour que le point $2n\pi i-\log C$ soit
dans le domaine

$ a\underline{\Omega}_{k-1}+\omega+\delta<\arg X<a\overline{\Omega}_{k+1}+\omega-\delta$

que $n$ soit positif ou n\’egatif suivant que $k$ est un entier pair ou
impair. L’argument du point $x$ correspondant converge vers $\omega_{k}$ lorsque
$n$ augmente ind\’efiniment.

Th\’eor\’eme 5. Presque tous les points $x$ pour lesquels $y(x)=\eta(x)$

se $d\dot{r}s$tribuent dans les domaines

$|$ arg $ x-\omega_{k}|<\delta$ $(k=0, \pm 1, \pm 2, \ldots.)$

o\‘u $\delta$ est un nombre positif arbitrairement petit. Et ces points
s’obtiennent asymptotiquement par la s\’erie (18) en posant
$X=2n\pi i-logC_{k}$ o\‘u $C_{k}$ est une constante pouvant varier avec $k$ . et
$n$ un entier (assez $g\gamma and$ ) positif ou n\’egatif $su^{l}ivant$ que $k$ est pair
ou iinpair.

17. Nous avons suppos\’e au num\’ero pr\’ec\’edent que $C\neq 0,$ $\infty$ .
Si $C$ est $0$ ou $\infty$ , nous obtenons une.solution d\’eveloppable asympto-
tiquement \‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\underline{\Omega}_{k-1}<\arg x<\overline{\Omega}_{k+1}$ , $ x\rightarrow\infty$ ,

en une s\’erie de puissances de $x$ qui satisfait formellement \‘a

l’\’equation (1). Ces deux solutions sont appel\’ees int\’egranles tron-
qu\’ees \‘a la direction $(\omega_{k})$ . Il est clair que pour ces int\’egrales il
n’existe qu’un nombre fini de points $x$ ou $y(x)=\eta(x)$ dans le domaine
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$\underline{\Omega}_{k-1}+\delta<\arg x<\overline{\Omega}_{k+1}-\delta$ .
Une int\’egrale tronqu\’ee \‘a la direction $(\omega_{k})$ est n\’ecessairement tronqu\’ee
\‘a l’une des deux directions $(\omega_{k-1})$ et $(\omega_{k+1})$ comme on a remarqu\’e au
num\’ero 15.

$ConsId\grave{\text{\’{e}}}$rons en particulier le cas ou les fonctions $a(x),$ $b(x),$ $c(x)$

sont uniformes dans le voisinage du point \‘a l’infini. On a vu qu’il
n’existe qu’une solution d\’eveloppable asymptotiquement en une s\’erie

$ a_{\mu}X^{-\mu}+a_{\mu+1}X^{-\mu-1}+\ldots$ .
ou

$ a^{\prime}-\nu^{X^{\nu}+a^{\prime}-\nu+1^{X^{\nu-1}+}}\cdots$ .
\‘a l’int\’erieur du domaine angulaire

$\omega_{k\lrcorner}<\arg x<\omega_{k}$ . $ x-\infty$

suivant que $k$ est pair ou impair. Cette solution unique est tronqu\’ee
aux deux directions $(\omega_{k-1})$ et $(\omega_{k})$ . Nous la d\’esignerons par $y_{k- 1}$ .
Nous aurons ainsi $2a$ int\’egrales tronqu\’ees $y_{1},$ $y_{2}$ , . . . ., $y_{2\alpha}$ . Ces
int\’egrales sont distinctes en g\’en\’eral.

Th\’eoreme 6. Dans le cas o\‘u les fonctions $a(x),$ $b(x)$ et $c(x)$ sont
r\’eguli\‘eres a l’infini, les relations asymptotiques (11), (12), (13) devien-
nent des \’egaht\’es si l’une des conditions $su\dot{w}$antes sont remplies.

(i) $k$ \’etant un nombre pair, l’\’equation (1) admet une solution
$y(x)$ d\’eveloppable asymptotiquement pour

$\omega_{k}<\arg x<\omega_{k+1}$ , $ x\rightarrow\infty$

en s\’erie de Puissances $n\acute{e}gat\dot{w}$es de $x$ et cette solution est tronqu\’ee aux
directions $\omega_{k+1}$ , $\omega_{k+3}$ , $\omega_{k+2\alpha+1}$ ;

(ii) l’\’equation (1) admet une solution tronqu\’ee aux $2a+1$ direc-
tions singulieres cons\’ecutives: $\omega_{k}$ , $\omega k+1$ , . . . . , $\omega k+2\alpha$ ;

(iii) l’\’equation (1) admet une solution tronqu\’ee aux directions
$singuli\dot{e}res$ $\omega k$ , $\omega_{k+2}$ , . . . . , $\omega_{k+4\alpha}$ ; etc.

Car si l’une de ces conditions sont remplie, la solution tronqu\’ee
$y(x)$ est uniforme \‘a l’infini. Par suite elle admet le point \‘a 1‘infini
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comme point r\’egulier ou p\^ole. II suffit alors d’int\’egrer l’\’equation

lin\’eaire en $z$ que l’on obtient en posant $y-y(x)=\frac{1}{z}$ .

18. Si une fonction transcendante m\’eromorphe (ou plus g\’en\’erale-

ment une fonction admettant le point $a$ l’infini comme point singulner

essentiel isol\’e) satisfait \’a l’\’equation diff\’erentielle $du$ premier ordre

(21) $\frac{dy}{dx}=R(x, y)$

o\‘u $R(x, y)$ est une fonction rationnelle de $x,$ $y$ (ou plus g\’en\’eralement

fonction rationnelle de $y$ dont les coefficients sont des fonctions r\’e\leftrightarrow

guli\‘eres \’a l’infini), (1) doit \^etre une \’equation de RICCATI.

C’est un th\’eoreme obtenu par M. J. MALMQUIST dans son beau
m\’emoire: Sur les fonctions \‘a un nombres finis de branches d\’ePnies

par les \’equations diff\’erentielles du premier ordre. En combinant
ce th\’eoreme avec les r\’esultats obtenus jusqu’ici, nous obtenons de

diverses propositions. Nous nous contenterons seulement d’en in-
diquer un exemple.

Theoreme 7. Si une fonction m\’eromorphe $f(x)$ admettant une
valeur exceptionnelle de d\’efaut positif $y_{0}$ satisfait \‘a une \’equation drf-
f\’erentielle $du$ premier ordre (21), cette \’equation se ram\‘ene par la

transformation $y-y_{0}=\frac{1}{z}$ \’a une \’equation lin\’eaire, et $y_{0}$ est une

valeur exceptionnelle de $f(x)$ au sens de M. PICARD.
En effet, l’\’equation (21) doit \^etre celle de RICCATI. Si $y=y_{0}$ est

la solution de (21), la fonction $f(x)$ ne peut prendre la valeur $y_{0}$

qu’aux points singuliers des coefficients de $R(x, y)$ . $y_{0}$ est donc une
valeur exceptionnelle de $f(x)$ au sens de M. PICARD. Si l’on pose

$y-y_{0}=\frac{1}{z}$ . $z$ satisfait \‘a une \’equation diff\’erentielle lin\’eaire.

Supposons donc que $y=y_{0}$ n’\’etait pas une solution de (1). Si
par une transformation lin\’eaire de coefficients alg\’ebriques

(22) $Z=\frac{A(x)y+B(x)}{C(x)y+D(x)}$

(1) Acta Math., t. 36.
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$1’ 6quation(21)$ se ramenait \‘a une \’equation lin\’eaire

(28) $\frac{dz}{dx}=p(x)z+q(x)$

$g(x)=\frac{A(x)f(x)+B(x)}{C(x)f(x)+D(x)}$

serait une solution transcendante de (23) et

$h(x)=\frac{A(x)y_{0}+B(x)}{C(x)y_{0}+D(x)}$

ne serait pas une solution de (23). II est ais\’e de calculer asympto-
tiquement les points $x$ ou l’on a $g(x)=\eta(x)$ , si la fonction $\eta(x)$ alg\’e-
brique \‘a l’infini ne satisfait pas \‘a l’\’equation (23). Si l’on prend
$\eta(x)=h(x)$ , nous obtenons les points $x$ ou $f(x)=y_{0}$ . On en voit que
$y_{0}$ n’est pas une valeur exceptionnelle de d\’efaut positif. Cela est
contre l’hypoth\’ese. Donc, par la transformation lin\’eaire de coeffi-
cients alg\’ebriques l’\’equation (21) ne se ramenerait pas \‘a une \’equa.
tion lin\’eaire. Alors on pourrait trouver une transformation lin\’eaire
(22) ramenant l’\’equation (21) \‘a une des quatre formes \’etudi\’ees. Il
est \’evident que l’\’equation transform\’ee

(24) $\frac{dz}{dx}=x^{\alpha-1}\{a(x)+b(x)z+c(x)z^{2}\}$

devrait admettre 1‘infini comme point singulier irr\’egulier. $g(x)$ serait
une solution transcendante de (24) et $h^{(}x$) ne satisferait Pas \‘a1’6qua-
tion (24). On peut supposer sans perdre la g\’en\’eralit\’e que $h(x)$ est
uniforme \‘a l’inPni. Car, sinon on prendra $x^{\frac{1}{p}}$ pour variable ind\’e-
pendante, $p$ \’etant un entier positif convenablement choisi. Nous
avons discut\’e comment se distribuent les points $x$ ou $g(x)=\eta(x)$ .
En posant $\eta(x)=h(x)$ , nous obtenons les points o\‘u $f(x)=y_{0}$ . On en
voit facilement que $y_{0}$ n’est pas une valeur exceptionnelle de d\’efaut
positif. Cela est aussi contre l’hypoth\‘ese. Le th\’eor\’eme est donc
\’etabli.


