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Les points singuliers des équations de RICCATI ont été &tudiés par
P. BouTROUX dans son célébre mémoire®: Recherches sur les trans-
cendantes de M. PAINLEVE. Mais il me semble qu’il y a lieu de
préciser et compléter ses résultats en traitant systématiquement ces
équations. '

Supposons que x = o est le point singulier considéré et écrivons
I’équation de RICCATI sous la forme

(1) W — 5 {a(@) + by + @}

ou a est un entier et a(x)., b(x), c(x) sont des fonctions réguliéres a
I'infini ou plus généralement des fonctions développables asympto-
tiquement pour

Qlargr < 2, x—

(1) Ann. Ec. norm., 1913.
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comme il suit®:

2.) | a(@)~a+ax  +axr 2+ ... ...
(2b) b(x)~bo+ bzt + b2+ . ... ..
(2.) : c@)~cot+ex i +ex i ... ...

Nous démontrerons d’abord qu’il suffit de considérer seulement quatre
cas suivants:

1° a<0‘; «

2° a=0, a=c=0, b=+0;
8° =0, a=b =0, c=+0;
4° >0, a=c=0, b==0;

I

ou plus précisément que 1’on peut choisir une transformation linéaire
de coefficients algébriques

A(x)y + B(x)
C(x)y + D(x)

de maniére que l’équation transformée prenne une de ces quatre
formes. Nous appeflerons le point 2 = c« point ordinaire dans le
premier cas, point singulier régtﬂier dans les deux cas suivants et
point singulier irrégulier dans le dernier cas.

(1) Nous dirons qu’une fonction f(x) est développable asymptotiquement en une
série : L

2(@){ do+a@=1+ ax=2+....)

pour Q@ < argx < Q’, x - o lorsque la condition suivante est remplie: A un
nombre positif ¢ et un entier positif n on peut faire correspondre deux nombres
positifs M et R de maniére que la fonction f(x) soit réguliére et satisfasse &
I'inégalité

| @) =o6@) (ot az=+ .. +anz=n}| < M| e)z=n-t |

pour
lz] >R, Q+e<large <Q/—e.
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Dans le premier cas il existe une série
(3) ’ Y~a+ a1 t+apxr 2+ ......

qui satisfait formellement a 1’équation

(4) Y _ e iaix‘5+yi}bjxf+yzicjx"} .
dx 173 7-0 3=0
Le premier coefficient est arbitraire et les suivants se déterminent
d’une maniére unique®. A chaque série (8) correspond une solution
et une seule qui 'admet comme série asymptotique pour £ <argz
< &', Nous obtenons ainsi toutes les solutions de ’équation (1). Si
les fonctions a(x), b(x) et c(x) sont des fonctions réguliéres a !’infini,
la série (3) est convergente et représente la solution qui prend la
valeur ap pour & =-co. Ainsi nous retrouvons un résultat classique.

Dans le second cas, nous pouvons supposer que by n’est pas un
entier positif, en faisant, s’il est nécessaire, le changement de variables

}y— =z. Alors la solution générale peut s’écrire

1
Y(x) + Cx(x)

(5) Yy = p(x) +

ol @(x), Y(x) et X(x) sont des fonctions développables asymptotique-
ment pour £ < arg x < £2', x— oo comme il suit:
p@X)~a, e " F+a e+,
Y(x)~cx(@) logx+ By + B, mxe™> 1+ ....
x(@)~xb { Yo+ l4+.... ) .
Nous supposons ici que a,. et ¢, sont les premiers coefficients non
nuls dans les séries (2,) et (2,). La constante ¢ qui se trouve dans

le développement asymptotique de ¥ (x) est nulle dans le cas général
ou by n’est pas un entier négatif.

(1) Si ay=o, on doit prendre la série: Y ~Byx+Bo+Bx-1+....(B-1%0). Les B se
déte minent d’une maniére unique.
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»

Dans le troisiéme cas, la solution générale prend la forme

1
Y(x) + ¢ log z+ Cx(x)

y = @@+

ol @), ¥(x) et x(x) sont des fonctions développables asymptotique-
ment pour 2 <arg x <2’ comme il suit

V(@) ~Bixt+ B2+ . ...

x(x)"‘")(o'i"ylx_l'i- ceee

Dans les deux cas 2°, 3°, nous voyons que si a(x), b(x) et c(x) sont
des fonctions réguliéres a l'infini, les séries asymptotiques des fone-
tion g(x), ¥(x) et X(x) sont convergentes et les représentent précisé-
ment. |

Dans le dernier cas, on peut écrire la solution générale sous la
forme (5) ou les fonctions @(x), Y¥(x) et X(x) sont des fonctions déve-
loppables asymptotiquement pour

2k+3

_max{ 1(w 2k— 1>7rj<argx<m1n —( +
(¢=—-arg b, k=un entier quelconque)

comme il suit:
P(X) ~a, €™ + a7 L
‘I"(x)~18v“”_v+i8v+1x_v_1+ Ceee

x(@)~e B@ g { o+ oz 1+ .... },

B(x) étant un polynome de degré a:
ﬁx“

a

B(x) =

Nous supposons ici que a, et ¢, sont les premiers coefficients non
nuls dans les séries (2,) et (2,).
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Ainsi dans tous les cas on peut obtenir une expression asympto-
tique pour la solution génerale. A 1’aide de cette expression on pourra
étudier D’allure de la solution d’une équation de RICCATI dans le voi-
sinage d’un point singulier.

CHAPITRE 1
Introduction

I.—PROCEDE DE REDUCTION

1. Considérons d’abord une équation de RICCATI dont les co-
efficients sont des fonctions algébriques de la variable indépendante
z. On sais que toute solution de cette équation n’admet pas de points
critiques -ni de points singuliers transcendants a distance finie en
dehors des points singuliers des coefficients. Pour étudier comment
se comporte la solution dans le voisinage d’un point singulier x, des

coefficients, nous prenons xl = & comme variable indépendante.

_xo

Alors le point singulier que nous considérons est a l’infini. Les
coefficients étant algébrigues, ils sont développables en séries de
puissances entiéres de &7 ne contenant qu’un nombre fini de puis-

sances négatives, on p désigne un entier positif. Si l’on prend
1 . . .
t = £» comme variable indépendante, les coefficients sont méromorphes

dans le voisinage du point 4 1’infini. Nous supposons donc I’équation
de RICCATI écrite sous la forme

(1) D — 5 {alo) + by + oz} ,
ol « désigne un entier et a(x), b(x), c(x) sont des fonctions réguliéres
a linfini. En choisissant convenablement l’entier «, nous pouvons
supposer qu’un au moins des nombres a(e), b(e), ¢() ne soit pas
nul. Nous appelerons ’entier a ainsi choisi la classe de 1’équation
(1) au point # = o. Considérons d’abord le cas ou I’équation en 2

(2) o(00) 2+ b(0)a+a(=) = 0,
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que nous appellerons I’équation déterminante® de 1’équation (1) au
point ¢ = o, admet deux racines distinctes 4 et 2. Par le change-
ment de variables®

=Y~k
Y—4A

.

I’équation (1) se transforme en

(3) daz _ 2! {al(w)+b1(x)z+cl(x)z2} ,
dx
ou ai(x), bi(x) et ci(x) sont des fonctions réguheres 4 Vinfini et de

plus
al(oo) =0 s bl(oo) =':f= 0 ’ 01(00) =0. .

Considérons ensuite le cas ou I’équation déterminante (2) admet une
racine double 4;. Nous faisons alors le changement de variables®
z =y—a. L’équation (1) se transforme en (8), ou ai(x), bi(x) et ci(x)
sont des fonctions réguliéres a I'infini et de plus

al(oo) =0, b1(°°) =0, 01(00) =¥=0 .

Si la classe a est positive, désignons par u, v les ordres des zéros
x = o des fonctions ai(x), bi(x), et faisons le changement de variables
u = 2"2. L’équation (8) se transforme en

(4) % = g°*1 {az(w) + bz(x)u+cz(w)u2}, ,

(1) Supposons que «> 0 et que les deux racines de I'équation (2) soient distinctes.
Si une fonction méromorphe satisfait & ’équation (1), elle est d’ordre « et admet
deux valeurs asymptotiques »; et 34.

(2) Si ¢(0)=0, b(0)=0, un des racines, soit »,, est « et I'autre »; est a(w)/b(x). Le
changement de variables est alors z=y¢—),.

(8): Dans le cas ou }y= o (c’est-a-dire le cas ou a(e0)=0, b(c0)=0, ¢(c0)=0), le change-

. 1
ment de variables est z=7.
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ou
ax(x) = " ax(x) ,
bz(x) = b1
02(517) = ___01(:1:) .
X
Distinguons trois cas suivant que u <, >, =2y. Dans les deux

1
premiers cas nous posons 7 = —’é’—, ¢ =«2. Alors I’équation (4) se

transforme en

du

P E“‘l{aé(5)+b3(8)u +03(5)u2} (B = { 20—p sip< 2”)

2@—y)sip >2v

ou as(€), bs(&) et cs(¢) sont des fonctions réguliéres a ’infini. Dans
le premier cas on a

as(0) =0, by(e0) =0, cs()==0

et I’équation déterminante admet deux racines distinctes. Dans le
second cas on a

a3(oo) = 0 » b3(°°) :*: 0 ’ C3(00) = 0

4 moins que « ne soit égale & v. Si a=v et be(0) = 0, la classe
devient négative. Dans le troisiéme cas, nous posons 7 = v = —12"—

Si @ <y, équation déterminante admet deux racines distinctes 0 et
. Si a<v, la classe est au plus égale & a—v. Sila classe de
cette nouvelle équation est positive, et si son equatlon déterminante
admet une racine double, on répétera, en partant de cette nouvelle
équation, la méme marche exposée ci-dessus. On arrivera alors apres
un nombre fini d’opérations & une équation dont I’équation déter-
minante admet deux racines distinctes ou & une équation dont la
classe est nulle ou négative. Il suffit donc de considérer les quatre
cas suivants :
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1° «a<0;

2° a=0, a(x)=c()=0, b(ox)==0;
3° a=0, a(x)=2>b(x)=0, c(o)==0;
4° a>0, a(w)=-c(o) =0, blw)==0.

2. Faisons maintenant le changement de variables t = —910—-

L’équation transformée prend la forme

(5) YW — o1 {40) + By + Clow)

ou A(t), B(¢) et C(t) sont des fonctions réguliéres a lorigine ¢ =0,
un au moins des trois nombres A(0), B(0), C(0) étant différent de
zéro. Si a<<0, le second membre de I’équation (5) est régulier pour
t = 0. Par suite, toute solution admet le point ¢t =0 comme point
régulier ou pdle. Le point # = o n’est pas un point singulier de
I’équation (1). Dans les autres cas le point =0 est un point singulier.
Nous I’appellerons point singulier régulier dans les deux cas 2° et
3° et point singulier irrégulier dans le cas 4°. Cette dénomination
est bien d’accord avec celle que I’on emploie pour les équations
différentielles linéaires. En effet, supposons que C(0)==0, B(0) =0,
en faisant préalablement, s’il est nécessaire, une transformation
linéaire relative a y. Posons

r() dY f@rat
= 2 2 ou Y=e .
Y= @

Pour que ’on obtienne une équation linéaire

Y
de?

. dY
(6) —p(t)Tt+Q(t)Y

on doit prendre
ta+1

"™ =—Gw-
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On aura ensuite

_a+l, C'(H)_ B®)

) =—"—"%Cw O’
q(t) = —___Ag}ﬁ@ :

Le point ¢ = 0 est un point singulier régulier de (6) si «a =0 et un
point singulier irrégulier® de (6) si « <O.

Dans ce qui suit, nous supposerons seulement que les fonctions
a(x), b(x), c(x) sont développables asymptotiquement pour

Q<argx <2, x—> oo

en séries de puissances non négatives de z, et nous discuterons les
quatre cas correspondant 4 ceux qui ont été indiqué plus haut.

II.—POINTS ORDINAIRES

3. 1l est commode dans ce cas de faire le changement de vari-
ables t=—i— de sorte que le point que nous considérons est a

I’origine. Nous supposons donc que !’équation est de la forme

(1) Y () + bla)y + c@)y?
dx

ou a(z), b(x) et c(x) sont des fonctions développables asymptotique-
ment pour

(2) 32<argx<!2’, x— 0
comme il suit:

.a(w)~ao+a1x+....+anx”+....
(3) b(x)~bo+b1x+...;+bnx”+....

c@)~ctar+....+ec, 2"+ ...

(1) Dans le cas 4° I’équation déterminante admettant deux racines distinctes, I’hypo-
thése que C(0)30, B(0)=0 entraine A(0)+0.
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Soit = re® et supposons que # garde une valeur fixe entre 2 et 2.
Si I'on considére une solution quelconque de (1) comme fonction
d’une variable réelle r, elle vérifie ’équation

(4) a4y _ e {a(re"") + b(re®)y +c(re“’)y2}
dr

dont le second membre est une fonetion continue de (r, y) et remphe

la condition de Lipschitz dans le domaine ‘

0=r<s, Jyl<H

8 désignant un nombre positif assez petit et H un nombre positif
quelconque. L’équation (4) admet donc une solution et une seul qui
tend vers une valeur fiinie donnée y quand r —+0. 4 En faisant le

changement de variables y = % nous voyons de méme que I’équation
(4) admet une solution et une seule qui tend vers o« quand r —+0.
On peut aussi voir facilement que toute solution de (4) tend vers
une valeur déterminée (finie ou infinie) quand r—+0.

- Supposons ensuite que » garde une valeur fixe. Toute solution
de Péquation (1) considérée comme fonction de la variable réelle 6
vérifie I’équation

dy e Aad i 0 g
(58) ¥ =ire" {a(re™) + bire"y + o re)y?)

dont le second membre est une fonction continue dans le domaine
(6) L+e0< 92—, 0<r<s, |yl<H

e désignant un nombre positif arbitrairement petit et H un nombre
positif arbitrairement grand. Il existe done un nombre positif M tel
que le module du second membre de (5) soit au plus égale a rM.
Soient 6 et 6, deux nombres queleconques entre 2+¢ et 2'—e et con-
sidérons une solution y(x) de (1) telle que lrlﬁ)l y(re®™)=y,. Supposons
que

lwi <H, r(@—2M<H—|y).
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y(rei®) étant une solution de 1’équation (5), nous obtenons
| y(re?™) —y(re’®) | < r(2'—L2)M .

On peut en conclure que y(x) tend vers o lorsque tend vers 0 a
Vintérieur du domaine angulaire (2)® . Il en sera de méme quand

lim y(re®) = o . Nous arrivons donc a4 cette conclusion: Toute

r—->+0
solution de (1) comverge vers une valeur déterminée (finie ou infinie)

quand x tend vers 0 a Uintérieur du domaine angulaire (2). Inverse-
ment, étant domné un mombre (fini ou non), il exisle une solution de

(1) et une seule qui tend vers ce nombre quand x tend wvers 0 a Uin-
téerieur du domaine (2).

‘ 4. Etant donné un nombre 3o, il existe une série et une seule
(7) y~Bo+,81x+....+ﬁ,,x”+....

qui satisfait formellement a 1’équation

(8) %=Zanx"+y2bnm”+y220nx”.

Si I’on pose
P,(x) = Bot+Bix+.... +B.x",

z=y—(Bo+Bir+.... +B.2") = y—Pn(x) ,
on a

%Z_ = G(x) + b@)z + E(x)2?

() = a(@)+b@)Pn(@) + (@) Pa(®)’—Po(x) ,
b(x) = b(@) +2¢(x)Pa(®) , o(x) = c(@) -

(1) Nous diromns ““ 3 'intérieur du domaine angulaire Q < arga <Q/’ au lieu de dire
« dans tout domaine angulaire Q +¢<larga <Q—¢(e >0).”
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Les coefficients @(x), b(z) et ¢(x) sont donc développables asymptotl-
quement pour

(2) 2 <argx < &, x—0

comme il suit |
A(X) ~Tn " + A1 2"+ . L L
b(b)~bo+byz+ ..
c@)~c+ax+....

Nous pouvons done supposer que dans le domaine

Lres0<2-¢, ¢<8& |yl<o

le module du second membre de Péquation (1) soit au plus égal a

Ar*+Bjy|+C|lyP,

A, B, C désignant des constantes. Si I’on pose Y = Kr**!' 6 nous
obtenons

= (n+1)Kr* > Ar"+ BY + CY?

pourvu que K soit plus grand que A4 et que r soit suffisamment
petit. Par suite, la solution qui tend vers zéro quand #— 0 a 1’in-
térieur du domaine angulaire (2) satisfait & la relation

|y | < Kr™*?

pour 2+e< 02—, 0<r<8. On peut en conclure que la so-
lution de I’équation (1) qui converge vers G, quand x— 0 est dévelop-
pables asymptotiquement pour

L+elarge < L—e, |2|<R

en série (7). On peut de méme discuter la solution qui . devient in-
finie quand # — 0. Nous arrivons ainsi au théoréme suivant.
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Théoréme 1. Si les fonctions a(x), bx) et c(x) sont développables
asymptotiquement en séries (3) pour

2 <argx < 2, x— 0

toute solution est développable asymptotiquement & Uintérieur de ce
domaine angulaire en une serie de la forme

Y~Bo+Bix+.... +BnX "+ ...
ou '

y~T" Lyt
X

qui satisfait formellement & U'équation (8). Etant donnée une valeur
déterminée (finte ou infinie), il existe une solution et une seule qui
tend vers cette valeur quand x— 0 d& Uintérieur du domaine angu-
laire (2).’

5. Supposons maintenant que les coefficients sont des fonctions
régulieres a origine et soit @(x) la solution développable asymptotique-
ment en série (7). Supposons que ¢ garde une valeur quelconque
mais fixe. Les fonctions de la variable r: ¢(re) et @(ret®?) ad-
mettent le méme développement asymptotique. Elles doivent donc
coincider et la solution ¢(x) est uniforme. On en conclut que la
solution est réguliere en =0. De méme, la solution qui devient
infinie pour « = 0 admet ce point comme pole. Les séries asympto-
tiques correspondantes convergént et représentent ces solutions. Nous
retrouvons ainsi les résultats bien connus.

CHAPITRE 11
Points Singuliers Reéguliers
I.—CAS GENERAL

6. Nous supposons ici que le point singulier est a Porigine et
écrivons I’équation sous la forme
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(1) W a(x) +b@)y + c(x)y? ,
dx

ou a(x), b(x) et c(x) sont des fonctions réguliéres et développables
asymptotiquement a I’intérieur du domaine angulaire

(2) Q<argx < 2, Z— 0
comme il suit
a(X)~ 0, 7" +a, 2"+ L. >0, a,+0),

(3) bx)~bo+bjx+boa®+. ... (bo==0) ,

c@)~ec, 2"+ eyt i+ . ... >0, ¢0).

Nous voulons montrer que si || <,u , il existe une solution de (1)
et une seule telle que '

y(re’®) = O(r+)

a l’intérieur du domaine angulaire (2)®.  Supposons d’abord que 6
garde une valeur queleconque mais fixe. Une solution de (1) considérée
comme fonction de r satisfait a 1’équation

Z_g - %.i {a(re®) +bre®)y + c(re)y?) .

Le module du second membre de cette équation est au plus égal a

%{Ar"+BIyl+Cr"|yl2}
A, B et C désignant des constantes positives. Si 1’on prend une
constante K positive et assez grande et si I’on pose Y = Kr* on aura

ay _ K'r“,*1>l {Ar“+BY+ CrY Y2} .
dr r

(1) Cela signifie que quelque petit que soit le nombre ¢ on peut trouver deux nombres
positifs 8, K tels que
[y@) | < Krt pour Q+ce<argz<Q —e, lz| K8,
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On en conclut qu’il existe une solution y(x) de (1) telle que
| y(re®®) | < Kr* .

Supposons qu’il existe deux telles solutions yi(x) et yo(x). Leur
différence u(x) = yi(x)—y2() considérée comme fonction de la seule
variable r satisfait a 1’équation linéaire

du _ é°(

=L lb(ry-ei*’) + c(re’) (yl(”'eie) + yx(re”’) )}u .

Cette équation n’admet pas de solution non identiquement nulle et
telle que |u| < Kr*. Par suite les deux solutions n(x) et y2(x)
coincident. '

Supposons ensuite 7 fixe et 6 variable. La solution de (1) con-
sidérée comme fonction de la variable ¢ satisfait a 1’équation

d . f i ) i
W {atre™)+brey +olre W}

Quelque petit que soit le nombre positif ¢, on peut lui faire corres-
pondre les constantes A, B, C et 8 de maniére que le module du
second membre de cette équation ne surpasse pas

Art+Bly|+ClyP

dans le domaine 2+e<0L 2 —¢, o<r<s. Soit 6, un
nombre entre 2+¢ et £'—e, et soit y(x) la solution de (1) telle
que

yY(re*o) = O(r*)
ou

| y(ret®) | < Kr*

pourvu que 7 soit assez petit. Prenons un nombre suffisamment
grand L, et posons

Y=(K+L|60—6])r" .
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Nous aurons alorst®?

sgn (0—6) = Lr* > Ar*+ BY + CY?

dy
d

pourvu que BIG—001<%, 0=r<35, & étant assez petit. On

aura donc |y(re?®) | < Lr* pour

0<r<s, Ble~eoy<%, Qre<O0< O—e.

On peut en conclure facilement que ’on a
y(re?) = O ()

a l’intérieur du domaine angulaire (2).

7. On verra facilement que si by n’est pas un entier au moins
égal a u il existe une série et une seule

(4) Y~y @+ ey @+ ... (a, == 0)

qui satisfait foremellement a 1’équation

, x% = >1a;+y 207+ > e .

Pour démontrer qu’il existe une solution de (1) et une seule dévelop-
pable asymptotiquement en série (4) & 'intérieur du domaine angul-
aire (2), nous posons

,Pn_l(x) = aux“+au+1x”“+ e e e +an_1x”*1 ,

2=y—Pn.(2).

Nous obtenons alors

(5) 2% — G(x)+ b(x)z+3(x) 2.,
dx

(1) sgnxz=+1 ou —1 suivant que x>0 ou < 0.
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ou
a(z) = a(x) + b(@) Ppa(x) + c(2) Ppa(2)*— P —1(x)
~ O+ Ap 12"+ ...,

b(x) = b(x) + 2c(x) Pr-1(x) -
~bo+ 1@+ ...

@) = clr)~c,x*+ eyt +.. ..

Si done » > |bo|, I’éqation (5) admet une solution et une seule
telle que

z(re”) = O(r™)

a l’intérieur du domainé augulaire (2). Désignons-la par
Pna(®)— Pra() . ¢n(x) est une solution de (1). Par conséquent,
si #>|bo|, 1’équation (1) admet une solution et une seule telle que

y(re®®) = Pu(x) + O(r™)

a Pintérieur du domaine angulaire (2). C’est la fonction définie plus
haut. Soit m >>n. Nous aurons alors

Prns@) = Prs() + O(r™)
= Pn_1(®) +O(™) .

@m-1(x) coincide donc avec @,1(x) quelque grand que soit l’entier
positif m. Nous arrivons ainsi a4 la proposition annoncée au début
de ce numéro.

Si bo est un entier au moins égal a p, il suffit de considérer au
lieu de (1) I’équation

x(—iz— = —a(x)z?—b(x)z— c(x)

dx

que 1’on obtient en posant z = % .



194 : M. Hukuhara

8. Soit @(x) la solution de ’équation (1) développable asympto-

tiquement en série (4), et posons

_ 1
i y— @(x)
Nous aurons alors
xgg = — [b(x) + 20(w)<p(x)] z—c(x) .

En intégrant cette équation nous obtenons

-( 2@ gy o 4 (22 gy
z=—e 7 s ®

c(ﬂv)—dﬁ ,
x

ou
p@) = +b(®) + 2¢(x)p(x)
~+ b+ DX+ D2+ . ...

Par suite on aura en général z=++Cy, Y et y étant dévelop-
pables asymptotiquement pour (2) comme il suit '

(6) e ~x-b0{%+%x+ .} (vo==0)

(7) "I"~Bvxv+6v+1xv+l+~°" (Bv=‘=0) ’A

ou C désigne la constante arbitraire. . Si —b, est un entier au moins
égal 4 v, la fonction 4 prend la forme

(8) ' PY~cXlogx+B, 2"+ L2’ 1 +....
BV:FO Si —bo>v )
8, =0, ¢c0 si—b=p/’

ou ¢ désigne une certaine constante. La solution générale s’écrit
done '

(9) y=gp— 1
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Les fonctions @, v, x étant développables asymptotiquement a
I’intérieur du domaine angulaire (2) comme nous I’avons déja indiqué.

Théoréme 2. Si les coefficients a(x), b(x), c(x) sont développables
asymptotiquement a Uinterieur du domaine angulaire (2) en séries (3)
et st bo m’est pas un entier au moins égal a¢ w, ou au plus égal a —v,
la solution générale s’écrit sous la forme (9), @, ¥, x étant dévelop-
pables asymptotiquement o Uintérieur du domaine angulaire (2) en
séries (4), (6), (7). Si by est un entier au plus égal ¢ —v, la solution
géenérale prend aussi la méme forme (9), @ et x étant développables
asymptotiquement a Uintéerieur du domaine angulaire (2) en seéries (4),
(6). Mais le développement asymptotique de la fonction ~ prend la
Jorme (8).”

Remarque 1. Si b n’est pas un entier au moins égal a4 u ou au
plus égal & —y, il existe deux séries

y~d_,xV+ad a2+ ... tatde+ ...,

qui satisfontrformellement a I’équation

x% = Sla;ei+y S b+ S e
Il existe deux solutions développables asymptotiquement en ces séries,
ce sont les solutions correspondant aux valeurs « et 0 de la con-
stante d’intégration C.

Remarque 2. Si les coefficients a(x), b(x), c(x) sont uniformes
dans le voisinage de x = 0, c’est-a-dire réguliers a l’origine nous
verrons comme dans la section précédente que la solution @(x) est
réguliére & l'origine. Par conséquent la relation (4) ainsi que les
autres relations asymptotiques deviennent des égalités.

I11.—CAs SPECIAL

9. Considérons maintenant le cas ou les coefficients a(x), b(x),
c(x) de ’équation
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(1) x%x?i — a(x) +b(@)y + o(@)s?

sont des fonctions réguliéres et développables asymptotiquement a
P’intérieur du domaine angulaire

(2) Q <argx < &, x—0,
comme il suit:

a(@)~a, " +a, 2" +.... (>0, a,==0)

(8) b@)~b,x*+ b, 8" +.... (>0, bu=k0)
c(@)~co+eax+.... (co=E0).

Supposons, comme nous ’avons fait plusieurs fois, que ¢ garde une
valeur fixe entre £ et 2’. La solution y de (1) considérée comme
fonction de r satisfait a 1’équation

(4) : rﬂ = ¢*® { a(re®) + b(re*®)y + c('re‘"’)y*} .
dr

Si r est suffisamment petit, le module du second membre de cette
‘équation est au plus égale a

Ar*+Br¥|y|+Clyl?.

Si ’on pose Y = Kr* (p.K > A), on aura

r2Y

ar = puKr* > Ar*+Br' Y+ CY?

pourvu que 7 soit suffisamment petit. On en conclut que 1’équation
(4) admet une solution telle que

y=0(@").

Or, il est facile de voir qu’il n’existe qu’une telle solution. Donec,
quel que soit le nombre 6 entre 2 et £’, I’équation (4) admet une
solution et une seule telle que ¥y = O(*).
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Supposons ensuite r fixe et @ variable. On aura alors

d . i ( ‘i i ‘
(5) —d—Z— =1 {a(re ®) + b(re*®)y +c(re °)y2} .

Soit 6, une valeur quelconque entre 2 et 2’ et considérons la solution
de (1) telle que

yY(ret®) = O(r*) .

On a
| y(re®™) | < Kr*

pour 0 <<r <3, 5 désignant un nombre positif assez petit. Le module
du second membre de ’équation (5) ne surpasse pas
{A+BLr*+ CL?r*}r*

.

siZr<s, |y Lrt, 2+e0< 82—, A,‘ B, C étant des con-
stantes. On peut choisir § et L de maniere que l’on ait

(2'—9) { A+ BL8 +CL?$*) +K<L.
Par conséquent ]y("re"“) | <I;'r‘* pour
r<s95, -Q+e<9<.9'—e.
L’équation admet donc unévsolution et une seule telle qlie |
y(x) = O(r*)
a l’intérieur du domain'e angulaire (2).
10. Il est facile de voir qu’il existe une série
| (6) Y~ap 2 tay 12"+ ... (a=0)
qui vérifie formellement a 1’équation

ngg = Eanx"+y2bnx"+y22cnw’-‘ .
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Posons
Poy(x) =a,x*+.... +¢Jzn_1£¥>,"”1 .
2= y—P, (@) -

On aura alors

(7) 292 — a(x) + Be)z+ @) ,
dx

ou
a(z) = a(@) + b(@) Puis(®) + c(@) Pr1(@)*— P, (2) |

~dnwn+an+1xn+]+ LI Y

b(x) = b(x) +2c(%) Pr1(x)
~51x+32w2+ ceese

e(x) = c(x)~co+crx+....

L’équation (7) admet une solution et une seule telle que z(re®)=0(r")
a Dintérieur du domaine angulaire (2). Désignons-la par @u-1(x).
Alors '

Yy = P, iz—](x) +¢n—l(x)
est la solution de (1) telle que y = O(r*) 4 P’intérieur du domaine

angulaire (2). Cette solution est donc développable asymptotiquement
en série (6) a 'intérieur du domaine angulaire (2).

11. Désignons par @(x) la solution développable asymptotique-
ment en série (6), et posons

g=_1
y—p(x)
Nous aurons alors
2% = [ b(e) +20@)p(@) |2—el@) .

dx
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En intégrant cette équation, nous obtenons

2= ca—sﬁg)—'mjes¥IJMC(96)%;£ ,
ou
p(x) = b(x) + 2¢(x) ()
~X+ P+ o
Par suite
z = () + o log 2 + Cx(x)
ou
(8) x@~vt+mnze+t.... (n=0)
(9) Y(Z) ~B1x + B P+ . . ..

En revenant & I’équation (1), nous voyons que la solutions générale
est

(10) y = ola) — 1

V() +eologx + Cx(@)

Théoréeme 3. Si les coefficients a(x), b(x), c(x) sont développables
asymptotiquement en series (3) ¢ Uintérieur du domaine angulaire (2),
la solution gémérale de (1) prend la forme (10), ¢(x), ¥r(x) et x(x) étant
développables asymptotiquement en séries (6), (8), (9) a Dintéerieur du
domaine angulaire (2).

Remarque. Nous voyons, comme dans la section précédente, que
si les fonctions sont réguliéres & l’origine, les relations asymptotiques
deviennent des égalités.

CHAPITRE II1
Points Singuliers Irréguliers
1.—DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

12. Nous considérerons dans cette section le cas de I’équation
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(1) % = g*1 {a(x) +b(w);q+ c(x)yz} ‘

ol « est un entier positif et a(x), b(xr) et c(x) sont des fonctions
réguliéres et développables asymptotiquement a I’intérieur du domaine

angulaire
(2) 2 <argx < 2, X — oo,

comme il suit:

@)~ + 0@ ... (W0, a,==0),
(3) { bx)~bo+baxl+.... Go0),
c(@)y~c,xV+ ey a1+, . >0, c¢,+0).

Si ’on pose

{ 2* (@) da
(4) y = ze :
on a
. - a:a_lb(x)dx xa—lb(a:)dz
(5) % = x“‘l{a(x)e f +c(w)es . 22} .

Posons x = reé’® et supposons comme d’habitude que 6 garde une valeur
fixe entre £ et £’. La solution de (5) considérée comme fonection de
r vérifie ' '

dz

- S x“—lb(m)dm S %" 1p (x)dx
= zz}
dr

= g1 {a(x) e o+ c(x)e

(6)

Si ’on pose
B, 6) = R([2"b(x) d)

et 'on désigne par A, C des consatantes plus grandes que |aul, [ ev],
le module du second membre est au plus égal a

(7) (A + CK2r—*—v)pe—+—1g—b(r0).
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dans les hypothéses que

et que r == Ry, Ro étant un nombre suffisamment grand. Il est évident
que l’on a®

C B, 6) = P cos (ab—w) + O(r*)
a

-2 gl 6) = pr*~! cos (af—w) + 00

—a—aéﬂ(r, 6)‘ = —pr® sin (@@ —w) + O(r*™)
ou ’on a posé by = pei*. Pour étudier si ’équation (6) admet une
solution telle que (8) nous devons distinguer trois cas suivant que
la valeur cos (e@—w) est positives, négative ou nulle.

1° Le cas de cos (a0—w) > 0. Puisque

—;);r“‘_‘ et = — ppo—r—l [cos (af—o) + O(’r—l)] et ®

I’expression (7) est moindre que

oar

pourvu que pK cos(af—w) > A et que R, soit assez grand. L’équa-
tion (6) admet donc une solution telle que (8). S’il existe deux telles
solutions 21, 2z, leur différence u = z;—z2 satisfait a I’équation

. . 2* " lp(z)dw
g e x"“c(ac)es (z1+2z)u .
dr o ‘
On ‘en verra sans peine que u doit &tre identiquement nulle. En
revenant 3 V’équation (1) nous voyons qu’il existe une solution et une

(1) Sia=1, on doit remplacer O(r*-1) par O (log 7).
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seule telle que

y(re*) = O(r—)

pourvu que 6 soit une valeur fixe (mais quelconque) pour laqiielle
cos (a8—w) > 0.

2° Le cas de cos(af—w) <<0. Soit e un nombre positif moindre

C

que —-—Lp cos (@d—w). On verra sans peine que ’expression (7) est
moindre que ‘

8’)’;or+v a /r"‘IL e'_B(rv 9)
ar

pour r =170, K =ere**", si o= Ry, Ry, étant un nombre assez grand.
Donc la solution de (6) qui prend une valeur moindre que

erov e‘-’ﬂ(?‘o . 9)

en module satisfait & I’inégalité (8). En revenant a I’équation (1)
nous obtenons cette proposition: La solution de (1) telle que

| y(roe™®) | < ero® (r0o = Ry)
satisfait & la relation

[y(re®) | = O(—)

ou ¢ désigne un nombre positif assez petit et R, un nombre positif
assez grand.

Le cas de cos (qa—-m) = 0 sera discuté plus loin.

En combinant les deux propositions obtenues tout a I’heurs, nous
arrivons immédiatement 4 cette conclusion:

Dans le premier cas, Véquation (1) admet une solution telle que
y(@re®) =0(r"), et les autres solutions satisfont & la relation

‘——"‘y(;eie) = O(r="). Dans le second cas, I’équation (1) admet une solution

telle que R?é—“) = O_(r“‘) et les autres solutions satisfont a la relation
Ylre®) = O(r=").
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13. Soit cos (abo—w)F0 et considérons par exemple la solution
satisfaisant 4 la relation

y(re?®) = O(r=) .

Nous voulons montrer que si e est un nombre positif assez petit, on a
la relation

y(re®) = O(r)

pour |6—6,|<e. En prenant e *%x pour variable indépendante
nous pouvons supposer 8, = 0 sans perdre la généralité.

Posons z = re® = ro(ht+1) ¢, et supposons 7o, h fixes et ¢
variable. L’équation (‘5) devient alors

dz A h . - { " o § b2 dz 2}
(9) _d?_.(z+ 1+ht>x la(x)e +c(x)e 223 .

Soient A et C des constantes plus grandes que |a.| et |e | re-
spectivement et soit R, un nombre positif assez grand. Le module
du second membre de 1’équation (9) ne surpasse pas

(10) (1+ - _”l"l le)(A )t OM o it et

si

[t <e, 70=Ry, |2|<Mry*te®?.
D’autre part, on a

a

629 = pr [sin (at—a) — 7 cos (at—a) + 06—} .
dt l r .

Puisque

1—e|h] <-T-<1+eihl,



204 : M. Hukuhara

nous pouvons supposer 'que L< 'r" <2 Cela posé, 1l est facile

de choisir les ‘constante ¢, A de maniére que‘”

h'ro
r

sin (at—w) — cos (a t—w)

soit plus grand qu’un nombre positif pour 0 <¢<e. Alors, il est
facile de voir que I’expression (10) ne surpasse pas

— d _
MT P'__e 8(r, 9)
P

si M et % sont assez grands. On en conclut que la solution de

(5) telle que
|20 | < My =20
vérifie ’inégalité
| 2(re*®) | < Mry e < 2* My—+ =59
pour 7 = 7'0(kt+1)s 0<t<e. Par conséquent on a
2(re®) = O(r+e-t 9) *

pour 0<6<e On verra de méme que cette relation est vérifice

pour 0 =6 =>— e pourvu que le nombre positif ¢ soit assez petit. En

revenant a 1’équation (1) nous obtenons la propos1t10n annoncée plus

haut. '
Les valeurs de @ pour lesquelle cos (af—w) s’annule sont

=l(a,+2’“+1w k=0, £1, £2, ....).
a 2 . . - :

Supposons
{2 = max.(a)k_l s .Q) <00 <min (wk ’ .Q’) = g

(1) On prend par exemple —Fh cos w>> sin », et alors la condltlon voulue sera remplie
si ¢ est suffisamment petit.
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et considérons par exemple une solution de (1) telle que y(reo)=0(r*).
Nous dirons que ’on a

y(re*®) = O(r™)
a P’intérieur du domaine angulaire
{2<argw<!"2, % — oo,

En effet, nous avons montré que Pon a y(re*) = O(r™*) a Pintérieur
du domaine 6— e <6 < 6o+’ pourvu que les nombres positifs ¢ et
¢’ soient assez petits. Désignons donc par 2, <6 < £ le plus grand
domaine angulaire & Pintérieur duquel on a y(re®) = O(r™"). Suppo-

AP _ 0
) = O(r~") pour @ 0

= O(r~") pourvu que 0 soit un nombre assez voisin

sons que P’on ait £ <{£. Sil'on avait

. 1
on aurait Jred) |
de 2, et plus grand que lui, ce qui est absurde. Nous aurions donc
y(re?®) = O(r~*) pour 6 = 2. Par suite nous aurions cette relation a
I’intérieur du domaine angulaire £,—e <0 < £ pourvu que ¢ soit un
nombre positif assez petit, ce qui est contraire & notre hypothese.
Par conséquent on a 2, <2, 2,>> 2. Nous arrivons donc a cette
conclusion : Toute solution de U’équation (1) satisfait a Uune des re-
lations ‘

1
Y(re®)

y(re®) = O(r™), = O(r™)

a Dintérieur du domaine anguldire
max (2, wp—1) < § < min (£, o) .
14. 1l est facile de montrer qu’il existe une série
(11) Y~a, " +ag¢1x‘";‘+ ceen (a, == 0)
qui satisfait formellement a I’équation

Ay _ - —3 —d —3
(1) vd;—a; l{}_‘]a,-ac +y S bix7+ Yy >l o }
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Désignons par 6, une valeur quelconque entre 2 et 2. Nous pouvons
démontrer par la méthode utilisée plusieurs fois qu’une solution de
(1) telle que y(rei%) = O(r~*) est développable asymptotiquement en
série (11) & I’intérieur du domaine angulaire

-gk_l = max (.Q, a)k_1) < 0 < min (.Q', a')k) = -ék .

Désignons par @(x) une de ces solutions et posons

- 1
y—ok)
Nous obtenons
L2 - —a={[6@)+ 2@} @) s + ot )

dont l’intégrale générale est

z_x(x)fc j x("m(;”) dx}

(@) = exp {—fxa-l[b(x) +2c(x)<p(x)]dx} :
. On en déduit le développement asymptotique

12) . x(x) = ™ B® mp{'YO'l"‘le_l +... ) (vo 3= 0)

a l'intérieur du domaine angulaire £,_,< 0 <2, ou B(x) désigne un
polynome de degré a:

B) = Yot ..

a

Si cos («fo—w) >0, on aura le développement asymptotique

(x)j x c(w)dx~§“+’8y+l+.... (8, == 0)
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quelle que soit la limite inférieure de I’intégration. Si cos (afo—w)<0,
on prend pour le chemin d’intégration la demi-droite xoo qui fait un

I |
angle 6, avec I’axe réel positif. On aura alors pour —X(x) s r x(;()x)dx

un développement asymptotique de la méme forme a Dintérieur du
domaine angulaire £, <0< %2,. La solution générale de (1) est
donc de la forme

1
V(@) + Cx(®)

y = o) +

Y(x) étant développable asymptotiquement en série

(13) @) ~By ™+ By L

15. Etudions maintenant comment se comporte la solution de
(1) & Yintérieur du domaine angulaire

[0—or| <e.

Considérons par exemple le cas ou k est un nombre pair 2m. Sup-
posons r fixe et 6 variable. On aura

. ~{2* b da 21 (x)dx
(14) %%:ix“{a(w)e S ! +c(oc)es e z2} .

Le module du second membre de cette équation ne surpasses pas
(15) (A+ CK2r—*Y)pr* et ®

pour

r=Ro, 2| < Kr+e 0,

ou R, est un nombre positif assez grand. Puisque

—a%e“""" N = (p sin (af —ow) + O(r‘l))r"e*""' 9

sin (awem—») =1,
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I’expression (15) est au plus égal &

8 Ky et
30 .

) m+Vv
pour |0—wwm|<e¢, r=R,, pourvu que K et E}? soient assez

grands, et que ¢ soit assez petit. On en déduit qu’une solution de
(1) tell que

Y(re’m=) = O(r+)
satisfait a4 la relation
yre®) = O(r™)  pour |O0—wmm|=<ce.
On verra de mém.e que si
y(re®) = O(r—) pour 6O = wom_1+e

on a cette relation pour |0—womi|<e, e désignant toujours un
nombre positif assez petit. En combinant ces résultats aveec ceux
du numéro 13, nous voyons que la solution de (1) telle que 1’on
ait®

y(re”) = O(r)

pour une valeur quelconque de @ entre Lom—1 et 2om satisfait & cette
relation & I'intérieur du domaine angulaire '

om—2 <\0 < ‘§2m+1 » X — o .

On démontre ensuite par la méthode habituelle que cette solution
est développable asymptotiquement en série (11) a 1’intérieur de ce
domaine augulaire. Si ’on désigne par ¢(x) cette solution, on a
pour la fonction

x(x), = exp {— S x"“l(b(x) + 2¢(x) () )dx}

(1)‘ Il n’existe qu’une telle solution car cos(a8—w)> 0 pour wem-; <0< wem
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le développement asymptotique (12) & I’intérieur du méme domaine.
La fonction
z x*le(x)
r) = —Xx(x) | ——dx
¥(x) @ | )
ou le chemine d’intégration est la demi-droite xco qui fait avee I’axe

réel positif un angle entre 2, et Zom+1 est développable asympto-
tiquement en série (13) a P’intérieur du domaine angulaire

g2m—1<0<§2m+1, x —> oo .

En somme, nous pouvons écrire la solution générale de (1) sous la
forme

1
V(@) + Cx()

Y= @)+

les développements asymptotiques des fonctions @(x), ¥(x) et ()
étant valables a ’intérieur du domaine angulaire

gk—1<0<§k+1, x— oo,

Nous arrivons ainsi au théoréme suivant.

Théoréeme 4. Soit a un entier positif, et supposons que l'on ait
les développements asymptotiques (3) a lintérieur du domaine angulaire
(2). Alors la solution générale de (1) est de la forme

1
(@) + Cx(x)

Y = @) +

@), Y(x) et x(x) étant développables asymptotiquement en seéries (11),
(18) et (12) o lVintérieur du domaine angulaire

-Qk—1<al‘gx <3§k+1 ’ X — o,

Remarque. Plus précisément, si k est pair o(x) est développable
asymptotiquement en série (11) a P’intérieur du domaine angulaire

Do <argx < 2xa1 et @)+ 1 en série

()
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4 Dlintérieur du domaine angulaire 2,1 <largz <Z.2. Cette
derniére série satisfait formellement a I’équation (1’). On peut faire
une remarque analogue si k est impair.

II.— APPLICATIONS

16. Nous conserverons les notations employées dans la section
précédente. Soit n(x) une fonction réguliere et développable asympto-
tiquement en série

(16) n(x) ~2* { T+ M+ R+ . ... )
(ot p est un entier)

a P’intérieur du domaine angulaire
2 <argx < 2, x— oo,

Comme application des résultats de la section précédente, nous
voulons discuter la distribution des points « ou w(x) = n(x), en sup-
posant que la série (16) ne satisfait pas a 1’équation formelle (1’).
Prenons pour o(x), (x), x(x) les fonctions développables asympto-
tiquement a l’intérieur du domaine angulaire

g’c—1<6<!§k41) X —> >

o étant supposé entre 2 et 2. L’égalité

1 _
P@) + V(@) +Cx(x) @)

peut s’écrire

1
e e A

ou encore

A7) @) =log x(x)—log{ ——\[r(x)} = 2nmi—C

1
7(x) — p(2).
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o1 7 désigne un entier quelconque. Le premier membre de cette
équation est développable asymptotiquement en série de la forme

C(x)~B(x)+(p—x) log x+ Lo+ Cro .. ..

grice 4 la condition imposée a la série (16). Déterminons la série
 JaX 4 ot
(18) x~~/70~{1+s1X +eX +}

de maniére que 1’on ait formellement
(]9) B(oc)+(p—x) log x+C+Cax i+ ... = X.

Si on restreint que les coefficients ¢ soient indépendants de X,
cela n’est possible que dans le cas ou p =« . Dans le cas ou p=F«,
on doit supposer que ¢ soit un polynome de degré j—a+1 en
(p—=«) log X et alors cela est possible d’une seule maniére. Nous
dirons que la série (18), ou les coefficients ¢; sont ainsi choisis, est
le développement asymptotique de la fonction = = £ (X) définie par
I’équation

L) =log X(w)—log{m—«p(x)} =X.

En effet, si ’on pose

on aura
s |
C(Pu(X))—X=0(X ° )
a l’intérieur du domaine angulaire
(20) a.gk_l——w < arg X< a§k+1——w , X— oo .

Soit 8 un nombre positif queleonque et supposons que

a{?k_l—w—l-S <arg X < aPe—o—3> .
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Si le nombre positif o’ est assez petit, on aura .
€@ | < M|Pu(X) "

sur le cercle I': | 2—P,(X) | = o' | P.(X)|, M désignant une constante.
En remarquant que | '

(@) = ¢(Pu(X))+ ¢ (Pu(X))(z—Pa(X) )

4 @—=PuX))? j' £(2)
27 r (2 —2)(z— Pn(X))?

et en supposant 'que [2—Pu(X) | Lo | PiX)| (e <o'), on écrit
() = C(Pu(X)) + (¢'(Pu( X)) + d) (2—Pu(X) ) .
On a alors

4l <—"M _p.(x)| .

(6’ —0)
Considérons la fonction ¢(x) - X comme la somme de deux fonctions
F@) = '(Pu(X))(#—Pu(X)) et f@) = (2—Pu(X))d+¢(Pu(X)) —X

et appliquons le théoréme de ROUCHE. Il est maintenant facile de
voir que ’on a [ F(x)| > |f(x)] pour :

-1

X" < |e—PuX)| <o |PuX)|

pourvu que | X| soit suffisamment grand, et que o soit suffisamment
petit relativement a ¢’. La fonction F(x) admet un seul zéro P,(X).
Donc I’équation ¢(x) = X admet une seule racine dans le cercle

n-1

ou R est un nombre quelconque entre | X !— * et o|Pu(X)|. Cela
suffit de démontrer que la série (18) représente asymptotiquement la
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fonction x = £(X) définie par 1’équation &(x) = X a Dintérieur du
domaine angulaire (20).

Cela posé, voyons comment se distribuent les points = ou
y(x) = n(x) . Pour les obtenir, il suffit de poser

x=&2nmi—logC),

n désignant un entier quelconque. Si % est un entier de module
assez grand, il faut et il suffit, pour que le point 2nmi—Ilog C soit
dans le domaine

a{_)k_4+co+8 < arg X< a§k+1+ ©w—0

que 7 soit positif ou négatif suivant que k& est un entier pair ou
impair. ‘L’argument du point x correspondant converge vers w; lorsque
n augmente indéfiniment.

Théoreme 5. Presque tous les points x pour lesquels y(x) = n(x)
se distribuent dans les domaines

jarg r—ep | <8 k=0, £1, £2,....)

o% & est un mnombre positif arbitrairement petit. Et ces points
s’obtiennent asymptotiquement par la série (18) en posant

X =2nmi—log C, ou Ci est une constante pouvant varier avec k, et
n un entier (assez grand) positif ou neégatif suivant que k est pair
ou fmﬁair.

17. Nous avons supposé au numéro précédent que C=0, o .
Si C est 0 ou o, nous obtenons une -solution développable asympto-
tiquement a I’intérieur du domaine angulaire '

gk—l<argx<§k+l, Xr — oo,

en une série de puissances de «x qui satisfait formellement a
Péquation (1’). Ces deux solutions sont appelées intégranles tron-
quées a la direction (o). Il est clair que pour ces intégrales il
n’existe qu’un nombre fini de points x o y(x) = 7(x) dans le domaine
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Q1+ 8 <argx < 2xa—38.

Une intégrale tronquée a la direction (o) est nécessairement tronquée
a I'une des deux directions (wr-1) et (wx+1) comme on a remarqué au
numéro 15. '

Considérons en particulier le cas ou les fonctions a(x), b(z), c(x)
sont uniformes dans le voisinage du point & P’infini. On a vu qu’il
n’existe qu’une solution développable asymptotiquement en une série

@t a4 L
ou
a’—yxv+a,_y+lxv—1+ o o e

a Pintérieur du domaine angulaire
wr_1 < arg * < o , X —

suivant que k est pair ou impair. Cette solution unique est tronquée
aux deux directions (wz—;) et (wx) . Nous la désignerons par yi-i .
Nous aurons ainsi 2« intégrales tronquées y:, Y2, ---., Y2u. Ces
intégrales sont distinctes en général.

Theéoréeme 6. Dans le cas o les fonctions a(x), b(x) et c(x) sont
regulieres a Uinfini, les relations asymptotiques (11), (12), (18) devien-
nent des egalités st 'une des conditions suivantes sont remplies.

(i) k étant un nombre pair, P’équation (1) admet une solution
y(x) développable asymptotiquement pour

wr < arg x < wk:1 x — oo

en série de puissances négatives de x et cette solution est tronquée aux
d’irections Ok+1y Ok+3, ceeey Fi2a+l,

(i) Pequation (1) admet une solution tronquee auxr 2u+1 direc-
tions singuliéres consécutives: i, ©ksls oo, ©Oks2a)

(iii) PVéquation (1) admet wune solution tronquée aux directions
singuliéres i, o2, Ceeeey Opesa;  ele.

Car si I'une de ces conditions sont remplie, la solution tronquée
y(x) est uniforme a l’infini. Par suite elle admet le point & 1’infini
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comme point régulier ou pdle. Il suffit alors d’intégrer 1’équation

linéaire en z que ’on obtient en posant y—y(x) = % .

18. Si une fonction transcendante méromorphe (ou plus géenérale-
ment une fonction admettant le point a l'infini comme point singulier
essentiel isolé) satisfait o U'équation differentielle du premier ordre

1) Y~ Re.v)
7
on R(z,y) est ume fonction rationnelle de x, y (ou plus généralement
Sfonction rationnelle de y dont les coefficients sont des fonctions ré-
guliéres a Vinfini), (1) doit étre une équation de RICCATI.

C’est un théoréme obtenu par M.J. MALMQUIST dans son beau
mémoire : Sur les fonctions & un nombres finis de branches définies
par les équations différentielles du premier ordre”. En combinant
ce théoréme avec les résultats obtenus jusqu’ici, nous obtenons de
diverses propositions. Nous nous contenterons seulement d’en in-
diquer un exemple. '

Théoréme 7. Si une fonction méromorphé flx) admettant une
valeur excepi'ionnelle de défaut positif yo satisfait & une équation dif-
férentielle du premier ordre (21), cette équation se rameéne par la

transformation y—Yo = —lz— a une equation linéaire, et yo est unme
valeur exceptionnelle de f(x) au sens de M. PICARD.

En effet, I’équation (21) doit étre celle de RICCATI. Si y = yo est
la solution de (21), la fonction f(x) ne peut prendre la valeur o
qu’aux points singuliers des coefficients de R(x,y). o est donc une
valeur exceptionnelle de f(x) au sens de M. PICARD.  Si I'on pose
Y— Yo = % , 2 satisfait & une équation différentielle linéaire.

Supposons done que y = ¥, n’était pas une solution de 1). Si
par une transformation linéaire de coefficients algébriques

(22) 7 = A(x)y + B(x)
C(x)y + D(x)

(1) Acta Math., t. 36.
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I’équation (21) se ramenait 4 une équation linéaire

(23) gﬁ = p(x)z+q(x)
v

g(x) = A(@)f(x) + B(x)

C(x) flz) + D(x)
serait une solution transcendante de (23) et

_ A@yo+ B(@)
M@ = e ¥ D)

ne serait pas une solution de (23). Il est aisé de calculer asympto-
tiquement les points « ol ’on a g(x) = n(x), si la fonection n(x) algé-
brigue 4 l’infini ne satisfait pas a l’équation (28). Si ’on prend
n(x) = h(x) , nous obtenons les points z ou f(x) =y, . On en voit que
Yo n’est pas une valeur exceptionnelle de défaut positif. Cela est
contre I’hypothése. Done, par la transformation linéaire de coeffi-
cients algébriques 1’équation (21) ne se raménerait pas a une équa-
tion linéaire. Alors on pourrait trouver une transformation linéaire
(22) ramenant I’équation (21) 4 une des quatre formes étudiées. 1I
est évident que I’équation transformée

&

(24) o

= g*! {a,(x) +b(x)z + c(x)zz}

devrait admettre I’infini comme point singulier irrégulier. g(x) serait
une solution transcendante de (24) et ~'x) ne satisferait pas a 1’équa-
tion (24). On peut supposer sans perdre la gé}léralité que h(x) est
uniforme & P’infini. Car, sinon on prendra x> pour variable indé-
pendante, p étant un entier positif convenablement choisi. Nous
avons discuté comment se distribuent les points z ou g(x) = 5(z) .
En posant 5(x) = A(x), nous obtenons les points ou f(x) = 4. On en
voit facilement que o n’est pas une valeur exceptionnelle de défaut
positif. Cela est aussi contre ’hypothése. Le théoréme est done
établi.



