UBER DIE LINEARE INTEGRALGLEICHUNG,
WELCHE DURCH ZWEI LINEARE DIFFER-
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In meiner fritheren Abhandlung® habe ich gezeigt, dass man aus
den Losungen der zwei linearen Differentialgleichungen m-ter Ordnung
zwei Volterrasche Integralgleichungen, wovon die eine die Losung der
andern ist, bilden kann. Im allgemeinen wird die Losung der linearen
Differentialgleichung m-ter Ordnung durch m lineare unabhéngige
Anfangsbedingungen oder m lineare unabhingige Randbedingungen
vollstindig bestimmt. Die Losung der Volterraschen Integralgleichung
ist durch die Anfangsbedingungen, dagegen die der Fredholmschen Inte-
gralgleichung durch die Randbedingungen bestimmt. Daraus vermutet
man, dass man die Volterrasche Integralgleichung in die Fredholmsche
Integralgleichung iiberfithren kann, wenn man die Anfangsbeding-
ungen durch die Randbedingungen eliminieren kann. In der Tat gelang
es mir durch Benutzung der Ergebnisse meiner friiheren Abhandlung
die lineare Differentialgleichung in die Volterrasche Integralgleichung
und die Volterrasche Integralgleichung in die Fredholmsche Integral-
gleichung iiberzufiihren und aus den Ldsungen der zwei linearen
Differentialgleichungen, die den Randbedingungen geniigen, zwei
Fredholmsche Integralgleichungen, wovon die eine die Lisung der

andern ist, zu bilden.
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{Tber die iiberfithrung der linearen Differentialgleichung in die
Integralgleichung allein hat schon Herr Kowalewski eine auf das
Cauchysche bzw. Lagrangesche Integrationsproblem sich griindende
Methode gezeigt. Herren Takasu und Takahashi haben in &hnlicher
Weise die {Tberfilhrungsmethode des linearen Differentialgleichungs-
systems behandelt.

Die vorliegende Methode gestattet nicht nur, die lineare Differen-
tialgleichung in die Fredholmsche Integralgleichung iiberzufiihren,
sondern auch die Resolvente der Integralgleichung zu gewinnen.

Da sich die Methode nicht auf die Greensche Formel, sondern auf
eine Integralformel, durch die die Losungen der zwei linearen Differen-
tialgleichungen m-ter Ordnung miteinander verkniipft werden, griin-
det, so sind unsere Ergebnisse nicht nur auf die sich selbst adjungierte
Differentialgleichung, sondern auch auf die lineare Differentialgleichung
m-ter Ordnung anzuwenden. In letzten Paragraphen sind einigen
Beispiele hinzufiigt worden. Im ersten Beispiel wird eine Schmidtsche
Eigenfunktion als die einfachste Anwendung auf die lineare Differential-
gleichung erster Ordnung gewonnen. Im zweiten Beispiel wird die
Greensche Funktion in dem Falle, wo letztere nicht im engeren Sinne
quftritt als eine Anwendung auf die lineare Differentialgleichung
dritter Ordnung berechnet.
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1. UBERFUHRUNG DER LINEAREN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNG M-TER ORDNUNG IN DIE FRED-
HOLMSCHE INTEGRALGLEICHUNG.

Satz I. Es seinen
(1) u™ 4+ g™V L + a,u =0
(2) v D L + bw =0

lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung, deren Koeffizienten a
und b keinen singuldren Punkt zwischen « und 2 besitzen, und es seien

UL, v onn. , Um die unabhidngigen Losungen der Differentialgleichung (1).
Die Losung der Differentialgleichung (2), deren Anfangswerte
vla), ..... , Um(a) sind, geniigt der Integralgleichung
(3) W) = Fy (@, a) + j D, OFy&)de ,
wobei
0, wlx), ....... , Um(x)
(m-1) (m-1) (m-1)
(1) Rey=— " OO G
v(8), w(€, ....... , Um(§)
G () I U™ D(E) ‘
5 ) J N B ;
( WPE), e UnP(€)
() y e, ,  u(8)
(7216 I y Um()
n=2(gy .. ’ m(m -2)
(6) D@eo=|"" O O Ly,
CwmlE), ee e y Unm(8)

(7) Fy = (a1 — b])’U(m—l) s S -+ (G;m - bm)’U .
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Obgleich der Beweis dafiir in meiner fritheren Abhandlung gegeben
ist, wollen wir ihn hier kurz wiedergeben, denn die vorliegende Unter-
suchung griindet sich ausschliesslich auf die Formel (3). Die Differen-
tialgleichung (2) lédsst sich in der Form

(8) (&) + ay)v™ V() + + an(6)v(E)
= [a(®) — bu@}r™ @) + ... + {an@ = ba (@] v(®
schreiben.

Multiplizieren wir die beiden Seiten der Gleichung (8) mit D (x, &)
und integrieren von « bis x, so erhalten wir durch die partiellen Integ-
rationen

(9) Flo, ) — F@, o) + S Fule, £)o(€)ds = rD(x, OFy(E)dE ,
wobei

10)  F(x, &) = v 0fy + (=D 2 fit+ ...+ (= 1)y Wf 1,

(11) 12(-/1;’ S) = ( - 1 )mﬁn ’

(12)  fo= D, 8,

3 fi= T D@o+ (1D Do) +
n afn ’ afnrl\ 1 S

+ (—1)*a.D(x, &) .

Um F(x, &) = Fi(,£), Fu(z,£) =0 zu beweisen, betrachten wir die
nachstehende Determinante :
) um(x)

’ um(m—— b (5)

(14) A«,,(rc, E) — ( -1 )ml 1, ul(’”‘”_”(E), e um("L""L‘l)(E)

0 , ul('m—n—Z)(s) e um(mnn»ﬂ(f)

Differentiieren wir jede Zeile der Determinante A, nach &, so
erhalten wir nur zwei von Null verschiedene Determinanten :
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| 0, ur(®), «evvvvenennnnn, ,  Um()
0, wm™(€), .cooevvn... y o UL(E)
0, w™AE), L el (3]
(15) (* 1)7“'1 .................................
1, weE), L U™ (E)
0
0, @), covrvievennnn.. , Um(E)
und
0, u(®@), ovveeninnnnn.. y Um()
0, w™E), ......... , U™ (E)
(16) (—=1)"1 11, w2, ...... y Un ™I (E)
0, w™™D(E), ...... y U N(E)
0, w(®), veveriivnnnn... y Up(8)

wenn =0 und n < m—1. Im Falle wo n = 0 ist, haben wir nur eine
Determinante :

f 0, w(®), ..coovvvvo.... y  Um(T)

1w, L ()

(17) (=1) [0, w™™PF, ........ , Un™(8)
O, ul(é), ................ , u,n(E)

O, wa®), «ovvvvvniiia... y Um(X)
0, ™), ..o, y U ™(E)
(18) (D)™ 10, w2, .......... , um2A(E)
1, u®), voiveiiiiiinn.. y Um (6)
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denn die iibrigen m—2 bzw. m—1 Determinanten miissen simtlich ver-
schwinden, weil die zwei Zeilen einander gleich sind.

Da die Determinante ihren Wert nicht #ndert, wenn man zu den
Elementen einer Zeile die mit einem beliebigen gemeinschaftlichen,
Faktor multiplizierten entsprechenden Elemente einer anderen Zeile
addiert, so lédsst sich die Determinante (15) in der Form

O, m@), ..ovvvvvvnon... , Um(x)
Bnsls Cly weveeneuneennennns y Cm
0, w2, ......... , Un™D(E)
(19) (= 1) et e
1, w™mE), ..... ) Un ™ D(E)
0, i
0, (), «ovrvviinnn... , Um(E)

schreiben, wobei
G =u" + au; "2+ ...+ @i, t=1,2, ...., m.

Also folgt aus (1)

Ci:“alui(m‘l)- 7::1,2, ...... , M .

’ 771 C:7) ,  Um(x)
wWmAE), o U 2(E)
L G B L 5
WE) ) e, y Um(E)
0, w(x), ...ooveeinon... , Un(T)
0, ™D, ........ , UnV(E)

—a(— 1)

------

.............................

................
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Also;
die erste Determinante = —a,14¢(—1)**!
die zweite Determinante =—a14,

In analoger Weise folgt aus (18)

(20) QAE:—I/ = — aon( -— l)m — alAm_l
(13
und
W(E), e , U™ (&) |
9.1 M), ... , U™ D) |
@1) aé _|m G , U 3] : - —ad.
............................. |
ul(E), ................ ’ um(E) |

Endlich betrachten wir die Determinante (16). Durch Vergleich mit
(14) kann man leicht sehen, dass sie gleich A, ist.

Daraus
(22) ﬁ%@- = — ap Al — D" '—ayAn + Ana. 040, n<"m—1]
Aus (17)
A
23 G50 = AL
(23) Y 1
Daraus
23 9 [ Ao 34, 1 Ay 94 A Ao
Dx,E— = — 0 94 1+ ,
as( ) el a9 4 P 0 d T
oder
(24) :E D(x, &) — aD(, £) = fj}l .
Nimmt man an, dass
a'n a'n—l
@) D8~ D@, )} + . onvnne

+ (—1)"a.Die, &) = ‘fld"l',




54 Y. lkeda
so wird

ra'n,ll an | , \
85”‘1D(x’ E) _ 'agn la]D(x, 5)] + ...

BN V94,1 A,
+ —1 7 /y,D »,E = — - ’
( Y \“ (. &)y 26 4 3E

geméss (21) und (22)

= aw:l(»—\l)nl]‘A“ ‘QalAn + 4’”“] + An a,
d A Wi )
also
an\l a {
e D(x, &) — aD(x, &)t + ... ..
aer 1 D@ — - {aD. 9]

+ (__ 1)""5]an ;.]D(x, E) — AZ’,H .

Damit wird die Annahme (25) bestiitigt. Nach (13) lautet die Formel

= An
(26) Jn = b

Im Falle wo n = m—1 ist, erhilt man aus (20) und (21)

m m--1
‘aas"’ Dz, &) — :E’"" {a,D(m, é)} b,
m—- 0 f \
+ (‘1) ]ag 'lam—]D(m, S);
P — ( —1 )/m amjl() — AZ] 4 G;Am 1
Also
m m—1
e Do - T (@D o)
+ (— 1)"anD(x, &) =0,
oder
(28) S =0.

Damit konnen wir schliessen aus (10) und (4)
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29 Fr,e) =" (mﬁl)A"—v(,m—l)Al"';’t o (=D)AL Fi(z, ¢,

(30) Fi(z, 2) = v(x),
(31) Fyx, 6 =0.

Aus (29), (30) und (81) wird die Integralgleichung (9) mit (3) tiber-
einstimmen, und die Forderung wird vollstindig erledigt. Aus (4), (6),
(14) und (25) folgt sogleich der Satz :

Satz 2.

Dew,& =0, P@O _o . D@ _
(o et |

Era t=x

t=x

AD, &) | _ L "D, &) |
i ) Y ostet 2

S=x LA 2

Die Integralgleichung (8) wird durch die partiellen Integrationen in
eine Volterrasche Integralgleichung transformiert.

(32) v@zU@@+Yﬂ%M@%,

wobei
(33) K@ = D@ &) (@ — ) ~ 1 (D, &) @nr—b)

om—1 (

S T +(—1)"1
( ) agmu—l l

D(x, &) (ar — by) } .

gesetzt ist, und aus dem Satz 2 folgt

U(Z', ") = F](ﬂ'/', ’l) - D(-'I»', é) (a] - b])?)('rn~~2) }

+ aa&__ {D(m, &) (ay — b,)} =)
........ + ( — 1 )’m"az,:;; {D (LP, 5) (al . b‘)} v

t-a
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— D(x, &) (@ — b)o™@ | + .. .....
tea
12 2" p b)) v
+(—1) 557"*37[ (x, &) (az — z)}vi

......................

— D, &) (Am1 — bn )0 ‘

E=a

= F\(@w, @) — D@, @) (a1(a) — bi(a)) "D (a)

+ vm—s(a)l aa;{D(x, a) (al(a) - bl(a)) }

~D(@a) () = b)) [ + oo

+ 9(6) | = D@, ) (@ 1(0) = b))

+ 2 (D, @) () — busla)) |+

a5 (ot afeta o) |

™2
Setzen wir zur Abkiirzung
Un(®, @) = D(x, a)

Un_ox, 0) = — D(x, a)(“l((l)*bl(a)) _ Ax(if", a) ,

.....................................

Uo(x, a) = D(xr (1) (am—l(a) - bm—l(a))

+ 2 D@ s - bn-s(s)) |

Foe+ (=1 2 D@, 0) o) — b)) |

1 Api(z, @)
1m 1 Am—1\0y ,
+(—1) P
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so erhalten wir
(35) U, a) = Up 0™ a) + Up 0™ () + ...... + Upw(a) .

Differentiiert man die Integralgleichung (32) nach « und setzt man x =
A, so folgt

o) = S U8, o) + | K8, po@rae,

m=1
rv(l)(B) — E ,a,U'{‘a(g’ ”’). ’U(n)((l) + j[{ QK%BBLE)* v(E)dE ’

............................................

(36)

m-1
D (g) = _aff,;g:zn(_/?"l)v(M(a) 4 j“ %;'%TK(/R, (E)de

n=0

denn es folgt gleich aus dem Satz 2, dass

! | m—2
G K@ —o, K@ o 0 T g gl=0
I 9 ™2 \

= e E=a

Es seien die m unabhingigen Randbedingungen folgendermassen ge-
geben

vrv(a) + viv®(a) + ve®(@) + ...... + vm-110" Y(a)

+ pav(B) + /Lu?)u)(,s) + ,u/zﬂ](z)(ﬁ) + ..., + pmullvm"l(ﬂ) =

6253 S

....................................................

vom¥(@) + v (@) + o oeeie... + V1™ Ya)

+ pom?(B) + pP(B) + it + pm—tm?™ W(B) = Cm

Diese Randbedingungen heissen wir die inhomogenen Randbeding-
ungen Ry, um sie von den Randbedingungen, deren rechte Seiten alle
Null sind, zu unterscheiden. Die letzteren Randbedingungen heissen

wir homogene Randbedingungen R,.



Y. Ikeda

'U(a){x)m + pnnU(B, a) + ey aUOa(g, @) +

0" (B, ) |

+ pm—11——

3 'Gm--l

+ U(])('l){vu + pnUr (B, o) + #ll'aU%(—‘g’ 9 4

"B, o) |
+ Hm—11 GBM—I J

..............................................

+ 2 D(a) {Vm-—vll *+ w01Un1(B; o) + ,U»ua*Umja'l(B’ ) +

am‘IUm—il(ﬁy Q) ]

+ pmo11- 28"

8
| K8, & + ?ng‘;'f), T

m—1
+ 1 :ﬂm'l KB, 5)} v(§)dé = ¢,

oder
?)(a){vm + pa Uo(B, a) + pn AUB, ) + o
a3
8" Uo(B, @) |
+ pm—11— éﬂ'g 3 a*'J
+ ])((1){Vm 1 + paUn-a(B8, 0) + un 0Un(B. a) LEEEERREE

o8

0" Wya(B, @) |
8/3"’ 1 J

+ pm-11
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8 -1
a— | (K@ o+ ... + e g(‘j 9 oeyde,

...................................................

...................................................

8m71U0(B, ”) ]

f
v(a)lVOm + /JOMUU(B’ !l) o + Heme—1m aﬁmfl I

...................................................

+ Mo —1m 'az‘;;_*l Um— 1(/8, 'l)

8 m—1
= en— | fponK(8,8) + .o+ -t g KO8, 0@

Setzen wir zur Abkiirzung

am qu‘, (,8, (,l,)

(39) Ei. = vite + poUi(Bya) + ooinn. + w1k st
1=0,1,2, ...... ,m—1,k=1,2, ...... , m

40)  Ku(3,8) = pueK(8,8) + ...... + pmr 33‘5(31 o,

so lautet das System der Randbedingungen
V(@) By + vP(@)Ey + ool + v V@)K, 11
—a— | K 90@e

V(@)Ew + vP()Ep + .ot + V" N (@) B2

any = o — | Kuls, nie)is
V(@) Eom + vP(@) B + .o ont + v V() Eyam

- Cm—s“; Km(ﬂ9 E)U(E)ds .
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Daraus erhalten wir

Ea, .., Ein, 1 — LKl(B, EwE)ds, Eivny oovvy Enan

B
By oenv Bogy co— LKQ(/&, EVE, Eivey --vv Bt

......................................................

(42) EOm. ) ) Ei_-lm y Cmp — j‘ Km(l@; E)v(g)dg N Ei,; 1m ] Emfl m‘
v(i)(a) =
) AR , B
E()z ) e e e e s s s e s s e s e seseeeses e ee a0 e e ne .o , Em‘,lg »
B s ettt e et e e et e , Epim
1=0,1,2, ..o, , m—1
Durch (42) eliminieren wir v(a), v™(a) ...., v Y(s) aus der Formel
(85), so erhalten wir
0 , U, a), Uh(@, )y oovey Unalr, a)
o— | KB, 90@de, Fo  Bw s B
L ) 1
(B
Cm g K”L(By E)U(E)df ’ EOnL ’ Elm gy e e e e s esaeaae ) Em»~1m
U(.’L‘, a) = ——— —
En , En y teesececessses e , Em_u \
Eomy, Eim, ooveieeiiianon.. y Eoim

Also wird die Volterrasche Integralgleichung (382) in die Fredholmsche
Integralgleichung iibergefiihrt.
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!' 0, Ulx,0), Ulz,a), «cco.... , Una(z,a)
‘ ¢, En , FEy ) seeeaenn , FEoa
|
\ .........................................
Cms Eom , Eim ) eeeeaeen s Emim
(@) = —
E01 , En ............ , Em——ll
1 Eonse Eimy coveeecenenn , Emim |
i 0 3 UU(va 41), Ul(lL'; '1) y eeesse , Um¥1('uv, (/,)
Kl(B? E) ’ E(]l ) Ell y ese s N Em-ll
3 [ nl([By E)y E(Jm ’ Elm y s e e oo N Em—lm
+j - —v(&)dé
: \ Eors B, «eveveeeeens s Ewn ;
\ Eoms Eimy coeeeeeeann. y Emam \

+ j K(x, &(@)de .

Nehmen wir an, dass die Determinante

E(,\l y esesesessesseec e y Em-»ll f

I
Eoz y eeeeascsssesceess e N Em7]2 |
Eomy coeeeeeenennennanns s Emam

nicht gleich Null ist, so konnen wir ausschreiben :

43) o) = U + j” Gz, E(E)de

WO
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0 ’ Uo(."l?, (l), .............. ’ Um 1(J}, (l) r
L0, E()l ) sesseeseceescen ’ Em 11

.......................................

Cm » EOm P , Em, 1m
44 U@ = . o

...............................

und

K(x,¢) U, ), ...... s U a(r, a) i
K] (B’ E) ’ EOI ) e e e e N E,,L_, 11 J‘

l i
| seceteneenetaeeecocsosssoonanonansss ‘
|

€ I(m(ﬂ’ E); EUIIL ) s e e e e ’ Em——lm ;

(45) G(r, &) =

v & TR |

...............................

0 ’ U@(‘.L', Il) y sees e , U,,L, 1(.6‘, a)
i Kl(/jy &) ’ E)l ) e e e e e ’ Emfll

...................................

...........................

gesetzt sind.
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Der soeben bewiesene Satz lisst sich also so aussprechen :
Satz 3. Ist v(z) die Losung der linearen Differentialgleichung (2)
welche den inhomogenen Randbedingungen R, (38) gentigt, so geniigt
v(x) der Fredholmschen Integralgleichung

(@) = Ulx) + j“ G, E)v(e)de

wobei U aus (44), G(x, €) aus (45) gegeben sind.

Im Falle wo die Randbedingungen folgendermassen sind
v(a) = ¢y, V() =cy ..., , ™ V(y) = ¢,,,

reduziert sich die Gleichung wieder in die Volterrasche Integralglei-
chung, denn

Eo] = 1 En = Ez] Tttt et tcc s eesnnnn e = m--11 — 0
E()z = O E12 = 1 Ezz = E;52 = ceeese = m-12 = O
EOm = Elm = eeceen = -Ent~»1 m-1=10 E:nwl m =1

Anstatt der Gleichung (2) setzten wir

v 4 gD L + a0 = p(r),
so erhalten wir

F3 _ (/)(E) ) K(xy E) = D(x’ g)’

U, a) = Fi(w,q), U= AZ;—I, Uy=Amz

und man braucht nur anstatt G(z, &)v, G(x, £) ¢(£) éinzusezten. Wenn
man alle Konstanten ¢;, ¢, ...., ¢, welche in den Randbedingungen
enthalten sind, gleich Null setzt, d.h. wenn man die homogene Rand-
bedingungen R, wihlt, so folgt u = 0.

Folglich
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B
v () = j G@, OP(E)E .

Es ist evident, dass v(xz) den Randbedingungen geniigt, denn G(x, &)
geniigt den Randbedingungen, wie schon gezeigt. Wir konnen be-
weisen, dass v(x) auch der Differentialgleichung geniigt. In der Tat
folgt es unmittelbar aus (45)

M) + e M) F oo + an0(x)
o am x : . - am—l [ X ’ . ]
- { K, s —ar- ) SaK(x, HpOdE| + ...
_ amrK(;r, p(E)de
f 0, Ulx,a),...., Upnalx, o
; Kl(By g) ) EOI 3 e e e ) Em»l] !
3 ~m Am—1 ) . seseeccsecciesscccccccece o
= { [ P G
¢ l ox™ darm J t Eo FE. 1 1
e, |
I EOmv ----- y Em 1m ‘
x @(&)dt .
Da jede U; der Differentialgleichung
w g™+ e +au=0

genligt, so verschwindet das letzte Integral.
Da
* (" K, 9@ = Ko, 2o + |

9
K",E('/Ed =
o 9x (. E)p(E)de

[

- j ? Kie, &)p(e)de .
o 0%

ist, so folgt aus Satz 2.,

an z . €T /a')'l/ )
D ¢ s = ) 7S
" .‘-“ K(w, &) ple)ds ‘ aqn K(x, &p(&)ds 0> m

[+
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m [ m—1
e e@a = T K g
« w m— V

0 xm

R

+ (r " K(x, &)gp(8)déE , n=1m
Je /ax’"l,

K(x, ¢) ist eine lineare Funktion von uy, s, . ... i, daher

m ‘m—1
R & + @K =0.
a AL'"" awm —1
Also
m-—1
v gD + anv(r) = 86 K@, &) o)
x'm—
S=x
Da
wi(x) o, uxx) o, ... , Um()
w3, uHE), ool , U™ 2(E)
Ko =L
D et eeeeenonantatrecesaonanrsaaanann
|
[ u1(8) , UA(8) s teeeaaan , Um(8)

ist, wird

6””“'1K(us, E) ! _ ,J : 1
ax7rt~l J

Tatsédchlich geniigt v(x) der Differentialgleichung .

™ 4 oq®D 4L, + @ = @)

Satz 4. Wenn der nach unseren Methode berechnete Kern G(x, £)
als Kern einer Integralgleichung erster Art

(@) = 5“ G, O)pl(E)de

genommen wird, wobei v(z) eine gegebenen m-mal stetig differenzier-
bare Funktion ist, die den betreffenden Randbedingungen genugt, so
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besitzt diese Integralgleichung eine und nur eine Losung ¢(r), und
man erhilt ihre Losung durch die Formel

™ () + aw™ (@) + .o + av(x) = ¢),

wenn umgekehrt, ¢(r) irgend eine stetige Funktion ist, und eine Losung
der Differentialgleichung

v (x) + aw™ V(@) + e + a,v(r) = @)

gefunden werden soll, die den allgemeinen Randbedingungen gentigt,
so ist diese Losung dadurch eindeutig bestimmt, und man erhilt sie

durch die Formel

(@) = f G, Op(e)de

Der Satz ist analog mit dem von Herrn Prof. Hilbert gewonnenen
Satz. Aber nach unserem Beweis finden wir, dass er nicht nur auf sich
selbst adjungierte Differentialgleichungen, sondern auch auf die linearen
Differentialgleichungen m-ter Ordnung angewandt werden kann und
sweitens dass die Randbedingungen die allgemeineren linearen Rela-
tionen (38) sind. Folglich ist der Kern nicht immer symmetrisch.

II. REZIPROZITATSSATZ

Der soeben bewiesene Satz muss offenbar giiltig bleiben, auch
wenn man % und v miteinander vertauscht.

Satz 5. Wenn u(x) die Losung der linearen Differentialgleichung
(1) ist, und denselben Randbedingungen wie (38) geniigt, so gentigt
w(zx) auch der Fredholmschen Integralgleichung

(46) u@e) = V) — | T i@z,

wobei
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S(x, E) , Vo(x, a) s eeeeen , Ve (x, a) }
S](B’ E) ) H()l ) e e e e ’ Hmv—ll :
(_1) ................................... |
Sn(B, €), Hom s e s Hy1m
@7n  I'x,6) = ,
i H01 ) eeecececseccea ’ Hm——ll
e <
Homy woveeevnn... sy Hpmim
0 , Vo(x, IZ) ) eeeess s Vm_,l(.%', !1) ;
Sl(ﬂa S) ) HOl 3 ee e ’ Hm—ll [
gy | e :
Sm(By 5) y HOm 9 e e s s e 5 Hm—lm |
(48) 1'(x,8) =
H01 9 eesssscccsses ’ Hm—ll
T E | e
HOm 9 e e e e e e e e 3 Hm_lm
0, Vir,a), ..v.oo.... s Vona(, @)
(& H()l y eseecececn e 5 Hm—ll
| Cm ’ HOm 9 e e e e ee e ] Hm_lm
49 Ve)=— -,
Hy, covvevioa... s Hpmo11
Hypy ooveiuii... s Hyam
(50)  Hu = vad por Vi+ .. ... + 1k " Vi(B,a)

faﬁm -1
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(1)

(562)

(53)

(54)

(55)

Y. Ikeda

’

m—1
Si(B, &) = porSB, E) + eunn.... 4+ _um_;lka aBS'(B . 2

Vm_] == N(x, a)

Vs = — N@, @) (bile) — ax(a)) — i} ,

1

...................................

Vo= = N, o) (bns(a) — @ 1(a))

+ 5"‘; {N(x, @) (b2 (a) — am—»z(a))}

...................................

m—2
...... + (=1 B NG, ) (B1(a) — (@)
da™ 2 J
1 B
+(—1)m-1 Pml
(—1) o
0, wv(x) s e y Um()
0, v () , ........ V™ V()
B (—1)mid | T e ‘
1, v D), .. ...... y U™ ()
) v e e e e
0 y ’v(a) 3 eeseenen y ’v(a)
Fo™mDE), oo, V™) |
. |
JI(S) - o i ]
A |
G T , vm(®)
() y VAX), e , Um()
; (m -2) (m—2)
N(z, &) = 1 (v, ) ceiiiiiiiii. y Vm &) ,
41(8) "
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(56) S, &) = Nz, &) {b.(6) — an(®)

_ 8 ()
oz L1V 9 (bna(®) = a0a(®)

(=1 2 NG (0@ — ) ]

/a Em—l

Um die Reziprozitit zwischen (43) und (46) zu beweisen, wollen wir
zeigen, dass U(z) denselben inhomogenen Randbedingungen R; wie
v(x) gentigt.

Also sind die Randbedingungen

U@ + U (@) 4 eeneennnn + o U ()
! + paUB) + pnUP(B) + oovvnnnnn. + pn1:1 U D(B) = ¢
(r) T
‘ T 4 om T e F vt mU ()
| \+ mwU@B) + uUPB)+ . oovnenn. + pmanU "D (B) = cn
Da U(x) in (44) gegeben ist, konnen wir die Werte U(8), UV(B), .....

Utn-1(8) in der Summe der linken Seite der ersten Randbedingung (57)
substituieren, so erhalten wir

i 0 ’ 201 ’ le P ) Zm—]l
i
i a, Fao, En, «eeieeeenn. , Ko
|
l Cm Eom, E]m, ........... y Em-lfm
68 - - ,
EOI ’ E11 ) e eveeene y Em—ll ‘;
| |
..................... |
s EOm ) Elm 3 e eeeeee y E,,l_.”n !

wobei
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(59) > ="vaUi(a) + vixUa) + ...... + o1 U™V (a)
+ /LOkUz(ﬁ) B AR -+ ,u"m—lkUi(m_»U(ﬁ)

gesetzt ist.
Aus dem Satz 2 folgt

Diaya) =0 ‘3118?,(%1),20 n=1,2, ..., m—1,
x'n

Ao, a) =0 n=2,3, ...., m—1, Alzd(ml)m'l.

Daraus haben wir

U, o) =1, Ula,a) = Usa,a) = .... = U, 1(a, @) = 0.

Weifer
D=0 n=1, 2, ...... ,om—1
ox” 7
7 mfn—‘—l
9 ~A,(x,a) = 0 mit Ausnahme A, @) | 1
axz ax'm “n -1
Folglich erhalten wir
(60) UM (a, 0) = U aya0) = ...... =U% (a,0) =0
n=0, 1, 2, ...... , m—1
mit Aushahme U¥ay a) = 1
Daher wird (59)
m—1
2= v + paloB,a) + ...... + fm-11 ?‘ég;(g,'a)"

Durch Vergleich mit (39), folgt
(61) > = En
In gleicher Weise, erhalten wir

(62) Sk = By
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Wenn man von der ersten Zeile der Determinante (58) die zweite Zeile
substrahiert, so erhilt man nach (61)

0 s E’m y Eu y seesascsses s Em,__u
a, Eo, Eyu , «ovivivo... , Ean
Cm ] EOm y Elm 9 e e e s ese e ) Em—-lm
—_ =0
E01 y Eu ) seseeens , Em—ll
EOm ’ Elm 9 eeenc e ’ Em—lm

Also geniigt U(x) den inhomogenen Randbedingungen R;. In analoger
Weise konnen wir beWeisen, dass U den m—1 iibrigen Randbeding-
ungen geniigt. Weiter konnen wir beweisen, dass V(x) auch den
inhomogenen Randbedingungen (38) geniigt. Im allgemeinen, muss
die Losung der linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung durch m
unabhédngige inhomogene Randbedingungen vollstindig bestimmt
werden, wenn sie vorhanden ist. Daher folgt

(63) Vix) = v(z) ,
(64) Ulx) = u(x) .

Also ist die Reziprozitit vollstindig bewiesen.

Satz 6. Es seien % und v die Losungen der Gleichungen

(65) u™ + au™D + . + amtt = 0,
bzw.
(66) M 4 ppD L + by =0,

welche denselben Randbedingungen (38) geniigen.

Bilden wir nun zwei Kerne G(x, £), und 7'(z, £), so erhalten wir
zwei Integralgleichungen, wobei die eine die Losung der andern ist.
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67) (@) = ulx) + j“G(x, Ev(e)de .
(68) u@@) = o) — | e, @iz .

wobei G(%, €), I'(x, £) in (45) bzw. (47) (48) gegeben sind.
Unmittelbar folgt daraus

G(x, €) = der Resolvente des Kerns ['(zx, &)
I'(z, £) = der Resolvente des Kerns G(x, &)

Wir haben vorausgesetzt, dass die Randbedingungen in den zwei
Punkten «, B gegeben sind. Aber man braucht die Randbedingungen
nicht nur in zwei Punkten zu begrenzen. Im allgemeinen werden die
Randbedingungen so charakterisiert;

wiv(@) + v vP(@) + e + V10"V (a)
+ /1(1)1'1)(31) + ,1}iv(1)(/61) T, + /.Lin_”?)(mfl)(ﬁﬂ
G9) | TTTTTTTIITIIIT e
+ b v(B) VB F o + pl 0" (B) = ¢
=1, 2, ..., , m
a< B1<Be< viiiiinnnn < Bu1< Bun=248
Substituieren wir die Werte v(81), .. ... , v(B) ..., , 01 (8), in (69),

so ergibt sich

) B,
;,.,F(,vk(a){v“ + miUe(Bry @) + oot + 1o — agi"('@ L
m—1
+ /.LﬁiUk(Bz, a) + ...... + /J‘Z)n“li K. Ul;(_b)lz’ @)
9By
m--1
+ U (Bya) + oonen. + p,;l,,v,“r‘l U(B, a)

faﬁm 1
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t K (B, &
+ jd l‘ull)iK(ﬁl,E) + e + plo1i” BM’BII )Jvdé + .
¢ 3 m aqn—‘lK(B’ E) J—
N L{"“"'K(ﬁ’g) LRREE RS }”ds -

Nun setzen wir zur Abkiirzung

m—17T.
(70) Ep = vi + b1 UdBr,0) + . nt . + ud g ﬁ_a_glwfill’ﬁ)"
—1
+ ,LL%]C Uq(,Bg, (1) + ...... + F‘m 1 A“é%l(ﬂz’ ”)

.........................................

b U @) e oy, O U8 @)

aﬂm—l
m—1
@) K89 = 2 (WK (B ) ot g r@vggff*;’ e
und
m—1 \
(72) Hi]c = Vik + ,LL(%]C Vi(ﬁl, (l) + ...... + ,U‘]mfl/.' vaigmi’l Vi(ﬁ]y Il)
+ w VB a) + oonnt + g ——— an ] V(,B, a),

(73) Si(B, &) = lil {l"gks(ﬂiy E) 4 oo i a/:m K (B, 5)] Bi>¢€,

5o ist der oben bewiesene Satz 6 ohne weiteres in diesem erweiteren
Falle brauchbar. Endlich ist aber zu bemerken, dass es einen Fall

gibt, wo sich keine Losung ausser den trivialen Losungen v=0, u=0
gibt.

III. HOMOGENE INTEGRALGLEICHUNG.

Zunichst wollen wir zeigen, dass die Kerne G(z, &) und /" (, §)
denselben homogenen Randbedingungen geniigen.

Nun aus (45)
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K (,8, E) ) Uo(,B, a) ) e s ecee ) Um_](,B, Il)
Kl (,8, E) ) E(]] g cesesne N Em—ll
Km(ﬂ, E) ’ EOm 9 sece e y Em—lm
(74) GB, ¢ =
E01 g sesessess e y Em—-ll ’
B> € Bumy veeevennnnnn s Emtin
0 , Uo(a, a) ) eeeane , Umq(a, (1)
KI(IBJ 5) ) EOI y eesens , Em—ll
Km(ﬂ, E) ’ EOm y e e ’ Em~1m
Gla, &) = ——— SO — .
Eo] ) sescesessc sy Em_“
a < E ' E()m ) eeeecsesensas 5 Em—lm

Substituieren wir v(a), _1;(6) und ihre Ableitungen in den homogenen
Randbedingungen durch G(«, &), G(B, £) und ihre Ableitungen, so wird
die linke Seite der ersten Randbedingung

P 17 y Eo] y eeececssaean y Em,,.u
KI(B! 5) y E(]l ) eteseeserese y Em—ll
Ki(B, 8, Fom, eoveeeeneenn y Emam
= = Pu. — Ki(B, &)
Eun, coeeiiiinennn Y

ooooooooooooooooooooooooooo
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wobel

™ k(8, €)

Py, = ,UMK(B’ f) I, + 11 8,6"”’"1

Also nach (40)
Kl(ﬁ, 5) - Pllc =0.-

In gleicher Weise folgt, dass G(z, &) den m—1 iibrigen homogenen
Randbedingungen R geniigt.

Satz 7. Der Kern G(z, £) geniigt den homogenen Randbeding-
ungen.

Wir haben vorausgesetzt, dass die Determinante

...................................

...................................

von Null verschieden ist.

Wenn ¢c;=¢........ =¢, =0, soist U(x) gleich Null. Woraus
B
(@) = § G, ()de .

Aus denselben Grund, folgt dass V(z) gleich Null ist, wenn die Deter-
minante

...................................

..................................

nicht gleich Null ist. Also folgt der Satz

Satz 8. Wenn D=0 und D;==0, so haben wir nur triviale
Losungen der homogenen Integralgleichungen.
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(77) o@) = | G, e

(78) uw) = — r 1'(x, Eyu(e)de

Also sind die Losungen

Satz 9. Wenn D=0 und D;=0, und wenn es eine solche
Losung der Differentialgleichung (2) gibt, die denselben Randbeding-
ungen mit G(z, £) zu geniigen, so ist sie auch die Losung der homogenen
Integralgleichung (77).

Wenn auch die Randbedingungen im erweiterten Sinne wie (69)
gegeben sind, braucht das den Satz nicht zu modifizieren.

IV. HILBERTSCHE THEORIE DER SICH SELBST
ADJUNGIERTEN DIFFERENTIALGLEICHUNG
ZWEITER ORDNUNG.

Es handelt sich nun um die Differentialgleichungen
d (., du -
@) 2P dx> tqu=0,

d dv Ly
(80) di(p—dx>+qv+iu-—0‘

woraus durch Vergleich mit (1) folgt

dp dp
ay = dv y G2 = U ’ bI:"dx s bz'-:‘q—H
D P p D
al—b1=0, (lz—bz'-:—z.
Da es bekannt ist, dass
/ / - Ea(x)d.t - : dl:
gy 0O WO | e T
(&) ua(8) p(£)
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so erhilt man nach den Definitionen

T

1 pe) wle) uslr)

82 D(r, & = — PS ,
) 9 ¢ pla) wi(6)  ué)
1 A w@)  wlx) |
83 K vs) = ) ! !ly
o o ¢ P () u(e))
(34) U, — 1 ‘ul(:c) uo() ,
¢ wua)  ux(w
1 we)  uslx)
85 Uy = —
() ’ ¢ V0 ) ’
/ En = va + paUdB, @) + pn BUJ;BB’. ) ,
Ep = ve + pelB, @) + po K U%('g’ ) ,
(86) ;\ ;
; Ell =y + /WIUI(B, (l) + pu 93 1(:8’ (l) ,
[ B
Ep = v + pelU\(B, @) + pe aUla(g’ ) ,
[ Ki(3, €) = paK(B, ) + pu 3Kg/; 8
(87)
l K.(B, &) = }M)zK(ﬁ, €) + me ilga(g’g) ,

Nach den oben bewiesenen Ergebnissen, konnen wir schliessen,
1) Der Kern G(z, §) geniigt der Differentialgleichung
u? + au® + au =0
2) Der Kern G(x, £) geniigt den homogenen Randbedingungen

paG (B, &) + pn ?ﬁ;% 9 _o

vaGla, €) + vn LG;"’_S) +
74
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vG(a, £) + v 0G (a1, £)
da

+ peG(B, &) + pe 2G(B, ) =0
]
3) Der Kern G(z, &) ist stetiginz = ¢ |
4) Der Kern G(z, £) besitzt unstetige Ableitung in 2 = £ , also

0G@, &) | _ 3G@, &) | _ _ 2K(x, &  _ 1
w | 9 o (&)

r=%-¢

Da der Kern G(z, £) den allgemeineren Randbedingungen als den
Bedingungen, welche Herr Prof. Hilbert gezeichnet hat, geniigt, so
ist der Kern nicht immer symmetrisch.

Um die Bedingungen der Symmetrie des Kerns zu suchen, wollen
wir zunéchst die folgende Identitit beweisen.

88)  UwE )Us, @) — Unlt, ))Usx, @) = ,Z’(R")"K(x, )

In der Tat folgt das aus (83), (84) und (85).

Nun Kz, ©) pg") Ude, 0)  Usle, ) ‘
Gz, &) = p(/la) . é KB, ) p(;z) Ey Ey |
ot | Ky(B, €) Pﬁa)_ Ey, Er

Multiplizieren wir die zweite Kolonne mit U; (£, ), und die dritte
Kolonne mit Uy, o), und addieren wir sie zu der ersten Kolonne, so
erhalten wir aus (88) :

0 Ux, ) U (x, a)
89) = 5‘(‘) - ]-B — onUoE, @) + wili(€, 0)  Ey o
o
| — veU(g, @) + veli(§, a) Eg Ee

und in analoger Weise
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(90)

— K, 9" Us, ) Us (s, )|

a1
Gz, &) = p@) D | —wmlU§, a) + wilUi(E, 2)  Ey Ey

p<E - — U, ) + welUi(E, 0) Ep Ey

Um die Funktion G(x, &) symmetrisch zu machen ;
G, &) —GEx) =0,
(x> ¢ (x_~¢)
G & —GE =0,

€8 (@9

Also muss die Differenz der Determinanten gleich Null sein,

| K(x, 6) U, o) Ui(x, ) =10 Ui, @) Ui(E, o)
| |

©) | K88 Eu Ew | K@ Ex  Ey
| KB, &) Ey K, f KB, x) Ey Ey

Aus (89) und (90) folgt, dass
die Differenz (91)

= K(.I?, E) {VUZEII - VDIE’IZ + VIIE’OZ - V]ZEOI + EOIEIZ - EIIEOZ}

= K(r, 5)[Vozvn — vovrz + {Uo (B, o) QUI?(S, ) _ U ,%go} {/101#12“ ,uu,uoz}J-

Aber es folgt immittelbar aus (84) und (85).

U, 20 _ gy, 30 _ 140 uf()
B ey & | u](ll) uz(a)

uP () ué”(ﬁ)‘ _ (o)
wi(B)  ux(P) P(B3)

Endlich gelangt man zu

(92) G(x, &) — G(&, x)

_ K, 5)[

e .
D (voerny — vorrr:) — (poppns — pon/t2) () J

()
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Um G, €)—G(£, ) = 0 werden zu lassen, also um den Kern sym-
metrisch zu bilden, ist die Bedingung :

93)  (von — 2owi) — (poopr — porpsd) ﬁ;)) =0

Herr Prof. Hilbert hat folgende Randbedingungen gewihlt.

I u@=0, u@=0, also w=1, pe= 1 alle tbrigen

Koeffizienten = 0 .

I u®@) =0, u®@ =0, also su=1, pe=1 alle ibrigen

Koeffizienten = 0 .

\
. % oy h =0, % iku =0, also wm=h, wm=1,
dx | dx
r=a x=0
pe ="k, pz=1 alle iibrigen Koeffizienten = 0.

IV, w) =hu@  playu® @ = —@ru‘”(ﬂ), also

v =1, pon = —h, vie = pla) , Pz = — pgj) ,
alle tibrigen Koeffizienten = 0.
IV ul) = @U@, P = — u(@), also

vao = 1, pn = — hp(B), v = pla), oz = }lb

alle iibrigen Koeffizierten = 0.

In der Tat geniigt jede Randbedingung I-IV* der Bedingung der
Symmetrie des Kerns. Das Resultat, das Herr Prof. D. Hilbert auf
die sich selbst adjungierten Differentialgleichungen angewandt hat,
kann man daher unmittelbar wiedergeben.

Wir haben vorausgesetzt, dass a(x), b(x) keinen singulidren Punkt

zwischen « und A8 besitzen.
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Wenn auch p(a) =0 oder p(x) = (x—a)*E@) Elo)==0, s>1 ist,
konnen wir durch die Randbedingung v(«)« den Kern Gz, )
bestimmen.

Sind die Randbedingungen die fo]genden :

(94) im -2 — 1,y d o,
S=a ul(é)

so erhalten wir
K2, 8 ~0 (Auf))
Ule, @) ~ O (ux€))
U, ) ~ O (u(8))

Damit haben wir

~ U(OuOuPE) \ _
G, )~ 0( 4 ot )= 0(u®),

8
lim [G(z, 90(©)dé = lim 0 (w(EuEds) -0,

denn es folgt

—S dpl dx

aus u = wylw), wlr) = ulf ¢ _de,
{12
\ul(vv);

dass wuz=0.

Als Beispiel wollen wir mit den folgenden Differentialgleichungen
beschéftigen

[u”+ —w — —u=0,
&r

PrY
|v”+1~v’+<l~ nz)v=0
x

Die unabhingigen Losungen sind

U =", U ="
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- onJ,(v/ ax)

1 = A m+1), vu=

(V" 2

Nach den Definitionen

SAV — .L.——w E'n

D(x, ) = on

Ju(V30) YoV ) —

N(z, &) =
(=, &) = Vv J;(vAE)Y(VAE)

J(V28) Y, (v ax)
Jn (1/15)Y;,(1/as)‘

[TV R) Yol 28) — Ju(V ) Y (/i) |

2

xna—n,_ x n’lw

U1(:I7, a) = 2’n

S )

Daraus
Eoz = Uo(l ) fl) ’
Kl(]' ’ E) = O

EOl:19

wenn man annimmt, dass

lim @) =1
20 U(x)

Nach unserer Formel

P I

] —

G(x, &) = ling

Uy, a) =

Ell:()’

lim l u() — v(@) | =

LI o A

" e
2n

E12=0

n "t —
o 2n

sin narl'(1—n)

H”N
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83

0 ' + axTa" n " — "

- - « - L 2T a
2n a 2n
G(x, &) = lim 0 a "
a0

o o, =g a +a" n a ™ — a"

x <& A om 3 om " a om a
7 0
a"+a” n a” —d"
a
2n a 2n
Daraus
G, &) = " 2@ — o) w > E
2n
In gleicher Weise
NI DYWEVR) — TV DY (V D)
I'(x, &) = J.(2V2) - ' ( *) ( )—f— Lf)»“u)l £ x < €&,
J(V'3)
eV (VD YaleV' ) — @V DY 1)} e ae
Jo(V2)

Wenn man v'zJ,(x), V&£Y,(x) anstatt Jn(x) und Y,(x) , und

Vaar, vz x " anstatt * und z ™ setzt, so

erhilt man

6@ 9=y L6,

1'*(z, &) = J% I'(x, &)

Diese sind die Kerne, die Herr Prof. Hilbert gewonnen hat.
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V. ANWENDUNG AUF DIE LINEAREN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN ERSTER UND DRITTER ORDNUNG.

Zunédchst wollen wir uns mit den Differentialgleichungen erster
Ordnung beschéiftigen.

95)  uP(@) + a@u(r) = pl),

(96) v®(x) + blx)v(x) = q(x).

Die Volterrasche Integralgleichung wird in der Form geschrieben :

O o) = “@R@ (U@ L b 4 p— qa
J 13

u(a) . u(@) |
oder
v(@) _ (o) 1 B B \
@ ula) + S u(®) lv(E)(a b +p q de
Daraus

A N LR B

w@)  ule) e w@ |
_ — u(B) — pula) *u(B) | . )
v(B) — pv(a) = v(w) — u(a;L -+ sa (®) lv(rE)(a b) +p—q | d¢
Eliminieren wir —f;(% aus (97), so erhalten wir

— (B — (@ _ (" uB) ey — —
ole) = (o) | PO ) [T fotera — 0+ p — g e

x 1 ]
u(B) — pula)

+ Yr u(@) [W(S)(a —b)+p— (]} dé

oder . u(®

©98) o) = u) z((g)) - ZZ((Q)) + j Gz, E){v(c‘)(a —b) +p— qfde
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wobei
99 G, §) = — wit () u(x) | ’
@) G == e we T F
_ou@ u)
@) — ) w@d T F
gesetzt ist.
) »p—q=0
— ) 0B — po(a) [ _
100) ol = ulw) VT LG(x, £)(a — bp©)de,
_ u@) —puld) _ (* _
(101)  u(x) = v(x) o(8) — ola) Sal (2, &)(a — b)v(€)ds,
wobei
(102 I'(x, &) = — ol v(@) ,
- I I
vl @
v(B) — pv(B) w(€) A

gesetzt ist.

Folglich

G(zx, £) (a—b) = Kern.

I'(z, £) (a—b) = Resolvente des Kerns G(x, £) (@—D).
2) v(B) — pv(e) =0, und @ — b= —Ac(x)

(@) = g" Gz, &)(a — b(E)de,

o) = — xf’ Gz, HeE(©)de
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3) p:Or a’:bv ’1)(,3)21)((1), ,u=1,
o@) = —| GG, Hae)de .
Als einfachstes Beispiel, dienen die Differentialgleichungen

(103) u'(x) — ulx) =0,

(104) v'(x) — nwiv(e) = 0

Wir wihlen die Randbedingung fiir das Intervall —1 bis +1, nimlich

(105) (1) =v(—1)

Folglich ist der Kern (— 1 + n#i)G(x, £),

106)  Glo,&) = — e wlog,
— e x—$ <&
d—e1 SRR

und die Resolvente (— 1 + nwi)!(x, £),

—nmng
e

(107) ['(x, &) = — -

e'nm(x—‘i) ,

NTL —n g
e — €

_ ' nmita-y)

nwy ki)
e — €

Daraus

o@) = (— 1 + nm')j’ G, &)z .
1

Da die Losung der Gleichung wv(x) = ¢"** der Randbedingung (105)

geniigt, so folgt

1
e = (— 1 + nm’)j G(x, &)™ d¢
-1

Spalten wir in Reel- und - Imagindrteil, so ldsst sich schreiben
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(108)  cos nme — — jl G, £)(cos nme + nar sin narf)ds
1

(109) sin nre = — Sl G(x, &)(sin nwé — nar cos nwé)de .
1

Daraus
1
€os norx — nr sin wrx = — (1 + n%rz)j G(x, &) cos ne d€
-1
1
(110) €os nrrx + nar sin nwre = — (1 + n27r2)j G(—x,—£) cos nré de.
-1

Durch die Addierung

1 ; e
(111) cosnmrer = — (1 + n%r?)j G(r, €) ,ff,,g(,u&‘f), cosnwé df .
-1

Aus (108) und (109)

1
sin n7rx + nw cos nwr = —j G(x, &)1 + 7’7 sin nwé dz
-1

1
(112) sin nwx — nw cos nwx = ~§ G(—z, — &1 + 7’#? sin nré de,
-1

1 - _— .
113)  sinnmw = — (1 + n%?)j Gz, &) + (;( % =8 Ginnrede,
-1

114)  G*e, ) = — G@8 + g(— v, — &)

= 1 cosh(lz—£|—1)

el — e -1
Anderseits substituieren wir cos n7é + nr sin na€ in (108) durch (110).

115)  cosmmr = | G &)|[ (1 + wrIG(— & — 2) cosnm. dz)d,

1 I 1 l
—a+ n%r?)j cos nrz dz IJ Gl G(— & - 2)de]
-1 -1
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Setzt man

(116)  6**(,2) = | G, OG(—& — 2)de,
1

so erhalt man wieder durch unmittelbare Berechnung

A17) G (@,2) = G, 2) — —

cosh(x—2—1) x>=z,
el — ¢!

1

1

—~ cosh(z—ax—1) z<z.
et —e¢

Da man die Gleichung (108) und (110) wie folgt schreiben kann.

cos nmé + mar sin nwé

- df.
V1 + nin?

1
cosnmr = —vV'1 + nzwzs_lG(x, &)

1

cosnm + mwsinnrd g nzwﬂs G(—&, —2) cos mmz, dz,
-1

V1 + 0t
kann, wenn man setzt

cos nrx + nar sin nwx

’

@) = cosmmx, Y(x) =

V1 + n2x?
A= vV1+ nin?
so folgt G, &) = G(—¢, — =),

w@) = | |-G )y,

() = zf {~ G, 8)}(/)(z)dz .

Daraus

G, 2) = j'l G, ©G, 8)de = G, 2) ,
-1

1 .
cos N = ﬂ G(z, 2) cos nmz. dz ,
-1

jil Gz, )G, §)dz = G(z, &),
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o . .
cos nrx + n sin nwr _ 125 G, &) (cos nmé + nor sin ") e
V1 + nir? o V1 + nir?

In gleicher Weise

‘1 e
sin nrx = /125 G(zx, 2) sin nwz. dz,
-1

. _ . . - .
sin nare — mar cos nwr _ JZS G, &) S ner/ n €os nmé 5.
V1 + nPn? o V1 + nPn®

Dies ist der Kern, den Herr Schmid gewonnen hat. Die Entwickelbar-
keit des Kerns nach den Eigenfunktionen ist dabei bewiesen worden.
In der Tat ist es gleich wie bei den bekannten Fourierschen Reihen

. 1 cos 7 cos N
cosh(m—1)=2sinh1( -~ + + o +>
=10 oh 1 ot | w41 W + 1
also
N 1 cos 7x ¢os 7€ + sin 7 sin 7€
Glx, 2) = o 4 s e e e T e
(@ 2) 2m? 7w+ 1

4 _C0s nrx cos mr€ + sin nrw sin mré
e + 1

Es ist zu bemerken, dass
1 ) B
G, 2) = j G, 2)GE, m)dz = Gz, 2)

-1

ist. In der Tat

o = 3

_ i (cos nrrx + mar sin nrrx)(Cos nwz + N sin nrz)

= A+ w1+ nid)

(sin narx — nr cos nrx)(sin marz — nar €0S Nrz)
1 + n*?)A + n*nd)

+

Endlich wollen wir uns noch mit einigen Beispielen der linearen Dif-
ferentialgleichung dritter Ordnung beschiftigen.
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Als einfachstes Beispiel dienen die Gleichungen

’LLI” — 0 ,

’U/// + bl’l)” + bz’l)/ + ba’l) =0

Nach unseren Definitionen, bilden wir

Dz, &) = 8"

b

U= U= b @ e,

— = 3 [(e—a? ;)
Uy = by(a) 5 sl o by | +1

Ko, &) = — @8 4, 8 [ (g )8y

2 e L 2 el 2 )’
) ?2U;
E’i,: ik + cU1,+ U1,+ e ! ,
k= vir + for Mk 33 7y 33
2
Ki = paK(B,8) + ...... + por _8_1{2{52’_5), .

Als das erste Beispiel wihlen wir den Fall, wo
v(0)=0, v»P0)=0, v»1)=0
=1 m=vm=pa=pn=pun=0 Ey=1,E;=0,Ey =0
=1 ve=ww=pe=pr=pup=0 Ep=0,Ey=1, Ex=0
pe=1 vo=wy=rm =pn=pn =0 Kg=0,Ez=0, Ey=0

0 Uu(x, (1) U](a‘?, a) Ug(x, (1) f

|
| 1 0 0
G(x, &) = " 0 1 0 0 ,
! 0 0 1 0 - 0 1 0
v <& U8, ) UA(8, 0)Us(B, )

! K(lv g) UU(Bv ’1) Ul(ﬁ9 (l) U2(l87 ll) !
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K(L c) UU(.L a) Ul(J?, a) Uz(b, 'I)

aLa“’ 0 0 10 0
[ 0 1 0
! 0 ! N UoB, ) Ur(13, ) Ua(3, o)
x { y s z / ) 2
11«1 5 Uk, a) UnB, o) U, a) 1 ’
Wenn u'" =0,

V" + =0,

ist, so ist

I)lr—bz:O, 1)331

U & U=, U= 1. Ko, &) = —i& — &
2 2
= @=8 A —8"
G(x, &) A \ 5 0 ] £ > &
=1 (1 é— ?ft)d vk

Dies ist ein Beispiel, des Herr Kowalewski durch seine Methode
berechnet hat. Nach unserer Methode kann man nicht nur zu demsel-
ben Resultat gelangen, sondern auch die Resolvente berechnen.

—%/).x —~:E//).l.)];zt ----- ? /'/.mr_.:)c
Also =€ , Mm=e¢ , Vs=2¢e
— %) oy () 3 Y0l %)
] ((nl — wy)e — (1 — ap)e +(1 — (1)1)(47”2*%—

N(x, &) =

3(wp — 1)
S(x, &) = iN(z, &)

. _ NQ@, &N(x,0) -
['(x, &) = ANz, 5+ 1 - N(L.0) x_>&,

Nz, 0) _
=2 NQ, ¢ r < E.
~na oy v
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Nach der Hilbertschen Theorie kénnen wir die Entwickelbarkeit der
Fourierschen Reihen durch die Greensche Funktion beweisen, welche
mittelst der Gleichungen.

u' =0
vV 4+ =10

mit den Randbedingungen fiir das Intervall — 1 bis + 1,
v(—1) —ov(1)=c, vI(—=1)—vP(1l)=c

aufgebaut werden. Aber wir finden die Greensche Funktion im
engeren Sinne nicht.

Ich behaupte, dass die Greensche Funktion durch die lineare Dif-
ferentialgleichung dritter Ordnung gesucht werden konne.

Nun handelt es sich um die Gleichungen
" =0,
V" + =0
Die Losungen sind
=1, U=, us = a?; vy = sin V2w, v, = cos Vau,vs=1.
Daher nach unserer Methode
K(x, &) = —Ax — &)

U, = @ ?;,,1)?, I+, Ui=@+1), U= ,_(L%DE .

Die gegebenen Randbedingungen sind
v(—1) —2v(1) = ¢,
(= 1) —vPQ) = ¢ .

Daraus folgt
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Ey = — 22, Ey=—2, Ey= —2
E02=_21, E12=0, E22=—2

Als die dritte Randbedingung nehmen wir an, dass

also aus (32) und (35)

o = U(Z)(a)SB Uds + vw(a)j'B Usde + v(a)SIK Usdix

+gl vdé‘jl K, &)dw .
v

£

Daraus

1 4 1

Eo = j Uodx = 3 A+ 2, Ey = X UldJ) =2,
- 1

1

1
Ez;; = S Ugd.’l) =
1

fzv(&‘)de = o,

Ky(3, €) = sl K, &)de = — 2 (1 —25)2 .
Folglich
T G e R
G(x, &) A y + Lo ;.
Yy gy = @— 8 L (@—§ 1 o
G(vcv S) 4 + 2 + 6 @< E )

Um die Resolvente zu suchen, berechnen wir nun

N(x, &)
sin vVizx cos Vaux 1 —Asin VvV A&, —acosV A€ 0
=|v2cos VAE —Vasin ViE 0|+ |VicosViE, —+V isinvVie 0

sin vVa¢ cos VAE 1 sin Vi€, cos VA& 1



94

S, =vVaisinvVi@—¢, V,=

Vi = sin v/ 2 (x — o)

“in 1/
H)J:I*COS'I/ZZ, Plu='—b1n1 A2

Y. Ikeda

_ 1—cos Va(x—¢)
A

1—cosV 2 (x — o)
; .

V2 , Vo=COs1/2(m—u)

1—cosv 42
’ H=—
V2 “ A

Ho=vV2sinvV 12, Hp=1l-—cosV 72, Hy= - S0V 22

v 2

9 _ sinv/ 212

_ sinv/ 22 _1—cos1 22 _ VA
HU3 -H13 = e Sy Hgg =

Vi p 7

1 ;o
S, §) = [ VasinY 2 (s —&dr=1—cosv (1 — £)

Daraus folgt aus (47) und (48)

/ﬂ 1

1v s = — ,,,,,Ei, . /1 1 . ) 4 , v‘\>h

(x, &) 5sine {COSI ( x+S)J 9 v o> &

ray=—_ VA feosvVia+o—a)+ 1, woe
2sinv’ 2 2

Anstatt der Randbedingung Sv(f)dé‘ = ¢3, wdihlen wir die Randbed-

ingung v(0) = ¢3, dann folgt

(G (2,8 = —(e—9) + .én{—essgt 1+ 2%+ do— 408} 06 —1

G0, 8= —@—8 + ;(—2+1+ 2+ do—dve] 2620

G (r,8) = gl et 1>
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G & = —(@—6) + ,é [~ 65+ 1+ 222+ 4o —dorc)
20! G_(r, ) = t {6 142w+ do—dog

G_(z, 6 = bl 2t do— g
Wenn V1 =nm, n=12, ....n, ....ist, so wird

1
sin nmre = mrj G . (z, &) sin nwrede
-1

x>0

1
sin nmre; = nwj G_(x1, &) sin nwEde
-1

fal < 0
Wenn x = — 2x; ist, so erhélt man
1
sin nrx = —n'n-j G(— x, &) sin nmwéde .
-1

Daraus

sin nmre = nqrjl G, €) — G(— 2, ) sin nwéde .

- 2
x>0

Nun setzt man

G~ G 9= G-(-n

so konnen wir berechnen,

e =—1 *2" De  —a>e>—1

=g‘—(1gx) 0>¢6> —x

95

x>6>—1

0>x>¢
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=s<1_gﬂ 5> E>0

= wl=0 1>¢6>a
2 .

sin nrx = nw{ So G*(x, &) sinnwédE +§1Gx(x, £)sin 'nerdE}
-1 0

= nwsl {Gx(x, £ — G¥(x, — &) }sin nmédE .

0
Setzt man wieder

G, &) = G*(x, &) — G (x, — §),
so folgt
G (x, §) = (1 —2) r=>£
=2x(1—¢§) <€
Dies ist der symmetrische Kern, welcher aus der sich selbst-adjungierten
Differentialgleichung zweiter Ordnung leicht konstruiert werden kann.

Es ist zu bemerken, dass man nicht nur mittelst der sich selbst
adjungierten Differentialgleichung, sondern auch mittelst der linearen
Differentialgleichung m-ter Ordnung zum symmetrischen Kern gelang-
en kann.
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