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In meiner fr叶leren Abhandlung(1) habe ich gezeigt, dass man aus 

den L�ungen der zwei linearen Differentialgleichungen m・ter Ordnung 

zwei Volterrasche 1ntegralgleichungen, wovon die eine die Lりsung der 

andern ist, bilden kann. 1m aIlgemeinen wird die Lりsung der linearen 

Differentialgleichung m-ter Ordnung durch m lineare unabh舅gige 

Anfangsbedingungen oder m lineare unabh舅gige Randbedingungen 

voIIst舅dig bestimmt. Die L�ung der Volterraschen 1ntegralgleichung 

ist durch die Anfangsbedingungen , dagegen die der Fredholmschen 1nteｭ

gralgleichung durch die Randbedingungen bestimmt. Daraus vermutet 

man, dass man die VoIterrasche 1ntegralgleichung in die Fredholmsche 

Integralgleichung �erf�ren kann , wenn man die Anfangsbedingｭ

ungen durch die Randbedingungen eliminieren kann. 1n der Tat gelang 

es mir durch Benutzung der Ergebnisse meiner fr�eren Abhandlung 

die 1ineare Differentialgleichung in die Volterrasche Integralgleichung 

und die Volterrasche lntegralgleichung in die Fredholmsche Integralｭ

gleichung �erzuf�ren und aus den L�ungen der zwei linearen 

Differentialgleichungen , die den Randbedingungen genügen, zwei 

Fredholmsche 1ntegralgleichungen, wovon die eine die Lりsung der 

andern ist, zu bilden. 

(1) Memoirs of the Faculty of Engineering, Hokkaid� Imperial University, Bd. 1. 
(1928) S. 193-209. 

Journal of Facutly of Scien巴e， Hokkaido Imperial University, Ser. 1, Vol.!, No. 2, 1931. 
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ﾜber die �erf�rung der linearen Di町erentialgleichung in die 

Integralgleichung allein hat schon Herr Kowalewski eine auf das 

Cauchysche bzw. Lagrangesche Integrationsproblem sich gr�dende 

Methode gezeigt. Herren Takasu und Takahashi haben in 臧nlicher 

Weise die ﾜberf�rungsmethode des linearen Differentialgleichungsｭ

systems behandelt. 

Die vorliegende Methode gestattet nicht nur, die lineare Differen・

tialgleichung in die Fredholmsche Integralgleichung überzuführen, 
sondern auch die Resolvente der Integralgleichung zu gewinnen. 

Da sich die Methode nicht auf die Greensche Formel, sondern auf 
eine Integralformel, durch die die L�ungen der zwei linearen Differenｭ

tialgleichungen m・ter Ordnung miteinander verkn�ft werden, gr�ｭ
det, so sind unsere Ergebnisse nicht nur auf die sich selbst adjungierte 
Di百erentialgleichung ， sondern auch auf die lineare Differentialgleichung 

m-ter Ordnung anzuwenden. In letzten Paragraphen sind einigen 

Beispiele hinzuf�t worden. 1m ersten Beispiel wird eine Schmidtsche 

Eigenfunktion als die einfachste Anwendung auf die lineare Differentialｭ

gleichung erster Ordnung gewonnen. 1m zweiten Beispiel wird die 

Greensche Funktion in dem Falle, wo letztere nicht im engeren Sinne 

auftritt als eine Anwendung auf die lineare Differentialgleichung 

dritter Ordnung berechnet. 
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1. UBERFUHRUNG DER LINEAREN DIFFERENTIAL. 

GLEICHUNG M.TER ORDNUNG IN DIE FRED. 

HOLMSCHE INTEGRALGLEICHUNG. 

Satz 1. Es seinen 

(1) u(m) 十 α1U(m-1) + ........ +αm旬= 0 , 

(2) り{叩) + b1v(畑一 1) + ........ + bmv = 0 

lineare Differentialgleichungen m-ter Ordnung, deren Koeffiz:entenα 
und b keinen singul舐en Punkt zwischenαund x besitzen, und es seien 
Ut，・ ....， U畑 die unabh舅gigen L�ungen der Differentialgleichung (1). 

Die L�ung der Differentialgleichung (2) , deren Anfangswerte 
vt(α:) ， ..... ，り明(α) sind , gen�t der Integralgleichung 

(3) 巾) = F1 (い:) + I: D(川)日的d~ , 

wobei 

o , U1(X) ,. • • • • • ., U畑(x)

(4) F1(~包，司= -
り(畑一l)(~)， U1(拙ー吋~)， . Um(湘一1)(の

-+-,;1 
-・・・・・・・・........... .‘・・........ . 

v(~) , U1(~) ， ..... .. , 旬間(~)

U1(惜ーl)(~) , " Um加ーl)(~)

(5) 
-・・・・・・・.................... . 

.:1= 
初1(1)(~)， ............., Um (1)(り|

Ul(~) , 
-・・・・・・・・・・・・・， 旬間(り

uμ)， 
-・・・・・・・・・・・・・， Um(x) 

(6 ) D(x, �) = 
U1(m-2)(~) ， ......•.. , U叫(畑一2)(~)

-+-L1 , 
-・・・・・...................... . 

U1(ﾇ) , " . . . . . . . . . . . . , 旬拙(ç)

(7) Fa = (α1- b1)ψ(m-1) + ........ + (αm - bm)v. 
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Obgleich der Beweis daf� in meiner fr�eren Abhandlung gegeben 

ist, wollen wir ihn hier kurz wiedergeben , denn die vorliegende Unterｭ
suchung gr�det sich ausschliesslich auf die Formel (3). Die Di庄eren

tialgleichung (2) l舖st sich in der Form 

( 8 )旬(川l(ç) +α1(ç:)V(m- 1)(ç:) + ........十 αm(ç:)v( ç:)

=(α1(ç:) -Mç:)}仰 1)(ç:)十一 十 {am (ç:)一九(ç:)}時)

schreiben. 
Multiplizieren wir die beiden Seiten der Gleichung (8) mit D (x , �:) 

und integrieren vonαbis x , so erhalten wir durch die partiellen Integ-

rat卲nen 

(け川9幻) F川一 F川+ r: F2れM
wobei i 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

F(x , �:) =の(剛一 1)10 + (-1)り(川ーの fi 十 ... . 十( - 1)叫 1りf，μ 1 , 

れ(x ， �:) = ( - 1 )m fm , 

fo=D(勿， �:) , 

ふ _ �n D(x , ç:)十( -1) ぞ 1(α1D (沼， �:)} +・��:n ~\~， ~I ., -I ﾔ�:n-1 1 

+ (-l)nαnD(x ， ぎ) . 

Um F(汚，ç:) = F1(x , ç:), F2(x , �:) = 0 zu beweisen , betrachten wir die 

nachstehende Determinante : 
0 , U1(X) , ............，仏d勿)

0 , U1(川1)(ç:) , ...... , u川(m -1)(�:) 

............................ . 

(叫ん(川)=(-1)肘1 \1 , U1(…1)(ç:) , . . . . , Urn仰 η 1)(ç:)

0 , 'U 1(m一n-2)(ç:)， ...., U叫(m .n-2)(�:) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

0 , U1(�:) , ............, u ",(ç:) 

Differentiieren wir jede Zeile der Determinante A" nach ç:, so 

erhalten wir nur zwei von Null verschiedene Determinanten : 
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I 0 , Ul{X) , ..............., Um{X) 

O , upo(E) ,..........., uJm)(E) 

0 , Ul(刑 E}(E) ，.........， um{m-t)(5)

(15) ( - l)nは

: 1 , Ul(m一%ー1l(Ç)， ......, Um伸一明。(ç)

0 , 

! 0 , Ul(ご) , 
-・・・・・・・・・・・・・・・， Um(�) 

Ju n
 

u
 0 , U1(X) , 

-・・・・・・・・・・・・・・・， 旬叩(X)

0 , Ul(m-ll(Ç) , ........., Um(畑一11(ç)

(16) (-1)'川 I 1 , Ul(m--nー11(ç) , ......，旬m加一旬刊の

0 , Ul(刑4ー11(ç) , ......, U叫(間 r， -ll(ç)

-・・・・・・・・・・・・・・・・・・............. . 

0 , U1(ﾇ) , ................, um(�) 

wenn n+O und n<mー1. 1m Falle wo n = 0 ist, haben wir nur eine 
Determinante : 

! 0 , U1(X) , ..............., Um(勿)

1 , Ul(僻引の， .. . . . . .., um(m-11(�) 

(17) ( -1) I 0 , Ul(制。(ç) ， .…… , Um(畑 11(の
................................ . 

, 0 , Ul{ﾇ) , ................, U叫(ç)

ebenso im Falle wo n = m-1 ist : 

0 , Ul(X) , ................, 旬叩(X)

0 , Ul(刑l(ç) , ..........., 旬隅(慨l(ç)

(日) ( ー l)m I 0 , Ul(m一一21(ç) , .....・・… , u(m.-21 

-・・・・・.・........................ . 

1 , U(�:) , ................, Um (�) 
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denn die �rigen m-2 bzw. m-1 Determinanten m�sen s舂tlich verｭ

schwinden , weil die zwei Zeilen einander gleich sind. 
Da die Determinante ihren Wert nicht ändert, wenn man zu den 

Elementen einer Zeile die mit einem beliebigen gemeinschaftlichen 

Faktor multiplizierten entsprechenden Elemente einer anderen Zeile 

addiert, so l舖st sich die Determinante (15) in der Form 

0 , Uμ) ， ..............., U刑(勿)

α鈍 +1 ， C1 , .................., Cm 

0 , U1(畑 2l(ç) , ........• , Um(畑一2l(ç)

(19) ( -1)n 1 1 I 
1 , U1(畑一←吋ç) ， ..... ， U悦{叩 -n-1l(ç)

0 , 

0 , U1(ﾇ) , ................, U肌(ç)

schreiben, wobei 

Ci = Ui(制l+α2Ui仰の+ .... +α悦U，;， i=1 , 2 , ...., m. 

AIso folgt aus (1) 

Ci = 一 αjUi(m-1l i=1 , 2 ,......, m.. 

Daher wird die Determinante (19) folgendarmassen dargestellt : 

一(- 1)η+1αη1 1 

α1(-1)""1 

切(x) ， ..................., 旬叩(勿) , 

悦1(剛一2l(ç) , ............, U情(叫 2l(ç)

u(�) , ....................，旬m(ç) • 

0 , Uか)， ..............., Um (必)

0 , U1(悦ーll(ç) , ........, Um(畑一ll(ç)

I 1 , Ul(悦ー花川ç) ， ....., Um(刑ーれ吋ç)

0 , 

0 , Ul(ﾇ) , ................, Um(~) 
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die erste Determinante =一α肘1Ao(-1)旬， 1 

die zweite Determinante =一α1A悦
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In analoger ，九Teise folgt aus (18) 

(20) 

und 

(21) 
蕭 

�';: 

ちAm
-1 =_α削Ao( 一一 1)湘一 αlA叩 1

�';: 

U，<刑J(，;:) , ...................... , Um<mJ( ,;:) 1 

Ul(惜←引，;:) , ................ , U叩(惜幻(，;:)
= -α1.1 . 

-・.................................................... .. 

旬1(';:) , -・・・・・・・・・・・・・・・，
旬刑(，;:)

Endlich betrachten wir die Determinante (16). Durch Vergleich mit 

(14) kann man leicht sehen , dass sie gleich A肘 1 ist. 

Daraus 

(22) 

Aus (17) 

(23) 

Daraus 

oder 

(24) 

åA竺=一 αnt!Au( - l)nllーα!An 十 Ant1 ・
�';: 

蘂o  = A 
�';: 

[η ト 0 ， n"て m-1]

� f Ao ¥ = 蘂o  1 _ Ao _åJ ニ A1 十 Ao α1 , 
gE D(x, E) • å';: l J f - �';: J .. Jl -8';: J J 

δ D(x ， ';:)一向DM=11
3';: 

Nimmt man an , dass 

(25) ー竺D(汚，，;:) --~土L(α訓x ， ,;:)} + ・・a�:n a,;:n--l ¥ -} 

+ (ー 1川D(x ， �:) =う，
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so wird 

anl\D(￠， E)-vhlD(z， O)+. 
8(;/1 I I �f;" 1 - -, ) 

十 (-1)%9(αnD(x ， E)) ニ ôA竺 1AnaJ ，
8(; I • } cf;.J .J2 3f; , 

gem舖s (21) und (22) 

1 Ao __ An , An' 1 , A =一 α" 1( -1 Y' 1 一 αI" 十 り竺 + "~n al , 
.J .J .J .J 

also 

pllD(m， E) 一 (!αlD(x ， (;) 1 十・-
8f;" I of; I - , -, ) 

+ (-1)判 1]α悦 ， ]D(;x;， f;) = An! 1 

J 

Damit wird die Annahme (25) best舩igt. Nach (13) lautet die Formel 

(26) %
 

A

J

 

一
一

n
 

r
1
ν
 

1m Falle wo n ニ m-1 ist, erh舁t man aus (20) und (21) 

3m.~， <_, a哨 1 〆、
D(x , ç:)一 J αlD(♂ ， E) ~十

ちE削 8E叩 1 1 ~1 >J \'", '" J 

十 (-1 )叩] a [am1D(x,f;)) 
ôç ‘ y 

二一(一 1 一 αI A叩 l 十何 A畑 1
.J .J 

AIso 

(27) 81Dh， E)-3附I， (α1D(x ， f;)) + .. 
O f;1II 百ç:1II I 、 J

十( -~ 1 Y"αmD(x ， ç) ニ 0 ，

oder 

(28) f同ニ o . 

Damit k�nen wir schliessen aus (10) und (4) 



Ueber die lineαre }.叫tegrα19leichung 55 

(29) F(x, �:) =竺…竺舎三竺ヤ竺A仁仁三・ーっ土{ー-11??!uAtI=F1(勿， ç) , 
J 

(30) F 1(x , x) = り(x) , 

(31) F2(x ， の=o. 

Aus (29), (30) und (31) wird die Integralgleichung (9) mit (3) �erｭ
einstimmen, und die Forderung wird voUst舅dig erledigt. Aus (4), (6) , 
(14) und (25) folgt sogleich der Satz : 

Satz 2. 

D(沼， E)=O ， F13fz」11=O ，
(l� -・・・，

A
U
 

一
一

m
 

事
、

、

.. ,, pc 
h
w
」

D
一
問
、

→
一
日

間3

一

õD(x, �) I ーの
� v , -・・・，

3剛 2D(x， �) I ーの
(lxrn-2 I 

:=� 

Die Integralgleichung (3) wird durch die partiellen Integrationen in 

eine Volterrasche Integralgleichung transformiert. 

間切(Z)=UM+fmm， E)り(ç:)出，

wobei 

(33) K(x, �) = D(x, �) (αm 一九)- 3(D(m，の (α畑一1一九 1)} 
(lç‘' 

+・・・・・・ 十( -1 )m-l ~:~1， r D(x, �:) (α1 -b1)) 
õÇ""-い 1

gesetzt ist, und aus dem Satz 2 folgt 

U(x, 0) = F1(x, a) - D(x, �:) (α1 一一品川一2) I 
~....a 

+ 3(DO，の (α1 - b，)~ 仰一日)I 
õç ‘ I I 

I:), m-2 ， 、

+ (-1)叩-WIiD(川)(α1 - bl)}ψ 
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-D(x, �) (向一品)v(m-2l 1+ 

+ (-1 )m-2 γ-1(D(z， E)(α2 一弘)l 引
'élçm-3、)

-D(x , ç)肌1 一九一1) り|

=日(い) -D(い) (αIい) -bl(a)) 抑制

+戸叫会{D(い) (α1(α)-Mα)) } 

-D(川村山)一協))] + 

十勿叫仰(いα叫一 D(い

十 j去} (同同D訓(仇勿久いω，川Aα吋仰)

+ (ー 1p-IFz(DM(α1(α) - b1 (α)) } ] 

Setzen wir zur Abk�zung 

(34) 

U刑ーI(X ， α:) = D(x， α) 

Um-2(い)=ー D仇司(的)-b1(α))-A1(;， α) ，
-・・・・・・..................... .・・・・・・・・，

日(い') = -D(x, a)(ω-1(α) - bm-1ω) 

十 よ (伊凶D訓仰収仇ω忽仇い，川α仰
+ .... +刊(ト一→l)m-叩r一1 ;ι;;;ニ;;ニ:二;1〉(い同D訓仰伊仇(x ， a)仇，川j川岬α司州仰州)川巾伽(い似α向l(ωα司)ト一→→4弘M仙刷州l(μω(いω叫α4川)け)

叩一→l A刑一-1(収勿， α吋) 
+ (ー 1) J 一一，
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so erhalten wir 

(35) U(x， α) = Um-1v加ー1)(fL) + u川一2り仰 2)(α) + ...... 十 Uov(α) . 

Differentiiert man die Integralgleichung (32) nach x und setzt man x ニ

β， so folgt 

旬(β)=5w， α)内)十 J:印刷(~)此

が1)(β)=ru:Z'hn}い)+j: 竺kzh(E)dE ，
(36) 

仰明=227戸引{旬)(α)+j:ZImβ， ~)り (~)d~ , 

denn es folgt gleich aus dem Satz 2, dass 

A
V
 

一
一

声
炉
、

Z
 

K
 伊

一
V

A
υ
 

=

m

 

舟
炉
、
一

忽
一
勿畑

山
一
円
。

ハ
り=

m

 

h
炉
、'W 

K
 

円dqo 

Es seien die m unabh舅gigen Randbedingungen foIgendermassen geｭ

geben 

均lV(α) +ν凶(り(α:) +均1ν(2)(，α:)+ ...... +ν冊一11り畑一1(，α)

+仰バβ，) +μω(1)(β，) +仰lV(2)(β，) + .... +μ冊一11旬叩ー1(β，) = Cl 

(38) 

切り(α:) +νImV(I) (α:) + ............ +均一1畑伊-1(，α)

+抑制り(β，) +μlmV(I) (β) + ...........十向-1m伊ー 1(β，) = Cm 

Diese Randbedingungen heissen wir die inhomogenen Randbedingｭ

ungen Rl' um sie von den Randbedingungen, deren rechte Seiten alIe 

NuII sind, zu unterscheiden. Die letzteren Randbedingungen heissen 

wir homogene Randbedingungen R2・
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1)(ル。1 十 μ01机(β， a) + μugU(β，臼)十一-
1 8β 

十 μ冊 HF1Uij(β，叫))
!-"m-11"--8゚rn--1 f 

十り(1)叫J1 +μ01UI(山) + /L1l 8Ul{β' (l) + 
もβ

十 μ叩 ngmT1(β， (1.) 1 
，lIf，-日 省庁犯 1 J 

-・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

+がいい)lh-11+ 叫nトn-1(ß ，恥) +μ州仰l日1Fr叫n-l(ß仇βA山ß， a)刈α司)
aβ 

十 μ， Ham←1Um_1 (β ， (/.) 1 
円n-ll 3ß刑二1 f 

+ I~ {μolK(β，~) +μJK(β，型十…・・・・・
J也、.もβ

十 μm-118m-\K(β， ~)} 'u(~)d~ = CI , 
百β削 -1 -I 

巾) [凶1 十仰1 仏(β， (1)十 μ113仏(β， a) + . 
1 (Jβ 

十 μ明 11pajU4β， a) 1 
F 明" 8βm-) J 

-・・・・・・・・・・・・・............................ . 

+ 仰 1刊}刊恥ω(いω叫α吋)

8m- 1 Um"_I(β ， α) 1 
+μm"-II 

2βm 1 J 

9β 
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fvlk(β， �:) =C1-f(内K似， ç) + …・・+内ー11 L1 )り(ç)dç ，
J ", ,. 'òβ" 

百畑 lUO(β， fl) 1 
v(α)i刷る +μ伽Uo(β， a) + ・・・・・・・・ +μnL-l醐 銅山 1

十仰 1)(M)(νnt- -1111. 十向"U""I(山) + 

。"，-1

+向-1m _~U ~=> U m--I(β， α) 
'ðß'π-1 

59 

=ω-f(仰向， ç) + …十向-Mam-1K(β， ç)} 旬(ç)dç ・
J ", ¥' 3βm-l --,,- ~ "") 

Setzen wir zur Abk�zung 

(39) 

(40) 

9川 JUi (β， α)
E i/, = 的，，+仰"Ui (β， α) + ........ +μ叫 1k t'  

8β肌-1

i = 0 , 1, 2, ...... , m -1 , k = 1, 2, ...... , m. 

a叫 lK(β，り
K，，(β，Ç) =仰"K(β， ç) + ......十 μm-l" 一一I'>>J_1

3ß'"一品

so lautet das System der Randbedingungen 

ψ(α)EOl + が1)(α)Ell + ........十 v(rn 1)(α:)g制 11

=什;ι似のり附

切(α)E02 十 ψ{刊Il)E12 + ........十句(冊一列α)E叫ー12

(41) =のード(β， ç)ψ(械，

り(α)E，伽十り(1)(α)EJ怖 + ........ +り(畑 1)(α)Emー1m

=e,n j;ι(川崎)
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Daraus erhalten wir 

!品1 ， ， E11 ， cI-j;ι(比例制 ， Ei 111 , .... , Em--ll 

I Eω ， ...., Ei-12 ， αーか(β， t;州市， Ei112' ...., Em--12 ! 

(42) 品川 ， E山n ， cm-i:Kぷ
りい)(日)=

E01 , ........................................ , E川 11

Eω ， -・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・， Em-12 

Eo川， -・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・， Emー1 別

i=O , 1 , 2 , .........., m-1. 

Durch (42) eliminieren wir の(α) ，り(1)(日) • . .. ，り(川1)(日) aus der Formel 

(35) , so erhalten wir 

。 , UO{:ぉ， α) ， U1 (;ぉ ， a) ， ...., U惜 1{;ぉ ， a) 

C1-j:ι仰のり(E)45 ， EOI , Ell , •....... , Ern-ll 

(-1) 

ι臼レ，一 ([:〉〉μ凶Kιι向η肌JるJ似(
U(いL勿川rに，日寸)= 一一一一

E01 , Ell' ................., E叩 11

Eo怖 ， E1 悦 ， ................, E.叫 1 叩

AIso wird die Volterrasche lntegralgleichung (32) in die Fredholmsche 

lntegralgleichung �ergef�rt. 
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i 0 , Uo(♂， a) , Ul(X ， α) , ............... , Um-l (X ，α) 

|CI , EO1 , E11 , ..・・・・・・， Em-ll 

I Cm , Eom , El m " . . . . . . ., Ern-l m 

v(x) = 一一一一一一一

E01 , Ell ・・・・・・・・・・・・ , Em-11 

............................................................ .. 

EOtn ,. El叫，............， EmI叫

:0 Uo(沼，日)， Ul (X ， α) , -・・・・・， Um-l(x ， α) 

Kl(β ， $), E01 , En , ............, E叫 11

.................................................................................... .. 

"" I Knl(β，$)， Eo 川 ， Elm ,......, E，叫 1明
十 1" 一一 一 一一一一一一一一------v(�)d� 

リ払1 , En , ............， ι11 I 

Lιι1J 
十 (:KMU附

Nehmen wir an , dass die Determinante 

EC1 , 

E02 , 

.......................................... , 

-・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・，

E悦 11

Em-12 

.................................................................... .. 

Eom' ....................., E，制 1m

nicht gleich Null ist , so k�nen wir ausschreiben: 

附り(お) = UIい)→ j:GMU附

wo 
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o , Uo(沼，日)， .............., U", 1(ん

C1 , Em ,. • • • • • • • • • . • • ., E.削 11

Crn , Eorn ,. . • . . . • . . . . . . " E剖 1m

(44) U(x) = 一一一一一一一一

E01 , ................., E.叫ー11

.80 川 ， ................., E.川 1 ける

d
 

n
 

u
 

K(x，~) , U(l抗日)， ......, Um 1(J;,II.) 

K1 (β，~) , 品1 ,............, E，I'比一 11

K"Jβ， ~) ，日)m , ............ , E制 1叩
(45) G(♂，~) = 

ぉン E
E01 , ..............., E .. 胤 11

Eo 川， .... ..................., Eut-Int 

• 0 , Uü(叫 α) ， ......, U川 I(X ， (J.) 

. K1(β，~) , E01 ,. . . . . . , E川一11

K."，(β， ç:), Eo 1n ,. . . . . . , E制 l'm

G(x，~) = 一一 一一

i E01 ・ ・・・・・・・・・・・・・・ ， E削 11
泥く E

E02' .............., Em-12 

E伽 ， ..............， E湘一1制

gesetzt sind. 



Uebe'γ d'Íe linearc Inte!]γal!]leichnlも9 m 

Der soeben bewiesene Satz l舖st sich also so aussprechen : 

Satz 3. 1st v(x) die Lりsung der linearen DifferentiaJgleichung (2) 

welche den inhomogenen Randbedingungen Rl (38) genügt, so gen�t 
v(x) der Fredholmschen Integralgleichung 

り(吟=附 +VMU鵬

wobei U aus (44), G(x, ~) aus (45) gegeben sind. 

1m FaUe wo die Randbedingungen folgendermassen sind 

り(α) = CI , がり(α)= の， ....., り何一1)(α) = c悦，

reduziert sich die Gleichung wieder in die Volterrasche lntegralgleiｭ
chung, denn 

EOl = 1 El1 =品1= ................. =E冊一11=0

E('fl. = 0 El2 = 1 E�=  E.必= ...... =E，問一12 = 0 

..... .・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

................................................. . 

Eo明 =E1楓 - ...  = Em--lnト1 = 0 E協 1 制 =1

Anstatt der Gleichung (2) setzten wir 

り叫 +α1り{畑一1) + ........十 αm'V = ψ(~t:) , 

so erhalten wir 

Fa= ψ(f) ， K(x，~) = D(x , ç:), 

U(x， α) = F1(x ， α) ， Uo=Am-I ， U1= 竺ι壬，
L1 L1 

und man braucht nur anstatt G(x, ç:)ψ， G(x, ç:)討さ) 鑛nzusezten. Wenn 

man alle Konstanten C1 , C2 , .... , C拙 welche in den Randbedingungen 

enthalten sind, gleich Null setzt, d.h. wenn man die homogene Randｭ
bedingungen R2 wählt, so folgt u = o. 
FolgIich 
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り(沼)=j:GM)ψ(ç:)庇

Es ist evident, dass v(x) den Randbedingungen genügt, denn G(x , �:-) 

gen�t den Randbedingungen , wie schon gezeigt. Wir kりnnen beｭ

weisen , dass り(x) auch der Differentialgleichung gen�t. In der Tat 

folgt es unmittelbar aus (45) 

り川(ぉ) +α1V制 l(X) + .......... + αmV(X) 

ニ_ _ 8111 IX K(;.r, ç:)ψ(純一 α1と~r \,x K(必 ， ç) ψ(ç)dç 1 十
'dX"" Jα 廿X'" • ¥ JαY 

一叶:KMの仔
: 0 , uo(x , a) , . . . . , U，μ1(必，日)

i 品(β ， �:) ，品1 ， ....., EuιII 

r ，~ { (三 1n '2.7n--l , 
¥ :" +α1 υ 十.. .十 α叫: ー一
!αl ﾔXm ' ~l 日 X'IIιlmj l EOI ，......， E，ト11

\E日制， ....., Ern → 1 川

x .p(�:)d�: . 

Da jede Ui der Differentialgleichung 

u(川)+αlU悦 1 + ..........ト αrnU = 0 

genügt, so verschwindet das letzte Integral. 

Da 

; !rμZ冶K川伊刊凶州(仔的E丹柿)街 = 剖酌此必仇川川， x)必吟榊)片川ψ
E J ￠ Jα り色必P 

=i:LK(川)判ç:)dç

ist, 80 folgt aus Satz 2. , 

ペ n ﾎX rx ~n 

ー'-:- ¥ K(♂， ç:)ψ(ç:)出= ¥ ̂U~ K(♂， ç:)ψ(ç:)dç: , 
δ.C'ι.' Çt- .'α c';r;" 

n> ηt 
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~m {r りn-l

ふ ，\..K(川)qJ(E)dE=-jFIK(必 ， t)ψ(E) 
X"" ，1 α oX 

日 ぷ

弁
炉
、

，
バω)

 

戸
、

〆
，
.
、
、

B
'
 

f
'
'
F
 

d
 

、
‘

.. 
,,

f 
h
炉
、

"
l
ν
 

J
a
-
-
‘
、K

 

山j
y

'
ィ
ハ

o

t

a

 

na--R's--
+
 

n=こ 1n

K(x , �:) ist eine lineare Funktion von u!, U2 , . . . . Um , daher 

8川K. ()m-l 

(l:C:: +αI 'J K 十 ・・・・・・・・ 十 αmK ニ O.:cm . 鏐"'-l 

Also 

ψ(山}十 αlV(m-l) 十・…・ +αd(z)=VIK(必 ， E) ψ(x) 
dX山 A

I:=x 

Da 

'Ul(;t) , U2(:ぉ)
-・・・・・・・， 対制(:c)

Ul",-2(E). U2叩-2(E) , 
-・・・・・・・， u 

KM=j  

I ul(E) , U2(ç:) ,. . . . . . . . , 引制(ぎ)

ist, wird 

8'" lK(.c, E) 
axm -1 

J = 1. 
J 

与，ー0 ，"

Tats臘hlich genügt り(♂) der Differentialgleichung . 

旬(m) + αρ，(m-1) + ........ .. +α川りニ .p(x)

Satz 4. Wenn der nach unseren Methode berechnete Kern G(x, E) 
als Kern einer lntegralgleichung erster Art 

巾)=j:GM￠桝

genommen wird , wobei v(x) eine gegebenen m-mal stetig differenzierｭ
bare Funktion ist, die den betreffenden Randbedingunεen genugt, so 
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besitzt diese Integralgleichung eine und nur eine Lりsung 少(x) ， und 

man erh舁t ihre L�ung durch die Formel 

旬(制l(X) +α1旬(叫一円x) + ........ 十 αmの(ぉ)=ψ(x) , 

wenn umgekehrt , tp(x) irgend eine stetige Funktion ist, und eine L�ung 

der Differentialgleichung 

り(ml(勿) +α1り(叩吋x) + ・・・・・・・・十 α"，v(x) = ψ(勿)

gefunden werde~ soll, die den allgemeinen Randbedingungen genügt, 
so ist diese L�ung dadurch eindeutig bestimmt, und man erh舁t sie 

durch die Formel 

旬(忽)=j:GMψ(ç)

Der Satz ist analog mit dem von Herrn Prof. Hilbert gewonnenen 

Satz. Aber nach unserem Beweis finden wir , dass er nicht nur auf sich 

selbst adjungierte Differentialgleichungen , sondern auch auf die linearen 
Differentialgleichungen nトter Ordnung angewandt werden kann und 

zweitens dass die Randbedingungen die allgemeineren linearen Relaｭ

tionen (38) sind. Folglich ist der Kern nicht immer symmetrisch. 

1I. REZIPROZIT A TSSATZ 

Der soeben bewiesene Satz muss offenbar g�tig bleiben, auch 

wenn man u und 旬 miteinander vertauscht. 

Satz 5. Wenn u(x) die L�ung der linearen Differentialgleichung 

(1) ist, und denselben Randbedingungen wie (38) genügt, so gen�t 

u(x) auch der Fredholmschen Integralgleichung 

附耐=vh)-jyMU榊，

wobei 
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S(x, ~) VO(勿， a) , ......, V 111.-1 (沼， α)

SI(β，~) , HOl , ......, Hm--11 

(-1) 
Sm(β， ~)， Ho m ,. . . . . . , l[叫 1制

(47) 1 ・(x，~) = 

H01 -・・・・・・・・・・・， H制 11

ぉ>~

Hom , . . . . . • . . . . . . , Hm-lm 

o ， Vo(X ， α) ， ......, V.品 1(沼， α)

SI(β，~) , HOl ，l[間一11

(-1) 
-・・・・............................. . 

Sm(β，~)， HOm ，l[畑一1m
(48) 1 '(x ，~) = 

H01 -・・・・・・・・・・・・， Hm-l1 

x/~ 

H伽， -・・・・・・・・・・・・， Hm-lm 

。 Vu(x ， α) , -・・・・・・・・・， V叫 l(X ， α)

C1 , HOI ., Hm ー11

-・・・・・・.・・・・・・・・・・・............... . 

i Cm , HOm H叫 1叩
(49) V(x) = 一一一 一

(50) 

H01 , ............., Hm-ll 
-・・. .・・・・・・・・・・・.......... . 

-・・・・・・・・・・・・・・・・・・....... . 

Hom , ...•. ••.. • .• .., Hm--Im 

Hik ニ陥+仰/C Vi + ..... +μ畑 1kgmIK(3， u) ，
.もf:Jm 1 

67 
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(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

Y.Ikedα 

Sk(β，り = f10k S(β， ç:)十一......... ..十 ftm-1KS剛 lS(山)，
9β叩 i

Vm_1 = N(x ， α) 

Kμ= -N(x , a)(b1 (α) ー α1(α))-P1 ，
ムJ1

-・・・・・・・・・・・・.......................................... .. 

れ = -N(い)(bmー1(α) - amー1(α))

麝 (" TI _ ¥ 11.. I ¥ I ,\ ) 
2~LN(い) (丸一2(α) 一 αμ(α)))
α 、， J 

・・+ (-1)ト1 空ぺ(N(い)(Mα) 一向(α)) 1 
。α 目\ ' I 

+(-1)叩 1BmI ，
.:}j 

。，りl(X) , ................, Vm(x) 

0 , V(肌ー吋α) , ................, り叩(m-l)(，α)

B“ニ( -1)ね十1
-・・・・・・・・.......... ...................................... .. 

1 , V(湘一引刊日)， ........, vm(m-n-l)(ι) 

0 , 
、
E
E
f

，
凡

d
・1

，
，.
a・
、
、

)
 

T
 

, A
り , ................，旬(α)

I Vl(肌刊5) ，...............， h{m-1)(E)

.. 1J(�:) = -・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・.................. .. 

l り 1(ç:) , .............................., 旬制(Ç)

;りl(X) ， 的(勿)， ...,....., vm(::r) 

N(m， E)=111Y1(mf)(E) ，...............， ??n(削 2)(ç:)

.:h(�:) i • 

l 句作) ,..............., り閉店)
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β
り

(5G) S(x , �) = N(川) {bm(ç) 九(ご); 

_ _8~ (N(x , �) (ん I(Ç) 一 αm--I(�) ) 3符ç l.L.V VV' ~I \Vm，--l'~_' Ulm--l¥"='I/ 

. + (ト一 1 )γ符刑1.-1パ9γ了了 !k凶N(川
oç 、 F

Um die Reziprozit舩 zwischen (43) und (46) zu beweisen , wolIen wir 

zeigen , dass U(x) denselben inhomogenen Randbedingungen R1 wie 

り(x) gen�t. 

Also sind die Randbedingungen 

同lU(α) 十 νllU(l) (α) + .......... +ν肌 l1U(叩1)(日)

十 μOl U(β) 十 μllU(吋β) 十......... .十 μm-1I U(附1) (β) = CI 

(57) 
! ••••••••••••••••••••••••.•••••••••••••••••••••••••••• 

ν0 制 U(α) +ν1mU(I)(日) + ......... 十 ν叫 l m. U(川一1) (α)

L 十仰 U(β) 十 μ1mU(日(β)+ ・・・・・・・・・ 十 μm-1mU(制一円β) = C川

Da U(x) in (44) gegeben ist, k�nen wir die Werte U(β) ， U(l)(β) ， • 
Uいー1)(β) in der Summe der linken Seite der ersten Randbedingung (57) 

substituieren, so erhalten wir 

o , L01 , L11' ~Ht--]l 

I Cl , EOl , ElI' ..........., E制一11

1ω ， E伽 ， EI η1. ， ..........., E刑 1 刑
(58) 

EOJ , ElI , ., Em-ll 

I EOtn , EI叩， ......., EJI/---1'� 

wobei 
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(59) 2::ik =・均kUi(，α) +νlkUP)(α) + ...... +均ー lkU/明一町α)

十仰kUi(，β，) + .................十向ーlkUi(明-1)(β)

gesetzt ist. 

Aus dem Satz 2 folgt 

D(α， α:)=0 anD(x， αL 1=0 
axn I 

n=l , 2 , ...., m-1 , 

An{α， α:) = 0 n = 2 , 3 , .•.. , m-1 , Al = .J(ー 1)冊一 1

Daraus haben wir 

Uo(α， α:) = 1 , U1(f1， α) = U2(，α， α) = .... = Umー 1(α， α) = o. 

Weifer 

jZZ川 n=l , 2 , ......, m-1 

_:_a':_A仇 α:)I = 0 mit Ausnahme 竺三也弘ι) 1= 1 膵. 'ðxm η -1 

Folglich erhalten wir 

(60) mn) (，α， α) = Ufn)(α， α)=......=UF1(α， α)=0 

n=O , 1 , 2 , ......, m-1 

mit Ausnahme U~i!l(α， α) = 1 

Daher wird (59) 

2::01= 均1 十仰lUO(β， α) + ......十内ト112竺!型ιαL
'�゚m-l 

Durch Vergleich mit (39), folgt 

(61) 2::01 = E01 

In gleicher Weise, erhalten wir 

(62) 三~;k = Eik 
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Wenn man von der ersten Zeile der Determinante (58) die zweite Zeile 

substrahiert, so erh舁t man nach (61) 

o , E'01 , E'11 

C1 , E'ol , El1 

, ..........・，

, ..........., 
Eト11

Em.ー11

Cm , EOm , E 1m., ..........., Em-lm 

E01 , El1 , ........, E，悦ー11

Eo m., E 1m., ......., E制ー1m

= C1 ・

Also gen�t U(x) den inhomogenen Randbedingungen R1 ・ ln analoger 

Weise k�nen wir beweisen, dass U den m-l �rigen Randbedingｭ

ungen gen�t. Weiter k�nen wir beweisen, dass V(x) auch den 

inhomogenen Randbedingungen (38) gen�t. 1m aIlgemeinen, muss 
die L�ung der linearen Differentialgleichung m-ter Ordnung durch m 

unabh舅gige inhomogene Randbedingungen voIIst舅dig bestimmt 

werden, wenn sie vorhanden ist. Daher folgt 

(63) 

(64) 

V(x) = v(x) , 

U(x) = u(x) . 

Also ist die Reziprozit舩 vollst舅dig bewiesen. 

Satz 6. Es seien u und v die L�ungen der Gleichungen 

(65) が刑)十 α1U(叩ー1) 十.......... +αmU 己 0 ，

bzw. 

(66) り(州 + b1v(m-1) + .......... + b制1) = 0 , 

welche denselben Randbedingungen (38) gen�en. 

BiIden wir nun zwei Kerne G(x, ç) , und J'(x, ç) , so erhalten wir 
zwei Integralgleichungen, wobei die ein� die Lりsung der andern ist. 
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何7) り(x) = u仙

附 u(氾)引い)-ff川

wobei G(X, ç) , r(X, �) in (45) bzw. (47) (48) gegeben sind. 

Unmittelbar folgt daraus 

G(x, �) = der Resolvente des Kerns I'(x , �:) 

T(x , �:) = der Resolvente des Kerns G(x, �:) 

Wir haben vorausgesetzt, dass die Randbedingungen in den zwei 

Punktenα， βgegeben sind. Aber man braucht die Randbedingungen 

nicht nur in zwei Punkten zu begrenzen. 1m allgemeinen werden die 

Randbedingungen so charakterisiert ; 

同勿(α) +ν1"V(刊の+ .............. +ν削 1 iり (mー1)(α)

+μれ(β1) + pliv(l) (，β1) + ............十 μL-14り(m 吋β1)

.. .・・・・・........... ••.•..•.•..•.••.•...•..•..•.•..•.• 
(fi9) 

十 μ~iV(β)+μi\ψ(1) (β) + ............. +μ:ムー 1 伊(川ー1) (β) ニ Cl

i=l , 2 , .........., m 

α 〈 β1 く β2 〈..........く仇 1<仇 =β

Substituieren wir die Werte の(β1) ， ..... ，の(β) .. . .. ，旬{ηd(β) ， in (69) , 
so ergibt sich 

古畑 lUlc(β)， α) ~Vk(α)(νOi +州似1 ， (1)十 +ル 1 i - ^ rl <n1_1 
Sβ1制且

1 am--1 Ulc(β2 ， α) 
+μ0 i Uk (β2 ， α) + ...... +μF 14-1  

日β2a i 

-・・・・・・・・・.............................. • 
am--1Ulc (β ， α) 

+μ8'i UJc(β， α)+......+pZ14-1 
3β叫 l
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f" f 1 TT{n ,..\ , ..1 ôm-1K(β1. $) L.rl�: 
十 Ltル印1 ， $)十 ・+向 H- ー もほJ" lflÜi.l:>'\/J 1 ，~' T • • • • • -, f"'m-U  ÔβIa-1 J~~v~ 

+j;(州β， $)十 十凶 1ぺ5T)jdE=C1

Nun setzen wir zur Abk�zung 

(70) 
μ制 1Ui(β1 ，日)

Eilc = 川 + ~k Ui(β1 ， α) 十..... .十 μLIK と一一丁一
3β?11 

Ôm-1 U1 (β~ ，日)
+叫ん U包(βli ， a) 十

3βF1 

-・・・・・・・・・・・・，........................... . 

8叩ー1U包(β ， α)
十〆弘 Ui (β，日)十

3βmー1

9制ー1U，包 (ßi' α))払(β ， $)ニ呂 (MA(71) 

und 

(72) Hik = 的lc+ μ~k Vi (β1 ， α) +・・・・・・ +dn-Ikj i vi(βj ， (1) 
2β-m----l 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

ρ
μ
 

V川伊
一
V

悦
叫μ 

十+
 

α
 

ρ
μ
 

V
 

μ
F
 

+
 

(73) 
a悦ー1 TTI n .....¥ ) SIr(β，$) =呂 lAKS(川)十 十 μιLLz 一 1怯k βWW?a1 到印州β晶lけi ， $外)
5β 

so ist der oben bewiesene Satz 6 ohne weiteres in diesem erweiteren 

Falle brauchbar. Endlich ist aber zu bemerken , dass es einen Fall 
gibt, wo sich keine Lりsung ausser den trivialen Lösungen り三 0 ， u===o 

gibt. 

III. HOMOGENE INTEGRALGLEICHUNG. 

Zun臘hst wollen wir zeigen, dass die Kerne G(x, $) und "(x , $) 
denselben homogenen Randbedingungen gen�en. 

Nun aus (45) 
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K (ß， の ， UO(β， α) ， ......, Umーl(β ， fl) 

K1 (β， ,;:), E01 ,. . . . . ., E，制ー11

K怖心9， ç) , Eo惜 , ......, E.畑一1m
(74) G(β，，;:) = 

1ゐ 1 ， ............, Em- 11 , 

β>ç I 品川............， Em-1m 

o , UO('α， α) ， ... ..., U，ω(α， α) 

Kl{β， �) , EOl , ......, Em-ll 

Km(β， ç) , 1ゐm , ......, E畑-1m
G(.α， ç) = 一一一

E 01 , .............. Em-11 

α く E 、 Eo仙 ・・・・・・・・・・・・・ ，E，冊一1制

Sub8tituieren wir の(α:)，旬(β') und ihre Ableitungen in den homogenen 

Randbedingungen durch G(α， ,;:), G(β，，;:) und ihre Ableitungen , 80 wird 
die linke Seite der ersten Randbedingung 

Plk , E01 , 

Kl{β， ç) ， E01 ， 

-・・・・・・・・・・・，

-・・・・・・・・・・・，

E畑一11

Em-11 

Km{β，';:)， EOm , ..・・・・・・・・・・ ，E.冊一1冊

E01' ............., E，叩-11

-・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・，

Eom .............., E冊一1m

= PllC 一 Kl(β， �) 



wobei 

Ueber die li礼eare Integralgleichnng 

ôm -1k(β， �:) 
Pll' = μO1K(β，ç:) + ........十 f1m-ll ←正

8β叫 i

Also nach (40) 

K1(β， �:) -PlI, = 0 .ー

75 

In gleicher Weise folgt, dass G(x, �:) den m-l �rigen homogenen 

Randbedingungen R2 gen�t. 

Satz 7. Der Kern G(x, �:) gen�t den homogenen Randbedingｭ

ungen. 

Wir haben vorausgesetzt, dass die Determinante 

EOl , . .・・・・・・・・・・・・・・・・・・・， E哨 11

(75) D = 

E伽， -・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・， E制ー1削

von N ull verschieden ist. 

Wenn Cl = C2. • •••• •• = Cm = 0 , so ist U(x) gleich Null. Woraus 

り助 =j:GMV附

Aus denselben Grund, folgt dass V(x) gleich Null ist, wenn die Deterｭ
minante 

H01' ....................., H，叩 11

(76) D1= 

Hom , ....................., Hm-1m 

nicht gleich Null ist. Also folgt der Satz 

Satz 8. Wenn D =ト o und D1 =ト 0 ， so haben wir nur triviale 

L�ungen der homogenen Integralgleichungen. 
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(77) 仰)=jyMV(E)

(78) tt(Lt)=-fIM 

Also sind die Lりsungen

りヨ 0 ， u ヨ o.

Satz 9. Wenn D 十 o und D1 = 0 , und wenn es eine solche 

Lりsung der Differentialgleichung (2) gibt , die denselben Randbedingｭ

ungen mit G(x, �) zu genügen, so ist sie auch die L�ung der homogenen 

Integralgleichung (77). 

Wenn auch die Randbedingungen im erweiterten Sinne wie (69) 

gegeben sind, braucht das den Satz nicht zu modifizieren. 

IV. HILBERTSCHE THEORIE DER SICH SELBST 
ADJUNGIERTEN DIFFERENTIALGLEICHUN G 

ZWEITER ORDNUNG. 

Es handelt sich nun um die Differentialgleichungen 

(79) の
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(80) ぷ (p ~~)十伊十か= 0 , 

woraus durch Vergleich mit (1) folgt 

α1 二三

dρ 

d:r a 
， α2= 
ρp 

dρ 

b1 = d.午，一一

p 
b2 = q --lト A

珵 

α1 --b, = 0 , αb 一』-2 ._ u2 一一
p 

Da es bekannt ist, dass 

I ui(さ) 旬以ç) I = f' p -~>(川 =M CT =pP(日)
I u,(ç) U2(ﾇ) I -p(�-) 

(81) 
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so erh舁t man nach den Definitionen 

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

(86) 

(87) 
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Ul • 1 uI(;t:) 向(x)
-

C Ul(日) U~(日)

げ 1 U1(ぉ) u~(:1;) 
一一
山一 -ctt10)(α)ω1)(日) , 

(肌(βα)EOI = V01 十 μ{)]Uo(β， α) 十 μ11
(lβ 

(l UO(β，日)
I E02 戸 川十州Uu(β， α) +μ12 

3β 

(l U1 (β，臼)
E11 = ν11+ 仰lU1 (β ， a) + μ 

い 3β

(l U1(β， ι) 
E12 = ν12 +μ02U1 (β， α) +μ12 

. --百β

f K1 (;:3 , $) = ll'OlK(;:3, $) + 11'11 (lぽ仰K町印(似βK1(似β，$) =μmK(β ， $)十 μ11
gβ 

l gK2, E) K2(β，$) =μ舷K(β， E)+/112;

Nach den oben bewiesenen Ergebnissen , k�nen wir schliessen, 

1) Der Kern G(x, $) gen�t der Differentialgleichung 

U\2l 十 α1U(ll 十 α2U = 0 

2) Der Kern G(x, $) gen�t den homogenen Randbedingungen 

日 G(日，$)司G(β，$) - fl 
同1G(日 ， t) 十 ν11 一一 一十 μOlG(β， $)十 μ11 "'-"\('-', _~J_ - U 

8" ,'-" 'ðβ 
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vfJ2G(川)十 JGい，n_ + 仰G(β， ç:)十仰 aG(β，ç:) = 0 
α(l aβ 

3) Der Kern G(x, �:) ist stetig in x = �: 

4) Der Kern G(x, �:) besitzt unstetige Ableitung in x = ç:, aIso 
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Da der Kern G(x, �:) den aIlgemeineren Randbedingungen aIs den 
Bedingungen , welche Herr Prof. HiIbert gezeichnet hat, genügt, so 
ist der Kern nicht immer symmetrisch. 

Um die Bedingungen der Symmetrie des Kerns zu suchen , woIIen 
wir zun臘hst die folgende Identit舩 beweisen. 

側 日仏 α)引い)一日(ç:， a)U1(い)=ヤ K(x， �:) 

In der Tat foIgt das aus (83), (84) und (85). 

Nun I K(x , �:) p~α) Uu(必， α) U1 (沼， ,,) 

G(;r;, �:) = 』 6-1ι(β， �:) Pω 品1 E11 
p(a) D I ﾀ 

ぉ>ç:
K2(，β， E)p(A αt E，ω .812 

Multiplizieren wir die zweite Kolonne mit U1 (，乙 α) ， und die dritte 

Kolonne mit Uo(ç:, a) , und addieren wir sie zu der ersten Kolonne, so 
erhalten wir aus (88) : 

。 Uu(x ， 日) U1 (x， α) 

(89) 一À 1 
=|-V11Uo(E，日) +同lU1(ç:， a) E01 

p(.日:) D 
E11 

- J;12UO (ç:， α) 十川町(ç:， α:) E，ω E12 

und in analoger Weise 
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(90) 
-K(x , ç:)内1

-ﾀ  1 A 
G(x, �:) = 

ρ(α) D I ーレI1UO(ç:， 日)十助IUI(ç:， (..1) EOl 

Uo(x, a) U1 (x , a) 

Ell 

おく E i - 1.112UO(ç:， α) 十陶U1(ç:， α) Eω EI2 

Um die Funktion G(x, �:) symmetrisch zu machen; 

G(x, �:) - G(ç:, x) = 0 , 

(必ç:) (x> �:) 

G(x, �:) ~- G(乙必) = 0 , 

(おくの いくの

Also muss die Differenz der Determinanten gleich NulI sein , 

! K(ぉ， �:) Uo(x, (..1) U1(X， 日) 。 Uo(ç:, a) U1(ç:, a) 
(91) i K1(β，ç:) EOI Eu K1 (β， x) EOI E'II 

|ι(β，ç:) E02 EJ2 Klβ， x) Eω EI2 

Aus (89) und (90) folgt , dass 

die Differenz (91) 

= K(川)(町E'11 一切IEI2 十円1品2 - J.-品十払1ι -E1品)

= K(川)11.1021.111 - 1.1011-'12 + f日 (β， a) 出(β， I.l) 一日向 1 f山山- ".,,,,,,,1. , 
L l '''' 2β i êlβI Iμ即12- f1'即OljJ 

Aber es folgt unmittelbar aus (84) und (85). 

机旦一日川= ~ I ufl)い) u~l)(α) I !吋1) (β) 叫1) (β) 1-P(.日)
日β ろβ ♂ i UI(日) U2(日) I UI(β) 税制) I = ~(ß) 

EndIich gelangt man zu 

(92) G(ふり~- G(ç:, x) 

= K(川)r (1-'021-'11 - 1.I0M:) 一 (fl'o2f1'1l - JlOlfll2) P((l) 'J 
L/ L ・ ， p(β)-' 
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Um G(x, ç)-G(ç, x) = 0 werden zu lassen, also um den Kern symｭ

metrisch zu bilden, ist die Bedingung : 

(α) 
側 (IJ02V11 - VO!V12) 一(仰11Md7ω ニ O

Herr Prof. Hilbert hat folgende Randbedingungen gew臧lt. 

1. u(α) = 0 , u(β) = 0 , also 均1 = 1 ， μω= 1 alle � brigen 

Koeffizienten = 0 . 

II. U(I)(日) = 0 , U(I)(β) = 0 , also ν11 ニ 1 ， μ12 = 1 alle �rigen 

Koe田zienten = 0 . 

lII. !!竺十 MHo ぬ + ku 1 = 0 , also j.<'01 = h , !Jn = 1 , dx ' tO'" 1 - V , dx ._--¥ 
X=Cl x=~ 

μ02 = k ， μ12 = 1 alle �rigen Koeffizienten = O. 

lV. u(α) =山) 内川α)= ーザ州β

ν01 = 1 , μol=-h ， ν12 = p(日) , fr-pr) 

alle �rigen Koeffizienten = O. 

lV*恥ホ; u叫仰(いα吋)= 仰酬(似β州β) , 仰州)u川川川悦ωω川州(りω吋1η吋)刊(α司) ニ 一 ;トu川州(似仇β

凶川1-'01 = 1 , μ11 = - hp(゚) , ν12 = p(α) , 仰 = ; 

alle �rigen Koeffizierten = O. 

ln der Tat gen�t jede Randbedingung I-IV発 der Bedingung der 

Symmetrie des Kerns. Das Resultat, das Herr Prof. D. Hilbert auf 
die sich selbst adjungierten Differentialgleichungen angewandt hat, 

kann man daher unmittelbar wiedergeben. 

Wir haben vorausgesetzt, dassα(ぉ)， b(ぉ) keinen singul舐en Punkt 

zwischenαund βbesitzen. 
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Wenn auch p(α) = 0 oder p(X) = (X一α)sE(x) E(α) 半 0 ， S~三 1 ist, 
kりnnen wir durch die Randbedingung v (日)半∞ den Kern G(x, �:) 
bestimmen. 

Sind die Randbedingungen die folgenden : 

(94) liψ1(ç:) 
m z I , U1(日) 十二 ∞ 

トαUl(';-)

so erhalten wir 

Damit haben wir 

K(x , �:) --0 (初2(ç:) ) 

Ul(ια) --0 ( U2(�:) ) 

Uo(x ， α) --0 ( u(~)(ç:) ) 

Gヤ， �:) __ 0 (ﾆ uz(切喧hm町ニ o (U2(�:)) , 
¥ U2(ç:)旬、~)(ç:) } 

!与 JG(X, �:) 

denn es folgt 

-j:Jdm 
aus Ul = 7ιI(.r) , U2(必) = Ul ¥ ~、。 dx; , 

d い1(必)}ー

dass UIU2 = 0 . 

AIs Beispiel wollen wir mit den folgenden Di町erentialgleichungen

besch臟tigen 

fU" 十 ;ur-Zuzo ，

1h:UF+(』 -3)戸 O

Die unabh舅gigen Lりsungen sind 

Ul = x"' , U2 = 必比
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1=2nみ(巾) . r(η+ 1) ド - Yn( -.lÀX) ・(内)n sin n7T" l' (1-n) 
(l/~)'n .• ". , ~" v. 2n 

Nach den Definitionen 

Xn~η _ X-llçn ε 

D(z， E)= 「 ÷2n f 

Jn( -.lÀX)Yn( -.Iた)ーみ(-.1正)Yn(，/お)
N(x , �) = の{J~.(γ忌)九(-.1均一 Jn(l/店)Y~げだ)}

一色子~x)型竺り三五(V~OL(1/jm~l~
2 

,-n ~.一明符 ....，..1 , Xnα.-n+ X-叫α"
Ul(日)=E1J 竺ー α ， UO(い):= ~ '''--2η 

Daraus 

E01 = 1 , E02 = Uo(1 ， α) ， En = 0 , E12 = 0 

K2 = K(1 , ç) , K 1(1 , �) = 0 

wenn man annimmt, dass 

1im ..E.!企= 1 lim I u(x) ー仰)I = 0 
;:�-u(x) I I 

Nach unserer Formel 

悦，

u 
α 

xn~偽_xnÇn x'悦α→もキ包協は.n n x'"α "一一X サ品目叫

-ﾀ 一一一← E
2η 2n a 2n 

G(川)=liml 。 'J.-n 。

"+0 

ﾀ �-n -ﾇn � αn+ α→z n 叫→色一 αn
(/. 一一 U 

2n 2n α 2悦，

α 

一一一一一一一一一一一 一一一一一一一

α-n 
。

包 >ç α:n + α-')'l. n α-nーー α帖
一一一ー α 一一一ー 一 α

2η q 2n 
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。 Xnα-1'1十 X-nαn n 

2n α 
Il 

ぜも住4 ーヨr-na-も
U 

2n 

0 G(:c , �) = lim 
a • o 

。 αーn

犯 <~ç
井
炉
、

仙
川

岸
炉
、一

h
n
 

p
炉
、

、

d
m
H

(ln + αーη n
α 

2n α 

α" 。

α←n αn 

α 

2n 

ポ十 α" n 出-7ZU?t

α α 

2n α 2n 

Daraus 

G(沼 ， �) = :fl ,l (Xn _ X つ 犯:三 E
2n 

Xn ..l (çn 一 ξ71) 泊三三 E
2n 

In gleicher Weise 

{Jn (内)Yn(ç内)ーみ(çÝi)町内)}
I'(x ， ç) = み(x1/i) cν ←' 

Jn(l/ ,l) 

{み{下/，l)Yn(XV'均一み(xÝ~) 九(〆..l)f 
=み(çÝ~) ユ 一一一一 } 

Jn ( 〆~)

♂三三 ç ，

包 :?_ç

Wenn man 干/xJn(X) ，〆XYn(x) anstatt み(♂) und Yn(x) , und 
1/♂ xn ， 下ノ土 m一n anstatt xn und x -n setzt, so 

erh舁t man 

G*仇 ç) = J -[ G(x, �) , 

T'*川 =J-~ 州 ç)

Diese sind die Kerne , die Herr Prof. Hilbert gewonnen hat. 
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v. ANWENDUNG AUF DIE LINEAREN DIFFERENTIAL. 

GLEICHUNGEN ERSTER UND DRITTER ORDNUNG. 

Zun臘hst wollen wir uns mit den Di百erentialgleichungen erster 

Ordnung besch臟tigen. 

(95) u(l)(x) + α(x)u(x) = p(x) , 

(96) が吋x) + b(x)ν(x) = q(x) . 

Die Volterrasche lntegralgleichung wird in der Form geschrieben : 

(97) 

oder 

Daraus 

ゆ)=仰)坐?~ + \勿 u(x) 九(的 b) + ρ-qidE 
u(a) -, J.. u($) 1 U'''' l\~ ~/' r '1 J 

旬(x)

u(x) 
旬(日~ + �X ~-，!九k同り叫峠州(伝的Eの仰)
u叫(いωαa) , J α 旬叫(ç:) 1 

り(β) = v(α? + í~ ~_， f v(ç:)(α - b) + ρ -q1 d�: 
u(β) u(α) 'J.. u(�:) 1 V''''I¥'''' vI' l' '1 J 

り(βト ρ(司=り(α)mlhF(吐 +j: 沼 (ψ(ç:)(α - b) + ρ 一市

旬(α)
Eliminieren wir ~;U~ aus (97), so erhalten wir r u(α) 

叫仰m吟)= 叫仰忽川 り叫(β瓜) 一 μ凶州仰旬叫仰(いωα司) 一 \~ u叫(β劫) f九九k同ψ叫吋耐，(惜(伝的Eり抑)
l1旬，t(β刈)一 μu叫(α司) J人α u叫tパ(ç:の) l V''''''~ ~" /'"' '1 J 

oder 

(98) 

十1: 旬ω I九k凶旬叫吋耐(伝ω帥5り)
α u(c) l 

× u(3)!f刷

(♂) = u(x) ゆ)一同(α~ + ﾎ G(x, ç:)fν(仰 - b) + ρ ーイ dç:
u(β) 一 μ悦(α) J..' --l 
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wobei 

(99) 
UU(fl) U(ぉ)

G(x，~) = 一 一五一一一 ' 勿 >C
U(β) 一 μU(α) U(~) 

U(β) U(x) , x < ~ 
u(β) 一 μ悦 (a) u(~) 

gesetzt ist. 

1) ρ -q=O 

(100) (x) ニ仰) _2J~尽仁川α~ + (゚ G(川)(α- b)v(~)d~ ， 
u(β) ー μl(α) Jα 

(101) 仰)=の(勿)坐と型佳一 r l'(x, ~)(α ー伽(~)街，
ψ(β) 一 ρ(α:) Jα 

wobei 

(102) μの(α)ψ(x}_ ， T. '> t J '(x , ~) = _ , ~:V "':/---; --;-_v  ~;~-， x> � 
の(β)ρ(ι)ν(~)

り(β) v(午)， x イ 5
v(β) 一 μ'，v(β) り(~)、

gesetzt ist. 

Folglich 

G(x，~) (α b) ニ Kern.

r(x，~) (α -b) = Resolvente des Kerns G(x，~) (α-b) . 

2) り(β) 一 μν(叫) = 0 , und α - b = -;lc(x) 

り帥 =j:GM(α ー伽(~)

り例 =-AJ:GMdEMM
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3)ρ= 0 ， α = b ， ν(β)= の(白) ， μ= 1 , 

り(Z)=-j;GMq附

AIs einfachstes Beispiel, dienen die Differentialgleichungen 

(103) が(x) - u(x) = 0 , 

(104) がい)一 n7l"iv(x) = 0 

Wir w臧len die Randbedingung f� das lntervall -1 bis + 1 , n舂lich 

(105) の(1) =り(- 1) 

Folglich ist der Kern (-1 十 n7l"i)G(x ， �) , 

(106) G(x, �) =ーっEL76m-E
e. --e . 

x>ç , 

ρ
じ一

o
u

d

一
一

一

ρ
U

泥~~ ç , 

und die Resolvente (-1 + nwi)f '(x , �) , 

(107) 
~-ーn何色

I'(:x:, �) = 一一一 て_-:- en吋trt) ，
e" 日"- e ，，_リル

e>み πτ
θ"πτ(♂Ç) 

e"匁Z G?tqtz 

Daraus 

り例=円十伽附川tり付ザ吐)Jイιf1戸， ç附府
Da die Lりsung der Gleichung の(x) = en7< 四 der Randbedingung (105) 

genügt，日o folgt 

en'1<ix = (--1 +附)jJ1G(ml)門ç ，

Spalten wir in Reel-und lmaginärteil, so l舖st sich schreiben 
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(108) …Tm=-j11GM(COSM+ 伽 sin 附)

(109)sinm=j11G川(sin 附-……T~)

Daraus 

…円一伽 sin n7rX = 一 (1 十州)j11GM …吋d~ ，

(川 cos n7rX + 伽 sin n7rX = 一 (1 十仇241?h， -E)cosMdE

Durch die Addierung 

(111) 
c… 

Aus (108) und (109) 

(112) 

(113) 

(114) 

sin n7rX + 伽…7rX ニ -j11GM(1 十 n27r2) sin n7r~ d�: , 

sm n7rX ._ n7r…一 -jy(ー♂， _ ç:)(1 十州)sin n7rﾇ d�: , 

sln n7rドー (1 十耐)1'1 _ G(x_，_i0_~( -:-:-_x,_-:- ~) • sin n7r~ dξ ， 
J -1 2 

伊川 = __G仇旦す(百三~)

=11 y  cosh (1z-E|-1) 
t ‘ e ' 

AnderseitR substituieren wir cos n7r~ + n7r sin n7r~ in (108) durch (110). 

(問 …TZ=jJ列，吋\1(1+dd)G日~ z)叩叩ゐjdE ，

= (1 十州)f 1…ノ吋 {j11GMG( e, -Mき)
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Setzt man 

日16) PM=j11GMG(-E，ー吟

so erhalt man wieder durch unmittelbare Berechnung 

(117) G料 (x， z) = G料(x， z) = 一τ_1~， cosh (x -z - 1) x> z , 
グ -e 品

1 cosh や - x -1) x く z.
e' -e-' 

Da man die Gleichung (108) und (110) wie folgt schreiben kann. 

f1 ~ , .. cos n7l"E: + n7l" sin n7l"E: 
cos n7rX = -v 1 +扇i\ G(x， のー

J -1 ~ \~， ~I 1/1干五指

cos n7l"E: + n7l" sin n7l"E: 一一←←e
一一 一=ー 1/1 十 η，27fl\ G( -E:, -z) cos n7l"Z, dz , 

v1 十 n27fl . - • 'v"  J_ 

kann, wenn man setzt 

so folgt 

Daraus 

cos n7I"X + n7l" sm n7l"x 
仰) = cos n7l"x ， ψ(吟= 一つ?ー，，----;----~- , 

111 十 n271・2

え= 1/[ 千五~主

G(♂， ~) = G( --ç, -x) , 

fl f rv{~ 1:'¥ 1 
tp(x) = 刈 - G(x, E:) ψ(E:)dç , 

JIi'1 

[1 f _ r!_( N e¥ 1 ψ(E)= 』jIl-G(川)jψ(z)dz

伊川 =j11GMGMdE=GM ，

∞sm= 』2j11G嗣 cos叩 dz ，

j11GMGUJ)dz=GM 
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~os n'l1"~ + n7r_si_n__11,'I1"x_ = ..l2C G(X, �) (COS n7rÇ 十伽 sin n7r�) d�. 
./1 十 n27r2 .. J -1 "', 1/1 十 n27fL

In gleicher Weise 

sinm=A111GMsinmb , 

sin n7rX - n7r cos n7rX ,?ï1 r'U__ p-¥ sin n7r� -n7r cos n7r� ﾀ 
〆=勺 G(x， ç) ー I{! /I _~::~_~ ~_ d� 

1 十 n2~ J 1---' , -, ，/1 十 n27r2

Dies ist der Kern , den Herr Schmid gewonnen hat. Die Entwickelbarｭ

keit des Kerns nach den Eigenfunktionen ist dabei bewiesen worden. 

In der Tat ist es gleich wie bei den bekannten Fourierschen Reihen 

( 1 cosηマTηk
cosh (η1) = 2 sinh 1 ( 十 十... .十 十・・・・)

¥ 27r2 . ~ + 1 n27fL 十 1 / 

also 

1 cos 7r;:t; cos 7rE 十 sln 71・xsm ワrç
G(x, z) = ~~十三

27T2 7fL十 1

ト cos n7rX cos n7T� + sin n7rX sin n7Tç 十
η戸7r2 十 1

Es ist zu bemerken, dass 

G(x, z) = f1G川G(ç ， x)dç ニ Gい

ist. In der Tat 

∞ ψ冗(x)ψ仰(z)G(x, z) ニ b 'r_.n\~ … 
11-D 1 十 n"7r"

ーも (cos 鈍7rX 十悦7r sin n7rx)(COS n戸十_n_7T"_ _sin n7rz) 

か。 (1 + n2~)(1 十 n2~)

十 (sin 伽ぽー伽 cos伽x)(sin 竺里一町 cos附z)
(1 十 n27r2)(1 + n2~) 

Endlich wollen wir uns noch mit einigen Beispielen der linearen Difｭ

ferentialgleichung dritter Ordnung besch臟tigen. 
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AIs einfachstes BeispieI dienen die Gleichungen 

u'" = 0 , 

り'" + b1り" + b2v' 十 b"v = 0 

Nach unseren Definitionen, biIden wir 

戸
炉
、
一

一
一2

h
 

一
一

戸
炉
、

Z
 

D
 

U\ ー (;r - a)2 TT _ 1, {...¥ (:勿 - (l)2 
2 '̂' , U1 = Mα)2 十 (x -0) , 

日 =ι(司 (x ゴ)2_ _~8~f(必一日)2b11 十 1
2 Ô叫 1 2 "1 j 

K(x, �) =一 (x-=-ç)2 b3 +~ .( (X-�)2 lJ.;,] _~:←~ (X-.�)2 b,] 
3 'a�.l 2 句j-aèi l 2 u 1j , 

Eik =刊阿川k 十切仰川 +μ仰仰1
aβ8メβFゴア白

Kk = 仰kKI似， ç) 十・・・・・・ +μ2klj五(fj...il
3βA 

AIs das erste Beispiel w臧len wir den FaI!, wo 

の(0) = 0 ，が1)(0) = 0 ，切(1) = 0 

)..'01 = 1 レ11 ニレ'21 =仰1=μ11=μ21 ニ o EOl = 1, E11 = 0, E21 =~ 0 

同ニ 1 μ(旧工回 =μ()2 =μ12 =μ22 = 0 Em = 0, E12 = 1, E'2:2 ニ O

州)日ニ 1 )..'('3 ニレ1日== }...'2a ==μ1:1 =μ2:Jニ o Eoa = 0, Et!l = 0, E2'J = 0 

G(沼， ç) ニ|
。

。

Uu(x , (1) u市， a) U2(x , a) I 
1 。 。

1 

0 

0 

1 

。

。

ぽ〈ケ E o 0 1 0 

I K(l , �) Uo(β ， 0) Ut (β， a) U2(β，臼)
U(I(β， (l)Ut (β，日)U2(β ， a) 
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0
η
 

K(;l'，~) Uu (必 ， a) U1(X , (l) U2(X , 0) . 

G(ι， ~) = I 0 
1 。 。

1 0 0 

。 。

. 。 1 。

1 。

K(1 ，~) Uü(β，(J.) U1 (β ， (1.) ι(β， (1.) I 

Uo(β，日)U1(β，日)U~(β， (1) 

Wenn u'" ニ 0 ，

v'" + λυ= 0 , 

ist , so ist 

bl = b2 = 0 , b3 ニ』

ll: - ';:)2 
U日=且2'U1=z， U日= 1. K(x ，，;:) ニー

G(ふり =-A J(m 二一 ';:)2 ーが(1 -�:)2 ¥ x ン El -2--- 2 I 

=i f(15)2 
2 

必ず/と

Dies ist ein Beispiel , des Herr Kowalewski durch seine Methode 

berechnet hat. Nach unserer Methode kann man nicht nur zu demselｭ

ben Resultat gelangen , sondern auch die Resolvente berechnen. 

~/、
ι1;; -一一:予;ノ)，(1川，汁1

1り)2 = c ， 1り)ゐ日 =c ヲ

‘、ノ

一一 ï ì 制作 '1'
“ 

Also VI = C 

'Vf(氾--t) --Vi.t"l (x -C) f ノ ì-" ，~(♂~)

N(必， �:) = ("'1 て (1)2)仁 三 (1 三山)θ一一一 二十!日二rdp- 』 3
3(即日 叩1)

S(x, ,;:) = ÀN(x， 。

- /'(x , ,;:) = ÀN(ω， E)+ 』 lV(l ， E)NQ101 氾 >c
N(1 , .O) 

一え N(x ， 0) 
= ﾀ ~:;~'~: N(1 ，';:)， 必<，;:.

N(1 , 0) 
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Nach der Hilbertschen Theorie k伽men wir die Entwickelbarkeit der 

Fourierschen Reihen durch die Greensche Funktion beweisen , welche 
mittelst der Gleichungen. 

u" = 0 

げF 十』ψ=0

mit den Randbedingungen f� das Intervall -1 bis 十 1 ，

り(- 1) 一 ψ(1) = C) , り(吋- 1) ーが))(1 ) = C2 

aufgebaut werden. Aber wir finden die Greensche Funktion im 

engeren Sinne nicht. 

Ich behaupte , dass die Greensche Funktion durch die lineare Difｭ
ferentialgleichung dritter Ordnung gesucht werden k�ne. 

Nun handelt es sich um die Gleichungen 

u'" = 0 , 

v'" + ，1げ =0

Die Lりsungen sind 

Ul = 1, U2 = X , U;j = X2; υ1 ニ sin v/i X , V2 = cos '〆ÆX， 均二1.

Daher nach unserer Methode 

K(:氾， �) =-，1いーの

一 (X 十 1)2 一(必十 1)2
0-2 』 +I， U1(Z 十 1) ， U2 

Die gegebenen Randbedingungen sind 

の(- 1) 一り(1) = Cl , 

が1)(_ 1) ーが1)(1) = C2 ・

Daraus folgt 
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E01 = 一割，

Eω= - 2À , 

Eu = -2 , ι1 = -2 

En= -2 E12 = 0 , 

AIs die dritte Randbedingung nehmen wir an , dass 

リ
ο

ρ
U
 

一
一

戸
、

，

α
 

、
.
E

，
，

h
炉
、

，
，a
‘
、

引U

m

V

H

w

 

paE

, 
.. 
,

d 

aIso aus (32) und (35) 

の=が2}(《U伽川(叫:Uんり叫Uodx

+j!1dzj:即けdx

Daraus 

ん =j11udm=;A 十 2 ， ι=jlIUdz=2 ，

ゐ =j!?dm=;

f1 V{~ t:U~ _ ~ (1 - �)2 K3(β， �) = ¥ K(x , $)dx = 一』 2

FoIgIich 

ーか_ $)2 
G(m, E)-4 

(x - �) I 1 

2 6 
" ~ x _/> 1; , 

噌
i

円
。

+
 

h
炉
、
一

一
一2

m
一十

F
炉
、
一

一
一4

m

一一
一

F
P、Z

 
G
 

∞く ç.

Um die Resolvente zu suchen , berechnen wir nun 

N(x , �) 

sin �'ﾀ x cos l/ﾀ x 1 

下/À cos ，/X ç ー下/ﾀ sin V H: 0 I + 

sin �' ﾀ � cos V ﾀ � 1 

ー À sin V~ ç , 

VÀcos 予/付，

sin ý'Àç , 

- ﾀ cos 11 ﾀ � 0 

-�' ﾀ sin V ﾀ � 0 

cos l/j � 1 
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一 1-cos ,1 i1 (x-~) 
』

S(a; , ~) = V i1 sin V~ (必_ ~) , Vz = 1-cos V i1 (x --a) 
』

V, = sin ,1 i1 (忽日)
, ,1 i1 Vo = cos ,1 i1 (沼町)

HOl = 1-cos 〆」 2 ， H--sin 1/ 』 2H1-1-cos I/J2 
11 - - V i1 , I1 21 = -_ ﾀ 

Hω= 什白山 2 ， H12 = 1--cos什 2 ， H222-my A2 
1/ ﾀ 

7T  sin 干IÀ2
一一.1.1(凶← ，1 À-一，

H13 • 1 - cos ,1 ﾀ 2 
一

ﾀ 

日 sin 干I À 2
TT  ,1 ﾀ 
一-.1.123 -

制， E)=(1 山m内 Cr 一拍= 1-cos Y�. (1 - ~) 

Daraus folgt aus (47) und (48) 

lbl)=-KC{COS1/ 』 (1 ーけの;十;， r7> 5
2 Silll/ �. 

1 '(x , ~)ニー 2s;J九 {cos れ (1 十必 -5))+; バ

A 附a抗tt der Ran叫db仙19即凹仰u山叫1刀I昭 j り刈暗耐(仔的Eの)dç: = c向3 ， wä剖泊hI叶削Ie

ingung 旬吋(0的)=c向3 ， dann foIgt 

a'>O 

1 (>
G , (必， �:) ==ーいご) + .~ j -6�: + 1 + 2X2 + 4x -4x~f 0ン乙、 -18 1 0 J 

G (x , �:) = -(x-�:) + 

G (x，~) = 

;(-25 十 1 十叫 4ぉ一州

1f-25+1 十 2x2 + 4x -4x�:� 8 l _...'" -, J.. -, "'''' T 'ot'" - 'ot'" � J 

mン C:>O

1> ç:>♂ 



Ueaer d柑 t叩eaγe Integralgleichung 95 

G_(川) = -(x-~) + ~ f -6~ + 1 +ν+む一州以>-1

x<O ~ G_(X, ~) = 十七-6;+ 1 +叫 4x一川 0>以

+ ~ {-2ç 十 1 + 2X2 + 4沼一州 1>心G_(x，~) = 

Wenn 1/} =η司 n = 1, 2, .... n , .... ist, so wird 

sin 叩= 伽jJ IG A , E) Sin n77・時

x>o 

sin n71"X1 =叶11G-(勾， ~) sin n71"~d~ 

X1 <0 

Wenn x = -X1 ist , so erh舁t man 

sin n71"X = ーイ1G(ーリ sin n71"~d~ 

Daraus 

sin n71"X =叶:G坐， ~)三f(三世 sin州市

X>O 

N un setzt man 

GX(X，~) = 空+包旦三十ff(ー竺J ，

日okりnnen wir berechnen, 

炉問=一 (1; 。勿

=ε旦二竺i
2 

-x>~>-l 

。>~>一旬
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m

一
一
一2

唱
i
-h

炉
、-

一
x>�:>� 

_ x(l-�:) 
2 

l>�:>x  

sin n7rX = 附(j!?(z， E)Sinn吋街 +j:G×Msin附ç:dç:}

=附f~ {GX川一 GX(x， -�:) } sin伽時

Setzt man wieder 

GXX(x, �:) = GX(x, �) -GX(x, -�:) , 

so folgt 

GXX(x, �:) = �:(l-x) x 二三 E

Z 勿 (1- ç:) x < �: 

Dies ist der symmetrische Kern , welcher aus der sich selbst-adjungierten 
Differentialgleichung zweiter Ordnung leicht konstr・uiert werden kann. 

Es ist zu bemerken , dass man nicht nur mittelst der sich selbst 
adjungierten Differentialgleichung, sondern auch mittelst der linearen 
Di町erentialgleichung m-ter Ordnung zum symmetrischen Kern gelangｭ

en kann. 
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