DIE GEOMETRIE DES SYSTEMS DER PARTIELLEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Von

Akitsugu KAWAGUCHI und Hitoshi HOMBU

Die Geometrie der ‘‘ paths’’, welche von der Schule von Princeton
entwickelt wurde und ein UUbergang von der RIEMANNschen Geometrie
zu der einer affinen Ubertragung war, ist erst von J. DouGLASs in
dem Falle eines Systems der Differentialgleichungen

dxt il Ad da? _ . .

(1) —&?2—+H(m1, dt)_o G,i=1,2...,n)
erweitert worden ([7]®). Die Theorie hat sich notwendig auf die
Mannigfaltigkeit von Linienelementen bezogen, und wir konnen die
Niitzlichkeit dieser Theorie in der von L. BERWALD schon veroffent-
lichten Theorie der Mannigfaltigkeit mit der FINSLERschen Mass-
bestimmung finden ([1]). Es ist zu beachten, dass J. DouGgLAs in"
dem Falle des obigen Systems und dem des weiter verallgemeinerten
Systems der partiellen Differentialgleichungen
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ou°

“,5i=12 ...,m; a,bc=1,2, ...,K)

azm": . .
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(‘* K-spreads ’’) nach den zugrundegelegten Gruppen der Koordinaten-
und Parametertransformationen die zugehorigen Geometrien mit den
Adjektiven affine, deskriptive, projektive und volumindre voneinander
unterschieden hat ([7], [8]). Da er aber die Invarianz der Systeme
unter beliebiger linearer Parametertransformation gefordert hat, musste

die Funktionen H ’3(90", %—) bzw. H:(x?, p?) in bezug auf %’— bzw.
3 homogen von zweiter Ordnung bzw. homogen in erweitertem

Sinne sein. D.D. Kosawmsr ([17]), E. CARTAN ([4]) und danach W.
SLEBODZINSKI ([21]) haben diese Forderung in dem Falle (1) beiseite-

(1) Man vergleiche die Literatur am Schluss dieser Arbeit.
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gesetzt und die Abhingigkeit der Funktionen H® auch von dem
Parameter ¢ angenommen. Die dabei verfolgte Geometrie hat die
Gruppe der Transformationen -

¥ =g, o, ...,2")  oder Z'=ZF(x!, % ...,2"; )

und der identischen Parametertransformation (rheonome oder kinema-
tische) zugrundegelegt. Kiirzlich hat E. BORTOLOTTI eine neue Geo-
metrie des Systems (2) (H}, : von den Parametern u° abhingig) unter
der Gruppe aller Koordinaten- und Parametertransformationen

‘.Ei = Zi(wl”xz; e ey xn) y ,ua = aa(ui’ uk! ey uK)

untersucht, die intrinsek genannt wird ([2]). Sie ist eine einheitliche
affine Geometrie der verallgemeinerten ‘ paths’’ und *‘ K-spreads ’’.
Von D. D. KosaMmBI ist in diesem Jahre der erste Schritt in die
Geometrie des Systems der gewohnlichen Differentialgleichungen hoherer
Ordnung

i Gi(E, af, g0, L. gDy = 0

gemacht worden ([18],[19]). Unter Zugrundelegung der Gruppe aller
Koordinatentransformationen und der identischen Parametertransfor-
mation ist es ihm gelungen, in der Mannigfaltigkeit der Elemente
t,x, 2, ..., 2D statt der partiellen Ableitungen nach ¢, z, ..., am™D
der geometrischen Grossen die kovarianten partiellen Ableitungen
derselben Zahl anzusetzen, woraus wir eine Grundlage der affine
Geometrie des Systems finden konnen. Man bedarf aber bei der
Herleitung dieser Ableitungen der Differentialquotienten von o bis zur
m-ten Ordnung. .

Andererseits hat seit einigen Jahren die Theorie der KAWAGUCHI-
schen Riume durch die Untersuchungen von A. KawaAGucHI ([9], [11],
[12]), J.L. SYNGE ([22]) und H. V. CRAIG ([5]) eine progressive
Entwicklung gemacht; vor allem in den neueren Arbeiten [11], [12]
konnen wir einen tieferen Grund fiir die kovarianten Ableitungsver-
fahren und grosse Hoffnung fiir die Entwicklung der Theorie dieser
Riume finden. In der vorliegenden Arbeit mochten wir uns von
diesem geometrischen Standpunkte aus mit der Theorie des Systems
der partiellen Differentialgleichungen hoherer Ordnung

(3) a™x
duUr19ul: ., .UM

+ nglag cee am(ub, vx"

o Ay ) —0
T oubs’ "7 dubs. .. dubm



Die Geometrie des Systems der partiellen Differentialgletichungen 23

beschiftigen. Zunichst in Kapitel 1 versuchen wir als Vorbereitung
die neue Formulierung der Sitze hauptséchlich der letzten Arbeiten in
der Mannigfaltigkeit von K-dimensionalen Flichenelementen s(= 1)-ter
Ordnung F@. F{ ist nichts anderes als eine Art Mannigfaltigkeit,
welche aus einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit in jedem Punkte
durch Adjungierung von beliebigen Matrizen bestimmter Art entsteht.
Da aber bei einer Koordinatentransformationen die adjungierten
Matrizen einer nicht allgemeinen sondern einer linearen Transformation
von einer speziellen Gestalt unterworfen sind, so treten verchiedene,
weiter reichende Beziehungen hervor. Unter diesem Umstand beziehen
sich- die Sidtze in §§3-5 auf kovariante Ableitungen verschiedener
Arten und Systeme der PFAFFschen Ausdriicke mit der Eigenschaft eines
Affinors. Im Zusammenhang mit den Parametertransformationen geben
wir in §§6, 7 einen kleinen Hinblick auf die Verallgemeinerung der
SYNGEschen Vektoren der KAwaAGucHIschen Riume. In Kapitel 2
unter Zugrundelegung der Gruppe aller Koordinaten- und linearer
Parametertransformationen kommen mit Hilfe des vorigen Kapitels
alle Werkzeuge in Vorbereitung, welche fiir die geometrische, voll-
stdndige Behandlung des Systems (3) unentbehrlich sind: kovariantes
Differential eines beliebigen Vektors, Systeme der Grundiibertragungen
im erweiterten Sinne, somit auch verschiedene kovariante Ableitungs-
verfahren beliebiger Grossen. Endlich werden die Systeme der Funk-

tionen H(‘;(m) durch K;(m) (Affinor in bezug auf sdmtliche Indizes) ersetzt.

Gemiss der geometrischen Methode, wobei statt kovarianter Ablei-
tungen das kovariante Differential und die Grundiibertragungen sich
zu allererst definieren lassen, scheint die ganze Uberlegung durch-
sichtig, und ausserdem hingen die kovarianten Ableitungen von den

Differentialquotienten von H;(m) bis zur zweiten Ordnung ab. Es ist

interessant, dass die Ubertragungsparameter IK:}?,Q' von D.D. KOSAMBI
sich aus unserem kovarianten Differential (K = 1) durch gewisse Zer-
legung ergeben. In Kapitel 3, ldsst sich der in dem Sinne von E.
BORTOLOTTI intrinseken Theorie der verallgemeinerten ‘‘ paths’’ mittels
der Differentialquotienten bis zur (m+1)-ten Ordnung ein Fundament
angeben. _

Es scheint uns moglich, dass wir in den speziellen KAWAGUCHIschen

Réumen viele Anwendungen unserer Theorie finden (vgl. KAWAGUCHI,
[15], [16]; OHKUBO, [20]).
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KAPITEL 1. DIE MANNIGFALTIGKEIT VON -K-DI-
MENSIONALEN FLACHENELEMENTEN
HOHERER ORDNUNG.

1. Die Mannigfaltigkeit F®. Es seien 2°(i=1,2,...,7n) die
Koordinaten eines Punktes in einer n-dimensionalen Manmgfaltlgkelt
X und u* (@ =1,2, , K; K<mn) voneinander unabhingige, vor-
laufig festgelegte Parameter. Mittels dieser Parameter wird jede
K-dimensionale Fliche durch Gleichungen = x(u*) gegeben. In
jedem Punkte der K-dimensionalen Fliche bestimmen die Grossen

. . { i xt i i %’
xt = x*(u%), Pay)==Da, = ) =Pty = — e
)v () 1 aualr Pa() 102 aualaua2! ’

(1-1) i o = i = asxi
Dag) = Payas. ..as = Ut duUs2. . .OU%s

(a1, az, ... ,a.._.l 2 K)(”
Flachenelement s-ter Ordnung. Adjungieren wir nun in Jedem Punkte

von X, ein beliebiges Wertesystem (1.1), so kommt die Mannigfaltig-
keit F® von Dimensionen

(FH ) n (o (7

zustande, die aus allen K-dimensionalen Flichenelementen s-ter Ordnung
(@, Dy » pa(z), cens p(',( ) besteht. Diese Mannigfaltigkeit ist der haupt-
sdchliche Gegenstand unserer Untersuchung in diesem Kapitel (vgl.
KawAGucHI, [10], [14] ; DE DONDER, [6]).

Fiir spiteren Zweck stellen wir zwei einfache Formeln in unserer
Schreibweise wieder vor, von denen die erste nichts anderes als die
bekannte LEIBNIzsche Formel ist. Seien A, B beliebige Funktionen
von ua=1,2, ..., K), so bestehen

(12) (AB)ao =37 )A/<ala,. -ar-+Blarti1....an

( )A lae-oBlaw) s

t-O

L8 ABan =3 (=D( " )AsawBYar

(1) Durch die geklammerte Zahl in einem Index (z.B. m in_am)) beze:chnen wir
die Anzahl der voneinander verschiedenen Indizes, welche je einen zweiten
Hilfsindex zu sich nehmen (z.B. a,, a5, ..., a,). Danach schreiben wir so:

A(“(p)B“(q)C"’(r)) A("‘1“2---“ Bay,, C“

p+gieeptgtr)
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wo Ajq, partielle Ableitung von t-ter Ordnung nach u®, u%, ..., u%
bedeutet. ‘

Beweis. Offenbar sind (1.2) und (1.8) beide richtig fiir » =0,
und wir haben nach Induktion beziiglich r

(AB)jag)lars = g ( ; )[A/(a(r—t) |ara|Blaw) + Altar-oBlawara |
= AJagyB+ ABlagy.y + é‘l [( : )A/ar+1(a(r—t) Bjae)
’*: ( t—i l)A/(a(rH—t) Bla(t-l))aru]
= Alagin B+ ABjagy+ 2 r+ 1) [ﬁ-—l———tA/am(a(r—t)B/a(n)
+ mAl(a(ru— t)B/a(t—l))ar+1]
e

= >) r+1)A/(a(r+1—t)B/a(t)) ,®
t=0 t

ABjagy = ABlapara = (ABlaw)lara '—A/amB/a(r)

S0 T ) AsawBae-var

—5 =047 N AfartawB)ae-

= (AB)/a¢rn—(—1)" Ao B
(T e (A/<awB)/a<,.t»am

+ —*(A/arﬂ(ﬂ (t—l)B)/a(rH t))]

r+l
= tz_%(_l)t(r: 1)(A/(a(t)B)/a(r+1—t)) . . Q. E. D.
r+1— t
@ r+1 Alarsiag-1 /a(t))+ A/(a(r+1 aBlag-v)ara
1 r— t+1
- r+1 { i=1 /(a1. ..ai-1larsilai.. .ar-tB/ar—t+1. .eQy)
r+1
+i_7§t+2‘4/(a1. . .a'r—t+1B/ar-t+2. ai-1lar+ilai. . ,ar)}

= Alap+1-0Blaw)
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2. Erweiterung von Koordinatentransformation. Bei einer Koor-
dinatentransformation z* = x*(2?) mit nicht verschwindender Determi-
nante veridndern sich die Bestimmungszahlen des K-dimensionalen
Flichenelementes s-ter Ordnung folgendermassen :

. oy
[ 2 = 2&'), pa, = aiipal ,
(17
9z i % i
(1'4) pA =—-— +—.—'—T 09 ® s ee e veer e ¢
aya, P Pa,a, ax”c):_v’ Pa,Pa,
A ox* i by .
Pa@) = 82’ pa(a)+Ra(s) (x, PhHeP@s ooy p(&_,)) .
Dann gilt . : , .
2 2
(1.5) M) — _0Dambe ,
9x* /by ot
da
Al
B oy, 50 ()
D r)b = Wb = r. b
a 7 af a i 2T a ‘z.( , p ;g) apc(u) a i pc(u)

Beriicksichtigend die Symmetrie von pf,(t) beziglich by , definieren wir

' 3 ol
den Operator H®® = —_?_—H als 12 - vul 81:I , wenn die Indizes
apb(t) 2 op b ‘

b1, b2, ..., b aus »1, 12, ..., v, gleichen Indizes bestehen (v;+:12+...
+1, = 1t). So ist z.B. die folgende Schreibweise gestattet :

dH = > H9dph , |

- %
0Pa,as. : .ar isb obe by ; by @
é_——w o 858(“1 8“2 e Sar) - % 8‘7'(7') )

In (1.4) besteht die Identitit (r=>1t)

1) Ist Aa( " in bezug auf a,, a;, ..., ar symmetrisch (4 ap) = A(a(r))), so schreiben

bwu- A’l’)nbzl-,--bt"l--:r—t als Apgeq, _yp) -
@) _ 2 — by b by)
) aa(,’.) = 8(;1 8a,2 o aa’:.) - aa.ll aai Te aa:. .
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3pa(r) — b., bt 3pat+1 Sbw oz’
(1.6a) ( )3 8 ( ) oz’ ,
Db (a”a 390'” @O\ 3%/ Jagr—p)

welche in dem Falle K =1 schon H.V. CrAIG ([5]) gefunden hat
Beweis. Da

by A apal
Pajay. ..ari1 = (paxa:! .. -ar)/a'r+1 = Z ﬁ“—‘pcl o Culr+l
u=0 apxl...('u

ist, so ist nach Induktion beziiglich »

= A

apalﬂo. . .a,-+1 ap’l‘ Oy 8 abt_ Sbt + r a apa(’r) )
1t = -
ap’(;l_ .be apcl Ct-1 (01 Ct—1 dr+1) =0 aplc(u) apb‘) C(u)0r+y

A
SC1 ... 501 OPays. . .a.) sbe-n s bt
t 1 (al ag-1 axk (ee-1) ar+1)

- A
ap” 1o odr) 1
+< )S(fll at Qxk ( 2 ; pc,. . cuar+1>

\is apc
A
(7""‘1) (b(t—-l) Sbt) apa(ﬂ-l—t)) +’r+ 1—¢ Sb(t) apa('r' t))a'ru]
r+ 1 (a(t-—l) {are1 | dxck r+1 (a dxk
r+ 1) b(t) 3Pa(r+1—t)) ’l'+ 1) b(t) ) Q.E.D
( (@)™ gk (ac) axk Ja(re1-) : <
Aus (1.6a) ergibt sich auch
~ A ~
(1.6b) 9Pagr) -7 Bbl apz(r—n) — r!({t—u)! Bb(u) apa(r—u))

'éplb‘(t) t (ay é-plg(t—l) t! (7' u) ! (@) apb(t—u)

3. Verallgemeinerter KAWAGUCHIscher Satz und seine Anwen-
dung. Einer der beiden Verfasser hat in einem KaAwAGuUcHIschen Raume
‘einen umfangsreichen Satz hergeleitet, der z.B. eine Ableitungsmethode
von Vektoren angibt (KawaGucHI [11]). Nun mochten wir diesen
Satz in unserer vera]lgememerten Mannigfaltigkeit folgendermassen
. Uibersetzen :

Satz 1. Ein Affinor T (mit einem Gewichte ode'r nicht) sei von
dem K-dimensionalen Flichenelemente s-ter Ordnung abhingig. Ist
ein Vektor v? von u* abhdngig, so sind

Q.7  DENT)yw = ( ;>T(‘f‘;-””""’)) oy @=1,2, ...,

r=p



28 L A. Kawaguchi und H. Hombu

die Bestimmungszahlen eines Aﬁ‘inors von derselben Art wie T.
Beweis. Da nach (1.6 b)

Tla@be—) — A e _ (r—p)! st plageem et-)
ter apf’(p)b(r—p) rl i=r (t—p)! apz(r—-p)

ist, so erhalten wir wegen (1.2), (1.5), (1.6 a)
(1.8) 2( )T(a(p)b(r_p)),va = 2 Z( )ﬂ%p)cu—p))apca—p)/ 3z’ »

r—p r=p t=r ap%( CEA /b(fl”—p)

( )T(a(p)c(t_p)) ( 3x") ( »
t"” r=p \r—P Ne—n\ 82 [et—p))

t_p( )T(a(p)c(t—p)) ugor g ) t—P ( —20)( dx* )/(C(H)

x (T"— 'U/C(u))

[er—p-u)

[bGr—p)

. B (t— " : A
= t-p( )T(a(p)c(t p)) 0_( up)(sl)/(c(t-p-u)”/cm))

— a(p)C(t—
= t-p( )T’( D)C(2: p))v/c(t o s

woraus die Behauptung des Satzes unmittelbar folgt.
Ganz analog haben er

= W
T'(a(p)b(‘r—r))d - ( t )T(_a(p)c(t—w) 3Pce-p) Gy
"'3’ ) p’(,. » "'E”tg" a ap%(r—p) p?;(,.,,)
(At -2)) 3Pei-p) (ap)Cit-p))
t-p( )T o Eapi(r p)dp’(,._p) t-p( )T S dpc(t )
somit gilt

"Satz 2. Ist T ein Affinor, der von dem Flichenelemente s-ter
Ordnung abhingt, so transformieren sich unter (1.4) die PFAFFschen
Ausdriicke

(1.9) )T(“‘”’b"‘p))dp’ =12 ...,5)

- p b(r—p)

in derselben Weise wie T.
Bemerkung. Wenn T eine Invariante ist, so ist der Ausdruck
1.7 fur p=0
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DATY = 23T vy

auch eine Invariante. Setzen wir darin ein mit einer Invariante @(u)
multipliziertes ¢ an Stelle von 29, so konnen wir alle Ausdriicke (1.7)
fiir die Invariante T aus Koeffizienten verschiedener Ableitungen von
@ herleiten. Somit ist (1.8) erwiesen. Die Ausdriicke (1.7) leiten

sich dann aus D (T)vf fiir einen beliebigen Affinor T ab.

Wie nach der Anwendung des KAWAGUCHIschen Satzes auf die
verallgemeinerte Geometrie der ‘‘ paths’’ ein Ableitungsverfahren von
D. D. Kosamsr ([18], [19]) sogleich hergestellt wird (KawagucHi, [11]),
wenden wir Satz 1 auf ein System der partiellen Differentialgleichun-
gen m-ter Ordnung

o™ xt i 3 9™ 1y
1.10 + Hoa,. .. ( ,.—,...-,——)=o
( ) dUBMIU2 . . . QUM Dz - O\ Uy & du dum1
Hio = Higo) G=1,2,...,0; 01,00, ..., 0n =12, ..., K)

an und gewinnen damit ein &dhnliches Verfahren. Dabei setzen wir
voraus, dass die Funktionen H;( , von dem Fliachenelemente (m—1)-
ter Ordnung stetig differenzierbar sind. Das System (1.10) ist
eine unmittelbare Verallgemeinerung des Systems der gewohnlichen

Differentialgleichungen der ‘‘ paths’’:

. . _ . drxi
1.11 mip it 2, 2@, ..., xm D) = ( )i — ) .
(1.11) x a(t, x, x L x™) (w at

Da die linke Seite von (1.10) sich bei einer Koordinatentransformation
wie ein kontravarianter Vektor veridndert, so erhalten wir aus (1.7)
fir s=m, p=m—1 und

1.12) T:.( y = pg( )+H;(m)
die Ausdriicke

A(m—1) t (amm-1)
M8(comn Viem) * Hem 35 ¥ s

woraus wir durch Uberschiebung beziiglich a1 =e¢, az=c¢c2, ...,
—1N!
@m-1 = Cm-1 und Multiplikation mit K1) K—(l-";) D! (B+m—1) die

folgende Ableitung definieren konnen :

(1.13) AVt = Vip+ Giv
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WO

1.14 Gi. = (m=1! Hz (a(.m—_1))
419 %= B )E+2) ... (K+m—1) %mb;J

gesetzt sind. Offenbar ist die Ableitung 4,v° kovariant in bezug auf
b unter linearen wu-Transformationen von der Gestalt

(1.15) w = Ulu+ U* (a=1,2, ..., K",

da die Funktionen H; . in bezug auf c¢i, cz, ..., ¢» kovariant sind.

4. Satze iiber Systeme von PFAFFschen Ausdriicken. In Satz 2
haben wir das System der PrAFFschen Ausdriicke (1.9) betrachtet,
welche sich bei Koordinatentransformation wie ein Vektor transfor-

mieren. Im allgemeinen, wenn die PFAFFschen Ausdriicke

(1.16) S PA40dpt . (A=1,2,...,N)

r=0

in den Verinderlichen #%, p;, , ..., pj,, sich unter (1.4) wie ein Affinor
(mit einem Gewichte oder nicht) beziiglich A verindern :

’ TA 7 A. 8 "'g[ = A
ST P a;(")dpa(,-) = PQI P .a;\(')dpa(,-) ,

r=0 . r=0

so fithren wir sogleich aus

- A
(1.17) Pl — pA st pledPe (r—0,1,...,5).
~ e=r IPag)
Dabei sind Pg§ von 2 und nicht von dem Flichenelemente abhingig.
Aus dem Systeme der PFAFFschen Ausdriicke (1.16) kénnen wir ein
System der Differentialausdriicke in den Verinderlichen xt, ..., pjt(s)
und einem beliebigen Vektor herausstellen, dessen Transformations-

formel dieselbe wie in (1.16) ist.
Satz 3. Das System der Differentialausdriicke

(1.18) PAOGy + 5 PAUIDE) gt

r=0

im allgemeinen die Systeme (p=0,1,...,8—1)

t=0 (4(5)

_ s~p+t : s \ ) .
(1.19) . }E_l‘ 8 2: +t)[ P Abe-p)Ctgyy T+ ’z_g ﬁéz(r)(lg(s-g)c(t)‘v/a dpé(r)]

transformieren sich je wie ein Affinor beziiglich A.
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Beweis. Wir filhren aus wegen (1.17), (1.6 b)

t=0

t=0 u=s—-p+¢ t apb(s—‘p)c(t)

_ ﬁ s ( U ) PAb(a—p)d(u —8+p) _aﬂ(ﬁ_ﬂ@_dv [ew)
Uu—s+p

t=0 u=s-p+t apc(t)

= A
y N —_ S—pP+v .
= —; p +v) P Abep)e) gpi!(v) e

Iv-

t=0 v pC(t)

i) 8-p+v
—_ 2 (S p+ ’U) P Ab(s—ﬂo)d(v) 2 apd('v) d'v/c( ) s

=0 v t=0 apc(t)
ﬁ 8 s— + t 'rA b . ;
?__.; g) Z; ) P a(ir)( :(S;jp)c(t)) hew AP
. = X
p s _ o Y ] 2
= E (S P+ ) 2 [ (P‘?d;u))(:b_(f p)(‘(ﬂ)%@v
- ’ “ apa(r)

=2 A . .
+ PAder___ 9 Pdw ]v7c(t)dp:1(-r)
ap(l(r)apz(s—p)c(t)

3

= ﬁ > (Sf"p + t)’v],;:(t) dp}i( ) i PAd(u)(f(r))_ap_f(t)_d
t u)

=0 =0 rea=p+t 3D (a-prcte)

P 5 u — » 32 J i
t=0 u~=07r=0 t apa(r)apb(s ) (©)
ShalhS r \ BAda)®e-p)S rstp)) DT 3 5
— 2 ( P* ;fu) ;('sl—p) (r-s+p) ,_;_(_"J;Lﬂ)_ V/ew dpd(u)
i=0 % O'r-s P+t §— P 9P¢(r)

» 8 u—a-l-p
+ Z 2 ( ) PAb(s—p)d(u—s m)m}b_—'@_iﬂ rv /c(t)dpa(r)
t=0 u=8-p r=0 S— apa(r)apc(t)

= 2 dpd(u) }Z‘ i s"p’*‘ 7’) PAd('u)(b(s—p)f(v)) a7 @), / -
. r=0¢t-0 apc(t)

P 2 —_— 8—p+
+ Z E E (3 »+ 'U) P vz:lb}{w)ﬂﬂ% 'v/c(t)dpa(,.)
t=0 v=07r=0 v apa(r)apc(t)

31



32 A. Kawagucht und H. Hombu

B, (§—p + V"B Abgs- F
= E( Z:; >P Abe-ndes) 33 “—-—pd(") Viewdpac

=080 3Pu)3Peq

v=0

(S D +’U) Z PAd(r)(b(s-—p)f(v))dpd Z ap f(v) IP 1 4,
1)-0 3 ©

c(t)
und

Zv pf('v) v/c ) .
o) =0 3%

Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

Der folgende Satz bezieht sich sozusagen auf eine kovariante
Ableitung von den PFAFFschen Ausdriicken (1.16).

Satz 4. Ist

(1 .20) \ e V= 'v}.b + ')’gﬂ)j

ein Ableitungsverfahren, so transformieren sich die PFAFFschen Aus-
drucke

(1.21) Oy Pl(d) 2 Pm‘”dpa(r)b

+ 3| ) +71,P1%0 |apls

wie ein Vektor bei Koordinatentransformation, wenn Gleiches fur

(1.22) | Pi(d) =3} P¥Pdpag
glt. ’
Beweis. Bei der Transformation (1.4) erhalten wir wegen (1.17)
3t .\  _; % .,
1.23 — Y, = — Y. + ,
(1.23) awr T axt Y gmragel?

‘8

rd(p) O
2 P @ O Pd(t) dp b s
t=0 r=0 a(r)

s . ;
Z P?Za;g")dpa(r)b — Bxl
r=0 ax

. v
.av('r) )/b dp ae)

>3 (P14, dpe

2t z 8 13
aux 2> PrO dp, + 32 Shsh pdo <8pd(t)) dpE e,
o ax 7=0 dx "07'0 Day



Die Geometrie des Systems der rartiellen Differentialgleichungen 33

8x

somit 4,Pi(d) = —4sP*(d), da infolge (1.6 a) besteht

= Vv t = Vv
Pdey ) dpae + >3 2P0 dp’fz(r)b
=0 apa(r) /b 7=0 3Pgq(,)

( )[ ap(d(t—'r) b |d20d ) +-2Plden p(d(t—r) dpd r))b]
9x*

r=0
apd(t)bd k4 oY , &
¥4+ ——d
aak T T gk PP
t +1)[t+1—’)" apb(d(t_r) d r apzd(t—ru) K ]
d + dpde-1))b
'r-l( t+1 Dder)) t+1 9x* Pder-1)

t+1 k t1 3pg fe
(t+ 1) ap(d«_r)b dpdey = > SPId gpt ) = dpigb.

r-O r=0 apa(r) _
Q. E.D.

Dieser Satz kann in verschiedener'Richtung verallgemeinert werden.
5. Operatoren von tensorieller Ableitung. Wenn ein Vektor ¢*
von dem Flichenelemente s-ter Ordnung abhingt, so sind die Grossen

(1.24a) pIE i = oUdE)

die Bestimmungszahlen eines Affinors mit Indizes 7, 7 (a: fest), und

dagegen nicht die Grossen v*@)(» < ). Oft treten aber die Operatoren
von der Gestalt

Z UAa( )vz(“"’)+F*A'v’° (@=0,1,...,8—2 oder s—1)

r=q
ein, die je tensorielle Ableitungen sind. Da die Funktionen F*A‘ fiir

qZ 1 Bestimmungszahlen eines Affinors sind, lassen wir daraus das
Glied I'*4*(g=>1) weg und betrachten insbesondere die folgenden
q

Operatoren
rF T — ) k b(r
Fo@ i = %0 _ ] -%1 \ 74 (r)«}(q)vz( )
(1.24b) @=1,2,...,5—2 oder s—1),
| Fvt = 'I)‘;,--——ZIVb(r)y’vz(; (,:))+I’;§}v".

Unmittelbar konnen wir zeigen :
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ax vagg) _ ka()apa ") __ 0)810 )
(1.25) Vc(t)u'q - 'r-q+1( ) (‘("')I; : c((qa) C(t Q)

(t=q+1,q+2, ceer 8),

(1‘26) _a_@_z_f*; I-s*‘; ax’ axk + a2xi .
axr M dx* 9x¥ “9x*ox’
Sei e<s—gq. Multiplizieren wir (1.25) (fiir ¢ + ¢ <s) mit

1(t+9)! .
(tz'h((q—i-'g—' gg;llagg;; ng‘“e und mischen dann die Indizes ¢;, ¢z, ...,

¢t+« und die Indizes a,, az, ..., @4+, SO0 haben wir

t
(1'27) o™ Vc(t+ E)a(q ) = Z t+e V(C(r+e)a(‘1+8)apc(t—r))
ox’ r=q+1\1" -4 ¢

t + € a(q+e) apc(t q)\
(C'(q+e)

t=q+1,q9q+2, ..., s—‘e) ,
setzend

(1-28) VC(t+e)a(qﬂ) = g—'-—:((;ie; : V( (t)a(Q) :((!))) .
Vergleichend (1.27) mit (1.25) (¢+¢ statt ¢), erreichen wir
Satz 5. Sei ein Operator F;Pvi(0<q < s) vorgegeben, so lassen
sich die Operatoren P'arhyi(e = 1,2, ...,s—q) durch (1.28) definieren.
Satz 6. Aus dem Systeme der PFAFFschen Ausdricke (1.16)
lassen sich andere Systeme der PFAFFschen Awusdriicke bilden, wie

Solgt :
(1.29) 20("’ + E)P".“’,w“(')dpi(,, =1,2...,5,
r= €

welche sich bet Koordinatentransformation mit festen be wie ein
Affinor transformieren.
In dem Falle K =1 lassen sich diese Sidtze gewissermassen um-
kehren Z.B. aus V{57 eines Operators F{*v* werden die Funktionen
V'ED fur t = g+1, ¢+2, ..., s—e durch

rlg) — tlg+e)! trugre
(1.30) V&Y PO Vida®

gegeben. Da aber V@ fir t =s—e+1, ..., s frei wihlbar sind, ist
P {9yt nicht ganz bestimmt.
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Wenn A ein System der Funktionen, welche obere sowie untere
Indizes besitzen, ist, so definieren wir wegen der Bequemlichkeit der
Schreibweise dann auch rein formelhaft Operatoren von tensoriellen
Ableitungen von A (wie (1.24a,b)), indem wir das System A in
bezug auf seine oberen bzw. unteren Indizes als kontra- bzw. kovariant
ansehen. So gilt nach (1.23)

Satz 7. Sind 7i; die. Parameter einer kovarianten Ableitung (1.20),
welche von dem Flichenelemente s-ter Ordnung abhingt, so sind
Prodvi. fur q =2, 8, ..., 8 in bezug auf i, j, k Affinoren, wihrend
aus F¢vi; ein System der Ubertragungsparameter durch Uberschiebung
bezuglich a, b entsteht :

(1.81) % = —l—f iyl

deren Transformationsformeln (ben (1.26) sind.

6. Parametertransformation. Invarianz des mehrfachen Inte-
grals. Die bisherige Theorie, bei der die Parameter u® festgehalten
werden, bleibt giiltig bei ihren linearen Transformationen wie (1.5) in
dem Sinne, dass, wenn z.B. die vorgegebenen Systeme der Funktionen
in bezug auf deren Indizes Affinoren sind, Gleiches fiir die durch die
Formeln oder Sitze gegebenen Systeme der Funktionen gilt. Unter
allgemeinen Transformationen von u* wird dagegen der Sache ganz
kompliziert. Wir mochten hier nur eine kleine Bemerkung iiber das
Verhalten von den Bestimmungszahlen des Flichenelementes machen.
Unter «* = u®*(u®) verhalten sich wie folgt:

u* = u*(u®, pi= pfzug: pga = pfzbu:ug‘i'p;ugﬂ y sy

i I a,..a ar .
(1.32) pa(r) - pa(r)ua: ua;. oo uar + ee e g e e

v ua —_ ua’ = arud )
) = Uods...xr = dusdue. . . Quar/

Unter Beriticksichtigung der Symmetrie von UG, beziglich By de-

finieren wir den Operator = 8 durch wenn die

mlw!..ov, ! 9
Mg t1 9% .
Indizes By aus v, 12, ..., v, gleichen Indizes bestehen. Danach
besteht

= @

- U _ sasfe)
=5 = & 84( .
OUL

So gelten in (1.32)
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5 , r r r—l ) ] - r-
(1.83) 5 pg (" 1) = X 5 ) &5 ufffl‘ Ugsee Uy 2 u:r—llo)w)
und
(1.34) [ ZZ:” ] ( )8‘(3;()9'!’“(1'4))5 (r=9,
(t) ’

wobei die Zeichen [G] den Wert von G fir uf =35, Up, =0 (s=2)
bedeutet. . ‘
Beweis. (1.33) leitet sich leicht ab. Wegen

i (] i Lol i a
Rosoolpr] = ———Poy%s. . 0y = —= Pa * UY)rr+1
Paxyaq r+1 Ut Do,y r ?:'1 aua ) (w)>r+

.3
+ 2 5 px(r) Z?b(u)c uaru
u=1 p.z(u)

wird der Beweis von (1.84) induktiv durchgefiihrt: z.B. fiir t >>1,

apz,ag Ol'r+1] [ p ] B(t)
aup .. au'f(t ) &(r) | Y@t~ %r+1

2| < ) |
N uz-l apf,() 8(m(t) p“(r—t))bJ * Pb(u) %r1

= S(-n 58¢) i
( ) (e¢t- “r+1|pa(r t+1))b+( )S(a(t)p“(r—t))baﬂl

= (r:l)sgggﬂpi(m_t,)b. Q.E.D.

Als eine Anwendung von (1.34) betrachten wir das K-fache
Integral

(1.85) j j .. j Fus, &, Days - - - ; Doe)duidiis. . . duk,

welches sich iiber ein beliebiges K-dimensionales Flichenstiick erstreckt
(vgl. DE DONDER, [6]). Wenn der Wert des Integrals sich stets an
dem betreffenden K-dimensionalen Flichenstiick allein beteiligt und
von der Wahl der Parameter #* unabhingig ist, so sehen wir auf die
iibliche Weise, dass ein K-dimensionaler Flidcheninhalt sich von (1.85)
definieren ldsst. Dafiir ist es notwendig und hinreichend, dass
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F(u®, 2, 05, -

dub
¢ p“(m) ‘

F(u®, &', Dl » + + - » Paem)

identisch besteht. Dlﬁerenmerend die letzte Identitit nach u‘ﬁ( )(s =0
1,2, ..., m) und setzend dann u{ = &, Up,y =0 (r=2), erhalten wir
wegen (1.34) den bekannten Satz: .

Satz 8. Das K-fache Integral (1.35) bleibt dann wund nur dann

invariant bei u-Transformationen, wenn die folgenden Beziehungen
bestehen :

Fys =0, % ’I‘pf)a(r_l)F (c:a(z_r_l)) =& F,
(1.36)
( )pba( - )F'(C(S)a(r -) = 0 (m=s>1)D,

Fir K =1 ist die Formel (1.86) als die ZERMELOsche wohlbekannt.

7. Verallgemeinerte SYNGEsche Vektoren. Ist F eine Invariante,
welche von #* und dem K-dimensionalen Flichenelemente m-ter Ord-
nung abhingig ist, so sind » Griéssen

0 2 (b(s)) |
1.37) E: =X (=1 (F ) oy
' 8=0

die Bestimmungszahlen eines Vektors, der iiblich mit den Namen
EULER-LAGRANGE benannt wird (vgl. DE DONDER, [6]). Denn es ist

0

%( 1)3 (\ (cg\z)) apc(t))
i=s 3Dpey” [b)

= ﬁ i (-—1)3( Z )( F(b(s) C(t—s)) apc(,_,,))
e (LA TS

7

22< D) F () Py T),

—1)t 2( )(F(b(t))) o 2( 1)‘ s(t— U\ 3Pbe—u)

a=u S—U ot

ox?

0
oy = i -

(1) J. GEHENIAU, Sur la forme paramétrique d’une intégrale n-uple, Bull. Acad. Roy.
Bélg., Bd. 20 (1934), S. 1091-95. Vgl. auch TH. pE DONDER, [6), S. 53.
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Wenn wir nach J. L. SYNGE ein mit einer Invariante @(u) multipliziertes
F* = F¢ an Stelle von F in (1.37) setzen, so ergibt sich

0 * . m

Bt = B (=10 @F D = 3 (1 EF SO0y,
pa— S s (-8 (b))
=23 02)FD) 160 P

= > >2(— 1)8( :; )(F G ) /b6 P bir) *

r=08=r

somit haben wir aus den Koeffizienten von &, ,

1.38) E% = 3(— 1)’( ; ) FeQY ey,

8=r

(7'=0;132!-'-’m)!

welche wir die verallgemeinerten SYNGEschen Vektoren nennen wollen.
Sie sind offenbar nicht invariant bei u-Transformationen. Da nach
(1.8) ‘ '

8=7r

Ea‘:('r)pg — 2 (_1)8( :)(F(a(";')ib(s—r)) )/b(s-'r)pg

= 2u(2) B0 Ghea FE Ny,

8=7

8=r U=8~7r

m 0 s—r—uf8— £
=3 (—1)s(j > (=7 u"’) (Dbbie—ra FOOYY

= B 5(F )P, )
uz-o( ) r (a-%-r Uu+r ) ot ) by

ist, so haben wir wegen Satz 8

Satz 9. Wenn das K-fache Integral (1.835) gegeniiber u-Transfor-
mation invariant ist, so geniugen die verallgemeinerten SYNGESschen
Vektoren den folgenden Identitdten :

(1.39) Epi=0 (r=0,2,3,...,m),

1
Eipy= —&F .
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KAPITEL 2. GEOMETRISCHE UNTERSUCHUNG
EINES SYSTEMS DER PARTIELLEN |
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

8. System der partiellen Differentialgleichungen. In diesem
Kapitel mochten wir die geometrische Theorie, die gegeniiber der
Gruppe aller Punkttransformationen

2.1) X =2 2R, ..., )
(u: fest) invariant ist, des schon hergestellten Systems der partiellen
Differentialgleichungen m-ter Ordnung (1.10) oder
™t
oUMIUL2., . . QUM

(2.2)

m—1

Hi D oo e ( e — LI
+ a, Qg am\ U, X, aubl ’ ’ aubl. . .6ubm“1

behandeln. Dabei setzen wir voraus, dass die Funktionen Hg ., not-

wendig vielmal differenzierbar sind. Da wir vorher keine Kenntnis
haben, wieviele Losungen das System (2.2) fiir K > 1 gestattet, oder,
ob iiberhaupt eine Losung existiert, so konnen wir diese Theorie nicht
wie die des Raumes der verallgemeinerten *‘ K-spreads’’ benennen.
Sie ist nichts anderes als die Invariantentheorie des Funktionensystems

H, ., dessen Transformationsregel bei (2.1)

/x> i A A . 4 i
(2-3) Bzi H a(m) = Ha(m) +Ra,(m) (x‘, Payy eeoy p&(mnn)

ist.
Wenn das System (2.2) eine Losung

(2.4) o = i, b, ..., uk),

deren funktionale Matrix ( ,C?:;) den héchsten Rang K hat, gestattet,

so ist ihr Ort eine K-dimensionale Fliche in X,,. Und sodann kénnen
wir dem nach (2.4) berechneten Wertesysteme

7(’]"“ ’ x"(%ca) ’ pz(l)(%‘a) ’ pZ(Z)(%La) s seey pZ(m_l)(%l,“) ’ —'H;J(m)(%‘a)

ein einziges K-dimensionales Flichenelement m-ter Ordnung zuordnen,
welches zu der Flidche (2.4) gehort, da das Parametersystem wu!,
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uZ, ..., ukK wegen (2.4) eindeutig fest bestimmt wird. Hingegen, wenn
unter den Anfangsbedingungen fiir

. . 1 < 1 3
(2'5) u* = ?Bl'u s x' = %1. ’ pb(l) = %b(l) ) eeey pb('m—-l) = %);)(m—l)

keine L'cisung von (2.2) existiert, so konnen wir durch ein Wertesystem
u“, m , pbm, cens Hb( , nicht ein einziges Flichenelement m-ter

Ordnung in Betracht ziehen, denn das Parametersystem u!, ..., u¥
kann im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt werden. Trotz alledem
ziechen wir im Folgenden die Mannigfaltigkeit F*m-D = F{m-Dx y-
Mannigfaltigkeit (topologisches Produkt) oder F(*-1 in Betracht, je
nachdem die Funktionen H; . wirklich die Argumente u® enthalten
oder nicht. Dabei darf z.B. F™-D als der Inbegriff der Wertesysteme
(xt, v} YRR pg(m_l)) und nicht als die Mannigfaltigkeit von Flichenele-
menten gedeutet werden, insofern die %® nicht in X, irgendwie
festgelegt werden ;. die Wertesysteme transformieren sich bei (2.1) wie
(1.4) (s = m—1). So beschiftigen wir uns mit der Untersuchung des

Funktionensystems H(;( , in From-1 oder F{m-V,

Die folgenden Beziehungen sind als die vollstdndigen Integrlerbar-
keitsbedingungen des Systems (2.2) wohlbekannt :

(2°6) (D[blﬂb"]a(m—l) =0,

wobei wir die Verkiirzung
m-2 . .
Def =S+ gf (e Dewd—f om0 H b

fiir die Funktion f in F™-D oder F{? benutzen. Sind sie erfiillt,
so existiert unter beliebigen Anfangsbedingungen (2.5) eine und nur
eine Losung von (2.2), oder durch jedes K-dimensionale Fldchenelement
(m—1)-ter Ordnung mit Anfangswerten u“ lduft stets eine einzige

Integralfliche von (2.2). Die Integralﬁachen mit verschiedenen An-
fangswerten u“ aber mit denselben Anfangsbedingungen (2.5) sind
verschieden oder koinzident, je nachdem die H; . u* enthalten oder
nicht.

9. Verallgemeinerte Ubertragung in Fxm-D oder F{» V., Da
offenbar wegen (1.4) ‘

E) A 2 A
—Ram = = 3 Pa(m)
apg (m-1) ap b(m-1 .
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ist, so folgt aus (2.3) wegen (1.6 a)

0 275 Eem-1) _ 77> (Bem-p) X" bom-1) ODam)
X’ Ha(mHj - Ha(m) . i -5 T 8(a(m—l) dx? ’

daraus entsteht durch Uberschlebung in bezug auf a; = by, az=bz, ...,
Ap-1 = b -1

(2 7) axr* 32

Y Ghi = Goms 2% o

az am) = Gamy ax’a*p“

(vgl. 1.14)). Aus (2.7) erkennen wir wieder die tensorielle Eigenschaft
des Operators 4, (1.13). Ist der Vektor v¢ in F¥(-D oder Fi* 1 defi-

niert, so konnen wir neu die Ableitung J,v* so angeben :

(2.8) vt = Dpv* + G§;07

indem wir D,v* an Stelle von 7% in (1.13) setzen. In dem Falle,
wenn (2.2) vollstindig integrabel ist, nennen wir iiblich 4,v* die
kovariante Ableitung lings der Integralfliche von (2.2).

Aus (2.7) folgen weiter gemiss (1.6 b)

0 61,00 = 22 0 3, e Wewn , g

dx® = Axk dxiax® ’

ax? G" (bc(,._l)) 1 3x* ’:? G) (bd(s—l)) apd(s-l) (m-¥-1 __>= ,,‘ > 1).

ox + : r ax’ 8=r apc('r—l)

Daher konnen wir das kovarlante Differential Dv* durch

m-2
(2.9) DV = dvi+ 3 5% dpeay

u=0

definieren, wobei

s — % I‘*; 1 G-, (been)
(2.10) ’ _ (u+1D - (m—1)! i (?{m—l))(.b("‘(:u))
\ KEK+1).. (K+m—1) m-0037
m—2=u=0)

ze ()

gesetzt sind; Ik sind die Parameter unserer verallgemeinerten

Ubertragung genannt.
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Danach mochten wir an Stelle von den Differentialen dpjz(q) (@=1,
2,...,m—1) Systeme der PraFFschen Ausdriicke mit festen a-Indizes
setzen, welche sich bei (2.1) wie ein kontravarianter Vektor transfor-
mieren. Dies wird aber gleich mit Hilfe von Satz 2 erreicht. Setzen
wir ndmlich statt 7" in (1.9) TZ = in (1.12) und iiberschieben die sich
so ergebenden Ausdriicke in bezug auf es=a;, ce=az, ..., ¢, = a,,
so erhalten wir

(K+"z’ - 1>dp:1(m—p) + Z

(c'(p)b(s-p)) J
,_,,( ) Um—p)C(a) Wy »

somit sind die Ausdriicke

i i At ]
2.11) Spap = dpa + 33 Quo > A b

die gesuchten kontravarianten, wobei gesetzt sind:

i by _ (K+q—1)! (m—q+1r)! (c(m-ab(»)
(2.12) 7 Qa(q)J = (K+m—1)! r! Haz(q)c(m-q) 3 J ’

@=12,. ..,m——-l 0<r<og.

Bemerkung. In dem Falle des Raumes der verallgemeinerten
‘““paths’”” (K =1) werden das kovariante Differential Dv* und die
kontravarianiten PFAFFschen Ausdriicke so geschrieben :

(2.9a) Dvt = dvi+ :é; u]‘ ¢ dp k| |
(2.10a) : = u;;l HY -1 : (w1t (m-zg_ U g 0),
(2.112) S D% = dp@ 4 "2‘1 Qi) dws | |

(2.122) Qi‘s’;}% '(’?nﬁ D B ey

(q=1’21 ...,m"‘l; O§T<Q)°

Die PraFrschen Ausdriicke 8pf, = stehen mit dem kovarianten

Differential Dv* (2.9) in enger Beziehung. Setzen wir in der Tat
Spi,(m_l) an Stelle von (1.16) in (1.18) von Satz 3 (s = m—1) und uber-
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schieben die Ausdriicke beziiglich b =c¢1, bo==¢C25 .« s bin-1 = Cp-1,
so erhalten wir '

K(K+1)...(K+m— z)d,vz + E Q b(r)(c(m-l)),vkdpb( .

(m—1)! = ¥um-0) sk
welche nach (2.10), (2.12) nichts anderes als K(K+ 1()m—(1I)( ,+ m—2) Dvt
sind.
Bemerkung. Setzen wir ferner Spd (q> 0) in (1.19) (s=m—1,
p = m—q—1) und iberschieben dann dle Ausdrucke bezughch bi=di,
be =dz, ..., by = d,, 80 haben wir -
. . m-g-1 -1 .

(2.9b) 15’0“ = dvi+ tzq;) v? /c(t)qzolq' :"c(‘?'f,(")dp’é(r) ’

wobei gesetzt sind :
Yewar _ (K—1)1 (@ +1)! (m—gq+7)! (b )‘(d(m- )
(2-100) IR = t!r! (K+m—1)! Hb(q)d(m—q)fyt ko

Die Gestalt von ]5?)" (g <<m—1) ist nicht im allgemeinen -die von
gewohnlichem kovarianten Differential. Daraus koénnen wir aber ein
anderes kovariantes Differential als Dv® herleiten, wenn wir z.B. die
folgenden tensoriellen Ableitungsverfahren beriicksichtigen :

(1.188)  de?’ = Ve + z G E=1,2,...,m—1),

114a) G b = Eri=D0l@tm—Hlgi  (amobw)

c(t) .7 (K+ m— 1) I u! Am—)C(D) 5 J
welche wir aus (1.7) fir s=m, p=m—t¢ und Tg( " erhalten. Die

sich so ergebenden kovarianten Differential® (¢ =1,2, ..., m—2) sind
auch von den Differentialquotienten von H;( ) bis zur zweiten Ordnung
abhingig.

" 10. Kovariante Ableitungen. Ist v¢ ein Vektor in Fi*~D bzw.
Fim-1 | g0 definieren wir iiblicherweise seine kovarianten Ableitungen
verschiedener Arten P.v¢, P2@yt in Fim-1 bzw. Fe@y in Fi» durch

(1) In der rechten Seite von (2.9b) setzen wir an Stelle von 'va'/c( —q- 1) die Aus-
dricke w/c(t) A,,.()'va aus (1.13a) (t = m—q—1) und setzen sodann, wenn
m—q—2>0 ist, an Stelle von w/c(m —g-9) die Ausdriicke w/c(t)—-dc(t)m

(t = m—q—2), usw.
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. . m-1 .
Dy’ =pav'-dut+ 3 PP - 8p,¢

ag=0

woraus wir die rekurrenten Formeln erhalten :

Va'v? = vi; a>s Va(l:n—l)”i = z((f(zb_l))l ’
. S . om
@181 rovt = o1 i S of dirtpy

@=0,1,...,m—2);

in F™Y kommt P,v* nicht in Betracht. Setzen wir nach (2.11)

. . s g-1 . ..
(2-14) dp:l(q) = 8p:l(q) - 1;; ;(é)b(j) de(r) = Spa(q) - Zl Ra(q) b 8p-z(r)
(g=0,1,...,m-—1),
sz( )b_(q—l) — Qi b(q-l)‘

(2.15) bery by _ C(s) ber)
: Ra( Qi = Qa() " 2 .Ra() Qc(s)j ’

so konnen wir die kovarlanten Ableltungen aus (2.13) in der folgenden
Gestalt schreiben :

r Pt = vig, PUmDyi= ,vz(a(m—n)

. . . . m-1 . 3 .
©.16) | V‘;c(q) _"’1 = v’b;(a,gq))_i_ P?z;(f)?ﬂ-— sg Rb( )a(q) (,v'bglz(s)) + F’bjl_)gs)va)
" = ) -"{j‘ " Rb(y %0 v"0@) 4 %09y

a=g+1

¢@g=0,1,...,m-—2),

WO

(2.17) ' l"'*ga(q) Iﬂa(q) Z Rb( )G(Q) Iﬂ})(i’) .

s=g+1

Die kovarianten Ableitungsverfahren (2.16) sind gebildet von den

partiellen Differentialquotienten der Funktionen H : o Erster und zweiter

Ordnung. Da I'* “@(g =1) mit festen ar in bezug auf 4, 4, k ein
Affinor ist, diirfen wir aber in F}D pzw. F-D die folgenden

neuen Verfahren zusammen mit den Affinoren F*qﬁ‘q’(q =1) in Betracht
ziehen (vgl. §5):
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. ) . . m-l . o
Pa¥® = v%,, Pr¥’=v},— 2 Rz(s)kvz;(b%s» + ',
(2.18) ‘ .
P i = i'(a’gq)) z Rb( )a(q)vz(b(s)) @=1,2 ...,m—1).
8=q+
Wir konnen leicht die Strukturgrossen (Krimmungs- und Torsions-
grossen) von (2.16) berechnen (§12). Die Affinoren I"*%@(q>1) sind
Je eine der Torsionsgrossen.
Andererseits bilden wir aus dem Vektor T‘ in (1.12) und den
“kontravarianten Ausdrucken Spa( 1n (2.11) d1e Grossen

3 : " :
(2-19) . KalaZO . e@m-10 = T:llaz. .« @m-10— Spa‘;:(,;)- ol

. 1 m-2 . .
= Hiinob— > (r+1) Haon-1eS3 pherd

Grossen mit festen a-Indizes, welche offenbar je ein Vektor (symme-
trisch in agm-1) sind: Wir erreichen so den Reduktionssatz betreffend
die Differentialkomitanten des Systems (2.2):

Satz 10. Sei ein System der partiellen Differentialgleichungen
m( = 2)-ter Ordnung (2.2) gegeben. Damn bestimmt sich in F*m-
(oder Fi™-0, wenn H;(m) alle von u® unabhingig sind) eine verall-
gemeinerte Ubertragung (2.9), (2.11) somit die zugehorigen kovarianten
Ableitungsverfahren (2.16). Der Vektor K(iala,... am)? die Krummungs-
und Torsionsgrossen und deren kovariante Ableitungen bilden das
vollstindige System der Differentialkomitanten von (2.2) gegenuber der
Gruppe aller Punktiransformationen und linearer Parametertran.for-
mationen (vgl. §§8,6). |

Der Vektor K; = verschwindet nicht im allgemeinen. Es gibt
aber einen wichtigen Fall, wenn K(‘t(’) identisch verschwindet. Unter
linearen Parametertransformationen von der Gestalt (1.15) bleibt die
Gestalt des Systems (2.2) dann und nur dann invariant, wenn

Hagm (®, %, Dow » -+ + » Dbom-)) .
=Ug Ug... U™ Hapm (u*, &, Dhw)s + -+ » Pbon-)

fiir jede UZ, U® bestehen. Daraus konnen W1r mit Hilfe von (1.34)
(t = 1) den folgenden Satz herleiten :
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Satz 11. Das System der partiellen Dzﬁ‘erentialgleichungen (2.2)
behdlt dann und nur dann seine Gestalt gegen beliebige lineare Para-
metertransformation unverandert, wenn

(2.20)  Hagn;p=0, > (r+1)Ha( ) plirs = mS(ay Haon) S

bestehen. Der Vektor K; . verschwindet dann identisch.

In dem Falle K=1 ist das Verschwinden von K; . mit den
zweiten Gleichungen von (2.20) gleichbedeutend.

11. Einige Geometrisches. Sei ein Vektor v* in einem Elemente ‘
(u®, 2, Dy s+« os Bh,o_yy) 0der (@, h s ooos b, ) von Frm™D oder
F(m-1) gegeben. Entspricht eine K-dimensionale Fldche in X, diesem
Elemente fiir w® = u*:

xi 1 x‘i ua , b —J ( ) s oo
i am—lxz )
b = (

Phtm-2 dwbidwb: . . . dwbm-1 /"

so konnen wir, unter Beriicksichtigung der Ableitungsvorschrift 4,
den Vektor v* nach dem den Parameterwerten u®+ du® entsprechenden
Elemente der Fliche parallel verschieben :

(2.21) dA'Ui = '—G;,J'U"dub .

Mittels D-Ubertragung konnen wir dagegen die parallele Verschiebung
des Vektors nach einem beliebigen benachbarten Element definieren,
wobei beide benachbarte Elemente nicht notwendig einer K-dimen-
sionalen Fliche angehoren: :

(2.22) : dpv" = — Eolﬂc‘“)v’dpc(u)

Der Einfachheit der g'eometrlschen Erlduterung halber fassen wir
Fm-D oder F¥1V gls die Mannigfaltigkeit von K-dimensionalen
Fldachenelementen in X,, oder die Produktmannigfaltigkeit von dieser
mit u-Mannigfaltigkeit auf, als ob die Parameter u* in irgendeiner
Weise festgelegt seien. Wenn zwei einander benachbarte Flichen-
elemente in der Beziehung '

(2.23) do’ = pidu®, dpby = Dbwadu®, ..., dpbe = Dhgadu®,
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"~ wo 8 < m—1 ist, oder in der Beziehung "

dr’ = pidus, ..., dpi(m_z, = pz(m-z)adu“.
(2.24) ; ; »
dpb(m—l) = —H b(m_l)ad’u“‘

stehen, so sagen wir, dass das eine bis zur s-ten Ordnung an dem
anderen oder an einem verallgemeinerten ‘‘ K-spread’’ entlang geht.
Die beiden Beziehungen (2.23) und (2.24) sind bei (2.1) invariant, wenn
auch das System (2.2) nicht integrabel ist. Da nun nach (1.14), (2.10),
(2.19)

E e - (m—1)! +1)H? (a<m-1))(bc W, K
uz—op'?k D¢ (u)f .K(K+1) (K+m—1)§o(u ) Am-1b ;7 ;c h) )f
—1)1 i i
T KK+ 1()m ({r){+ m—l)[(K+ m—1)(Hatm-n7 = Kagn-07)377
| betm-2)
—(m—1) C(-m-z) by s (jc( 2)
= Gi— - (m—=1)! K (@Gn-1))

f3 K(K+ 1) (K+m_2) am-1S 3 J

ist, so besteht nach (2.9) lings des betreffenden Elementes (bis zur
(m—2)-ten Ordnung)

2.25) Dv' = 4pv¢ - du/— (m—1)! i (@) gy )
229 7 KE+D)...(K+m—2) smnfis 0

fiir das Véktorfeld v%, somit ist auch bei Parallelverschiebung

(2.26 i doyt = (m—1)! z (agm-1)
(2 2 ) dp'v AV K(K+ 1) (K+m 2)Ka(m—l)fp J 'U’d’uf

Satz 12. Wenn K‘ m-nf = 0 8%, 2.B. wenn das System (2.2) sich

unter homogenen lmearen Parametertransformationen invariant ver-
hdlt, so stimmt das kovariante Differential Dv' lings des Flichen-
elementes mit dem kovarianten Differential 4,v*-du” itberein.
Demnichst kann man aus den Systemen der PFAFFschen Ausdriicke
31}, Viele geometrischen Tatsachen in F¥™- oder F¢-? herauslesen.

Die Rolle, welche diese Systeme in gegenwiirtiger Theorie spielen, ist

(1) Dabei ist gemeint: Jrvi-duf = dvi + Gjvidur.
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aber ganz dieselbe wie die der Grundiibertragungen in der KAWAGUCHI-
schen Theorie des verallgemeinerten Raumes ([9], [10]); die Sp%(s) sind

nicht von dem Flichenelemente s-ter: Ordnung gebildet, sondern in
Frtm=0) oder Fi"-V definiert. Es gibt noch einen weiteren Grund dafiir,
dass wir sagen diirfen, die Systeme definieren die Grundubertragungen
in F*™-D oder F V. Da 8P}, mit festem b kontravariant ist, so
geben jede der Gleichungen Spgu) = 0, Spf,() =0, c..., sz(m_l) = ( das
invariante Zueinanderstehen zweier einander benachbarten Flidchen-
elemente, insbesondere, wenn -alle Sp;',(s) = (0 (s==1) oder im allgemeinen

(2.27) Spho =0  filr 7r>>s=>gq

(m——.l >r, q=1) sind, so konnen wir das Flichenelement (u¢, ¢, ....,
Dhm_p) Mit dem in der Richtung dof, ...., dp} _, benachbarten

(ue+du®, xi+dxt, ...., pg(m_lﬁdpg(m_n) (r, q)-parallel nennen. Dann
entstehen nach (2.14)

i it S W
(2.28) dpae = — % R P8pbe) (r=s=9:;

die Richtung dri, ...., dp;;(q_n mag bis zur gewissen Ordnung an dem

Fldchenelemente entlang gehen. Wenn nun eine K-dimensionale Flédche
in X, vorliegt und eins ihrer Flichenelemente (m—1)-ter Ordnung lidngs
der Fliche (m—1, m—1)-parallel ist, so ist nach (2.19)

(2.29) Datim-nb + Htir(m-nb = Katm-1b «

Somit gilt

Satz 13. In dem Raume, fur welchen die fundamentalen Vektoren
K;(m) verschwinden, ist jede Integralfliche des Systems (2.2) als eine
Untermannigfaltigkeit von F*™-D oder F™V lings derselben (m—1,
m—1)-parallel, d.h. verschiebt man eins ihrer Fliachenelemente (m—1)-ter
Ordnung lings desselben mit sich (m—1, m—1I1)-parallel, so entsteht die
Integralfliche.

12. Kriimmungs- und Torsionsgrossen. Man berechnet leicht

die folgenden Formeln, woraus die Kriimmungs- und Torsionsgrossen
unserer Ubertragung hervortreten :

(2.80a)  2[F.Pi]vf =0,®

o 2wpl=pPF'—py.
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(2.30b)  2[PE@r]o = — RA%, w42 S S0 T prn
s=qg+1
(2300) 2[[7%") Vbﬁ")]vi = Ra(q)b('r) z,v, +2 sgq Sa(q)b('rz(j) v c(s),vt

0=9=r=m-—1), und

(2.31a) 2Salf: b c() RZ(s)al(cQ) b + 2 QZ(S)O;W fi(u?%) D g+1xy9),

UDb)] — U FI8() __ b 3a()
(2.31b) 28 P g() 86(")1’ 7’ 8((‘1)1’ a

(2.31c)  289NI =Ko (g <),

(2.31d) 25"1(0)17(7')-7 = )R" a(q)+ Z Q] d(u) pb(r)Rh a(q)

@ ek U, S Ye@h
@<s <7‘) ,

. b Ja (q) st pI  aw
c(r) 8( “(7) r + r RC(”‘)

A —b h
+ 2 Qz(r) (111,) (T)R (Sl(cq) @<n,

u=q+l

(2.31e)  28%@hw 7

, a(q)b(rm by pJ e a(q) J b
(2.311) 28 o = 7y Rc() Rc(s)

a=1
0J e 5b) h a() J dw) 5@ ph b
+ Z Qt(s) v TR ! Z QC(s) ’7 R (u)t

cu=g+l u=rtl
@<r<s9);

)T __ ¥t a( e pl  agg)
(2.822)  RY7,; =T %+ 2_. I R k5 b s

- bm - 1 =B *4, — *q * *
(2.32h) RN 5 = pho priao_ paw ke prhaco prite

_ *hb(r) ¥y 4 o "N ick) QA@bmh
ry Q-+28§;3" Sh o

@=).

Die Strukturgriossen ergeben sich bekanntlich auch nach paralleler
Verschiebung beliebiges Vektors um einen infinitesimalen Weg und aus
anderen geometrischen Betrachtungen, was wir hier iibergehen. In

F™-1 treten die Grossen S“,gq},'g'(é) , R“,éq}) ; "% nicht auf. Wird in (2.30),

b
(1) Unter einer Summe 3 fiir @ > b versteht man, dass die Summe hnicht eintritt.
u=a
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(2.31), (2.82) P* w"” (g=1) = 0 gesetzt, so entstehen die Formeln der

7-Operatoren in (2 18).
Fiir die so gefundenen Kriimmungs- sowie Torsionsgrossen werden
die sogenannten BIANCHIschen Identitdten nach (2.30) aufgefunden:

(2.332a)

(2.33b)

"(2.33c)

(2.84a)

(2.34b)

(2.34¢)

(

]

AN

ViR o '+2 2 Slc[b|c(s)R2(sf£]}z=.0’

s=qg+1

P Rb(lr)c-Jt — pYnR%a - + Pe Ra(q)bm v

— 2% sk ppre:ig S g b g s

s=q+1 keew™ ¢ J s=r+l L oecw) ]
o g mh pe@ i ()
+2>) I C()Rhcj e,

8=q

o Rb‘[”,is) 4 pho R - pe Ra(q)b(r).},z

125 Sb(r)"(s) P qu)d(u) 149 2 Seg P Rb(r)d(u) d

> )
+25 S P R i g (g <r<s);

u=q

A(q) .
V[bsllé’lclc<>+22 S%s ] dey SE 1ty = 0

u=q

VoS %k e § 1 saw b -
OS ( )+2u_z.'l1sl cd (u)Sa( ¢ 9 8C'(q)'R
m~1 .
— o) b Qbdw i _ 1 sbo) pa) - rJ g —
2u§+15' & oS 1R oy 2 5 %o B e fur r=gq
=0 fiir r>q,
( a(q)b(rm b(r) aq) - J b(r) - @) J
Ve S C(s) S cc() 2 Sl ¢ d (u)s . uc'(s)
— a(q)bm h dw) - J
2 Z% S% S ¢t
— Qg) n br) T(w) J "
u-zq-}fls ¢ d )S C(s) fur qs<r
— ag) * b(v)d(u)y L sbn pag)--J
. 2u§+13 k cdw )S < 9 scwR cl

\ fiir qgs=r,
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(2.34d)

(2.84e) !

(2.341)

P\

(2.34g) |

piar Sb(r) J

by b Qu@dw)J __ a)+ b Qbrdw)J
+ZZS’C()S0“ 228‘1 S"“

C C(s)

u=r+l

u=q

b(r)Sa(q) I 4P Sa(q)b(rm

€ C(s) €(s)

(s) w=gil ) C(s)

C C(3)

—25 S 8w 4 =0 @=<r<s),

(

\ ==
(

—1

II

\

+233(

P Sb‘q’fb(‘*” + 7b(q) Sc(s)a(q)J SF P Sa(q)b(q)é

+2E(

Vv=q

()

b(a)c(s) P 2)€(v) .7 C(s)a(q) P b(q)e(v) J
ST e(v)Sa( o T S e )S (q))

1 q) b(q)c(s) J_ 1 b(a) C'(S)a(q) J
28@1?, k 28@)R !

—25 Sa(q)b(a) P Sy +-Lsco pawt@ . g

v=q

€) do T 2 “dw@

fiir s=q

—92 Sa(q)b(q) r Sc(s)"(q)gl fir q<s,

b(r) Sc(s)a(au ,+

v=q

0

“@ d(a)

c(s) am)‘my b(r)f(s) P QUa)ew) ]
Fh S +22 S e(v)S P dw)

Sge@no P Sb(r)e(v)y -+ Sa(q)b(r) p SC(s)e(v)y

€() €(v) (u))

fiir g<lu<rs

1 Ba(q) Rb('r)c(s)k J fiir q = Uu < r § s,

2 d(q)

( ) Sb(r>6(s)9 ,+ Vb(r) SC(s)a(q)a 75 Sa(a)b(r)é

(1)

+2 2 Sb('r)"(s) p Sa(Q)e(v)J +2 2 Sc'(s)a(«n P g new d]

€(v) €(v) P a(w)
— aQbr P Qqeerew) J br) pera) * J
zzskqire()sr)v yto 8(:)R’ !
v=q 2
; 85 RA@Y -7 fir gq<r=u=s

r .
—2 3 SYML S0 ] 0 R

v=q

€v) 2
fir g<r =u<s

|

—2 Saabn) S J fir g<r<<u<s,

v=q

€(v) (u)
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aa) Qb)) ber) Qe )a(d)j (s Qa(ber) J
(7% ST R 4 + P Spe% ot 7RS% i

+ 2 2 Sb(r)C(s) p Sa(q)e(v) .7

b e (u)

‘ 8 r)e(v br 8)e(v
(2.34h) ( - 42 vz_q (Sc‘ P g )e( ).7 L SUNND e )&(u))
| = SRR fur g <r<s=u
\ =0 fir g<r<s<u.

13. Methode von D.D. KOosAMBI. In dem Falle des Systems der
Differentialgleichungen (1.11) hat D. D. KosaMBI eine Reihe von kovari-
anten Ableitungen hergeleitet ([19]), mit deren Hilfe ein fundamentales
Studium des Systems moéglich ist. ‘Wir konnen seine Methode fiir unser
System (2.2) verallgemeinern. Obgleich die Behandlung, die wir nun
erzihlen wollen, etwas kompliziert ist und noch der Differenzierbarkeit
von H(;( N bis zur héheren Ordnung bedarf, scheint es auch méglich,
sie in anderen Problemen durch kleine Umgestaltung zu benutzen (vgl.

§15). . Da |
(2.35a) ’ ,‘;{algm—nvi — ?)i(-a‘"fa'l))
eine tensorielle Ableitung ist, so konnen wir eine neue Ableitung aus

K
[ga‘,:"‘l’Ab] v* durch Weglassung von F%-9Gj;- v (m>>2), das ein Affinor
ist, und durch Uberschiebung beziiglich a.,,-; = b definieren :

K
—2) i —1 a —oyd a — d :
2.35b) pUpAyi = T2 (2[pYm D] vi- pim2? G 0
(2.85b) 7% | K+m__2( [ 2] V)
= Q,i;(a(zz-m) S g(m_nmm—my Clm~thyyi
wo
(2 36&) Sl A(m-2) — m—1 [E,{a(m—z)d Hl 8“(m-2) Gl
. m—1) k K+m—2 k cm-118" (¢ (m-2) cm—1)k

ist. Dabeil beachten wir

s ; K K .
(2.373) -2 [V%c(m—l) Ab]'U" —_ 8(% m-1 r a’gm-Z)),vz Ul l)a,(cm—lz V( l(m—l) v

K,
+PEmIGE
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' ! Am-) a(m-n l — SHm-1) 1
(2.36b) Uc - e o ="V% Hc(m b SC(:”: 1)G
dlam-2) grivt  __ s(@en-2) m a -1)
K+m 2[’7 " Hc‘(m d ™ Scem 2 cm—l) ]8 "
-ad
(U, Clm~1) I?:(m 2 a=0.
Nun induktiv erhalten wir:
R G St SO (m—1=r>=1),
gmr+l
(2.35c¢) K _ K, K.
Vvt =, Z Sk VOV + 3075
a(r) i (ar Ka(r-n) Tl a(r) c(s) i
2.370) 2[ P a4 v = 807 p% v@—zvm L7y
8=r
+(0— 8‘)7"‘”G§,—~v" (r=1);
damit bestehen die folgenden Formeln
L (a9) s@a+1) r a( 1) — Ql Qa+1) __ §Ua+1) (L
!Sc() 8%+ +Uc() a* S bes1) o * SC(QH)G
fir s=q+1
U O(e+1)___ l a(q+1) 1 QJ a(a*rl)
= Scph (oS i +G4S ik )
a d(u . —
(2.36c) =3, 84,10 ULY,  far g+l <s<m—1

— Hl (a(q+1))__ (sz a;g“)-l' G S J (q+1))
_1)

(4 (m—l) C(m— 1)

— 2 Sj ey ) fir s=m—1

wSahz G k cm-nJ b
(2.36d) UL fb =0 (q=0),
(@.39) I =276

Daraus ergibt sich insbesondere
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2.36e a(q)= (@+1)(g+2)...(m—1) Hl (aSq)b(m—q-l))
( ) c(Q+1) (K+ q) (K+ q+ 1) v (K+ m._2) ca+)t(m-0-1); k

(Q+ 1)(m—q—1) 80(0) Gl
K+q (c@) Teqr1)k

Setzen wir nun
> x 04 () ES b j -,
(2.39)  8pf, = dPjq, + TS_,‘ S:;(q)j( ‘dp},, (@=0,1,...,m—1),

so sind die Ausdriicke in bezug auf 7 kontravariant, da fir beliebiges
Skalar f in Fj(m-1 :

m-1K K .
df =Fodu’ + 2 P50, 80,
q-

ist. Durch Sp werden die Grundiibertragungen anderer Art als Bpa( )
1n (2.11) deﬁmert angesehen. Da nach (2.36e) S} = G, ist, stimmt

Spa mit 8pi iiberein und ist nichts anderes als 4,(dx?). Fir K =1, d.h.
in dem Falle von D. D. KosaMBI, gilt ferner

Satz 14. In den KOSAMBIschen Ableitungen stimmt das aus der
g-ten Grundubertragung Sx“m durch Ausubung des Operators A sich

ergebende System bis auf die Glieder in dx? mit dem (q+ I)-ten Bx‘q”"
iiberein :

: K SN .
(2.40) S = 4 (559?) (mod dx7) .

In der Tat geben die rekurrenten Formeln (2.86a, ¢) diesmal das

) K K > . . . Ll -

Ubergehen von 8z zu Sx*Y bis auf die Glieder in dx’ (vgl. Satz 4,
(1.21)). Fir K > 1 existieren nicht im allgemeinen solche Beziehungen,
aber hier nach Satz 4 kﬁnne}r:_ wir auf andere Weise die Grundiiber-

tragungen herleiten, die von 8p}, , verschieden sind.
Wenn andererseits auch in dem Falle K =1

K m=-1 1)
PEf=For— 2 TonS: w0
K .
gesetzt wird, so sind die Parameter I'*%; (2.38)

m-1
Dy 1 :
f'” = V(l) G; = Gi:or— Z TELGS; @n

m-2

= {';'k - 1 T(sif)lzc

- s+
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wegen (2.10), danach, unter Beriicksichtigung von Satz 5 und der Gestalt
von den Formeln (2.14), (2.17),Fhaben wir
Satz 15. Die Parameter I'%i von der KOSAMBIschen Ableitung

sind die von einer dem kovarianten Differential (2.9 a) zugehirigen

Ableitung, indem man das Differential durch ein beliebiges System der
Grundiibertragungen

. . gl . .
Yo = ds @+ 3 Wisise  (¢=0,1,2, ..., m—1)
=

zerlegt, wofur aber
Wi = 1148 G=l2...,m-2)

sind.

KAPITEL 3. INTRINSEKE EIGENSCHAFT EINES
SYSTEMS DER GEWOHNLICHEN DIF-
FERENTIALGLEICHUNGEN.

14. Intrinseke Ableitung j Kiirzlich hat E. BORTOLOTTI in seiner
geometrischen Untersuchung des Systems der partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung diejenigen Eigenschaften, welche gegen-
liber der Gruppe aller Punkt- und Parametertransformationen invariant
sind, intrinsek genannt und sich mit solchen beschéftigt ([2]). In dem
Falle, wenn die Ordnung m unseres Systems (2.2) grisser als 2 ist
und K >2 ist, stossen wir auf ungewohnliche Schwierigkeiten. Wir
mochten im Folgenden fiir KX =1, d.h. in dem Falle des Systems der
gewoOhnlichen Differentialgleichungen (1.11) fundamentale intrinseke
Differentialinvarianten und kovariante Ableitungsverfahren verfolgen.

Unter einer betreffenden Transformation
(3.1) x* = 2 (x?), T =1(¢t)
haben wir nach (1.33)

) A A 2,0
e = %Tx“” , ¥ = %x(2”+—a%—.x‘”'x‘“’, cees

— A
g™ = X ey
dir 2

3.2)

=D pregtpe-mry . (r>1),
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(3.3) —-I? ( H1 + R(m)+'£’_@_(_”12_1) m—2 ol (=D 4
. _dt ,__ d* . .
wobel a = i’ a = usw. sind, Aus der letzten Transformations-

formel von H?! fihren wir nach den wiederholten Differentiationen in
bezug auf ‘die hochsten Ableitungen z™~D fiir m =3

= At _ ; oz 3™
3.4 —aH (o — = 2(——H.‘ m— —+ m : )
(3.4) eH e 5 =@ O Ly on
- A
+m(m l)a, ’ax. ’
2 9x’
7o 9z’
(3.5) " ?H (n=Do; m=D » Py H n-11: on-11p
' ax* ox’
3.6 - 2" 3G = G,
(3.6) W ow ozt

wegen (3.2) aus, wo
3.7) . Git = H tn—1y1: m—1) 7 ; (m—1 1o

gesetzt ist.. Wir setzen |Gu|==0 voraus und definieren in iiblicher
Weise den zu Gj: reziproken Tensor G :

(3.8) G = @m-sGin 0% 8%
‘ x’ dxk

Differenzierend (8.5) in bezug aﬁf x=24 | erhalten wir nach (8.8)

3.9  (m—1)e" L n=1)(m—2) , 8

x? 2 cld
—_ —_— axu
-+ GP)‘H?m—.o.;;:‘ s Gs -
a ; (m=1) .(v Dep;(m=-2)p Py
2 (Ypi I x*
= &G H, m1i;m-1p;: m-2i— 5 -
ox
Aus (3.4), (38.9) schliessen wir
(1} A
aafgmi = a®} gm -G gx: ’
Xt x
(8.10)
227 i ax d=dP—ad,

ox’
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wobel wir setzen:

: i (m—2) 17;
®;=H LoD m-Dp; (m—2)3 G"“‘-(T)-H P on—1j »

2 .
H: on1)1; (-1 p; m-2iG** ,
m—1

(3.11) 95 = 2H { om—1)i—
m

o=1gi.
n

Fassen wir nun einen Pseudovektor v* von der Klasse f, der sich
bei (3.1) wie S
A
?* = at 'v‘——ax_
ox*

transformiert, ins Auge (vgl. [9]), so sind die Ableitung
dvt

7 + @i+ D507
und die einfachere
4 _ dvt 0y X 0t
(3.12) dvt=— + @i +EDv

kovariant und von der Klasse t+1, da nach (8.10) bei (3.1)

Ax?

A A
47 = a*lavt- -
ax'

ist; sie sind inti'inseke Verallgemeinerungen von 4. Es scheint uns
schwierig, fir K >1, m =3 eine analoge Ableitung zu finden.

Weiter in dem Falle m = 8 fithren wir
x*
ox*

| Hiwi:wr—Hioi oG Heap:on: o |

ox* ox’ %
9’ Jxk o’ dx*

— b A
= [H; @w:ev— Hiow: @G Hl@p: @s: v

aus, demnach koénnen wir mittels

(3.13) I}, = %—H f@i: k-%H f@i: @1G* HP@p; @n: 0k
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das kovariante Differential eines Pseudovektors 7° von der Klasse [
definieren, wie folgt:

. A . i
(8.14) Dyt = dv*+ T v de* +EDvidt .
Bemerkung. Wird Dvi statt % in (8.12) gesetzt, so erhalten wir

die in K(»~0 (KAWAGUCHI, [9]) definierte Ableitung 4.

15. System der intrinseken Grundiibertragungen.. Um das
System der Grundiibertragungen in K zu erreichen, leiten wir den
folgenden Satz her, der eine Verallgemeinerung von Satz 4 ist:

Satz 16. Wenn die PFAFFschen Ausdriicke

Pi(d) = io P dptk

wn bezug auf © kontravariant und von der Klasse t sind, so kann die

A
kovariante Ableitung von der Gestalt (3.12) (mit demselben 4 bezeichnet)
auf die Ausdricke angewendet werden :

(3.15) jPi @) = io Py doptr+1k

+ ﬁ: _%_ P‘Z"—{— (55; P(,’;)j+ 1D P(Z) i] dx®k .

r=0

Beweis. Wir haben in Satz 4 die tensorielle Eigenschaft der
Ableitung unter Koordinatentransformation gesehen. Setzen wir unter
beliebiger Parametertransformation

—_ -1
(2% = gz + S M (B a® somit
t=1 .

e -1
(8.16) {@C*Dk — grelgtr+Dic 4 a"z: M@k 4 par—1 4! gk
t=1

r-1

L + > MR x®F,
t=1

so ergeben sich

—— - fad 3 by~ - vl
al P9 = o" PG + ZlMﬁ.’,P(Q‘, d =a*H9—aP, oa®;= ;.

t=r+

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt durch Ausiibung von é% und
nach der zweiten
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ar+1 zs] (7% P(Z)i +f s; P‘;")dw"”‘ 2 W P(rh + ¥ SQ P(r)t dx('r)k

r=0 r=0

+ 2 P9ira wmm+§Mwmml

r=0 t=1

daraus erreichen wir wegen (8.16)
Aa_ . , A
AdP(d) = a1 aPi(d) . ' Q. E. D.

Wir gehen von den Ausdriicke dz® der Klasse 0 aus, und erhalten
mit Hilfe des soeben hergeleiteten Satzes (Satz 16) sukzessiv die
folgenden kontravarianten Systeme der PFAFFschen Ausdriicke in K~V

A . A A A ) A , A .
(8.17) &z = A(dx®), &x®* = 4*(dx), ..., &x™ V= g"(da?),

: A
die bzw. von der Klasse 1, 2, ...., m—1 sind. DortAbedeutet d das-
jenige in K-V, Wir konnen leicht bestitigen, dass §2@" wegen (3.15)
von der Gestalt

A -1
(3.18) S @ = dg @i+ ;f_; SiGdz (g=1,2,...,m—1)

ist und dass die rekurrenten Formeln von den Koeffizienten &{() sind:

r@(qﬂa @(qan"'@t"'Q‘@A‘ = (Q+1)©}+‘M;—D®A§'

. 0=g=m—2)¥,

(3.19) | eis) = Si+ DS + BLSk Y +9 9 {5 |
0r, r+2<q9<m-2),

Siff = DSGP, +GLS+e9SY; (A =g=m—2).

Wenn wir mit Hilfe von Sx(""' die intrinseken kovarianten Ableitungen
eines Pseudoskalars f von der Klasse I nach der Gleichung

A m-14 A
Af+t9f =rf.dt+ 20] P f. dx @k
P ,

definieren, so ergeben sich die rekurrenten Formeln

(1) Aj: Einheitsaffinor.
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Pf= 3L yiof,

A m-1_ = A
ng)f= f: @ 21@{8(%7?)]‘ (q= m_'ls s ey 1) 0) .
8=q+

Nach Satz 7 und der ersten Gleichung von (3.10) transformieren
sich die Funktionen

A A
(3.20) r* =rPei (,7: abgedrosselt)

bei (8.1) wie die Parameter einer affinen Ubertragung. Mittels der
Grunditbertragungen (8.18) und der Parameter (3.20) definieren wir
ganz analog wie in §10 fiir beliebigen Pseudovektor +* von der Klasse
t die intrinseken kovarianten Ableitungen durch

r 4 . o’ »
pvr=—+fH,
ot o)

A . . -1 - A . :
(8.21) | PPV = vigun— ”{21@’(8%7‘;’@‘ @=m—1,m—2,...,1),
8=qg+ . :

A'O . . m=1 .m-A Vosi A*. .
V(k)'v’ = 'U;’k —_ Zlgﬁ,)kaf 1)1'+ij"'0‘7 .
rel

\

N .
Eie Ableitung P@ erniedrigt die Klasse einer Griosse um g, die Ableitung

r dagegen erhoht die Klasse um eins. Die so angegebenen Ableitungen
sind von H* und deren Differentialquotienten bis zur (m+1)-ten Ordnung
abhingig. (In dem Falle m = 8 hingt das kovariante Differential Dv‘
in (3.14) von H* bis zur dritten Ordnung ab, dennoch scheint es uns,
dass die Aufstellung der Grundiibertragungen und somit der kovarianten
Ableitungen der Diﬂ:‘ergntialquotienten vierter Ordnung bedarf.)

Setzen wir wie (2.19)

A
) ) (m—1)3 m-2
(3.22) Rz = Ti— Syim—1i) — . 2 @(1, ('rg x('r+1)_7
| dt =0
so sind & Komponenten eines Pseudovektors von der Klasse m. Wir
erreichen '

Satz 17. Sei ein System der gewohnlichen Differentialgleichungen
x™¥ + Hi = 0 gegeben, so lassen sich in K™V die intrinseken kovarianten
Ableitungen (3.21) bestimmen. Die Krummungs- und Torsitonsgrossen
desselben, der Pseudovektor K* wund deren sukzessive kovarianien
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Ableitungen bilden das vollstindige System der Pseudo-Differential-
komitanten.

Die Berechnung der Strukturgrbssen sowie die Aufstellung der
BiancHIschen Identitdten lassen wir ausfallen, da sie ganz dieselben
wie in der KAWAGUCHIschen Arbeit [9] und in Kapitel 2 sind.

Bemerkung 1. Aus den Grundiibertragungen (3.19) und den Ab-
leitungen (3.21) wird ein kovariantes Differential in umgekehrter Weise
definiert. Wir sind aber demselben nlcht besonders bediirftig.

2. Aus dem Ableitungsverfahren J und dem Operator 87?‘%”7;

konnen wir nach der Methode von D. D. KosamsI (§ 13) auch andere
intrinseken kovarlanten Ableitungen wie (3.21) und folglich Grund-
ibertragungen herleiten. Die so sich ergebenden Ableitungen hiingen,

wie unsere, von den Differentialquotienten von H¢ bis zur (m+1)-ten
Ordnung ab.

3. Wenn wir in dem Falle K >1 eine intrinseke Ableitung wie

J auffinden konnen, so wird die ganze weitere Uberlegung nach

Bemerkung 2 oder nach unserer obigen Methode folgen, da Satz 16
sich leicht fiir K >>1 verallgemeinern lisst.

Geometrisches Seminar, Kaiserliche Hokkaido Universitét.
Nov. 1936.
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