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Dans sa note, M. W. SIERPIN’SKrl) a propos\’e un probleme suivant
qui a \’et\’e pos\’e par M. B. KNASTER:

Est ce qu’on peut nommer une correspondance qui ferait corres-
pondre\’a tout ensemble parfait lin\’eaire un de ses points, de sorte
qu’aux ensembles diff\’erents correspondent des points diff\’erents?

Dans la th\’eorie des ensembles de points, il serait tres int\’eressant
de r\’esoudre ce probleme, mais il est tr\‘es difficile de donner une solu-
tion de ce probleme dans l’actualit\’e de la th\’eorie des ensembles. Ici,
je n’essayerai pas d’en donner une solution, mais je vais prouver
quelques propositions d\’eduites de la supposition que l’on peut r\’esoudre
affirmativement ce probleme.

Dans la th\’eorie des ensembles, tous les \^etres math\’ematiques
d\’efinis en faisant appel \‘a l’axiome de M. E. ZERMELO ou l’axiome
analogue sont consider\’es uniform\’ement comme \^etres singuliers. Mais,
il me parait qu’il existe divers ordres de la singularite de ces ensembles.
Je ne sais pas malheureusement si l’hypothese de M. B. KNASTER,
c’est-\‘a-dire, la supposition que l’on peut r\’esoudre affirmativement le
probleme ci-dessus, est plus faible que l’axiome du choix. Mais, je
pourrai consid\’erer que les \^etres math\’ematiques d\’efinis, en admettant
l’hypoth\‘ese de M. B. KNASTER, sont presque r\’eguliers.

Ici, nous donnerons quelques remarques sur l’axiome du choix.
Comme M. W. SIERPIN’SKI a dit dans son c\’elebre m\’emoire sur l’axiome
du choix, lorsque nous donnons un \^etre math\’ematique, en faisant appel
\‘a l’axiome du choix, on peut distinguer les deux cas, c’est-\‘a-dire, le
cas ou l’on peut nommer un \^etre ayant la propri\’et\’e donn\’ee, mais il faut
admettre cet axiome pour d\’emontrer que l’\^etre nomm\’e satisfait \‘a la
condition donn\’ee, et le cas ou il faut user de cet axiome pour donner

(1) W. $SIERPI\acute{N}SKI$ , Sur un probl\‘eme conduisant \‘a un ensemble non mesurable, ne
contenant aucun sous-ensemble parfait, Fund. Math., t. 14 (1929), p. 229.
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l’\^etre demand\’e. Dans la suite, pour d\’emontrer que l’\^etre nomm\’e jouit de
la propri\’et\’e propos\’ee, j’admets cet axiome pour le cas o\‘u l’on choisit
un \’el\’oment dans un ensemble non vide donn\’e, sauf quelque exception.

\S 1. L’existence de fonctions du choix.

Lorsqu’on peut r\’esoudre affirmativement le probleme de M. B.
KNASTER, on peut aussi effectivement prouver l’axiome du choix pour
quelques familles d’ensembles non vides. Nous allons consid\’erer dans
ce paragraphe quelques problemes sur l’axiome du choix. Pour cela,
commengons par la d\’efinition de fonctions du choix. Soient $R$ un espace
m\’etrique quelconque (non vide), et $\mathfrak{F}$ une famille d’ensembles non
vides de l’espace $R$ . Si l’on peut d\’efinir une correspondance $\varphi(E)$ qui
correspond \‘a chaque ensemble $E$ de la famille $\mathfrak{F}$ un point $\varphi(E)$ contenu
dans $E$, nous appellerons $\varphi(E)$ la fonction du choix d\’efinie sur $\mathfrak{F}$ .

Pour une famille $\mathfrak{F}$ de sous-ensembles non vides de $R$ , lorsqu’il
existe une fonction du choix $\varphi(E)$ , telle que pour deux ensembles
diff\’erenb $E$ et $F$ de $\mathfrak{F}$ nous ayons $\varphi(E)\neq\varphi(F)$ , nous dirons que $\varphi(E)$

jouit de la propri\’et\’e $(K)$ .
De plus, nous entendrons dans la suite par l’hypothese de M. B.

KNASTER la supposition que l’on peut nommer pour tous les ensembles
parfaits lin\’eaires une fonction du choix ayant la propri\’et\’e $(K)$ .

Soit $R$ un espace m\’etrique. Si l’on peut d\’efinir effectivement un
nombre fini ou une infinit\’e d\’enombrable de points $\langle p_{n}\rangle(n=1,2,3, \ldots)$

dans $R$ , tels qu’il existe pour tout point $p$ de $R$ et tout nombre positif $\epsilon$

au moins un points $p_{n}$ pour lequel nous avons dis $(p, p_{n})<e$ , nous
dirons que l’espace $R$ est effectivement s\’eparable. Nous avons alors le

Lemme 1. Soit $R$ un espace m\’etrique complet effectivement
s\’eparable ayant une infinit\’e ind\’enombrable de points. On peut d\’efinir
effectivement une transformation continue biunivoque $T(x)$ qui trans-
forme tous les nombres irrationnels en un sous-ensemble $R^{*}$ de $R$ , tel
que $R-R$“ soit un ensemble d’un nombre fini ou une infinit\’e effective-
ment d\’enombrable de points.

Dans l’hypoth\’ese de M. B. KNASTER, la fonction du choix est
d\’efinie pour tous les sous-ensembles parfaits de l’ensemble de tous les
nombr\’es r\’eels. Or, en admettant l’hypothese de M. B. KNASTER, on
peut l’\’etendre comme il suit.

Proposition 1. Soit $R$ un espace m\’etrique complet effectivement
s\’eparable qui contient une infinit\’e ind\’enombrable de points. On peut
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nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de $R$ une fonction $du$

choix jouissant de la propri\’et\’e $(K)$ .
Pour d\’emontrer la proposition 1, tout d’abord, nous donnerons

quelques lemmes.
Lemme 2. Pour tous les sous-ensembles parfaits $N$ de l’ensemble

$L$ de tous les nombres r\’eels, on peut effectivement correspondre une
suite infinie d\’enombrable de sous-ensembles parfaits $\varphi_{k}(N)(k=1,2$ ,
3, $\ldots$ ) telle qu on ait

$1^{o}$ , $\varphi_{k}(N)$ ne contient que les nombres irrationels,
$2^{o}$ , $N\supset\varphi_{k}(N)\supset\varphi_{k+1}(N)$ $(k=1,2,3, \ldots.)$ ,

$3^{o}$ , le diam\’etre de $\varphi_{k}(N)\leqq\frac{1}{k}$ $(k=1,2,3, \ldots.)$ .
D\’emonstration. Comme l’ensemble de tous les nombres rationnels

est effectivement d\’enombrable, on peut ranger effectivement tous les
nombres rationnels en une suite inPnie

$S_{1},$ $S_{2},$ $s_{3}$ , . . . . ,

telle que $s_{i}\neq s_{j}$ pour $i\neq j$ . Soit $N$ un sous-ensemble parfait de $L$ .
Pour $N$, d\’esignons par $\mathfrak{F}$ l’ensemble consistant de tous les intervalles
$ferm_{-}^{\prime}\supset s$ contigus(1) \‘a $N$ dans $L$ et de tous les nombres rationnels qui
sont contenus dans $N$ et qui ne sont pas les points extr\^emes de l’in-
tervalle ferm\’e contigu \‘a $N$ dans $L$ . Puisque l’ensemble de $\mathfrak{F}$ contient
au moins un nombre rationnel, on peut voir que $\mathfrak{F}$ est (effectivement)
d\’enombrable, et par suite, o\’{n} peut d\’efinir effectivement une suite
infinie d’ensembles de $\mathfrak{F}$

$\Lambda_{1},$ $\Lambda_{2},$ $\Lambda_{3}$ , . . . . ,

telle que $\Lambda_{i}\neq\Lambda_{j}$ pour $i\neq j$ . Pour deux ensembles diff\’erents $\Lambda_{i}$ et
$\Lambda_{j}$ , nous savons que l’on a $x_{i}<x_{j}$ ou $x_{j}<x_{i}$ , quels que soient les
$nombres\backslash x_{i}$ de $\Lambda_{i}$ et $x_{j}$ de $\Lambda_{j}$ . Lorsque nous avons $x_{i}<x_{j}$ , quels
que soient les nombres $x_{i}$ de $\Lambda_{i}$ et $x_{j}$ de $\Lambda_{j}$ , nous posons Ai $<\Lambda_{j}$ ou
$\Lambda_{j}>\Lambda_{i}$ . Selon la d\’efinition de cette relation, on peut d\’efinir un ordre
des ensembles de $\mathfrak{F}$ . Maintenant. nous d\’efinirons une correspondance
$\omega(s_{k})$ entre $S$: et $A_{i}$ , comme il suit:

$1^{o}$ , $\omega(s_{1})=\Lambda_{1}$ ,
$2^{o}$ , lorsque nous avons $s_{i}<s_{j}$ , nous avons aussi $\omega(s:)<\omega(s_{j})$ , et

inversement,

(1) Nous entendrons par un intervalle ferm\’e contigu a $N$ la ferm\’eture d’un
intervalle contigu a $N$.
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$3^{o}$ . pour tous les ensembles $\Lambda_{j}$ , Il existe un et seul un nombre
rationnel $s_{j}$ , tel qu’on ait $\omega(s_{j})=\Lambda_{j}$ .
Gr\^ace a la correspondance $0$) $(s_{k})$ , on peut effectivement correspondre
les nombres irrationnels et les points de $N-\simeq^{\nabla}\Lambda_{i}$ , comme il suit:

i-l
$1^{o}$ , lorsqu’il correspond \‘a un nombre irrationnel $x$ un point $x^{*}$

de $N-\Sigma\Lambda_{i}$ , et pour un nombre rationnel $s_{i},$ $x<s_{i}$ , nous avons
$x^{*}<\omega(s_{i})i-1$

$2^{o}$ , lorsqu’il correspond \‘a un nombre irrationnel $x$ un point $x^{\grave{r}^{A}}$ de
$N-\nabla|=1$ et lorsque pour un ensemble $\Lambda_{i}$ de $\mathfrak{F}$ , nous avons $x^{*}<\Lambda_{i}$ ,

nous avons aussi $x<\omega^{-1}(\Lambda_{i})$ .
Or, comme on voit, cette correspondance est d\’efinie uniquement

par la correspondance $\omega(x)$ et $\omega(x)$ est d\’efinie effectivement pour chaque
sous-ensemble parfait $N$ de $L$ , et de plus la d\’efinition de $\omega(x)$ est in-
d\’ependante de la d\’efinition de $N$. Par suite, pour tous les sous-ensembles
parfaits $N$ de $L$ , on peut nommer une fonction continue $\varphi_{N}(x)$ d\’efinie
sur l’ensemble de tous les nombres irrationnels, telle qu’on ait

$1^{o}$ , $\varphi_{N}(x)_{\epsilon}N$ pour tous les nombres irrationnels,
$2^{o}$ , $\varphi_{N}(x^{\prime})\neq\varphi_{N}(x^{\prime\prime})$ pour deux nombres irrationnels diff\’erents $x^{\prime}$

et $x^{\prime\prime}$ .
Or, on peut d\’efinir effectivement une suite infinie d\’enombrable de

sous-ensembles parfaits $M_{k}(k=1,2,3, \ldots)$ dans l’ensemble de tous les
nombres irrationnels, telle qu’on ait

$1^{o}$ , $M_{k}\supset M_{k+1}(k=1,2,3,\ldots)$ ,
$2^{o}$ , le diametre de $M_{k}$ tend vers $0$ avec $ k\rightarrow\infty$ .
Maintenant, posons $\varphi_{k}(N)=\varphi_{N}(M_{k})(k=1,2,3, \ldots)$ . On voit alors

que les correspondances $\varphi_{k}(N)$ satisfont \‘a la condition du lemme 2.
C. Q. F. D.

Puis, en admenttant l’hypothese de M. B. KNASTER, nous allons
d\’omontrer le

Lemme 3. Pour tous les sous.ensembles parfaits de l’ensemble $L$

on peut nommer une fonction du choiX $\varphi^{*}(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ ,
telle que $\varphi^{*}(E)$ est un nombre irrationnel pour tout sous-ensemble
parfait $E$ de $L$ .

D\’emonstration. Selon l’hypothese de M. B. KNASTER, on peut
nommer. pour tous les sous-ensembles parfaits de $L$ une fonction du
choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ . Lorsque $\varphi(N)$ est un nombre



Sur l’hypothese de M. B. Knaster dans la th\’eorie des ensembles de points 5

irrationnel. quelque soit l’ensemble parfait $N$ de $L$ , il suffit de prendre
comme $\varphi^{\frac{\backslash }{\prime}-}’(E)$ la fonction du choix $\varphi(E)$ .

Puis, nous allons consid\’erer le cas o\’u il existe dans $L$ au moins
un ensemble parfait $N$ tel que $\varphi(N)$ soit un nombre rationnel. Puisque
l’ensemble de tous les nombres rationnels est effectivement d\’enombrable,
la famille $\mathfrak{F}$ de tous les ensembles parfaits $N$ de $L$ , tel que $\varphi(N)$ soit
un nombre rationnel, est effectivement d’un nombre fini ou une infinit\’e
d\’enombrable. Or, on peut supposer, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, que
la famille $\mathfrak{F}$ est effectivement d\’enombrable. On peut alors ranger
effectivement tous les ensembles parfaits de $\mathfrak{F}$ en une suite infinie:

$N_{1},$ $N_{2},$ $N_{3}$ , . . . . ,

telle que $Ni\neq N_{j}$ pour $i\neq j$. Selon le lemme 2, on peut d\’efinir
effectivement le systeme d’ensembles parfaits $\{N_{k.n}\}(k, n=1,2,3,\ldots)$ ,
tel qu’on ait

$1^{o}$ , $N_{k}\supset N_{k_{J}n}\supset N_{k.n+1}(n=1,2,3, \ldots)$ ,
$2^{o}$ , $N_{k.n}$ ne contient que les nombres irrationnels,
$3^{o}$ , le diametre de $N_{k.n}$ tend vers $0$ avec $ n\rightarrow\infty$ , pour tout

nombre naturel $k$ .
Or, on peut modifier, sans perdre l’effectivit\’e, les ensembles $N_{k.n}$

$(k, n=1,2,3,\ldots)$ , comme nous avons $N_{k,n}N_{M.n^{\prime}}=0$ pour les nombres
$k,$ $k^{\prime},$ $n$ et $n^{\prime}$ tels qu’on ait $k\neq k^{\prime}$ ou $n\neq n^{\prime}$ . Saintenant, nous
d\’efinirons la fonction du choix $\varphi^{*}(E)$ pour tous les Sous-ensembles
parfaits de $L$ , comme il suit:

$1^{o}$ , lorsque nous avons $N\neq N_{k,n}(k, n+1=1,2,3, \ldots)$ , o\‘u $N_{k.0}=$

$N_{k}(k\pm 1,2,3, \ldots)$ , posons $\varphi^{*}(N)=\varphi(N)$ ,
$2^{o}$ , pour tous les ensembles $N_{k.n}(k, n+1=1,2,3,\ldots)$ , posons

$\varphi^{*}(N_{k.n})=\varphi(N_{hn+1})$ .
Alors, puisque les ensembles $N_{k}..(k, n=1,2,3, \ldots)$ ne contiennent

que les nombres irrationnels, $\varphi^{*}(N_{k.n})(k, n+1=1,2,3, \ldots)$ est un
nombre irrationnel. Par suite, pour tous les ensembles parfaits $N$

de $L,$ $\varphi^{*}(N)$ est un nombre irrationnel. Or, comme on voit que
$\varphi^{*}(N)$ jouit de la propri\’et\’o $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits
de $L,$ $\varphi^{*}(N)$ satisfont \‘a la condition du lemme 3. C. Q. F. D.

La d\’emonstration de la Proposition 1. Selon le lemme $1$ , cn peut
nommer une transformation continue biunivoque qui transforme l’en-
semble $L^{*}$ de tous les nombres en un sous-ensemble $R^{*}$ de $R$ , tel que
$R-R$“ soit d’au plus une infinitb d\’enombrable.

Pour l’ensemble parfait $P$ dans l’espace $R$ , d\’esignons par $\lambda(P)$

l’ensemble de tous les points de condensations de $T(PR^{*})$ . Nous avons
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alors pour deux ensembles parfaits diff\’erents $P$ et $Q$ de $R,$ $\lambda(P)+\lambda(Q)$ .
En effet, comme nous avons $P\neq Q$ , on a $(P-Q)R^{*}\neq 0$ ou $(Q\leftrightarrow-P)R^{*}\neq 0$ .

Pour le moment, nous supposons que $(P-Q)R^{*}\neq 0$ . Or, pour un
sous-ensemble parfait $P$“ de $(P-Q)R^{*}$ , $T^{-1}(P^{*})$ et $T^{-1}(QR^{*})$ sont
disjoints et ferm\’es dans l’ensemble $L^{*}$ . Par cons\’equent, $\lambda(P^{*})$ et
$\lambda(Q)$ sont aussi disjoints, sauf au plus une infinit\’e d\’enombrable de
points rationnels. Or, comme $\lambda(P^{*})$ est un sous-ensemble de $\lambda(P)$ ,
nous avons $\lambda(P)\neq\lambda(Q)$ .

Saintenant, pour une fonction du choix $\varphi^{*}(E)$ donn\’ee dans le
lemme 3, consid\’erons $\varphi^{\star}’(\lambda(P))$ . Comme $T^{-1}(PR^{*})$ est ferm\’e dans
l’ensemble $L$ pour un sous-ensemble parfait $P$ de $R,$ $\lambda(P)$ est contenue
dans $T^{-1}(PR^{*})$ sauf au plus une infinit\’e d\’enombrable de points ration-
nels. Par suite, selon la d\’ofinition de $\varphi^{*}(E),$ $\varphi^{*}(\lambda(P))\epsilon T^{-1}(PR^{*})$ ,
ou $T(\varphi^{*}(\lambda(P)))\epsilon PR^{*}CP$. Or, pour deux ensembles parfaits diff\’erents
$P$ et $Q$ , nous avons $\lambda(P)\neq\lambda(Q)$ . Donc, gr\^ace \‘a la d’finition de $T(P)$.
et $\varphi^{*}(E)$ , nous avons $T(\varphi^{*}(\lambda(P)))\neq T(\varphi^{*}(\lambda(Q)))$ , c’est-\‘a-dire,
$T(\varphi^{*}(\lambda(P)))$ est une fonction du choix ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour
tous les sous-ensembles parfaits de $R$ . C. Q. F. D.

Remarque. De m\^eme que nous avons fait dans le lemme 3, on
peut d\’emontrer le corollaire suivant:

Soient $R$ un espace m\’etrique complet effectivement s\’eparable
ayant une infinit6 ind\’enombrable de points, et $N$ un sous-ensemble
(effectivement) d\’enombrable contenu dans $R$ . Lorsqu’on peut une
fonction du choix ayant la propri\’et6 $(K)$ pour tous les sous-ensembles
parfaits non vides de $R$ , on peut aussi nommer une fonction du choix
$\varphi(E)$ ayant la m\^eme propri\’et\’e qui $\varphi(E)$ appartient \‘a l’ensemble $R-N$ ,
quel que soit l’ensemble parfait $E$ de $R$ .

On peut d\’emontrer la r\’eciproque de la proposition 1, sans faire
appel \‘a aucune hypothese, c’est-a-dire,

Proposition 2. Soit $R$ un espace m\’etrique complet effectivement
s\’eparable qui contient une infinit\’e $ind\acute{e}nomb,.able$ de points. Lorsqu’on
peut nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de $R$ une fonction
$du$ choix. $\varphi(E)$ jouissant de la propri\’e l\’e $(K)$ , on peut d\’emontrer
l’hypoth\‘ese de M. B. KNASTER sans faire appel $a$ aucune hypothese.

D\’emonstration. Selon la supposition sur l’espace $R$ , on peut
nommer un sous-ensemble parfait discontinu $N$ de $R$ . Et, comme on
sait, on peut d\’efinir effectivement une transformation continue biuni-
voque qui transforme l’ensemble de tous les nombres irrationnels $L^{*}$
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en un sous-ensemble $N^{*}$ de $N$, tel que $D=N-N^{*}$ soit (effectivement)
d\’enombrable. Or, comme on peut nommer pour tous les sous-ensembles
parfaits de $R$ une fonction du choix ayant la propri\’et\’e $(K)$ , on peut
aussi nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de $N$ une fonction
du choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ . Ici, selon une remarque du
lemme 3, on peut supposer que $\varphi(E)$ soit un point de $N$““ pour tous
les sous-ensembles parfaits $E$ de $N$.

Maintenant, pour un sous-ensemble parfait $P$ de $L$ , l’ensemble
$\lambda(P)$ de tous les points de condensation de $T(PL^{*})$ est un sous-
ensemble parfait de $N$. Or, comme $T(PL^{*})$ est ferm\’e dans $N$,
nous avons $\varphi(\lambda(P))\epsilon T(PL^{*})$ , c’est-\‘a-dire, $T^{-1}(\varphi(\lambda(P)))\epsilon PL^{*}CP$.
De plus, comme pour deux sous-ensembles parfaits diff\’erents $P$ et
$Q$ , nous avons $\lambda(P)\neq\lambda(Q)$ , nous avons donc $\varphi(\lambda(P))\neq\varphi(\lambda(Q))$ ou
$T^{-1}(\varphi(\lambda(P)))\neq T^{-1}(\varphi(\lambda(Q)))$ . Par cons\’equent, $T^{-1}(\varphi(\lambda(P)))$ jouit de
la propri $\text{{\it \’{e}}} t^{6}$. $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits de $L$ .

C. Q. F. D.
Nous avons donn\’e, dans la proposition 1, une fonction du choix

ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits d’un
espace. Or, on peut donner de plus une fonction du choix jouissant
de la m\^eme propri\’et\’e pour tout sous-ensemble ferm6 ind\’enombrable,
c’est-a-dire,

Proposition 3. Soit $R$ un espace m\’etrique complet effectivement
separable qui contient une infinit\’e ind\’enombrable de points. Si l’on
peut nommer une fonction $du$ choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour
tous les ensembles parfaits hn\’eaires, qui satisfait a la condition $(*)$ :
il existe (effectwement) un sous-ensemble parfait non dense $Q$ dans
$L$ , tel que pour tous les sous-ensembles parfaits $N$ de $L\varphi(N)\epsilon Q$

entraine $NCQ$ , on peut aussi nommer une fonction $du$ choix
jouissant de la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles ferm\’es
ind\’enombrables de $R$ .

D\’emonstration. Tout d’abord, nous consid\’erons le cas ou $R=L$ .
Comme la famille de tous les intervalles ouverts de $L$ est effectivement
de puissance du continu, on peut nommer une correspondanee biunivoque
entre des intervalles ouverts de $L$ et des nombres irrationnels de
l’intervalIe $I$ dans cette correspondance. Soit $N$ un sous-ensemble
ferm\’e clairsem\’e de $L$ . Comme on voit, on peut nommer une m\’ethode
qui range tous les intervalles contigus de $N$ en une suite infinie:

$(*)$ $I_{1},$ $I_{2},$ $I_{3}$ , . . . . .
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Pour l’intervalle $I_{k}$ , posons
$\nu(I_{k})=(n_{k\iota_{\dagger}}n_{k2}, \ldots.)$ ,

et
$\mu(N)=$ ($n_{11},$ $n_{12},$ $n_{21},$ $n_{13}$ , nee, $n_{31},$ $\ldots.$ ).

Alors, la correspondance $\mu(N)$ est d\’efinie pour tous les sous-
ensembles ferm\’es clairsem\’es de $L$ et pour deux sous-ensembles ferm\’es
clalrsem\’es diff\’erents $E$ et $F$, nous avons $\mu(E)\neq_{\mu}(F)$ .

Soit $E$ un sous-ensemble ferm\’e de $L$ , tel que le noyau parfait de
$E$ soit un ensemble parfait donn\’e $N$. Selon la m\’ethode donn\’ee plus
haut, on peut ranger effectivement tous les intervalles contigus de $N$

en une suite infinie $(9\epsilon)$ . ’ Puisque les ensembles $I_{k}^{-}E$ sont ferm\’es et
clairsem\’es, on peut correspondre les nombres irrationnels $\mu(\overline{I_{k}}E)$ . Pour

$\mu(\overline{I_{k}}E)=(n_{k1}, n_{k2}, n_{k3}, \ldots.)$ ,

consid\’erons le nombre irrationnel
$\lambda(N, E)=(n_{11}, n_{12}, n_{21}, n_{13}, n_{2}, n_{31}, \ldots.)$ .

Alors, $\lambda(N, E)$ est un nombre irrationnel tel que $0<\lambda(N, E)<1$

et pour deux ensembles ferm\’es ind\’enombrables diff\’erents $E_{k}(k=1,2)$ ,
tels que leur noyau parfait est simultan\’ement un ensemble parfait $N$,
nous avons $\lambda(N, E_{1})\neq\lambda(N, E_{2})$ .

Comme l’ensemble parfait $Q$ est non dense dans $L$ , il existe un
intervalle qui est contigu \‘a $N$ dans $L$ . Or, puisque la famille de tous
les sous-ensembles parfaits de $Q$ est effectivement de la puissance du
continu, on peut nommer une correspondance biunivoque entre tous
les sous-ensembles parfaits de $Q$ et tous les nombres irrationnels
contenus dans l’intervalle $(0,1)$ . En d\’esignant par $Q_{\nu}$ un sous-ensemble
parfait de $Q$ qui correspond \‘a un nombre irrationnel $\nu$ tel que $0<\nu<1$ ,
posons pour l’enesemble parfait $E$ contenu dans l’intervalle ferm\’e $I$,
$\chi_{\nu}(EI)=\varphi(E+Q_{\nu})$ . On voit alors que $\chi_{\nu}(EI)$ est un point de $E$ et
pour $\nu\neq\nu^{\prime}$ ou $E\neq E^{\prime}$ , nous avons $\chi_{v}(EI)\neq x_{\nu^{\prime}}(E^{\prime}I)$ .

Pour une transformation topologique

$\sigma(x)=\frac{a+be^{x}}{1+e^{x}}$

(1) Pour le cas o\‘u $ a=-\infty$ ou $ b=+\infty$ , on peut modifier sans peine la trans-
formation $\sigma(x)$ comme il transforme $L$ en $I$.
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qui transforme $L$ en l’intervalle $I$, o\’u $a$ et $b(a<b)$ sont les points
extr\^emes de $I$, consid\’erons $\varphi_{\nu}(E)=\chi_{\nu}(\sigma(E))$ . $\varphi_{v}(E)$ est une fonction
du choix ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits
$E$ de $R$ , quel que soit le nombre irrationnel $\nu$ tel que $0<\nu<1$ , et
$\varphi_{\nu}(E)=\varphi_{\nu^{\prime}}(E^{\prime})$ n’a lieu que pour le cas o\’u $\nu=\nu^{\prime}$ ou $E=E^{\prime}$ .

Maintenant, nous d\’efinirons une fonction du choix $\chi(E)$ pour tous
les sous-ensembles ferm\’es ind\’enombrables de $L$ , comme il suit,

$1^{o}$ , pour un sous-ensemble ferm\’e ind\’enombrable $E$ de $L$ , tel
qu’on ait $E\neq L$ , posons $\chi(E)=\varphi_{\lambda(N.E)}(N)$ , o\’u $N$ est le noyau parfait
de $E$,

$2^{o}$ , Pour l’ensemble $L$ , posons $\chi(L)=\varphi_{v_{0}}(L)$ , ou $v_{0}=(n_{1},$ $n_{2},$ $n1$ ,
$n_{2},$ $n_{3},$ $\ldots$ ). pour $\nu(I)=(n_{1}, n_{2}, n_{3}, \ldots)$ . Puisque il n’existe aucun
ensemble $E$ tel qu’on ait $\nu_{0}=\lambda(I, E)$ , nous avons $\chi(E)\neq\chi(L)$ , quel
que soit l’ensemble ferm\’e ind\’enombrable $E$ de $L$ qui $E\neq L$ . Par
suite, $\chi(E)$ est une fonction du choix qui jouit de la propri\’et\’e $(K)$

pour tous les sous-ensembles ferm\’es ind\’enombrables de $L$ .
De m\^eme que nous avons fait plus haut, on peut d\’emontrer qu’il

existe dans un espace m\’etrique complet effectivement separable ayant
une infinit\’e ind\’enombrable de points, une fonction du choix qui
satisfait \‘a la condition de la proposition 3. C. Q. F. D.

Proposition 4. Soit $R$ un espaee m\’etrique complet $effect\dot{w}$ement
s\’eparable ayant une fonction $du$ choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$

pour tous les sous-ensembles parfaits de $L$ , qui satisfait a la condition
$(*)$ donn\’ee dans la propositio$n3$ , on peut nommer aussi une fonction
$du$ choix $\varphi^{*}(E)$ jouissant de la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-
ensembles d\’eveloppables de $R$ qui contiennent une infinife’ ind\’e-
nombrable de points.

D\’emonstration. Comme $R$ est effectivement s\’eparable, on peut
nommer pour chaque sous-ensemble d\’eveloppable $N$ de $R$ une suite
transfiine $\{E_{\alpha}\}(a<\lambda<\Omega)$ de sous-ensembles ferm\’es de $R$ , comme il
suit:

$1^{o}$ , $E_{\alpha}\supset E_{\beta}$ pour $ a\leqq\beta<\lambda$ ,
$2^{o}$ , $ N=E_{0}-E_{1}+E_{2}-E_{3}+\ldots$ ,
$3^{o}$ , la suite { $ E_{\alpha}\rangle$ est effectivement d\’enombrable.

Nous dirons que la suite $\{E_{\alpha}\}$ est fondamentale pour $N$. Or, puisque
la famille de tous les sous-ensembles ferm\’es de $R$ est (effectivement)
de puissance du continu, on peut nommer une correspondance $\gamma(N)$

(1) Voir C. KURATOWSKI, Topologie, t. 1, 1933, p. 59.



10 M. Kmd\^o

entre tous les sous-ensembles d\’eveloppables $N$ de $R$ est les nombres
irrationnels de l’intervalle $(0,1)$ telle qu’on ait $v(N_{1})\neq\nu(N_{2})$ pour
$N_{1}\neq N_{2}$ . Soient $N$ un sous-ensemble d\’eveloppable de $R$ qui contient
une infinit\’e ind\’enombrable de points et $\{E_{\alpha}\}(a<\lambda<f2)$ la suite
fondamentale de $N$. Comme nous avons $N=\Sigma(E_{\alpha}-E_{\alpha*1})$ , il existe
au moins un nombre ordinal $a$ tel que $E_{\alpha}-E_{\alpha+1}$ soit de puissanoe du
continu. D\’esignons par $a0$ le plus petit nombre ordinal dans tels
nombres $a$ . Or, il existe le plus petit nombre entier positif $n_{0}$

tel que $E\alpha_{0}-U$($\frac{1}{n_{0}}$ , $E_{\alpha_{0}+1}$) soit ferm \’e et ind\’enombrable. Posons

$\chi(N)=E_{\alpha_{0}}-U(\frac{1}{\eta_{0}},$ $E\alpha_{0}+1)$ . Alors, $\chi(N)$ est d\’efinie effectivement

pour tous les sous-ensembles d\’eveloppables $N$ de $R$ ayant une infinit\’e
ind\’enombrable de points. Comme nous avons fait dans la proposition
3, on peut nommer une famille (effectivement) de puissance du continu
de fonctions du choix $\varphi_{\lambda}(E)(0\leqq\lambda\leqq 1)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour
tous les sous-ensembles ferm\’es de $R$ qui continerment une infinit\’e
ind\’enombrable de points et que $\varphi_{\lambda}(E)=\varphi_{\mu}(E)$ entraine $\lambda=\mu$ . Posons
$\varphi^{*}(E)=\varphi_{\nu(E)}(\chi(E))$ pour tous les sous-ensembles d\’eveloppables $E$ de
$R$ ayant une infinit6 ind\’enombrable de points. Alors, on voit sans
peine que $\varphi^{*}(E)$ satisfait \‘a la condition de‘ la proposition 4. C. Q. F. D.

\S 2. L’existence de quelques ensembles singuliers.

Lorsque nous supposons l’existence de fonctions du choix ayant la
propri\’et\’e $(K)$ , nous pouvons donner des divers ensembles singuliers,
sans faire appel \‘a l’axiome du choix.

M. F. BERNSTEIN a donn\’e un ensemble lin\’eaire totalement impar-
fait en admettant l’axiome du choix. Or, on peut d\’emontrer sur
l’existence des ensembles totalement imparfaits la

Proposition 5. Lorsqu’il exisle une $fonct\tau ondu$ choix $\varphi(E)$ jouis-
sant de la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits d’un
espace m\’etrique $R$ , on peut nommer dans l’espace $R$ un sous-ensemble
qui–de m\^eme que son compl\’ementaire--est totalement imparfait.

D\’emonstration. Tout d’abord, pour un nombre positif $\lambda$ , consid\’erons
l’ensemble $ E(\lambda)\rightarrow\varphi(N)\delta(N)>\lambda$ o\‘u la sommation $\delta(N)>\lambda\sim^{\nabla}$

s’\’etend a tous les

(1) Pour un nombre positif $r$ et un sous-ensemble $E$ de $R$ , nous d\’esignons par
$U(r, E)$ l’ensemble de tous les points $p$ tels qu’on ait dis $(p, E)<r$.
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sous-ensembles parfaits $N$ de $R$ , tels que leur diam\’etre $\delta(N)>\lambda$ .
L’ensemble $E(\lambda)$ est alors totalement imparfait.

Pour le voir, supposons, par impossible, que $E(\lambda)$ contienne un
sous-ensemble parfait $P$ de $R$ . Or, tout ensemble parfait de $R$

contient au moins un sous-ensemble parfait ayant le diam\‘etre $<e$ ,
quel que soit le nombre positif $e$ . $P$ contient donc un sous-ensemble
parfait $Q$ au diam\‘etre $<\lambda$ . Alors, d’apr\’es la d\’efinition de $E(\lambda)$ , nous
avons $\varphi(Q)_{\overline{\epsilon}}E(\lambda)$ . D’autre part, comme $P$ est un sous-ensemble de
$E(\lambda)$ et $\varphi(Q)\epsilon QCP$ , nous avons $\varphi(Q)_{\epsilon}E(\lambda)$ , qui est contradictoire
avec $\varphi(Q)_{\overline{\epsilon}}E(\lambda)$ . Donc, $E(\lambda)$ est totalement imparfait. Par cons\’equent,
lorsque $R-E(\lambda)$ est totalement imparfait pour un nombre positif $\lambda$

suffisamment petit, on peut nommer $d’ apres$ le principle minimum le

$imparfaitDonc,$$danscecas,1’ ensemb1eE(\frac{R1}{n})sasfait\acute{a}1aconditionpluspetit$.
$nombreentierpositifn,te1que-E(\frac{1}{n,ti}\backslash )soittota1ement$

de la proposition 5. Dans le cas $0\dot{u}R-E(\lambda)$ contient au moins un
ensemble parfait pour tous les nombres positifs $\lambda$ , nous d\’esignons par
$S(\lambda)$ la somme de tous les sous-ensembles parfaits de $R-E(\lambda)$ . Alors,
le diam\‘etre $\delta(S(\dot{A}))$ n’est pas sup\’erieur \‘a $\lambda$ . Pour le voir, supposons
que $\delta(S(\lambda))>\lambda$ . Il existe alors dans $S(\lambda)$ les deux points $p$ et $q$ tels
qu’on ait dis $(p, q)>\lambda$ . Comme $S(\lambda)$ est la somme des ensembles
parfaits, il existe deux sous-ensembles $P$ et $Q$ de $S(\lambda)$ , tel qu’on ait
$p\epsilon P$ et $q\epsilon Q$ . Puisque le diam\’etre $\delta(P+Q)$ de $P+Q$ est sup\’erieur \‘a $\lambda$ ,
nous avons $\varphi(P+Q)_{\epsilon}E(\lambda)$ ; par suite $(P+Q)E(\lambda)\neq 0$ . Or, comme on a
$P+QCR-E(\lambda)$ , nous avons $(P+Q)E(\lambda)=0$ , ce qui est une contradic-
tion. Pour $S(\lambda)$ , posons

$E=_{n-1}\sim^{\nabla}\infty E(\frac{1}{n})\{\overline{S(\frac{1}{n-1}})-\overline{S(\frac{1}{n})}\}$ ,

$F=_{n-1}\wedge^{\backslash }\infty F(\frac{1}{n})\{\overline{S(\frac{1}{n-1})}-\overline{S(\frac{1}{n})}\}+\prod_{n-1}^{\infty}\overline{S(\frac{1}{n})}$ ,

$o\dot{u}s(\frac{1}{0})=R$ et $F(\frac{1}{n})=R-E(\frac{1}{n})$ . Alors, $E$ et $F$ sont totalement
imparfaits. En effet, supposons que $E$ contienne au moins un

$conditions:>s)^{S}ensemblepar\frac{fait}{S(\frac{1}{n})}\frac{mme1e}{(\frac{1}{n+1}}Coet\delta(ense_{parftS}\frac{mb1es}{s(\frac{1}{n})})_{-}\leqq\frac{ai1}{n}\overline{s(\frac{1}{n})}satisfontauxi1existeunnombre$

naturel $N$ tel que $E\{\overline{S(\frac{1}{N}})-\overline{S(\frac{1}{N+1})}\}$ contienne un ensemble parfait.
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Or, puisque nous avons $E\{\overline{S(\frac{1}{N})}-\overline{S(\frac{1}{N+1})}\}CE(\frac{1}{N}),$ $E(\frac{1}{N})$ contient

un ensemble parfait. D’autre part, nous avons vu que $E(\frac{1}{N})$ est
totalement imparfait, ce qui donne une contradiction. Donc $E$ est

. totalement imparfait. De m\^eme, on peut voir que $F$ est aussi
totalement imparfait. Or, comme nous avons $F=R-E,$ $E$ satisfait
\‘a la condition de la proposition 5. C. Q. F. D.

Dans la proposition 5, nous avons donn\’e un sous-ensemble totale-
ment imparfait $E$ d’espace $R$ , dont le compl\’ementaire $R-E$ jouit
aussi de la m\^eme propri\’et\’e.

Or, en supposant l’hypoth\’ese de M. B. KNASTER, on peut dcnner
une famille de puissance du continu d’ensembles totalement imparfaits,
tels que leur compl\’ementaire soit aussi totalement imparfait. Mais,
dans ce cas, on ne sait pas si l’on peut donner une famille (effective-
ment) de puissance du continu de tels ensembles.

Proposition 6. Soit $R$ un espace m\’etrique complet effectivement
s\’eparable qui contient une infinit\’e ind\’enombrable de points, On peut
alors nommer une famille de puissance de continu $\{E_{\lambda}\}(\lambda\epsilon\Lambda, \Lambda^{-}=2^{g_{0}})$

d’ensembles totalement imparfaits disjoints tels qu’on ait $R-E_{\lambda}$ iouis-
sant aussi de la m\^eme propri\’et\’e.

D\’emonstration. Tout d’abord, consid\’erons le cas ou l’espace $R$

est l’ensemble de tous les nombres r\’eels $L$ . Selon l’hypothese de
M. B. KNASTER, on peut nommer une fonction du choix $\varphi(E)$ ayant
la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits de L. Pour un
nombre r\’eel $x$ , posons $F(x)=Ens$ { $\varphi(N)$ ; borne sup. de $N=x$} c’est-
\‘a-dire, l’ensemble de tous $\varphi(N)$ tels que la borne sup\’erieure de $N$ est
$x$ . On voit alors que $F(x)$ est totalement imparfait. En effet, lorsque
l’ensemble $F(x)$ contient un sous-ensemble parfait de $R$ , il contient
aussi un sous-ensemble parfait $N$ de $R$ , tel que la borne sup\’erieure
de $N$ est $<x$ . Pour cet ensemble $N$, nous avons $\varphi(N)_{\overline{\epsilon}}F(x)$ . Or,
$d’ autre$ part, comme $N$ est un sous-ensemble de $F(x),$ $\varphi(N)_{\epsilon}N\subset F(x)$ ,
ce qui donne une contradiction. Par suite, $F(x)$ est totalement imparfait.

Or, il existe au plus un intervalle $I$ tel que $I-F(x)$ est totalement
imparfait dans $R$ . En effet, par contre, admettons que $I-F(x)$ con-
tienne un sous-ensemble parfait pour tous les intervalles $I$. Maintenant,

consid\’erons les intervalles $I_{n}$ : $(-\frac{1}{n}+x,$ $-\frac{1}{n+1}+x)(n=1,2, \ldots)$ .
D’apres la supposition sur $F(x),$ $I-F(x)$ -contient au moins un sous-
ensemble parfait de $R$ . Pour un sous-ensemble parfait $Q_{n}$ de $I_{n}-F(x)$ ,
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posons $ N_{1}=(x)+\sim Q_{2n}n\leftarrow 1\infty\backslash \urcorner$ $ N_{2}=(x)+\underline{\backslash }\urcorner Q_{2n-1}^{(1)}n-1\infty$ Alors, les. ensembles
$N_{1},$ $\Lambda_{2}^{7}$ sont les sous-ensembles parfaits de $R$ et leur borne sup\’erieure
est $x$ . Par cons\’equent, d’apres la d\’efinition de $F(x),$ $\varphi(N_{k})_{\epsilon}F(x)$ .
Or, comme nous avons $Q_{n}F(x)=0$ et par suite $N_{k}F(x)C(x)$ , on a
$\varphi(N_{k})=x(k=1,2)$ ou $N_{1}=N_{2}$ , ce qui donne une contradiction. Par
suite, il existe au moins un intervalle $I$ tel que $I-F(x)$ soit un sous-
ensemble totalement imparfait.

Maintenant, comme l’ensemble $\mathfrak{F}$ de tous les intervalles ouverts
dont les deux points extr\^emes sont des nombres rationnels est (effective-
ment) d\’enombrable, on peut ranger effectivement tous les intervalles
de $\mathfrak{F}$ en une suite infinie:

$(*)$ $I_{1},$ $I_{2},$ $I_{3}$ , . . . . ,

telle qu’on ait $I_{i}\neq I_{j}$ pour $i\neq j$ . Pour tous les nombres naturels $n$ ,
d\’esign0ns par $T_{n}$ tous les nombres r\’eels $x$ tels que $I_{n}F(x)$ et $I_{n}-F(x)$

soient simultan\’ement totalement imparfaits dans $R$ . Puisqu’il existe
pour tous les points $x$ de $R$ un intervalle, et par suite dans $(*)$ un
intervalle $I$ tel que IF$(x)$ et $I-F(x)$ soient des sous-ensembles totale-
ment imparfaits de $R$ , nous avons $ R=\rightarrow\backslash T_{n}\infty$ . Or, comme $R$ est de

n-l
puissance du continu, selon le th\’eor\‘eme de M. W. SIERPN’ISKI il existe
parmi $T_{n}(n=1,2, \ldots)$ au moins un ensemble $T_{n}$ dont la puissance est
$ 2^{e_{0}}\sim$ . D\’esignons par $n_{0}$ le nombre naturel minimum $n$ tel que $T_{n}$ soit
de puissance du continu. Alors, pour tous les nombres $x$ tel qu’on
ait $X\epsilon T_{n_{0}},$ $I_{n_{0}}-F(x)$ et $I_{n_{0}}F(x)$ sont totalement imparfaits de $R$.
Pour les les deux points extr\^emes $a$ et $b$ $(a<b)$ de l’intervalle
$I_{n_{0}}$ , posons

$\chi(x)=\tan\frac{\pi}{b-a}(x-\frac{a+b}{2})^{(8)}$

et consid\’erons tous les ensembles $\chi(F(x))$ pour tous les points $x$ de
$T_{n_{0}}$ . On voit alors que la famille de tous les ensembles $\chi(F(x))$

satisfait \‘a la condition de la proposition 5.
Puis, nous allons consid\’erer le cas o\‘u $R$ est un espace metrique

complet effectivement s\’eparable ayant une infinit\’e ind\’enombrable de

(1) Ici, n6us nous servons de l’axiome du choix pour le cas o\‘u l’on choisit un
\’el\’ement dans chaque ensemble d’une famille (effectivement) d\’enombrable
d’ensembles non vides.

(2) Voir W. SIERPINSKI, Hypoth $\dot{e}$se du continu, Warszawa, 1934, p. 6.
(3) Voir la note (1) de la page 8.
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points. D’apr\‘es le lemme 1, on peut nommer une transformation
continue biunivoque $\chi(t)$ qui transforme l’ensemble de tous les nombres
irrationnels $L^{*}$ en un sous-ensemble $R^{*}$ de $R$ , tel que $R-R^{*}$ soit au plus
d\’enombrable. Or, comme il existe une famille $\{E_{\lambda}\}(\lambda\epsilon\Lambda, \Delta=2^{e_{0}}-)=$ de
sous-ensembles totalement imparfaits de $L$ tels que $L-E_{\lambda}$ soit aussi
totalement imparfait pour tous les \’el\’ements $\lambda$ de $\Lambda$ , il existe aussi
une famille \langle $E_{\lambda}^{*}$ } $(\lambda\epsilon\Lambda)$ de sous-ensembles disjoimts de $L^{*}$ qui Pour
tous les \’el\’ements $\lambda$ de $\Lambda$ les ensembles $E_{\lambda}^{*}$ et $L^{*}-E_{\lambda}^{k}$ sont totalement
imparfaits. Saintenant, consid\’erons les ensembles $\{\chi(E_{\lambda}^{*})\}(\lambda\epsilon\Lambda)$ .
Puisque $R-R^{*}$ soit au plus d\’enombrable, et son compl\’ementaire
$R-\chi(E_{\lambda}^{*})$ sont totalement imparfaits. Donc, on voit facilement que
la famille de tous les ensembles $\chi(E_{\lambda}^{*})$ satisfait \‘a la condition de la
proposition 6. C. Q. F. D.

Lorsqu’on peut nommer une fonction du choix $\varphi(E)$ ayant la
propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits de $L$ , qui satifait
\‘a la condition $(*)$ donn\’ee dans la proposition 3, on peut donner une
famille (effectivement) de puissance du continu de $sous- en\Re mbles$ de
$L$ qui satisfait \‘a la condition de la proposition 6. En effet, selon
la remarque de la proposition 3, on peut nommer une famille de
fonctions du choix $\varphi_{\lambda}(E)(0\leqq\lambda\leqq 1)$ , telle qu’on ait, $1^{o},$ $\varphi_{\lambda}(E)$ jouit
de la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles patfaits de $L,$ $2^{o}$ ,
$\varphi_{\lambda}(E)=\varphi_{\lambda^{\prime}}(E^{\prime})$ n’a lieu que pour le cas ou $\lambda=\lambda^{\prime}$ ou $E=E^{\prime}$ .

Consid\’erons alors les ensembles $E_{\lambda}=N\sim^{\nabla}\varphi_{\lambda}(N)$ , o\‘u la sommation $\Sigma$

s’\’etend sur tous les sous-ensembles parfaits de $L$. Comme $E_{\lambda}$ contientN
un point $\varphi(N)$ pour tous les sous-ensembles parfaits non vides $N$ de
$L,$ $L-E_{\lambda}$ est totalement imparfait. D’autrg part, puisque pour deux
nombres diff\’erents $\lambda$ et $\mu$ de $1’ intervalle[0,1]$ les ensembles $E_{\lambda}$ et
$E_{\mu}$ contiennent au moins un point de $N$, quel que soit l’ensemble
parfait non vide $N$ de $L,$ $E_{\lambda}$ est aussi totalement imparfait. Donc,
en \’etendant ce r\’esultat pour un espace m\’etrique, novs avons la

Proposition 7. Soit $R$ un espace m\’etrique complet effectivement
s\’epxrable qui contient orne infinit\’e ind\’enombrable de points. Lorsqu’on
peut nommer une fonction $du$ choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour
tous les sous.ensembles parfaits de $L$ , qui satisfait $d$ la condition $(*)$

donn\’ee dans la proposition 3. On peut nommer une famille (effective-
ment) de puissance de continu \langle $E_{\lambda}$ } $(0\leqq\lambda\leq 1)$ des sous-ensembles
disjoints de $R$ , tels que $E_{\lambda}$ et $R-E_{\lambda}$ soient simultan\’ement totalement
imparfaits.
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D\’ej\‘a, nous avons donn\’e des ensembles totalement imparfaits. Or,
pour des ensembles partout de deuxi\‘eme cat\’egorie, en admettant
l’hypothese de M. B. KNASTEB, nous avons la

Proposition 8. Soit $R$ un espace euclidien de dimensions quelcon-
ques. On peut nommer alors une famille (efectivement) de puissance
$du$ continu des sous-ensembles disjoints de $R$ dont chacun est partout
de deuxi\’eme cat\’egorie dans $R$ .

D\’emonstration. SelOn l’hypothese de M. B. KNASTER, on peut
d\’efinir une fonction du choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour tous
les sous-ensembles parfaits de $R$ . Pour un nombre positif $x$ , posons ’

$F(x)=_{r}\nabla\varphi(N)\delta(N)\infty x$ ou la $sommation_{\delta(N)\rightarrow x}=^{\nabla}$ s’\’etend \‘a tous les sous-ensembles
parfaits $N$ de $R$ , tels que leur diam\’etre $\delta(N)=x$ . Posons
encore, pour un nombre irrationnel $v$ tel qu’on ait $0<v<1$ ,
$E(\nu)=_{\sim^{\nabla} ,n-1}\infty F(\frac{x_{\nu}}{2^{n}})$ o\‘u $x_{\nu}=\frac{1}{2^{n_{1}}}(1+v)$ , pour le nombre naturel $n_{1}$ , tel
qu’on ait $1<2^{nl}\nu<2$ . Alors, la famille $\mathfrak{F}$ de tous les ensembles
$E(\nu)$ est effectivement de puissance du continu. Je dis que la famille
$\mathfrak{F}$ satisfait \‘a la condition de la proposition 8. En effet, montrons
d’abord que $E(\mu)E(\nu)=0$ pour deux nombres irrationnels diff\’erents $\mu$

et $\nu$ . Pour cela supposons, par impossible, qu’on ait $E(\mu)E(v)\neq 0$ .
Alors, pour un point $x_{0}$ de $E(\mu)E(\nu)$ , il existe les deux nombres
$n\Re^{4\underline{\backslash }}x_{1}^{\sim}elsm$ et $n$ tels qu’on ait $x_{0\epsilon}F(\frac{x_{\mu}}{2^{m}})F(\frac{x_{v}}{2^{n}})$ . Par suite, selon la
d\’efinition de $F(x)$ , il existe un sous-ensemble parfait $N$ de $R$ , tel
qu’on ait $x_{0}=\varphi(N)$ et $\delta(N)=\frac{x_{l}}{2^{m}}$ . Or, comme $x_{0}$ est aussi un point

de $F(/\frac{x_{\nu}}{2^{m}})$

ノ
, on voit que $\delta(N)=\frac{x_{\nu}}{2^{n}}$ , ce qui donne $\frac{x_{w}}{2^{m}}=\frac{x_{\nu}}{2^{n}}$ , ou

$\mu=\nu$ . C’est contradictoire avec $\mu\neq\nu$ . Nous avons donc $E(\mu)E(\nu)=0$ .
Puis, nous prouverons que $E(\nu)$ est partout de deuxi\’eme

cat\’egorie dans R. quelque soint le nombre irrationnel $v$ tel que
$0<\nu<1$ . Supposons, par contre, que $E(\nu)$ ne soit pas partout de
deuxi\‘eme cat\’egorie dans $R$ . Il existe alors dans $R$ un sous-ensemble
ouvert $U$ tel que $E(\nu)$ est de premiere cat\’egorie dans $U$. Or, comme
$R$ est euclidienne, on peut choisir dans $U$ un segment $I$ tel que les
deux points extr\^emes sont $a$ et $b$ , et que sa longuer est $l=\frac{x_{\nu}}{2^{N}}$ , pour

un nombre naturel $N$ suffisamment grand. En prenant sur $I$

les points $a_{n}$ et $b_{n}(n=1,2,3, \ldots)$ , tels qu’on ait dis $(a, a_{n})=$

dis $(b, b_{n})=\frac{l}{2^{n}}(n=1,2,3, \ldots)$ , consid\’ererons les spheres ouvertes
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$U(a_{n})=U(a_{n},$ $\frac{l}{2(n+1)^{2}})$ et $U(b_{n})=U(b_{n},$ $\frac{l}{2(n+1)^{2}})$ . Puisque $UU(a_{n})$

et $UU(b_{n})$ sont de deuxieme cat\’egorie dans $R$ et les sous-ensembles
disjoints de $U$, on peut choisir dans chaque ensemble $UU(a_{n})$ et
$UU(b_{n})$ respectivement des sous-ensembles parfaits $A_{n}$ et $B_{n}^{(1)}$, tels
qu’on ait $(A_{n}+B_{n})E(\nu)=0$ . Alors, on voit sans peine que les ensembles

$M_{k}=\sum_{n-1}^{\infty}A_{8n+k}+_{n-1}\sim^{\nabla}B_{3n+k}+\infty(a)+(b)$ $(k=0,1,2)$

satisfont aux conditions suivantes:
$1^{o}$ , $M_{k}$ $(k=0,1,2)$ sont parfaits et $\delta(M_{k})=\frac{X\nu}{2^{N}}$ ,
$2^{o}$ , $M_{k}-(a)-(b)CR-E(\nu)$ ,
$3^{o}$ , $M_{i}M_{j}C(a)+(b)$ pour $i\neq j$ .
Selon la d\’efinition de $F(\frac{x_{\nu}}{2^{N}})$ et $E(v)$ , les points distincts $\varphi(M_{k})$

sont continus dans $F(\frac{x_{\nu}}{2^{N}})$ et par suite dans $E(\nu)$ . Or, comme $M_{k}$

satisfont \‘a la condition 2, nous avons $k-0\leftarrow\backslash \varphi(M_{k})\backslash _{\wedge}\wedge 2(a)+(b)$ ce qui donne
une contradiction. Donc, $E(\nu)$ est partout de deuxieme cat\’egorie
dans $R$ .

Dans la proposition 7, nous avons donn\’e. ensembles partout de
deuxieme cat\’egorie. Or, au lieu de la cat\’egorie, pour la mesure on
peut d\’emontrer \‘a l’aide de l’hypcth\’ese de M. B. KNASTER la

Proposition 9. Soit $R$ un espace m\’etrique o\‘u est definie une
fonction $du$ choix $\varphi(E)$ pour tous les sous-ensembles parfaits non vides
de R. Lorsque la mesure r\’eguliere de M. C. CARATHEODORY’ est
d\’efinie pour tous les sous-ensembles mesurables $(B)$ de $R$ , on peut
choisir effectivement une famille de puissance $du$ contiuu des sous-
ensembles disjoints de $R$ dont l’\’etendue ext\’erieure en mesure(3) est
\’equivalent a $R$ .

D\’emonstration. Pour un nombre positif $x$ , posons $F(x)=\sim^{\nabla}\varphi(N)m\epsilon s(N)-x$ o\‘u

la sommation $\sum_{}$ s’\’etend \‘a tous les sous-ensembles parfaits $N$ de
$R$ , tels qu’on ait mes $(N)=x$ . Et, de m\^eme que nous avons fait

(1) Voir la note (1) de la page 13.
(2) Voir, C. CARATH\’EODORY, Vorlesungen \"uber reelle Funktionen, 1927.
(3) Nous entendrons par une \’etendue exterieure en mesure “ massgleiche H\"ulle.’’
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dans la d\’emonstration de la proposition 8, posons pour un nombre

irrationnel $\nu$ tel qu’on ait $0<v<1$ , $E(\nu)=_{n-1}\sim\backslash \infty F(\frac{x_{\nu}}{2^{n}})$ . Alors, la
famille $\mathfrak{F}$ de tous les ensembles $E(v)$ satisfait a la condition de la
proposition 9. Comme on peut voir $E(\mu)E(\nu)=0$ pour $\mu\neq\nu$ de la
m\^eme fa\caon que nous avons d\’emontr\’e la proposition 8, nous allons
montrer que l’\’etendue ext\’erieure en mesure de $E(\nu)$ est \’equivalente \‘a
$R$ . Pour cela supposons, par impossible; que l’\’etendue ext\’erieure en
mesure de $E(v)$ ne soit pas \’equivalente a $R$. Il existe alors dans
$R-E(v)$ un ensemble parfait $P$ de mesure positive. Or, puisque $P$

contient un sous-ensemble parfait de la mesure $e$ pour un nombre
positif $e$ suffisamment petit, il existe dans $P$ un sous-ensemble parfait

$x_{\nu}$

$Q$ de la mesure
$\overline{2^{N}}$

pour un nombre naturel $N$ suffisamment grand.

Alors, d’apr\‘es la d\’efinition de $F(\frac{x_{\nu}}{2^{N}})$ , le point $\varphi(Q)$ est contenu

dans $F(\frac{x_{\nu}}{2^{N}})$ et par suite dans $E(\nu)$ . D’autre part, comme $Q$ est un
sous-ensemble de $R-E(v)$ et $\varphi(Q)_{\epsilon}Q$ , nous avons $\varphi(Q)_{\overline{\epsilon}}E(\nu)$ , ce qui
donne une-contradiction. C. Q. F. D.

\S 3. Quelques applications aux fonctions non mesurables (L).

En appliquant les propositions obtenues dans le paragraphe 2, on
peut donner diverses propositions sur les fonctions non mesurables (L).
Or, nous nous satisfaisons de d\’emontrer la proposition suivante.

Proposition 10. Lorsque l’on peut nommer une fonction $du$ choix
ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour tous les sous-ensembles parfaits lin\’eaires,
qui satisfait \’a la condition $(*)$ donn\’ee dan $s$ la proposition 3, on peut
aussi nommer une fonction non mesurable $(L)F(x)$ d\’efinie sur tous les
nombres r\’eels qui satisfait aux conditions suivantes: $1^{O}$ , pour deux.
nombres r\’eels diff\’erents $x$ et $x^{\prime},$ $F(x)\neq F(x^{\prime}),$ $2^{O}$ , l’image g\’eom\’etrique
de la fonction $F(x)$ est non mesurable $(L)$ superficiellement dans le
plan.

D\’emonstration. Pour un sous-ensemble $E$ du plan $R$ , nous d\’esignons
par $E(x=x_{0})$ (ou $E(y=y_{0})$ ) l’ensemble de tous les points de $E$ situ\’es
sur la droite $x=x_{0}$ (ou $y=y_{0}$). D\’esignons encore par $\mathfrak{F}$ la famille
de tous les sous-ensembles parfaits $N$ de $R$ , tels qu’on ait, $1^{o}$ , les
projections de l’ensemble $N$ sur les axes d’abscisses et d’ordonn\’ees
sont simultan\’ement parfaites, $2^{o}$ , pour tout nombre r\’eel $r,$ $E(x=r)$
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et $E(y=r)$ sont vides ou ind\’enombrables. Or, comme la famille de
tous les sous-ensembles parfaits du plan $R$ est effectivement de
puissance du continu, on peut nommer une correspondance $\nu(N)$ entre
tous les ensembles $N$ de $\mathfrak{F}$ et les nombres r\’eels telle qu’on ait
$\nu(N)\neq v(N^{\prime})$ pour deux ensembles diff\’erents $N$ et $N^{\prime}$ de $\mathfrak{F}$

Comme nous avons fait dans la d\’emonstration de la proposition 3,
on peut nommer une famille effectivement de puissance du continu
$\varphi_{\lambda}(E)(-\infty<\lambda<+\infty)$ de fonctions du choix ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour
tous les sous-ensembles parfaits lin\’eaires, telles que $\varphi_{\lambda}(E)=\varphi_{\lambda^{\prime}}(E^{f})$

n’ait lieu que pour le cas o\‘u $\lambda=\lambda^{\prime}$ ou $E=E^{\prime}$ . Maintenant, posons
pour tous les ensembles $N$ de $F,$ $\xi(N)=\varphi_{\nu(N)}(ProjN)x$ Alors, puisque
$\xi(N)$ est un point de $ProjxN$, l’ensemble ferm\’e $N(x=\xi(N))$ est
ind\’enombrable. En d\’esignant par $\mathfrak{P}(N)$ la projection du noyau parfait
de $N$ sur l’axe d’ordonn\’ees, posons $\eta(N)=\varphi_{\nu(N)}(\mathfrak{P}(N))$ . Alors, selon
la d\’efinition de $v(N)$ , nous avons $\xi(N)\neq\xi(N^{\prime})$ et $\eta(N)\neq\eta(N^{\prime})$ pour
deux ensembles diff\’erents $N$ et $N^{\prime}$ de $\mathfrak{F}$ De plus, comme le point
appartient \‘a la projection de $N(x=\xi(N))$ sur l’axe d’ordonn\’ees, le
point $(\xi(N), \eta tN))$ est contenu dans $N$.

Maintenant,’cosid\’erons l’ensemble $M$ de tous les points $(\xi(N), \eta(N))$ .
L’\’etendue ext\’erieure en mesure(1) $M^{*}$ de l’ensemble $M$ est \’equivalente
au plan $R$ en mesure. En effet, supposons, par impossible, que l’en-
semble $M^{*}$ n’est pas \’equivalent \‘a $R$ . Alors, il existe dans l’ensemble
$R-M^{\#}$ un ensemble parfait $P$ de la mesure positive.

Comme on sait, on peut choisir un ensemble parfait $Q^{*}$ de la mesure
lin\’eaire positive dans l’axe d’absisses, tel qu’il existe un nombre
positif $\epsilon$ qui est inf\’erieur \‘a la mesure lin\’eaire de $P(x=x_{0})$ , quel que
soit le point $x_{0}$ de $Q^{*}$ . D\’esignons par $Q$ l’ensemble de tous les points
$p$ de l’ensemble $P$ tels que l’abscisse de $P$ appartient \‘a l’ensemble
$Q^{*}$ . Comme la mesure de l’ensemble $Q$ est positive, on peut d\’eter-
miner un sous-ensemble parfait $S^{*}$ de la mesure lin\’eaire positive dans
l’axe d’ordonn\’ees, tel que la mesure lin \’eaire de (Proj $Q-S^{*}$) soit
$<\frac{1}{2}\epsilon$ et tel que pour tous les points $y_{0}$ de $S^{*}$ la mesure lin\’eaire de
$S^{*}(y=y_{0})$ soit positive. Maintenant, designons par $S$ l’ensemble de
tous les points $p$ de $Q$ tels que l’ordonn\’ee de $p$ appartient \‘a $S^{*}$ .
Alors, pour tous les points $y_{0}$ de $S^{*}$ la mesure lin\’eaire de $S(y=y_{0})$

est positive et la projection de sur l’axe d’ordonn\’ees est $S^{*}$ . D’autre
part, pour tous les points $x_{0}$ de $Q$ nous avons

(1) Voir la note (3) de le page 16.
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mes $(S(x=x_{0}))=mes(Q(x=x_{0}))$

-mes $((Q-S)(x=x_{0}))>\epsilon-\frac{1}{2}\epsilon>0$ ,

et la projection de $S$ sur l’axe d’absciesses est $Q^{*}$ . Donc, $S$ appartient
\‘a la famille $\mathfrak{F}$ . Donc, le point $(\xi(S), \eta(S))$ est contenu dans l’ensemble
$M$. D’autre part, puisque $S$ est contenu dans $R-M$, le point $(\xi(S), \eta tS))$

n’appartient pas \‘a l’ensemble $M$, ce qui donne une contradiction.
Donc, $M$ est \’equivalent \‘a $R$ en mesure. De plus, toute droite
parallele \‘a l’axe d’abscisses ou d’ordonn\’ees rencontre l’ensemble $M$

au plus en un poiht.
En d\’esignant par $M_{0}1^{\backslash }$ ensemble de tous les points de $M$ qui

appartient au domaine $(-\infty<x<+\infty, -\infty<y<0)$ , nous d\’efinissons
la fonction $F(x)$ comme il suit. Soit $x_{0}$ un nombre r\’eel donn\’e. S’il
existe un point de $M_{0}$ sur la droite $x=x_{0}$ et $y_{0}$ est son ordonn\’ee,
posons $F(x_{0})=y_{0}$ : sinon, posons $F(x_{0})=x_{0}$ . Alors, on voit sans peine
que la fonction $F(x)$ satisfait aux conditions de la proposition 10.

C. Q. F. D.
Remarque 1. En admettant l’hypothese de M. B. KNASTER, on

peut nommer une fonction non mesurable $(L)F(x)$ d\’efinie sur tous les
nombres r\’eels, telle que $F(x)\neq F(x^{\prime})$ pour deux nombres r\’eels diff\’erents
$x$ et $x^{\prime}$ . En effet, d’apres l’hypothese de M. B. KNASTER, on peut
nommer une fonction du choix $\varphi(E)$ ayant la propri\’et\’e $(K)$ pour tous
les ensembles parfaits lin\’eaires, telle que pour tous les ensembles
parfaits lin\’eaires $E\varphi(E)$ soit toujours le point irrationnel. Maintenant,
nous d\’efinissons la fonction $F(x)$ comme il suit, $F(x)=\varphi([0, x])$ pour
$x\neq 0$ et $F(x)=0$ pour $x=0$ . Alors, d’apres la d\’efinition de $\varphi(E)$ ,
$F(x)=F(x^{\prime})$ n’a lieu que pour le cas ou $x=x^{\prime}$ . Nous montrons que
$F(x)$ est non mesurable $(L)$ . Pour cela, selon le th\’eor\’eme de M. W.
$SIERPIN^{\prime}SKI^{1)}$ , il suffit de d\’emontrer que l’ensemble $\Gamma$ de toutes les
valeurs de $F(x)$ est totalement imparfait. Par contre, supposons que
$\Gamma$ contient au moins un sous-ensemble parfait. Alors, il existe
dans l’ensemble $\Gamma$ un sous-ensemble parfait non dense $N$. Comme
nous avons $\varphi(N)\epsilon N_{\sim}^{\prime}\Gamma$, Il existe un nombre r\’eel $x_{0}$ tel qu’on ait
$\varphi(N)=F(x_{0})$ , ce qui donne $N=[0, x_{0}]$ . C’est contradictorie \‘a la
d\’efinition de $N$. Donc, l’ensemble $I^{\prime}$ est totalement imparfait.

(1) W. $sIERpIffSKI$ , Sur l’ensemble des valeurs d’une fonction mesurable \‘a valeurs
distinctes, Fund. Math., t. 20 (1933), p. 126.
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Remarque 2. Gr\^ace \‘a la proposition 10, on peut d\’emontrer qu’il
existe une fonction $f(x, y)$ d\’efinie et born\’ee dans le domaine $(0\leqq x\leqq 1$ ,
$0\leqq y\leqq 1)$ pour Iaquelle existent les int\’egrales lebesguiennes

$\int_{0}^{1}dy\int_{0}^{1}f(\ovalbox{\tt\small REJECT}, y)dx$ et $\int_{0}^{1}dx\int_{0}^{1}f(x, y)dy$ ,

mais pour laquelle n’existe pas l’integrale lebesguienne

$0\leq x\int_{0\leq y}\int_{\leq 1}f(x, y)dxdy^{(1)}\leq 1$

(1) W. $SIERPI\acute{N}SKI$ , Sur les rapports entre l’existence des int\’egrals

$\int_{0}^{1}f(x, y)dx,$ $\int_{0}^{1}f(x, y)dy$ et $\int_{0}^{1}dx\int_{0}^{1}f(x, y)dy$ ,

Fund. Math., t. 1 (1920), p. 142.


