SUR L'HYPOTHESE DE M. B. KNASTER DANS
LA THEORIE DES ENSEMBLES DE POINTS

Par

Motokiti KONDO

Dans sa note, M. W. SIERPINSKI) a proposé un probléme suivant
qui a été posé par M. B. KNASTER:

E'st ce qu’on peut nommer une correspondance qui ferait corres-
pondre & tout ensemble parfait linéaire un de ses points, de sorte
qu’aux ensembles differents correspondent des points difféerents?

Dans la théorie des ensembles de points, il serait trés intéressant
de résoudre ce probléme, mais il est trés difficile de donner une solu-
tion de ce probléme dans l’actualité de la théorie des ensembles. Ici,
je n’essayerai pas d’en donner une solution, mais je vais prouver
quelques propositions déduites de la supposition que 1’on peut résoudre
affirmativement ce probléme.

Dans la théorie des ensembles, tous les étres 'mathématiques
définis en faisant appel a l’axiome de M. E. ZERMELO ou [’axiome
analogue sont considerés uniformément comme étres singuliers. Mais,
il me parait qu’il existe divers ordres de la singularité de ces ensembles.
Je ne sais pas malheureusement si I’hypothése de M. B. KNASTER,
c’est-a-dire, la supposition que I’on peut résoudre affirmativement le
probléme ci-dessus, est plus faible que l’axiome du choix. Mais, je
pourrai considérer que les étres mathématiques définis, en admettant
I’hypotheése de M. B. KNASTER, sont presque réguliers.

Ici, nous donnerons quelques remarques sur l’axiome du choix.
Comme M. W. SIERPINSKI a dit dans son célébre mémoire sur ’axiome
du choix, lorsque nous donnons un étre mathématique, en faisant appel
a l'axiome du choix, on peut distinguer les deux cas, c’est-a-dire, le
cas ou ’on peut nommer un étre ayant la propriété donnée, mais il faut
admettre cet axiome pour démontrer que I’étre nommé satisfait a la
condition donnée, et le cas ou il faut user de cet axiome pour donner

1 Ww. SIERPIKISK:, Sur un probléme conduisant 4 un ensemble non mesurable, ne
contenant aucun sous-ensemble parfait, Fund. Math., t. 14 (1929), p. 229.
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I’étre demandé. Dans la suite, pour démontrer que 1’étre nommeé jouit de
la propriété proposée, j’admets cet axiome pour le cas ou ’on choisit
un élément dans un ensemble non vide donné, sauf quelque exception.

§ 1. L’existence de fonctions du choix.

Lorsqu’on peut résoudre affirmativement le probleme de M. B.
KNASTER, on peut aussi effectivement prouver 1’axiome du choix pour
quelques familles d’ensembles non vides. Nous allons considérer dans
ce paragraphe quelques problémes sur ’axiome du choix. Pour cela,
commengcons par la définition de fonctions du choix. Soient R un espace
métrique quelconque (non vide), et ¥ une famille d’ensembles non
vides de l’espace R. Si I’on peut définir une correspondance @(E) qui
correspond & chaque ensemble E de la famille § un point ¢(E) contenu
dans E, nous appellerons @(E) la fonction du choix définie sur F.

Pour une famille § de sous-ensembles non vides de R, lorsqu’il
existe une fonction du choix @(E), telle que pour deux ensembles
différents E et F de ¥ nous ayons @(E) ==@(F), nous dirons que ¢(E)
jouit de la propriété (K).

De plus, nous entendrons dans la suite par ’hypothése de M. B.
KNASTER la supposition que 1’on peut nommer pour tous les ensembles
parfaits linéaires une fonction du choix ayant la propriété (K).

Soit R un espace métrique. Si I’on peut définir effectivement un
nombre fini ou une infinité dénombrable de points {p,}(n =1, 2, 3,...)
dans R, tels qu’il existe pour tout point » de R et tout nombre positif e
au moins un points p, pour lequel nous avons dis (p, p,) <e, nous
dirons que l’espace R est effectivement séparable. Nous avons alors le

Lemme 1. Soit R un espace métrique complet effectivement
séparable ayant une infinité indénombrable de points. On peut définir
effectivement une transformation continue biunivoque 7(x) qui trans-
forme tous les nombres irrationnels en un sous-ensemble R* de R, tel
que R-R* soit un ensemble d’un nombre fini ou une infinité effective-
ment dénombrable de points.

Dans I’hypothése de M. B. KNASTER, la fonction du choix est
définie pour tous les sous-ensembles parfaits de I’ensemble de tous les
nombrés réels. Or, en admettant I’hypothése de M. B. KNASTER, on
peut ’étendre comme il suit.

Proposition 1. Soit R wun espace métrique complet effectivement
séparable qui contient une infinité indénombrable de points. On peut
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nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de R une fonction du
choix joutissant de la propriete (K).

Pour démontrer la proposition 1, tout d’abord, nous donnerons
quelques lemmes.

Lemme 2. Pour tous les sous-ensembles parfaits N de I’ensemble

L de tous les nombres réels, on peut effectivement correspondre une

sulte infinie dénombrable de sous-ensembles parfaits @.(N)k =1, 2,
..) telle qu’on ait

1°, ?.(N) ne contient que les nombres irrationels,
2°, NODPN)DPeuN) (¢=1,2,8,....),

3°, le diamétre de mmg% =1,2,8 ....).

Démonstration. Comme I’ensemble de tous les nombres rationnels
est effectivement dénombrable, on peut ranger effectivement tous les
nombres rationnels en une suite infinie

Sl, 82, 83’ e o s e

telle que s;==s; pour ¢=Fj. Soit N un sous-ensemble parfait de L.
Pour N, désignons par {§ ’ensemble consistant de tous les intervalles
ferm3s contigus®? & N dans I et de tous les nombres rationnels qui
sont contenus dans N et qui ne sont pas les points extrémes de l’in-
tervalle fermé contigu a N dans L. Puisque ’ensemble de % contient
au moins un nombre rationnel, on peut voir que ¥ est (effectivement)
dénombrable, et par suite, on peut définir eﬂ:‘ectlvement une suite
infinie d’ensembles de &

Al) AZ: A3’ s ey

telle que A;==4; pour i==j. Pour deux ensembles différents A; et
A;, nous savons que l'on a x;<x; ou x;<w;, quels que soient les
nombres z; de A; et x; de A;. Lorsque- nous avons x; <z, quels
que soient les nombres x; de A; et x; de A4;, nous posons A; < 4; ou
A; > A;. Selon la définition de cette relation, on peut définir un ordre
des ensembles de ¥. Maintenant. nous définirons une correspondance
w(sy) entre s; et A;, comme il suit:

10! (0(81) = 4,

2°, lorsque nous avons s; < s;, nous avons aussi o(s;) << w(s;), et
inversement,

(1) Nous entendrons par un intervalle fermé contigu & N la ferméture d’un
intervalle contigu 4 N.
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3°, pour tous les ensembles A;, il existe un et seul un nombre
rationnel s;, tel qu'on ait «(s;) = 4;.
Grace a la correspondance e(s;), on peut eﬁ:‘ectlvement correspondre
les nombres irrationnels et les points de N— “A i, comme il suit:

1°, lorsqu il correspond a un nombre 1rrat10nnel x un point z*

de N— "A, , et pour un nombre ratlonnel s;, x<8;, nous avons

x* < w(st)’ _
29, lorsqu’il correspond & un nombre irrationnel x un point x* de
“ ;

N—2X4; et lorsque pour un ensemble A; de ¥, nous avons z* < A4;,

t=1

nous avons aussi £ < o™ 1(4;).

Or, comme on voit, cette correspondance est définie uniquement
par la correspondance «(x) et o(x) est définie effectivement pour chaque
sous-ensemble parfait N de L, et de plus la définition de w(x) est in-
dépendante de la définition de N. Par suite, pour tous les sous-ensembles
parfaits N de L, on peut nommer une fonction continue @xn{x) définie
sur I’ensemble de tous les nombres irrationnels, telle qu’on ait

1°, on{x) e N pour tous les nombres irrationnels,

2°, on{x') == on(2’’) pour deux nombres irrationnels différents x’
et x'/.

Or, on peut définir effectivement une suite infinie dénombrable de
sous-ensembles parfaits Mi(k = 1,2, 3,...) dans I’ensemble de tous les
nombres irrationnels, telle qu’on ait

109 Mk > Mk+1 (k = 1., 2’ 310 . 0)’
20, le diamétre de M; tend vers 0 avec k — oo.

Maintenant, posons @z(N) = ox(Mx)(k =1,2,3,...). On voit alors

que les correspondances @1(N) satisfont a la condltlon du lemme 2,
C. Q. F.D.

Puis, en admenttant I’hypothése de M. B. KNASTER, nous allons
d2montrer le _

Lemme 8. Pour tous les sous-ensembles parfaits de 1’ensemble L
on peut nommer une fonction du choix ¢*(E) ayant la propriété (K),
telle que q)*(E') est un nombre irrationnel pour tout sous-ensemble
parfait £ de L.

Démonstration. Selon ’hypothése de M. B. KNASTER, on peut
nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de L une fonction du
choix @(EF) ayant la propriété (K). Lorsque ®(IN) est un nombre
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irrationnel, quelque soit 1’ensemble parfait N de L, il suffit de prendre
comme @*(E) la fonction du choix @(F).

Puis, nous allons considérer le cas ou il existe dans L au moins
un ensemble parfait N tel que @(IN) soit un nombre rationnel. Puisque
I’ensemble de tous les nombres rationnels est effectivement dénombrable,
la famille ¥ de tous les ensembles parfaits N de L, tel que @(IN) soit
un nombre rationnel, est effectivement d’un nombre fini ou une infinité
dénombrable. Or, on peut supposer, sans perdre la généralité, que
la famille § est effectivement dénombrable. On peut alors ranger
effectivement tous les ensembles parfaits de {§ en une suite infinie :

Ni, N2y Ny onen,
telle que N;==N; pour i==j. Selon le lemme 2, on peut définir
effectivement le systéme d’ensembles parfaits {Ni..)(k,n =1,2,38,...),
tel qu’on ait ’

1°, N> Ny > Nensin =1,2,8,...),

2°, Ni.. ne contient que les nombres irrationnels,

3°, le diameétre de Ni. tend vers 0 avee n— oo, pour tout
nombre naturel k. .

Or, on peut modifier, sans perdre 1’effectivité, les ensembles N, .
(k,mn=1,2,3,...), comme nous avons Ni ,Ny... = 0 pour les nombres
k, ', n et n’ tels qu'on ait k=%’ ou n==n'. Maintenant, nous
définirons la fonction du choix @*(E) pour tous les sous-ensembles
parfaits de L, comme il suit:

1°, lorsque nous avons N==N; ,.(k,n+1=1,2,8,...), ou Npo=
Nk =1,2,3,...), posons *(N) = @(N), ‘

2°, pour tous les ensembles N:.(k, n+1=1,23,...), posons
(P*(Nk'n) = ¢(Nk,n+1)-

Alors, puisque les ensembles Ny, .(k, n = 1,2, 3,...) ne contiennent
que les nombres irrationnels, @*(Np.)(k,n+1=1,2,3,...) est un
nombre irrationnel. Par suite, pour tous les ensembles parfaits N
de L, #*(N) est un nombre irrationnel. Or, comme on voit que
®@*(N) jouit de la propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits
de L, ¢*(N) satisfont a la condition du lemme 3. C.Q. F.D.

La démonstration de la proposition 1. Selon le lemme-1, cn peut
nommer une transformation continue biunivoque qui transforme I’en-
semble L* de tous les nombres en un sous-ensemble R* de R, tel que
R—R* soit d’au plus une infinité dénombrable.

Pour l’ensemble parfait P dans l’espace R, désignons par A(P)
I’ensemble de tous les points de condensations de T(PR*). Nous avons
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alors pour deux ensembles parfaits différents P et Q de R, A(P) = A(Q).
En effet, comme nous avons P= @, on a (P—Q)R*==0 ou (Q-—-P)R*==0.

Pour le moment, nous supposons que (P—Q)R*<=0. Or, pour un
sous-ensemble parfait P* de (P—Q)R*, T-Y(P*) et T"Y(QR¥*) sont
disjoints et fermés dans I’ensemble L*. Par conséquent, A(P*) et
A(Q) sont aussi disjoints, sauf au plus une infinité dénombrable de
points rationnels. Or, comme A(P*) est un sous-ensemble de aA(P),
nous avons A(P) == A(Q).

Maintenant, pour une fonction du choix ®*(Z) donnée dans le
lemme 3, considérons @*(A(P)). Comme T (PR*) est fermé dans
I’ensemble L pour un sous-ensemble parfait P de R, iA(P) est contenue
dans T~} PR¥*) sauf au plus une infinité dénombrable de points ration-
nels. Par suite, selon la d#finition de @*(&), ®*(A(P))e T YPR*),
ou T(p*(A(P))) e PR*TZ P. Or, pour deux ensembles parfaits différents
P et Q, nous avons A(P)==4(Q). Donc, grace a la dfinition de T(P)
et @*(E), nous avons T (@*(A(P))) =+ T(*(A1(Q))), c’est-a-dire,
T(@*(A(P))) est une fonction du choix ayant la propriété (K) pour
tous les sous-ensembles parfaits de R. C. Q. F.D.

Remarque. De méme que nous avons fait dans le lemme 3, on
peut démontrer le corollaire suivant : '

Soient R un espace métrique complet effectivement séparable
ayant une infinité indénombrable de points, et N un sous-ensemble
(effectivement) dénombrable contenu dans R. Lorsqu’on peut une
fonction du choix ayant la propriété (K) pour tous les sous-ensembles
parfaits non vides de R, on peut aussi nommer une fonction du choix
@(E') ayant la méme propriété qui @(F) appartient a ’ensemble E—N,
quel que soit I’ensemble parfait £ de R.
~ On peut démontrer la réciproque de la proposition 1, sans faire
appel a aucune hypothése, c’est-a-dire,

Proposition 2. Soit R un espace meétrique complet effectivement
separable qui contient une infinité indénombrable de points. Lorsqu’on
peut nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de R une fonction
du choix @(E) jouissant de la propriete (K), on peut demontrer
U’hypothése de M. B. KNASTER sans faire appel a aucune hypothése.

Démonstration. Selon la supposition sur 1’espace R, on peut
nommer un sous-ensemble parfait discontinu N de R. Et, comme on
sait, on peut définir effectivement une transformation continue biuni-
voque qui transforme l’ensemble de tous les nombres irrationnels L*
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en un sous-ensemble N* de N, tel que D = N—N* soit (effectivement)
dénombrable. Or, comme on peut nommer pour tous les sous-ensembles
parfaits de R une fonction du choix ayant la propriété (K), on peut
aussi nommer pour tous les sous-ensembles parfaits de N une fonction
du choix @(F) ayant la propriété (K). Ieci, selon une remarque du
lemme 3, on peut supposer que ®(X) soit un point de N* pour tous
les sous-ensembles parfaits E de N.

Maintenant, pour un sous-ensemble parfait P de L, l’ensemble
A(P) de tous les points de condensation de T(PL*) est un sous-
ensemble parfait de N. Or, comme 7T(PL*) est fermé dans N,
nous avons @(A(P))e T(PL*), c’est-a-dire, T 1(®(A(P)))e PL* _ P.
De plus, comme pour deux sous-ensembles parfaits différents P et
Q, nous avons A(P)==4(Q), nous avons donec (2 (P)) F=2((Q) ou
T-Y p(Aa(P)))==T Y p(A1(Q))). Par conséquent, T N (@(A(P))) jouit de
la propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits de L.

C.Q.F.D.

Nous avons donné, dans la proposition 1, une fonction du choix
ayant la propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits d’un
espace. Or, on peut donner de plus une fonction du choix jouissant
de la méme propriété pour tout sous-ensemble fermé indénombrable,
c’est-a-dire,

Proposition 3. Soit R un espace métrique complet effectivement
separable qui contient une infinite indénombrable de points. St lon
peut nommer une fonction du choix ®(E) ayant la propriété (K) pour
tous les ensembles parfaits linéaires, quti satisfait a la condition (*):
1l existe (effectivement) un sous-ensemble parfait mon dense Q dans
L, tel que pour tous les sous-ensembles parfaits N de L #(N)eQ
entraine N Z Q, on peut aussi nommer une fonction du choix
joutissant de la propriété (K) pour tous les sous-ensembles fermes
indénombrables de R.

Démonstration. Tout d’abord, nous considérons le cas ou R = L.
Comme la famille de tous les intervalles ouverts de L est effectivement
de puissance du continu, on peut nommer une correspondance biunivoque
entre des intervalles ouverts de L et des nombres irrationnels de
I'intervalle I dans cette correspondance. Soit N un sous-ensemble
fermé clairsemé de L. Comme on voit, on peut nommer une méthode
qui range tous les intervalles contigus de N en une suite infinie :

(%) L, L, L, .....
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Pour l'intervalle I,, posons

D(Ik) = (nklfnkZ, "") ’
et

IL(N) = (’nn.nlz-’nzl, Mg, M22, M31,y e eee) o

Alors, la correspondance w(N') est définie pour tous les sous-
ensembles fermés clairsemés de L et pour deux sous-ensembles fermés
clairsemés différents E et F, nous avons u(E) == u(F).

Soit £ un sous-ensemble fermé de L, tel que le noyau parfait de
E soit un ensemble parfait donné N. Selon la méthode donnée plus
haut, . on peut ranger effectivement tous les intervalles contigus de N
en une suite infinie (%). " Puisque les ensembles I.E sont fermés et
clairsemés, on peut correspondre les nombres irrationnels uw(IE). Pour

L B) = (g1, Tz, iz, .. .),
considérons le nombre irrationnel
AN, E) = (nu, iz, a1, N1z, Nz, Nar, e o0 .) .

Alors, A(N, E) est un nombre irrationnel tel que 0 < AN, E)<L1
et pour deux ensembles fermés indénombrables différents Ew(k = 1, 2),

tels que leur noyau parfait est simultanément un ensemble parfait N,
nous avons A(N, E)) == A(N, E%).

Comme l’ensemble parfait @ est non dense dans L, il existe un
intervalle qui est contigu a4 N dans L. Or, puisque la famille de tous
les sous-ensembles parfaits de @ est effectivement de la puissance du
continu, on peut nommer une correspondance biunivoque entre tous
les sous-ensembles parfaits de @ et tous les nombres irrationnels
contenus dans l'intervalle (0, 1). En désignant par @, un sous-ensemble
parfait de @ qui correspond a un nombre irrationnel » tel que 0 <» <1,
posons pour 1’enesemble parfait £ contenu dans l'intervalle fermé I,
x,(EI) = (E+Q,). On voit alors que X,(EI) est un point de E et
pour v==»' ou E == E’, nous avons X, (EI)==x.(E'I).

Pour une transformation topologique®

a “
(o) = + be
146"
(1) Pour le cas ol a= —o ou b= +o, on peut modifier sans peine la trans-

formation o(x) comme il transforme L en I.
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qui transforme L en lintervalle I, oi a et b(a <b) sont les points
extrémes de I, considérons @, (E) = X,(o(E)). @,(E) est une fonction
du choix ayant la propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits
E de R, quel que soit le nombre irrationnel » tel que 0 < » <1, et
?,(E) = ¢,(E’) n’a lieu que pour le cas oi v=1' ou E = E'.

Maintenant, nous définirons une fonction du choix X(E') pour tous
les sous-ensembles fermés indénombrables de L, comme il suit,

1°, pour un sous-ensemble fermé indénombrable E de L, tel
qu’on ait E == L, posons X(E) = @y, g(N), ou N est le noyau parfait
de F,

2°, Pour I’ensemble L, posons X(L) = @vw(L), ou v = (n1, 12, n1,
2, N3,...)- pour v([) (n1, m2,n3,...). Puisque il n’existe aucun
ensemble E tel qu’on ait v = A(I, E), nous avons X(Z) == X(L), quel
que soit I’ensemble fermé indénombrable £ de L qui E==L. Par
suite, X(E) est une fonction du choix qui jouit de la propriété (K)
pour tous les sous-ensembles fermés indénombrables de L.

De méme que nous avons fait plus haut, on peut démontrer qu’il
existe dans un espace métrique complet effectivement separable ayant
une infinité indénombrable. de points, une fonction du choix qui
satisfait a la condition de la proposition 8. C.Q.F.D.

Proposition 4. Soit R un espace métrique complet effectivement
séparable ayant une fonction du choixz P(E) ayant la propriété (K)
pour tous les sous-ensembles parfaits de L, qui satisfait ¢ la condition
(%) donnée dans la proposition 8, on peut nommer ausst une fonction
du choix P*(E) jouissant de la propriéte (K) pour tous les sous-
ensembles developpables? de R qui contiennent wune znﬁmte inde-
nombrable de points.

Démonstration. Comme R est effectivement séparable, on peut
nommer pour chaque sous-ensemble développable N de R une suite
transfiine {E;}(a <2 <£2) de sous-ensembles fermés de R, comme il
suit :

1°, E, D> E; pour a < 8 <4,

2°, N=E,—FE,+FE,—Es+..

3°, la suite {E,) est eﬁ'ectlvement dénombrable.

Nous dirons que la suite {E.} est fondamentale pour N. Or, puisque
la famille de tous les sous-ensembles fermés de R est (effectivement)
de puissance du continu, on peut nommer une correspondance Y(N)

(1) Voir C. KuraTowsKlI, Topologie, t. 1, 1933, p. 59.
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entre tous les sous-ensembles développables N de R est les nombres
irrationnels de l’intervalle (0,1) telle qu’on ait »(N1) ==(N2) pour
N; == N,. Soient N un sous-ensemble développable de R qui contient
une infinité indénombrable de points et {(E.}(a<a2<¥) la suite
fondamentale de N. Comme nous avons N = S(E,;—FE.,;), il existe
au moins un nombre ordinal « tel que FE,—FE.,1 soit de puissance du
continu. Désignons par « le plus petit nombre ordinal dans tels
nombres a. Or, il existe le plus petit nombre entier positif 7o

)
tel que FKEax— U(—,j—, Ea0+1) soit fermé et indénombrable. Posons
. ‘

X(N) = FExy—U L, Exy+1). Alors, X(N) est définie effectivement
Mo

pour tous les sous-ensembles développables N de R ayant une infinité
indénombrable de points. Comme nous avons fait dans la proposition
3, on peut nommer une famille (effectivement) de puissance du continu
de fonctions du choix @, (EX0<X2<1) ayant la propriété (K) pour
tous les sous-ensembles fermés de R qui continennent une infinité
indénombrable de points et que @, (E) = @.(E) entraine 4 = x. Posons
P*(F) = ¢,g(X(F)) pour tous les sous-ensembles développables E de
R ayant une infinit? indénombrable de points. Alors, on voit sans
peine que @*(E') satisfait a la condition de la proposition 4. C. Q. F. D.

§ 2. L’existence de quelques ensembles singuliers.

Lorsque nous supposons l’existence de fonctions du choix ayant la
propriété (K), nous pouvons donner des divers ensembles singuliers,
sans faire appel a ’axiome du choix.

M. F. BERNSTEIN a donné un ensemble linéaire totalement impar-
fait en admettant ’axiome du choix. Or, on peut démontrer sur
I’existence des ensembles totalement imparfaits la

Proposition 5. Lorsqu’il existe une fonction du choix ¢(E) jouis-
sant de la proprieté (K) pour tous les sous-ensembles parfaits d’un
espace métrique R, on peut mommer dans l'espace R un sous-ensemble
qui—de méme que son complémentaire—est totalement imparfait.

Démonstration. Tout d’abord, pour un nombre positif 4, considérons

I’ensemble E(1) = S@(N), ou la sommation S s’étend a tous les
8(N) > X 8(N) > A

(1) Pour un nombre positif » et un sous-ensemble E de R, nous désignons par
U(r, E) ’ensemble de tous les points p tels qu’on ait dis (p, ) <7.
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sous-ensembles parfaits N de R, tels que leur diamétre &(N) > a.
L’ensemble E(4) est alors totalement imparfait.

Pour le voir, supposons, par impossible, que FE(2) contienne un
sous-ensemble parfait P de R. Or, tout ensemble parfait de R
contient au moins un sous-ensemble parfait ayant le diametre e,
quel que soit le nombre positif e. P contient donc un sous-ensemble
parfait @ au diamétre <A. Alors, d’aprés la définition de E(2), nous
avons ®(Q)& E(1). D’autre part, comme P est un sous-ensemble de
E(2) et #(Q)eQ < P, nous avons #(Q)e E(1), qui est contradictoire
avec #(Q) é E(2). Donc, E(2) est totalement imparfait. Par conséquent,
lorsque R—E(4) est totalement imparfait pour un nombre positif 2
suffisamment petit, on peut nommer d’aprés le principle minimum le

plus petit nombre entier positif », tel que R—E(%) soit totalement
imparfait. Donec, dans ce cas, I’ensemble E(%) satisfait a la condition

de la proposition 5. Dans le cas ou R—E() contient au moins un
ensemble parfait pour tous les nombres positifs 2, nous désignons par
S(2) la somme de tous les sous-ensembles parfaits de R—E(2). Alors,
le diamétre 8(S(4)) n’est pas supérieur a 4. Pour le voir, supposons
que 8(S(4)) > . 1l existe alors dans S(4) les deux points p et g tels
qu’'on ait dis (p,q) > 4. Comme S(4) est la somme des ensembles
parfaits, il existe deux sous-ensembles P et @ de S(4), tel qu’on ait
peP et ge Q. Puisque le diameétre 8(P+ Q) de P+ Q est supérieur a 4,
nous avons @(P+ Q) e E(2) ; par suite (P+ Q)E(2) =+=0. Or, comme on a
P+ Q CR—E(4), nous avons (P+ Q)E(2) = 0, ce qui est une contradic-
tion. Pour S(2), posons

8= 26 —sG))

F =2 r(SGED) —s()) ().
ou S(%) =R et F(%) =R —E(%) Alors, E et F sont totalement

imparfaits. En effet, supposons que E contienne au moins un

ensemble parfait. Comme les ensembles parfaits S(»qlz;) satisfont aux

conditions : S(%) > S(nil) et S(E(-%S) < % , il existe un nombre

{or1 1 . .
naturel N tel que ElS (N)—S(m—l)} contienne un ensemble parfait.
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Or, puisque n(;us évons E{S (li\/') —S (N_l—ﬁ)} ' E(jlv) , E(ZLV) contien_t

un ens‘er'hble’ parfait. D’autre part, nous avons vu que E(j% est

totalement imparfait, ce qui donne une contradiction. Donc E est
- totalement imparfait. De méme, on peut voir que F est aussi
totalement imparfait. Or, comme nous avons F = R—F, E satisfait
a la condition de la proposition 5. C. Q. F. D.

Dans la proposition 5, nous avons donné un sous-ensemble totale-
ment imparfait E d’espace R, dont le complémentaire R—E jouit
aussi de la méme propriété.

Or, en supposant I’hypothése de M. B. KNASTER, on peut donner
une famille de puissance du continu d’ensembles totalement imparfaits,
tels que leur complémentaire soit aussi totalement imparfait. Mais,
dans ce cas, on ne sait pas si ’on peut donner une famille (effective-
ment) de puissance du continu de tels ensembles.

Proposition 6. Soit B un espace métrique complet effectivement
‘séparable qui contient une infinité indénombrable de points, On peut
alors nommer une famille de puissance de continu {E,}(ie A, A = 20)
d’ensembles totalement imparfaits disjoints tels qu’on ait R—FE, jouis-
cant aussi de la meme propriéte. _

Démonstration. Tout d’abord, considérons le cas ou l’espace R
est I’ensemble de tous les nombres réels L. Selon I’hypothése de
M. B. KNASTER, on peut nommer une fonction du choix (&) ayant
la propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits de L. Pour un
nombre réel x, posons F(x) = Ens {®(N); borne sup. de N =z} c’est-
a-dire, I’ensemble de tous ®(N) tels que la borne supérieure de N est
. On voit alors que F(x) est totalement imparfait. En effet, lorsque
Pensemble F(x) contient un sous-ensemble parfait de R, il contient
aussi un sous-ensemble parfait N de R, tel que la borne supérieure
de N est <x. Pour cet ensemble N, nous avons @(N)e F(x). Or,
d’autre part, comme N est un sous-ensemble de F(x), #(N) e N < F(x),
ce qui donne une contradiction. Par suite, F(x) est totalement imparfait.

Or, il existe au plus un intervalle I tel que I—F(x) est totalement
imparfait dans R. En effet, par contre, admettons que I—F(x) con-

tienne un sous-ensemble parfait pour tous les intervalles 7. Maintenant,
a3l . , . (1 1 ‘ . ‘

considérons les intervalles I,: ( " + 2, —n+.1_+x (n=1,2...).

D’apres la supposition sur F(x), I—F(x) contient au moins un sous-

ensemble parfait de E. Pour un sous-ensemble parfait @, de I,— F(x),
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posons N1 = (x)+ v an, N; = (x)+ QZn 1D, Alors, les 'ensembles

Ny, N: sont les sous-ensembles parfalts de R et leur borne supérieure
est . Par conséquent, d’aprés la définition de F(x), ®(Ny)e F(x).
Or, comme nous avons Q,F(x) =0 et par suite N;F(x) < (x), on a
P(Np) =« (k=1,2) ou N;1 = Nz, ce qui donne une contradiction. Par
suite, il existe au moins un intervalle I tel que I—F(x) soit un sous-
ensemble totalement imparfait.

Maintenant, comme !’ensemble ¥ de tous les intervalles ouverts
dont les deux points extrémes sont des nombres rationnels est (effective-
ment) dénombrable, on peut ranger effectivement tous les 1ntervalles
de ¥ en une suite infinie : :

(*) I1, Iz, Is, ceee y

telle qu’on ait I;==I; pour %¢=Fj. Pour tous les nombres naturels =,
désignons par 7T, tous les nombres réels « tels que I,F(x) et I,—F(x)
soient simultanément totalement imparfaits dans R. Puisqu’il existe
pour tous les points x de R un intervalle, et par suite dans (x) un
intervalle I tel que IF(x) et I—F(x) soient des sous-ensembles totale-

ment imparfaits de R, nous avons R = f T.. Or, comme R est de

'n-l

puissance du continu, selon le théoreme de M. W. SIERPNISKI,® il existe
parml Tn(n =1,2,...) au moins un ensemble 7T, dont la puissance est
2% Dssignons par no le nombre naturel minimum = tel que T, soit
de puissance du continu. Alors, pour tous les nombres x tel qu’on
ait xe Twyr In ——’F(x)' et I, F(x) sont totalement imparfaits de R.
Pour les les deux points extremes a et b (a<<b) de 1’1ntervalle
I"o , posons .

X(x) = tan - x
: b—a

T __a+b>‘3’

et considérons tous les ensembles X(F(x)) pour tous les points x de
T, . On voit alors que la famille de tous les ensembles X(F(x))
satlsfalt 4 la condition de la proposition 5.

Puis, nous allons considérer le cas o R est un espace metrique

complet eﬁ:‘ectlvement‘ séparable ayant une infinité indénombrable de

(1) Ici, noéus nous servons de l’axiome du choix pour le cas ol l’on choisit un
élément dans. chaque ensemble d’une famille (effectivement) dénombrable
, d’ensembles non vides.
(2) Voir W. SIERPINSKI, Hypothése du contmu, Warszawa, 1934, p. 6
(8) Voir la note (1) de la page 8.
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points. D’aprés le lemme 1, on peut nommer une transformation
continue biunivoque X(¢) qui transforme I’ensemble de tous les nombres
irrationnels L* en un sous-ensemble R* de R, tel que R— R* soit au plus
dénombrable. Or, comme il existe une famille {E\}(1e 4, A = 2%) de
sous-ensembles totalement imparfaits de L tels que L—FE, soit aussi
totalement imparfait pour tous les éléments A2 de A, il existe aussi
une famille {EY}(1e ) de sous-ensembles disjoints de L* qui pour
tous les éléments 42 de A les ensembles EY et L*—E% sont totalement
imparfaits. Maintenant, considérons les ensembles. {X(E7¥)) (4e A).
Puisque R—R* soit au plus dénombrable, et son complémentaire
R—X(EY) sont totalement imparfaits. Done, on voit facilement que
la famille de tous les ensembles X(E5) satisfait 4 la condition de la
proposition 6. C.Q.F.D.

Lorsqu’on peut nommer une fonction du choix @(E) ayant la
propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits de L, qui satifait
a la condition (x) donnée dans la proposition 3, on peut donner une
famille (effectivement) de puissance du continu de sous-ensembles de
L qui satisfait a la condition de la proposition 6. En effet, selon
la remarque de la proposition 3, on peut nommer une famille de
fonctions du choix @, (E)0<21X1), telle qu’on ait, 1°, @, (&) jouit
de la propriété (K) pour tous les sous-ensembles parfaits de L, 2°,
?1(E) = ¢2(E’) n’a lieu que pour le cas ou A= 4" ou E = E’.

Considérons alors les ensembles E, = S (N), ou la sommation 3

s’étend sur tous les sous-ensembles parfaits de L, Comme E, contierzl\tr:
un point @(N) pour tous les sous-ensembles parfaits non vides N de
L, L—E) est totalement imparfait. D’autre part, puisque pour deux
nombres différents 1 et x de I’intervalle [0, 1] les ensembles E, et
E, contiennent au moins un point de N, quel que soit 1’ensemble
parfait non vide N de L, E\ est aussi totalement imparfait. Done,
en étendant ce résultat pour un espace métrique, novs avons la

Proposition 7. Soit R un espace metrique complet effectivement
separable qui contient une infinité indénombrable de points. Lorsqu’on
peut nommer une fonction du choix @(E) ayant la propriété (K) pour
tous les sous-ensembles parfaits de L, qui satisfait ¢ la condition (x)
donnée dans la proposition 3. On peut nommer une famille (effective-
ment) de puissance de continu {E\}(0<2<1) des sous-ensembles
disgjoints de R, tels que E\ et R—E\ soient simultanément totalement
imparfaits.



Sur Vhypothése de M. B. Knaster dans la tiiéorie des ensembles de points 15

Déja, nous avons donné des ensembles totalement imparfaits. Or,
pour des ensembles partout de deuxiéme catégorie, en admettant.
I’hypothése de M. B. KNASTER, nous avons la

Proposition 8. Soit R un espace euclidien de dimensions quelcon-
ques. On peut nommer alors une famille (eflectivement) de puissance

du continu des sous-ensembles disjoints de R dont chacun est partout
de deuxieme catégorie dans R.

Démonstration. Selon I'hypothése de M. B. KNASTER, on peut
définir une fonction du choix @(F) ayant la propriété (K) pour tous
les sous-ensembles parfaits de R. Pour un nombre positif x, posons
F(x) ?(N,_-fz(N ) ol la sommation " Y s’étend a tous les sous-ensembles

N)=z

parfaits N de R, tels que leur diamétre 8(N) = x. Posons
encore, pour un nombre irrationnel » tel qu’'on ait 0<» <1,
EG)=>F %) ou x, = —2—1—,17(1+v), pour le nombre naturel =, tel

n=1
qu’on ait 1<{2mpy <2, Alors, la famille ¥ de tous les ensembles
E(v) est effectivement de puissance du continu. Je dis que la famille
% satisfait a la condition de la proposition 8. En effet, montrons
d’abord que E(u)E(v) = 0 pour deux nombres irrationnels différents u
et ». Pour cela supposons, par impossible, qu’on ait E(u)E(x)==0.
Alors, pour un point x, de E(w)E(v), il existe les deux nombres

Ly Xy .
2m>F ( o ) . Par suite, selon la

définition de F(x), il existe un sous-ensemble parfait N de R, tel

qu’on ait xo = @(N) et &(N) = g;‘n . Or, comme 2, est aussi un point -
Ty

de F(%), on voit que 8(IN) = 520:» , ce qui donne g;‘n = S s Ou
w = v. C’est contradictoire avec u==v. Nous avons donc E(u)E(v) = 0.

Puis, nous prouverons que FE(v) est partout de deuxieme
catégorie dans R, quelque soint le nombre irrationnel » tel que
0 <y <1. Supposons, par contre, que FE(r) ne soit pas partout de
deuxiéme catégorie dans R. 1l existe alors dans R un sous-ensemble
ouvert U tel que E(v) est de premiére catégorie dans U. Or, comme
R est euclidienne, on peut choisir dans U un segment I tel que les

naturels m et n tels qu’on ait xoeF(

deux points extrémes sont a et b, et que sa longuer est [ = —92—‘%, pour

un nombre naturel N suffisamment grand. En prenant sur I
les points a, et b, ®=1,2,8,...), tels qu'on ait dis(a,a,) =

dis (b, bn) = —27 (rn=1,2,3,...), considérerons les sphéres ouvertes
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— : l _ N o »
Ulan) = U(an, m) et U(ba) = U(bn, ST ) Puisque UU(an)

et UU(b,) sont de deuxiéme catégorie dans R et les sous-ensembles
disjoints de U, on peut choisir dans chaque ensemble UU(a.) et
UU(b) respectivement des sous-ensembles parfaits A. et B,?, tels
qu’on ait (A»+ Br)E(v) = 0. Alors, on voit sans peine que les ensembles

M, = :: A3n+k+:iB3n+]f:+ (a)+ (b) (k = 0’ 1, 2)

n=1
satisfont aux conditions suivantes : |
1°, M. (k=0,1,2) sont parfaits et 5(My) = —g}‘\’,
2°, Mp—(a)—() < BR—E(),
3°, M;M; (a)+(_b)’ - pour | 1.==7.
Selon la définition de F(%‘(—,—) et E(v), les points distinets @(M})

sont continus dans F(%’—){,) et par suite dans E(). Or, comme M

. 2 - :
satisfont & la condition 2, nous avons kz'gp(Mk) < (a)+(b) ce qui donne

une contradiction. Done, E(v) est partout de deuxiéme -catégorie
dans R.

Dans la proposition 7, nous avons donné. ensembles partout de
deuxieéme catégorie. Or, au lieu de la catégorie, pour la mesure on
.. peut démontrer a I'aide de I'hypcthése de M. B. KNASTER la

Proposition 9. Soit R un espace métrique oun est definie une
Sonction du choix @(E) pour tous les sous-ensembles parfaits non vides
de R. Lorsque la mesure reguliere de M. C. CARATHEODORY® est
définie pour tous les sous-ensembles mesurables (B) de R, on peut
choisir effectivement une famille de puissance du contiuu des sous-
ensembles disjoints de R dont Uétendue extérieure en mesure® est
equivalent ¢ R.

Démonstration. Pour un nombre positif #, posons F(x) = S@(N) ou

mes (N) =z

la sommation I s’étend a tous les sous-ensembles parfaits N de

mes (N)=x

R, tels qu'on ait mes (IN) =2. Et, de méme que nous avons fait

(1) Voir la note (1) de la page 13.
(2) Voir, C. CARATHEODORY, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 1927.
(3)  Nous entendrons par une éteridue extérieure en mesure ‘ massgleiche Hiille.””
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dans la démonstration de la proposition 8, posons pour un nombre
irrationnel » tel qu'on ait 0<<»<{1, E()=IF(%x). Alors, la

famille ¥ de tous les ensembles FE(v) satisfait a la condition de la
proposition 9. Comme on peut voir E(u)E(v) =0 pour pu==» de la
méme facon que nous avons démontré la proposition 8, nous allons
montrer que 1I’étendue extérieure en mesure de E(v) est équivalente a
R. Pour cela supposons, par impossible; que 1’étendue extérieure en
mesure de FE(r) ne soit pas équivalente a R. Il existe alors dans
R—E(y) un ensemble parfait P de mesure positive. Or, puisque P
contient un sous-ensemble parfait de la mesure ¢ pour un nombre
positif e suffisamment petit, il existe dans P un sous-ensemble parfait
S
Alors, d’aprés la définition de F(—g“ﬁ , le point ®©(Q) est contenu

Q de la mesure pour un nombre naturel N suffisamment grand.

dans F(g—}(,) et par suite dans E(v). D’autre part, comme @ est un

sous-ensemble de R—E(») et ¢(Q)e Q, nous avons #(Q) ¢ E(v), ce qui
donne une- contradiction. . C.Q.F.D.

§ 3. Quelques applications aux fonctions non mesurables (L).

En appliquant les - propositions obtenues dans le paragraphe 2, on
peut donner diverses propositions sur les fonctions non mesurables (L).
Or, nous nous satisfaisons de démontrer la proposition suivante.

Proposition 10. Lorsque l'on peut nommer une fonction du choix
ayant la proprieté (K) pour tous les sous-ensembles parfaits lineaires,
qui satisfait a la condition (%) donnée dans la proposition 3, on peut
ausst nommer une fonction non mesurable (L) F(x) définie sur tous les
nombres reels qui satisfait aux conditions suivantes: 1°, pour deux.
nombres reels differents x et x’, F(x) == F(x'), 2°, I’image géeometrique
de la fonction F(x) est mon mesurable (L) superficiellement dans le
plan.

Démonstration. Pour un sous-ensemble E du plan R, nous désignons
par E(x = x) (ou E(y = yo)) ’ensemble de tous les points de E situés
sur la droite x = ao (ou y = ). Désignons encore par ¥ la famille
de tous les sous-ensembles parfaits N de R, tels qu’on ait, 1°, les
projections de ’ensemble N sur les axes d’abscisses et d’ordonnées
sont simultanément parfaites, 2°, pour tout mombre réel », E(x =1r)
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et E(y =) sont vides ou indénombrables. Or, comme la famille de
tous les sous-ensembles parfaits du plan R est effectivement de
puissance du continu, on peut nommer une correspondance »(N) entre
tous les ensembles N de ¥ et les nombres réels telle qu’on ait
v(N) == »(N’) pour deux ensembles différents N et N’ de F.

Comme nous avons fait dans la démonstration de la proposition 3,
on peut nommer une famille effectivement de puissance du continu
@5 (B )(— o0 << A <<+ ) de fonctions du choix ayant la propriété (K) pour
tous les sous-ensembles parfaits linéaires, telles que @\ (E) = @ (E")
n’ait lieu que pour le cas ou 2 =2’ ou E = E’. Maintenant, posons
pour tous les ensembles N de F, &(N) = q)v(N,(Pfoj N). Alors, puisque

§(N) est un point de Proj N, ’ensemble fermé N(x = &N)) est

indénombrable. En désignant par B(N) la projection du noyau parfait
de N sur I’axe d’ordonnées, posons n(N) = @, m(PWNV)). Alors, selon
la définition de »(IN), nous avons &(N)=k&(N’) et »(N)==»(N’) pour
deux ensembles différents N et N’ de . De plus, comme le point
appartient a la projection de N(x = £(V)) sur 1’'axe d’ordonnées, le
point (§(N), n(IN)) est contenu dans N.

Maintenant, ‘cosidérons I’ensemble M de tous les points (§(IN), n(IN)).
L’étendue extérieure en mesure® M* de I’ensemble M est équivalente
au plan R en mesure. En effet, supposons, par impossible, que I’en-
semble M* n’est pas équivalent a R. Alors, il existe dans 1’ensemble
R—M?* un ensemble parfait P de la mesure positive.

Comme on sait, on peut choisir un ensemble parfait @* de la mesure
linéaire positive dans 1’axe d’absisses, tel qu’il existe un nombre
positif ¢ qui est inférieur 4 la mesure linéaire de P(x = o), quel que
soit le point @0 de Q*. Désignons par @ l’ensemble de tous les points
p de I'ensemble P tels que l’abscisse de P appartient a I’ensemble
Q*. Comme la mesure de I’ensemble Q est positive, on peut déter-
miner un sous-ensemble parfait S* de la mesure linéaire positive dans
I’axe d’ordonnées, tel que la mesure linéaire de (Proj Q—S*) soit

<%e et tel que pour tous les points % de S* la mesure linéaire de

S*(y = yo) soit positive. Maintenant, désignons par S 1’ensemble de
tous les points » de Q tels que l'ordonnée de p appartient a S*.
Alors, pour tous les points 7% de S* la mesure linéaire de S(y = wo)
est positive et la projection de sur I’axe d’ordonnées est S*. D’autre
part, pour tous les points x¢ de Q nous avons

(1) Voir la note (3) de le page 16.
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mes (S@ = x)) = mes (Q@x = x))

—mes (Q—S)@ = x0)) > e-—-—é—e> 0,

et la projection de S sur ’axe d’absciesses est @*. Done, S appartient
a la famille §. Done, le point (&(S), 7(S)) est contenu dans I’ensemble
M. D’autre part, puisque S est contenu dans R—M, le point (£(S), 7(S))
n’appartient pas a4 I’ensemble M, ce qui donne une contradiction.
Done, M est équivalent & R en mesure. De plus, toute droite
parallele a ’axe d’abscisses ou d’ordonnées rencontre ’ensemble M
au plus en un point.

En désignant par M, I'ensemble de tous les points de M qui
appartient au domaine (— o< <+ o0, — o<y <0), nous définissons
la fonction F(x) comme il suit. Soit xo un nombre réel donné. S’il
existe un point de M, sur la droite # =0 et zo est son ordonnée,
posons F(xp) = yo: sinon, posons F(xo) = xo. Alors, on voit sans peine

que la fonction F(x) satisfait aux conditions de la proposition 10.
C.Q.F.D.

Remarque 1. En admettant ’hypothése de M. B. KNASTER, on
peut nommer une fonction non mesurable (L) F(x) définie sur tous les
nombres réels, telle que Fl(x) == F(x’) pour deux nombres réels différents
x et 2’. En effet, d’aprés I’hypothése de M. B. KNASTER, on peut
nommer une fonction du choix @(%) ayant la propriété (K) pour tous
les ensembles parfaits linéaires, telle que pour tous les ensembles
parfaits linéaires E @(F') soit toujours le point irrationnel. Maintenant,
nous définissons la fonction F(x) comme il suit, F(x) = ([0, #]) pour
x==0 et F(x) =0 pour & =0. Alors, d’aprés la définition de @(F),
F(x) = F(2’) n’a lieu que pour le cas ou « =2’. Nous montrons que
F(x) est non mesurable (L). Pour cela, selon le théoréme de M. W.
SIERPINSKI?V, il suffit de démontrer que l’ensemble I” de toutes les
valeurs de F'(x) est totalement imparfait. Par contre, supposons que
I' contient au moins un sous-ensemble parfait. Alors, il existe
dans I’ensemble /" un sous-ensemble parfait non dense N. Comme
nous avons @(N)e N < I, il existe un nombre réel xo tel qu’on ait
@(N) = F(x0), ce qui donne N = [0,20]. C’est contradictorie a Ila
définition de N. Done, I’ensemble I’ est totalement imparfait.

(1) W. SIERPINSKI, Sur I’ensemble des valeurs d’une fonction mesurable a valeurs
distinctes, Fund. Math., t. 20 (1983), p. 126.
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Remarque 2. Grice a la proposition 10, on peut démontrer qu’il
existe une fonction f(x, y) définie et bornée dans le domaine (0 <2 <1,
0 < y < 1) pour laquelle existent les intégrales lebesguiennes

1 1 1 1
[ | re, iz et | dz| flz,pay,
mais pour laquelle n’existe pas l’integrale lebesguienne

| £, vydwaye .

021
0<yx<1

(1) W. SIERPINSKI, Sur les rapports entre I'existence des intégrals

1 e 1 1
(e v | renpdy et | 1@ pay,
Fund. Math., t. 1 (1920), p. 142. |



