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Dans les autres travaux, $j’ ai$ \’etudi\’e quelques propri\’et\’es des
espaces abstraits sous le rapport du probleme de SOUSLIN. Cette
Note est une continuation de l’\’etude: Dans le premier paragraphe,
nous donnons un th\’eoreme ayant des relations avec le probl\’eme de
SOUSLIN dans les espaces abstraits. Dans le second paragraphe,
tout d’abord nous donnons une r\’esolvante du probl\’eme du continu
au moyen de l’axiome du choix, et ensuite nous montrons une
condition n\’ecessaire et suffisante pour que le probl\’eme du continu
ait la r\’eponse affirmative. Dans le dernier paragraphe, nous cher-
chons quelques propri\’et\’es des espaces abstraits par rapport aux
propriet\’es trait\’ees dans \S 2.

Mentionnons enfin que, pour un ensemble $M$ , le symbole $M(s_{a})$

d\’esigne l’ensemble de tout point $p$ pour lequel la partie commune
$V(p)\cdot M$ est de puissance $\geq\backslash \backslash a$ pour tout voisinage $V(p)$ de $p$ .

\S 1. Dans un autre travail, nous avons v\’erifi\’e le
Th\’eoreme $0$ . Dans un espace accessible, les quatre propri\’et\’es

suivantes sont \’equivalentes; $\cdot$

(1). Tout ensemble isol\’e est au plus d\’enombrable. .
(2). Tout ensemble non d\’enombrable ou bien est s\’eparable ou bien

eontient au moins un point de condensation.
(9). Tout ensembfe non d\’enombrable ou bien est s\’eparable ou bien

contient un noyau dense en soi non vide.
(4). Tout ensemble clairsem\’e est s\’eparable.

(1) Voir nos articles: Le probl\‘eme de SOUSLIN et les espaces abstraits, Ces.
Jour., s\’er. 1, t. 7 (1939), p. 191-201; Le probleme de SOUSLIN dans les espaces
abstraits, Ces. Jour., s\’er. 1, t. 8 (1939), p. 2546; Les espaces abstraits et les en-
sembles ordonnds, Ces. Jour., s\’er. 1, t. 8 (1940), p. 145-162.

(2) Voir ma Note, Les $e8paces$ abstraits et les ensembles ordonn\’es, Ces Jour. $r$

ser. 1, t. 8 (1940), p. 152.
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Le th\’eoreme $0$ entraine le corollaire suivant:
Corollaire. Dans un espace accessible jouissant de la proprie’&

(1) $du$ th\’eor\‘eme $0$ , tout ensemble $M$ tel que $M\cdot M(s_{1})=0$ est de pubs-
sance $\leq\backslash \backslash 1$ .

D\’emonstration. Soit $M$ un ensemble non d\’enombrable tel que
$M\cdot M(\backslash \backslash 1)=0$ . Alors, chaque sous-ensemble de $M$ ne contient aucun
point de condensation et donc, par la propri\’et\’e (2) du th\’eoreme $0$ ,
il est s\’eparable. Ceci \’etant pos\’e, nous allons v\’erifier notre pro-
position. D\’esignons par $M_{1}$ un ensemble de la puissance $\backslash ^{\backslash }0$ tel que
$M_{1}\subseteq M\subseteq\overline{M}_{1}$ , o\‘u $\overline{M}_{1}$ signifie la fermeture de $M_{1}$ , ce qui est pos-
sible par la remarque cit\’ee plus haut. Maintenant soit $a$ un
nombre,ordinal donn\’e $<\Omega$ et supposons que nous avons d\’ej\‘a d\’efini
les ensembles $M_{\vee}$. pour tout $\xi$ inf\’erieur \‘a $a$ , et nous d\’efinirons un
ensemble $M_{\alpha}$ comme suivant: Si l’ensemble $M-\underline{\backslash }M\sim.\backslash $ n’est pas

$ 1\leq\frac{.}{\backslash }<\alpha$

vide, il est s\’eparable; donc il existe un ensemble $N$ de puissance
$\backslash \backslash 0$ tel que $N\subseteq M-$ $\Sigma M_{\epsilon}$. $\subseteq\overline{N}$ . Posons $M_{\alpha}=N$ . Ainsi nous
avons une famille ( $ M_{\alpha}^{1\leq.<\alpha}\rangle$$ 1\Leftrightarrow,\leq_{a}<\Omega$ , des ensembles disjoints deux a
deux. Je dis que $M=_{1\leq<\Omega}\frac{\nabla}{\alpha}M_{\alpha}$ . En effet, si $ M_{\sim^{\tau}}^{\backslash }-M_{\alpha}1\leq\alpha<\Omega$ n’est pas
vide, il existe un point $p$ appartenant \‘a $ M_{\sim}^{\backslash }-\urcorner M_{\alpha}1\leq\alpha<\Omega$ Alors, par
d\’efinition de $M_{\alpha}(1\leq a<\Omega)$ , on a $V(p)\cdot M_{\alpha}\neq 0$ pour tout voisinage
$V(p)$ de $p,$ c.-\‘a-d. le point $p$ est de condensation de $M$ . Ainsi nous
aboutissons \‘a une contradiction; donc $M-\sum_{1\leq\alpha<\Omega}M_{\alpha}$ est vide et du
fait que chaque ensemble $M_{\alpha}$ est de puissance $s_{0}$ , la puissance de
$M$ est $A_{1}$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

On sait que, dans un espace accessible dense en soi, tout ensemble
cla.irsem\’e est non dense. Par suite, il sera int\’eressant de chercher
une $condition$ n\’eces.saire et suffisante pour qu’un ensemble non
dense soit s\’eparable. A propos de la question, nous avons le

Th\’eoreme 1. Dans un espace accessible dense en $soi$ , les deux
propri\’et\’es suivantes sont $\acute{e}qu\dot{w}$alentes:

(1). Tout ensemble non dense est s\’eparable.
(2). Tout ensemble non d\’enombrable ou bim est s\’eparable ou hen

gontient un noyau dense en soi tel qu’il est partout dense dans un
ensemble ouvert non vide.

D\’emonstration. (1) $\rightarrow(2)$ . Soit $M$ un ensemble non d\’enombrable
et supposons que $M$ n’est pas s\’eparable. Alors, d’apres la propri\’et\’e
(1), $M$ n’est pas non dense et par cons\’equent sa fermeture $\overline{M}$ contient
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un ensemble ouvert non vide. D\’esignons par $G$ le plus grand
ensemble ouvert contenu dans $\overline{M}$ et par $N$ la partie commune \‘a
$M$ et \‘a $G$ . Comme l’espace consid\’er\’e est accessible et $G\subseteq\overline{M},$ $N$

est partout dense dans $G$ . D’apr\‘es l’hypoth\’ese que l’espace $\backslash con-$

sid\’er\’e est accessible et dense en soi, $G$ est dense en soi et par
suite $N$ l’est aussi, puisque $N$ est partout dense dans $G$ . Par
cons\’equent, le noyau dense en soi de $M$ eontient $N$ et ce dernier
est partout dense dans l’ensemble $G$ ouvert non vide.

(2) $\rightarrow(1)$ . Soit $M$ un ensemble non dense. Supposons que $M$

n’est pas s\’eparable; alors $M$ est non d\’enombrable. Donc, par
hypoth\’ese (2), $M$ contient un noyau dense en soi $N$ tel qu’il est
partout dense dans un ensemble $G$ ouvert non vide. De l\‘a nous
avons la relation $G\subseteq\overline{\overline{N}}\subseteq l\overline{V1}$ ; donc $M$ n’est pas non-dense. Ainsi
nous aboutissons \‘a une contradiction, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Du th\’eor\‘eme 1, nous avons le
Corollaire. Dans un espace accessible $R$ dense en soi poss\’edant

la propri\’et\’e (1) $du$ th\’eoreme 1, toute suite d\’ecroissante des ensembles
ouverts est $du$ type $i\eta f\acute{e}rieur$ \’a $\Omega^{2}$ ; donc l’espace consid\’er\’e est

$\backslash ^{\backslash }1$-s\’eparable.
D\’emonstration. Par contre, supposons qu’il existe une suite

d\’ecroissante des ensembles ouverts du type $\geq\Omega^{2}$ ;

$\theta_{0}>G_{1}>\cdots>G_{\alpha}>\cdots|\gamma$ , $(\gamma\geq\Omega^{2})$ .
Par hypothese m\^eme, la diff\’erence $G_{1:}-G_{\beta+1}$ n’est pas vide; d\’esig-
nons par $p_{s}$ un point de $G_{s}-G_{\theta+1}$ et posons $M_{\alpha}=$ $\underline{\backslash }$

.
$p_{\beta}$ . Or,

comme on peut ais\’ement v\’erifier, l’ensemble $\dot{M}_{\alpha}es^{\Omega\alpha\leq\theta<\Omega(\alpha+1)}tnons\text{\’{e}} parable$ .
Par cons\’equent, de la supposition pos\’ee et de la propri\’et\’e (2) du
th\’eor\’eme 1, la fermeture $M_{\alpha}$ contient un ensemble ouvert non
vide. Soit $g_{\alpha}$ le plus grand ensemble ouvert contenu dans $\overline{M}_{\alpha}$ ; alors
on a $g_{\alpha}\cdot G_{C(\alpha+1)}=0$ et $g_{\alpha}\subseteq G_{\Omega\alpha}$ , puisque tous les $G_{\beta}$ sont ouverts
et d\’ecroissants. Ainsi nous avons une famille $\{g_{\alpha}\},$ $ 0\leq a<\Omega$ , de
puissance $\backslash ^{\backslash }1$ des ensenhbles ouverts disjoints deux \‘a deux. Main-
tenant posons:

$g_{\Omega}=1e$ plus grand ensemble o\‘uvert contenu dans $ R_{\frac{\nabla}{\alpha}}-g_{\alpha}0_{-}<<\Omega$

et $N=R-\frac{\nabla}{\alpha}g_{\alpha}0\leq\leq\Omega+_{0\leq 0}\frac{\nabla}{\alpha\leq}p_{\alpha}$ ou $p_{\alpha}\in g_{\alpha}$ .

Comme on peut sans peine prouver, $N$ est ferm\’e, non dense et
non s\’eparable. Nous aboutissons donc \‘a une contradiction et
l’implication que nous avions en vue est \’etablie.
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Du fait d\’emontr\’e plus haut, nous pouvons imm\’ediatement
conclure que l’espace consid\’er\’e est $\backslash _{1}$-s\’eparable, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

$Remarque-En$ rapprochant les th\’eor\‘emes $0$ et 1, nous pouvons
consid\’erer les questions: 1o Un espace accessible–qui est m\^eme
un espace de HAUSDORFF–v\’erifiant le premier axiome de s\’epara-
bilit\’e (erstes Abzahlbarkeitsaxiom) et jouissant de la propri\’et\’e (1)
du th\’eoreme $0$ , est-il n\’ecessairement $\backslash \backslash 1$-s\’eparable ?, $2^{o}$ Un espace
accessible–qui est m\^eme un espace de HAUSDORFF–v\’erifiant le
premier axiome de s\’eparabilit\’e et jouissant de la propri\’et\’e (1) du
th\’eoreme 1, est-il n\’ecessairement s\’eparable ?

Si les questions 1o et $2^{o}$ , respectivement, sont r\’esolues affir-
mativement, on a alors les r\’eponses afflrmatives des probl\’emes du
continu de CANTOR et de SOUSLIN respectivement. Par cons\’equent, il
sera int\’eressant de chercher les conditions n\’ecessaires et suffisantes
pour que les espaces dans les questions pr\’ec\’edentes soient respec-
tivement $\backslash ^{\backslash }1$-s\’eparable et s\’eparable.

\S 2. En se basant sur l’axiome du choix, nous donnons $icI$ une
r\’esolvante du probleme du continu de CANTOR. Tout d’abord,
prenons l’espace $(R, V)$ de tous les nombres r\’eels. Comme on sait,
l’espace $(R, V)$ est parfaitement S\’eparable et il existe donc une
famille {V} d’une infinit\’e d\’ehombrable des intervalles telle que,
quel que soit le point $p$ de $R$ , la famille des voisinages \langle $V(p)$ }
dans lesquels $p$ est contenu soit \’equivalente \‘a la famille, donn\’ee
d’avance, des voisinages de $p$ . Or, il r\’esulte du th\’eor\‘eme de M.
ZERMELO qu’il existe une suite transfinie

$t*)$ $p_{0},$ $p_{1}$ , .. . , $p_{\alpha}$ , ... $|\varphi$ , la $<\varphi$),

form\’ee de tous les nombres r\’eels; nous pouvons supposer que le
type $\varphi$ de cette suite est le plus petit nombre ordinal de puissance
du continu. En modifiant la d\’efinition de la d\’erivation de l’espace
$(R, V)$ , nous allons maintenant d\’efinir un nouvel espace $(R, V^{*})$ de
HAUSDORFF comme il suit: Pour un point $p_{\alpha}$ de $R$ , d\’esignons par
$\{V(p_{\alpha})\}$ la famille des voisinages du point $p_{\alpha}$ dans l’espace $(R, V)$

et d\’efinissons les voisinages $\{V^{*}(p_{\alpha})\}$ du point $p$ dans le nouvel
espace $(R, V^{*})$ par le symbole logique:

$(**)$ $[p\in V^{*}(p_{\alpha})]=[\{p\in V(p_{\alpha})\}\cdot\{(p=p,)\rightarrow(0\leq\beta\leq a)\}_{1}^{1}]$ .
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L’espace $(R, V^{*})$ ainsi d\’efini est un espace de HAUSDORFF v\’eri-
fiant le premier axiome de s\’eparabilit\’e.

Nous allons \‘a pr\’esent prouver que l’espace $(R, V^{*})$ possede les
propri\’et\’es suivantes:

1o Dans $l’ es$pace $(R, \backslash V^{*})$ , tout ensemble est clairseme.
$2^{O}$ Dans l’espace $(R, V^{*})$ , tout ensemble isol\’e est au plus d\’enombrable.
En effet, pour prouver que la propri\’et\’e 1o est v\’erifi\’ee par

l’espace $(R, V^{*})$ , prenons un ensemble $M$ quelconque. Comme tous
Ies points de $R$ sont rang\’es dans la suite $(*)$ bien ordonn\’ee, il existe
un point $p_{\alpha}$ qui est le premier d’entre tous les points de $M$ , et,
en tenant compte de la d\’efinition de l’espace $(R, V^{*}),$ $p_{\alpha}$ est un
point isol\’e de $M$ , ce qui d\’emontre ce que nous avions en vue.

Ensuite, nous allons d\’emontrer que l’espace $(R, V^{*})$ v\’erifie la
propri\’et\’e $2^{o}$ . Pour ce but, il est suffisant de prouver que tout
ensemble non d\’enombrable contient au moins un point d’accumula-
tion de lui-m\^eme. Soit $M$ un ensemble non, d\’enombrable; alors
$M$ contient une suite transfinie du type $\Omega$ ;

$p_{\alpha_{1}},$ $p_{\alpha_{\underline{o}}}$ , . .. , $p_{\alpha_{\beta}}$ , . .. $|\Omega$ , $(1\leq\beta<\Omega)$ ,

o\‘u $ as<a_{2}<\ldots<a_{s}<\ldots$ . Posons $N=_{1\leq\Omega}\frac{\nabla}{‘(\backslash <}p_{\alpha_{1}}$’ et d\’emontrons que
$N\cdot N(\backslash \backslash c)\neq 0$ . Consid\’erons $N$ comme un ensemble dans l’espace
$(R, V)$ , et il existe alors dans $N$ un ensemble d\’enombrable \langle $P^{\alpha_{P_{n}}}$ } ,
$(n=1,2,3, \ldots)$ , tel qu’il est partout dense sur $N$ dans l’espace
$(R, V)$ , puisque l’espace $(R, V)$ est. parfaitement s\’eparable. Or,
pour tout nombre entier $n$ , le nombre ordinal $\beta_{n}$ est de seconde
classe ou fini, et donc il existe un nombre ordinal $\beta_{0}$ de seconde
classe sup\’erieur \‘a tout $\beta_{n}$ . Par cons\’equent, l’ensemble $N^{*}=\sum_{1\leq\beta<q_{0}}p_{\alpha_{\beta}}$

est au plus d\’enombrable. Je dis que l’ensemble $N^{*}$ est partout
dense sur $N$ dans l’espace $(R, V^{*})$ . En effet, soit $p\alpha \mathfrak{g}$ est un point
de $N$ n’appartenant pas \‘a $N^{*};$ alors, selon la d\’efinition de $N^{*},$ on
a $\beta>\beta_{n}$ pour tout $n$ . Par suite, pour tout voisinage $V(p\alpha_{\beta})$ de
$p\alpha_{\beta}$ dans l’espace $(R, V)$ , la partie commune $V(p\alpha_{\beta})\cdot N^{*}$. n’est pas
vide, puisque $N^{*}$ est partout dense sur $N$ dans l’espace $(R, V)$

et de la d\’efinition de l’espace $(R, V^{*})$ on a $V^{*}(p_{\alpha_{\beta}})\cdot N^{*}\neq 0$ . Autre-
ment dit, $N^{*}$ est partout dense sur $N$ dans l’espace $(R, V^{*})$ . Par
suite $N$ n’est pas un ensemble isol\’e, et \‘a plus forte raison l’ensemble
$M$ n’est pas isol\’e, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, d\’esignons par $R(e_{1})$ l’ensemble
de tous les points de condensation dans l’espace $(R, V^{*})$ . Je dis
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que $R(\backslash \backslash 1)$ est une r\’esolvante du probl\‘eme du continu de CANTOR.
En effet, si $R(\backslash \backslash 1)=0$ , du corollaire du th\’eoreme $0$ , nous pouvon8
conclure que la puissance de $R$ est $\backslash ^{\backslash }1,$ $c$ .-\‘a-d. la puissance du
continu est $\backslash ^{\backslash }1$ . D’autre part, si $R(\backslash \backslash 1)\neq 0$ , il existe un $po\ddagger ntp_{\alpha}$ de
$R$ et, en vertu de la d\’efinition de l’espace $(R, V^{*})$ , on a $ a\geq\Omega$ ;
donc, d’apres la propri\’et\’e de la suite $(*)$ , on a $\varphi>\Omega,$ $c.-\dot{a}- d$ . la
puissance du continu est plus grande que 81. $c$ . $q$ . $f$. $d.\cdot$

Nous pouvons comprendre de la r\’esolvante du probleme du
continu donn\’ee plus haut qu’il est Int\’eressant de chercher cette
propri\’et\’e d’un espace o\’u il n’y a aucun point de condensation d’un
ensemble clairsem\’e. A propos de cette question, nous aurons \‘a
discuter dans le paragraphe suivant.

Puis nous consid\’erons une condition n\’ecessaire et suffisante pour
que le probl\‘eme du continu ait la r\’eponse affirmative. Pour le
voir, nous adoptons tout d’abord la d\’efinition suivante:

Un, ensemble $M$ est dit $\backslash ^{\backslash }2^{-}hyper$-condens\’e en soi, si tout sous-
$\iota$

ensemble $E$ de puissance $\geq\backslash ^{\backslash }2$ de $M$ possede la propri\’et\’e que
$E\cdot E(e_{2})+0$ . D’apres cette d\’efinition, nous pouvons sans peine
obtenir le th\’eoreme suivant en vertu du m\^eme raisonnement que
celui qui a \’et\’e us\’e pour un ensemble poss\’edant la propri\’et\’e hyper-
condens\’e en soi:

Th\’eo eme 2. Dans un espace (v), les quatre proprie’te’s suivantes
sont $\acute{e}qu\dot{w}$alentes:

(1). Soit $M$ un sous-ensemble quelconque dans l’espace (v). Une
famille {V} d’ensemble couvrant $M$ teue que, pour chaque point $p$

de $M$ il existe un ensemble $V$ contenant le point $p$ a son int\’erieur,
contient une sous-famiue {V}* couvrant $M$ telle que la puissance de
$\langle V\rangle^{*}$ est au plus $s_{1}$ .

(2). Tout sous-ensemble $M$ de Pucssance $\geq\backslash ^{\backslash }2$ de l’espace (v)
possede la $t$) $ropri\acute{e}t\text{{\it \’{e}}}$ que $M\cdot M(\backslash \backslash 2)\neq 0$ .

(3). Tout ensemble clairsem\’e dans l’espace (v) est au plus de
puissance $s_{1}$ .

(4). Chaque famille $\{F_{\alpha}\}$ bien ordonnee d’ensembles monotones
d\’ecroissants telle que $F_{\alpha}$ ne sont pas contenus dans la fermeture de
$F_{\alpha+1}$ , est au plus de puissance $\backslash ^{\backslash }1$ .

Or, ces pr\’eliminaires \’etant pos\’es, dans un espace (v) nous
consid\’erons les cinq propri\’et\’es ci-dessous; Pour tout ensemble $M$

de l’espace consid\’er\’e:

$\ell$
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(A). $\overline{M}\geq\nwarrow_{\vee}1\rightarrow M\cdot M(S_{1})\neq 0$ ,

(B). $\overline{M}\geq\star L\rightarrow M\cdot M(\grave{\backslash }0)\neq 0$ ,

(C). $\overline{M}\geq\backslash \backslash 2\rightarrow M\cdot M(S_{2})\neq 0$ ,

(D). $\overline{M}\geq s_{\iota}\rightarrow M\cdot M(b^{\backslash }\backslash 1)\neq 0$ ,

(E). $\overline{M}\geq\backslash \backslash 2\rightarrow M\cdot M(\backslash \sim\backslash 0)\neq 0$ ,

ou comme d’habitude $\overline{\overline{M}}$ d\’esigne la puissance de $M$ et le symbole
$‘‘\rightarrow$ signifie “ si.. ., alors. . . ”

Dans un espace accessible, du corollaire du th\’eor\‘eme $0$ et du
th\’eor\‘eme 2 nous avons les implications suivantes:

$(A)$ entraine $(B)$ et $(C),$ $(B)$ et $(C)$ entrainent $(D)$ , et $(D)entra\hat{\prime}me$

$(E)$ . D’ou nous aurons imm\’ediatement la question: Quelle con-
dition est n\’ecessaire et $\cup suff_{t}sante$ pour que $(B)$ entra’ine $(C)$ ? Il me
semble qu’il est assez difficile de donner une telle condition pour
un espace accessible g\’en\’eral, mais on peut en donner une Pour un
espace de HAUSDORFF v\’erifiant le premier. axiome de s\’eparabilit\’e:

Th\’eoreme 3. Dans un espace de HA USDORFF v\’erifiant le premier
axiome de s\’eparabilit\’e, une condition n\’ecessaire et suffisante pour que
$(B)$ entra’vne $(C)$ est que $2^{g_{0}}=\backslash _{b^{\backslash }1}$ .

D\’emonstration. N\’ecessit\’e--Consid\’erons l’espace $(R, V^{*})$ d\’efini
dans le d\’ebut de ce paragraphe. Comme on a d\’emontr\’e ci-dessus,
cet espace possede la propri\’et\’e (B) et de plus il est clairsem\’e et de
puissance $2^{g_{0}}$ . D’apr\’es l’hypoth\’ese que (B) entraine (C), l’espace
consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e (C) et par cons\’equent du th\’eor\’eme
2 la puissance de l’espace est au plus $g_{1}$ . On a donc $2^{e_{0}}\sim\leq\backslash \backslash 1$ . En
outre on a 2“‘ $0\geq s_{1}$ , donc il vient $2^{g_{0}}=s_{1}$ .

Suffisance–Comme on sait, dans un espace de HAUSDORFF v\’erifiant
le premier axiome de s\’eparabilit\’e la puissance d’ensemble s\’eparable
est au plus $2^{S_{0}}$ . D’apr\‘es $ 1’ hypoth\acute{e}\varphi$ , on a $2^{e}=$ . et par con-
s\’equent tout ensemble clairsem\’e de l’espace consid\’er\’e est au plus
$s_{1}$ , puisque, par hypoth\’ese que l’espace consid\’er\’e poss\’ede la pro-
pri\’et\’e (B) et du th\’eor\’eme $0$ , tout ensemble clairsem\’e est s\’eparable.
Par cons\’equent, l’espace consid\’er\’e possede la propri\’et\’e (C) selon le
th\’eor\’eme 2, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

\S 3. Dans ce paragraphe, nous chercherons la propri\’et\’e suivante
d’un espace: pour tout ensemble clairsem\’e $M$ de l’espace, on a
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$M(*1)=0$ . Tout d’abord, nous faisons connaitre la situation de
cette propri\’et\’e dans la th\’eorie des espaces abstraits. Pour ce but,
nous d\’emontrons le

Th\’eoreme 4. Pour qu’un espace (v) possede la propriet\’e hyper-
eondens\’e en $soi$ , il est n\’ecessaire et suffisante que deux affirmations
suivantes soient vraies a la fois:

(1). L’espace possede la propri\’et\’e condens\’e en $soi$ .
(2). On a $M(\grave{\backslash }1)=0$ pour tout ensemble clairsem\’e $M$ de l’espace.
D\’emonstration. Il est \’evident que la propri\’et\’e (1) est n\’ecessaire

pour qu’un espace (v) poss\‘ede la propri\’et\’e hyper-condens\’e en so\ddagger .

Quant \‘a la propri\’et\’e (2), il sera suffisant de rappeler que dans un
espace (v) la propri\’et\’e hyper-condens\’e en soi \’equivaut \‘a la propri\’et\’e
que tout ensemble clairsem\’e est au plus d\’enombrable.

. R\’eciproquement, soit $M$ un ensemble clairsem\’e de l’espace (v).
Par la propri\’et\’e (2), on a $M(s_{1})=0$ et selon la propri\’et\’e (1) on a
$M\leq*0=\cdot,$

$c$ . $q$ . $f$. $d$ .
Relativement aux propri\’et\’es condens\’e en soi et (2) du th\’eoreme

4, nous avons les th\’eoremes suivants:
$ThP$ore’me 5. Dans un $e\epsilon pace$ quasiaccessible $(R, V)$ , les deux

propri\’et\’es suivantes sont \’equivalentes:

(1). L’espace $(R, V)$ est condens\’e en $soi$ .
(2). S’il existe une suite d\’ecroissante des ensembles ferm\’es $du$

type $\Omega$ ;

$ F_{0}>F_{1_{\vee}^{\backslash }}\cdots>F_{\alpha}>\cdots|\Omega$ ,

la partie commune $\prod_{0\leq\alpha<0}F_{aj}$ n’est pas vide.
D\’emonstration. (1) $\rightarrow(2)$ . Soit $p_{\alpha}$ un point de $F_{\alpha}$ et n’appartenant

pas \‘a $F_{\alpha+i}$ et posons $M=\sum_{0\leq\alpha<\Omega}p_{\alpha}$ . Par la supposition (1), il existe
au moins un point $p$ dg condensation de $M$ . Je dis que le point
$p$ est contenu dans la partia commune $\prod_{0_{-}<\alpha<\Omega}F_{\alpha}$ . En effet, si $p$

n’appartient pas \‘a un ensemble $F_{\alpha 0}$ , il existe un voisinage $V(p)$ de $p$

tel que $V(p)\cdot F\alpha_{0}=0$ , puisque $F_{\alpha_{0}}$ est ferm\’e, et par suite de la
d\’efinition de $M$ la partie commune $V(p)\cdot M$ est au plus d\’enombrable.
Donc le point $p$ n’est pas de condensation de $M$ , ce qui contredit
l’hypothese que $p\in M(s_{1})$ . Ainsi nous avons l’implication (1) $\rightarrow(2)$ .

(2) $\rightarrow(1)$ . Supposons que l’espace $(R, V)$ n’est pas condens\’e en
soi. Alors nous pouvons supposer sans perdre la g\’en\’eralit\’e du
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raisonnement qu’il existe dans l’espace $(R, V)$ un sous-ensemble $M$

de puissance $\backslash \backslash 1$ tel que $M(\vee e_{1})=0$ . Rangeons l’ensemble $M$ en une
suite transfinie du type $\Omega$ ;

$p_{0},$ $p_{1}$ , . . . , $p_{\alpha}$ , . . . $|\Omega$

et posons $R=\overline{M}+G_{0}$ , ou $\overline{M}$ est la fermeture de $M$ et $G_{0}=R-\overline{M}$.
Il est clair que $G_{0}$ est ouvert, puisque l’espace consid\’er\’e est quasiac-
cessible. Or, en tenant compte de la propri\’et\’e de $M$ , pour chaque
point $p$ de $\overline{M}$ il existe un voisinage $V(p)$ tel que la partie commune
$V(p)\cdot M$ est au plus d\’enombrable et non vide, et faisons correspondre
\‘a chaque point $p$ de $\overline{M}$ un tel voisinage $V(p)$ . Cela pos\’e, soit

$p_{\alpha_{1}},$ $p_{\alpha_{2}}$ , ... , $p_{\alpha_{n}}$ , . . . .
une suite de tous les points d’un ensemble $V(p)\cdot M$ . Pour tout $n$ ,
$a_{n}$ est un nombre ordinal de seconde classe ou fini et donc il existe
le plus petit nombre ordinal $a$ de seconde classe ou fini sup\’erieur
\‘a $a_{n}$ pour tout $n$ . Ceci \’etant pos\’e, nous dirons que le voisinage
$V(p)$ est du rang $a$ . D\’esignons par $g_{\alpha}$ la somme de tous les
voisinages dont les rangs sont inf\’erieurs \‘a $a$ ; alors on peut sans
peine v\’erifier que $g_{\alpha}$ est ouvert et que $g\alpha<g_{\alpha+1}$ pour tout $a$ . Si
l’on pose $G_{\alpha}=G_{0}+\sum_{1\leq\{\backslash \leq\alpha}g_{\beta}$ , on a

$(\star)$ $G_{0}CG_{1}C\cdots CG_{\alpha}$ C. . . $||\Omega$ et $0\leq\frac{\nabla}{\alpha}<\Omega G_{\alpha}=R$ ,

puisque chaque point de $\overline{M}$ est contenu dans un voisinage du
certain rang $a$ . Posons $F_{\alpha}=R-G_{\alpha}$ ; alors les ensembles $F_{\alpha}$ sont
ferm\’es et d\’ecroissants, et de plus, comme on peut voir de la
formule $(*)$ , la partie commune $\prod_{0\leq\alpha<\Omega}F_{\alpha}$ est vide, ce qui est con-
traire \‘a la supposition (2), $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Ensuite, nous allons \’etudier la propri\’et\’e d’un espace ou il n’y
a aucun point de condensatim d’un ensemble clairsem\’e. Pour le
voir, nous adoptons tout d’abord la d\’efinition suivante:

D\’efin tion. Soit $M$ un ensemble dans un espace (v). Alors
nous dirons que l’ensemble $M$ possede la propri\’et\’e hyper-condens\’e
en soi au point $p$ , lorsqu’il existe un voisinage $V(p)$ de ce point
tel que la partie commune $V(p)\cdot M$ est hyper-condens\’e en soi.
Notamment, un ensemble $M$ est dit localement hyper-condens\’e en
soi, lorsqu’il est hyper-condens\’e en soi \‘a chaque point de l’espace.

De la d\’efinition pos\’ee, nous avons $\cdot$ les
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Th\’eoreme 6. Dans un espace (v), les deux propri\’et\’es suivantes
sont \’equivalentes:

(1). Pour tout ensemble dairsem\’e $M$ , on a $M(*1)=0$ .
(2). Tout ensemle clairsem\’e est localemente hyper-condense en $soi$ .
D\’emonstration. (1) $\rightarrow(2)$ . Soit $M$ un ensemble clairsem\’e. D’apres

l’hypothese, on a $M(s_{1})=0$ , et par cons\’equent il $ya$ , pour un
point $p$ quelconque de 1‘espace, un voisinage $V(p)$ tel que $V(p)\cdot M$.
est au plus d\’enombrable; donc l’ensemble $V(p)\cdot M$ est hyper-condens\’e
en soi.

(2) $\rightarrow(1)$ . Soit $M$ un ensemble clairsem\’e . et supposons, par
contre, qu’il $y$ a un point $p$ de condensation de $M$ . Alors, selon
l’hypothese (2), il $y$ a un voisinage $V(p)$ tel que $V(p)\cdot M$ est hyper-
condens\’e en soi et de plus non d\’enombrable. Par cons\’equent,
$V(p)\cdot M$ contient un noyau dense en soi non vide et \‘a plus forte
raison l’ensemble $M$ contient un noyau dense en soi non vide, ce
qui contredit que $M$ est clairsem\’e, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Th\’eor\’eme 7. Dans un espace (v)–qui est m\^eme un espace de
HAUSDORFF v\’erifiant le premier axiome de s\’eparabilit\’e--les trois pro-
pri\’et\’es $su\dot{w}$antes sont ind\’ependantes deux \’a deux.

(1). L’espace est condens\’e en $soi$ .
(2). L’espace est localement hyper-condens\’e en $soi$ .
(3). Tout ensemble isol\’e de l’espace est au plus d\’enombra $ble$ .
D\’emonstration. (1) n’entraine pas (2) et (3): Consid\’erons un

espace qui se compose de toutes les couples $(x, y)$ des nombres
r\’eels, o\‘u $0<x<1$ et $0\leq y\leq 1$ . Nous d\’efinirons la relation de
l’ordre entre les points de l’espace comme suivant:

Si $x>x^{\prime}$ , alors $(x, y)>(x^{\prime}, y^{\prime})$ pour tout $y$ et $y^{\prime}$ .
Si $x=x^{\prime}$ et $y>y^{\prime}$ , alors $(x, y)>(x^{r}, y^{\prime})$ .
Comme $j’ ai$ d\’emontr\’e dans un autre travail,(1) l’espace ainsi

d\’efini est condens\’e en soi. Mais l’ensemble form\’e de tous les
points $\{$($x$ , $\frac{1}{2}$) $\}$ , ou $0<x<1$ , est \’evidemment un ensemble isol\’e

et non d\’enombrable. Et de plus, l’espace consid\’er\’e n’est pas
hyper-condens\’e en soi \‘a chaque point $(x, 0)$ , ou $0<x<1$ , puisque,
comme on peut sans peine $voIr$ , chaque intervalle contenant \‘a ce

(1) Voir mon article, Le probl\‘eme de SOUSLIN dans les espaces abstraits, Ces.
Jour., s-r. 1, t. 8 (1939), p. 29,30.
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point $(x, 0)$ contient une infinit\’e non d\’enombrable des intervalles
disjoints deux \‘a deux.

(2) n’entraine pas les autres: Prenons un espace lin\’eairement
ordonn \’e qui se compose de toutes les couples $(a, X)$ , except\’e $(0,0)$ ,
des nombres ordinaux $a$ et des nombres r\’eels $x$ , o\‘u $ 0\leq a<\Omega$ et
$0\leq x<1$ , tel que

si $a>a^{\prime},$ alors $(a, x)>(a_{f}^{\prime}x^{\prime})$ pour $to\backslash $ut $x$ et $x^{\prime}$ ,

et si $a=a^{\prime}$ , $x>x^{\prime}$ , alors $(a, x)>(a^{\prime}, x^{\prime})$ .
Comme on peut ais\’ement prouver, $1’ es\dot{p}ace$ ainsi d\’efini possede
cette propri\’et\’e que, pour chaque point $(a, X)$ , il existe un intervalle
contenant au point $(a, X)$ qui est semblable \‘a l’intervalle $0<y<1$
des nombres r\’eels. Par cons\’equent, l’espace consid\’er\’e est localement
hyper-condens\’e en soi. Mais, d’autre part, l’ensemble form\’e de
tous les points $\{$ ($a$ , $\frac{1}{2}$) $\}$ , o\’u $0\leq_{a}<\Omega,$ $est.isol\acute{e}$ et de plus cet
ensemble ne poss\’ede aucun point de condensation dans l’espace. Il
en r\’esulte que (2) n’entraine pas (3) et (1).

(3) n’entraine pas (1) et (2): Soit

$p_{0},$ $p_{1}$ , $\ldots.p_{\alpha}$ , . .. , $p_{\Omega}|\Omega+1$

une suite transfinie des nombres r\’eels diff\’erents du type $\Omega+1$ et
soit $p_{\Omega}$ un point de condensation, dans l’espace des nombres r\’eels
$(R, V)$ , de l’ensemble $\sum_{0\leq\alpha<\Omega}$

$p_{\alpha}$ . D\’esignons par $R^{*}$ l’ensemble form\’e

de tous les nombres r\’eels $p_{\alpha}(0\leq a\leq\Omega)$ et d\’efinissons un espace
$(R^{*}, V^{*})$ de HAUSDORFF en suivant la m\^eme consideration que celle
qui a \’et\’e employ\’ee dans \S 2 pour donner une r\’esolvante du probleme
du continu et en modifiant la formule $(**)$ comm $e$ il suit:

$[p\in V^{*}(p_{\alpha})]\equiv[(p\in R^{*})\cdot\{p\in V(p_{\alpha})\}\cdot\{l\}\rightarrow(0\leq\beta\leq a)\}]$ ,

o\‘u $ 0\leq a\leq\Omega$ .
Or, en vertu de la consid\’eration us\’ee dans \S 2 , nous pouvons

sans peine d\’emontrer que cet espace $(R^{*}, V^{*})$ possOde la propri\’et\’e
(3). Puis, dans cet espace $(R^{*}, V^{*})$ il est clair qu’il $y$ a un voisinage
$V^{*}(p_{0})$ du point $p_{\Omega}$ tel que l’ensemble $R^{*}-V^{*}(p_{Q})$ est de puissance
$s_{1}$ et que l’ensemble $R^{*}-V^{*}(p_{0})$ ne possede aucun point de
condensation; donc l’espace consid\’er\’e n’est pas condens\’e en soi.
Finalement, je dis que cet espace n’est pas hyper-condens\’e en soi
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au point $p_{\Omega}$ . En effet, par hypothese pos\’ee, chaque voisinage
$V^{*}(p_{\Omega})$ du point $p_{\Omega}$ est de puissance 81 et du plus, selon la d\’efini-
tion de l’espace, il est clairsem\’e, et par cons\’equent notre $assertio\overline{\iota}1$

est \’etablie, $c$ . $q$ . $f$. $d$ .
Quant \‘a un espace localement hyper-condens\’e en soi, on a le
Lemme. Dans un espace (v) loca lement $hyper\cdot condem\acute{e}$ en $soi$ , pour

un ensemble $M$ , si $M(\backslash \backslash 1)+0$ , alors on a $M\cdot M(*i)\neq 0$ .
En effet, supposons que $p\in M(S_{1})$ , alors il existe un voisinage

$V(p)$ du point $p$ tel que $V(p)\cdot M$ est de puissance $\geq\backslash _{\vee^{\backslash }1}$ et hyper-
condens\’e en soi. Par cons\’equent, $V(p)\cdot M$ contient au moins un
point de condensation de $V(p)\cdot M$ , et \‘a plus forte raison $M$ contient
un point de condensation, autrement dit $M\cdot M(*1)\neq 0,$ $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Th\’eor\’eme 8. Dans un espace de HAUSDORFF v\’erifiant le premier
axiome de s\’eparabilit\’e,-les deux propri\’et\’es suivantes sont \’equivalentes:

(1). L’espace est localement hyper-condens\’e en $soi$ .
(2). Pour tout ensemble $M$ , si $M(s_{1})\neq 0$ , alors on a $M\cdot M(e_{1})\neq 0$ .
D\’emonstration. (1) $\rightarrow(2)$ . Cette implication est \’evidemment

vraie selon le lemme pr\’ec\’edent.
(2) $\rightarrow(1)$ . Supposons que l’espace consid\’er\’e n’est pas hyper-

condens\’e en soi \‘a un point $p$ . Comme l’espace de HAUSDORFF
consid\’er\’e v\’erifie le premier axiome de s\’eparabilit\’es, sans perdre
la g\’en\’eralit\’e du raisonnement, on peut d\’esigner par $\{V_{n}(p)\}$ tous
les voisinages du point $p$ et de plus supposer que:

$ V_{1}(p)>V_{2}(p)>\cdots>\backslash V_{n}(p)>\cdots$

et $\prod_{n\approx 1}^{\infty}V_{n}(p)=p$ .
En tenant compte du fait qu’une somme d’une infinit\’e d\’enombrable
des ensembles poss\’edant la propri\’et\’e hyper-condens\’e en soi l’est
aussi, on peut conclure qu’il existe une suite des nombres naturels
$n_{k}$ , ou $n_{k}<n_{k+1}$ , $(k=1,2,3, \ldots)$ , tel que l’ensemble diff\’erent
$Vn_{k}(p)-Vn_{k+1}(p)$ n’est pas hyper-condens\’e en soi. Posons $N_{k}=$

$Vn_{k}(p)-Vn_{k+1}\langle p$) pour $t\dot{o}utk$ ; alors il est \’evident qu’on peut
tirer un ensemble $M_{k}$ non d\’enombrable tel que $M_{k}\subseteq N_{k}$ et
$M_{k}\cdot M_{k}(s_{1})=0$ . Dans ce cas, il $y$ a deux cas possibles:

Premier cas: Pour certain $k$ , $M_{k}(s_{1})$ est non vide. Dans ce
cas, pour l’ensemble $M_{k}$ , la propri\’et\’e (2) n’est pas vraie et par
cons\’equent nous aboutissons a une contradiction.
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Deuxi\‘eme cas, ou tous les $M_{k}(\backslash \backslash 1)$ sont vides. Posons $M=$

$k=1\underline{\infty\nabla}M_{k}$ . Il est clair que $peM$ et $p\in M(\backslash \backslash 1)$ . Nous allons maintenant
prouver que $M\cdot M(\backslash \backslash 1)=0$ . En effet, soit $q$ un point de $M$ . Il
existe alors deux voisinages $V(q)$ et $V_{n}(p)$ dont la partie commune
est vide, puisque l’espace consid\’er\’e est un espace de HAUSDORFF
et $p\neq q$ . Or, d’apres l’hypoth\‘ese pos\’ee, il $y$ a un nombre naturel
$n_{k}$ tel que $V_{n}(p)\infty\supseteq Vn_{k}(p)$ . Par cons\’equent, de la d\’efinition de $M_{k}$ ,

on a $V(q)\cdot-\backslash ^{\prime}M_{i}=0$ et il $y$ a un voisinage $V_{i}(q)$ tel que, pour $i=1$ ,
2, . . . , $n_{k}-1i\Leftrightarrow k$

$V_{i}(q)\cdot M_{i}$ est au plus de puissance $\backslash ^{\backslash }0$ , puisque
$M_{i}(\backslash \backslash )=0$ pour tout entier $i$ . Si l’on d\’esigne par $U(q)$ un voisinage

k-l
de ce point $q$ contenu dans l’ensemble produit $V(q)\cdot\Pi V_{i}(q)$ , on
a \’evidemment $U(q)\cdot M=U(q)\cdot\sim M_{i}k-1\backslash $ et ce membre droit de l’\’egalit\’e

est au plus de puissance $*0$
$Der=1.$ l\‘a le point $q$ n’est pas de con-

densation de $M$ , et par cons\’equent on a $M\cdot M(\backslash \backslash 1)=0$ , ce qui
contredit la propri\’et\’e (2), $c$ . $q$ .$f\backslash $ . $d$:

Les th\’eor\’emes 6 et 8 nous suggerent le

Th\’eor\‘eme 9. Dans un espace accessible poss\’edant cette propri\’et\’e
que si $M(\backslash \backslash 1)\neq 0$ pour un ensemble $M$ , alors on a $M\cdot M(e_{1})\neq 0$ , tout
engemble dairsem\’e ne poss\‘ede aucun point de condensation.

D\’emonstration. Pour d\’emontrer ce th\’eoreme, il suffit de prouver
dans l’espace que si $M(\backslash \backslash 1)\neq 0$ pour un ensemble $M$ , alors $M\cdot M(\backslash \backslash 1)$

est dense en soi et non vide. Or, soit $M$ un ensemble tel que
$M(\backslash \backslash 1)\neq 0$ et posons $N=M\cdot M(\backslash )$ qui $n’ e$st pas vide selon l’hypothese
pos\’ee. Soient $p$ un point de $N$ et $V(p)$ un voisinage de $p$ . Comme
l’espace est accessible, on peut consid\’erer $V(p)$ comme un ensemble
ouvert. Or, comme on peut voir, l’ensemble $V(p)\cdot(M-p)$ poss\’ede
$p$ comme un point de condensation de lui-m\^eme, et par cons\’equent,
selon la propri\’et\’e de l’espace, $l^{7}(p)\cdot(M-p)$ contient un point $q$ de
condensation diff\’erent de $p,$ $c$ .-\‘a-d. $V(p)\cdot(M-p)\cdot M(\backslash \backslash 1)\neq 0$ . Il vient
donc $V(p)\cdot(N-p)\neq 0$ , ce qui montre que le point $p$ est d’accum-
lation de $N$ , autrement dit $N$ est dense en soi, $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Dans ce qui suit, nous consid\’erons une propri\’et\’e par rapport \‘a
la propri\’etb qu’un ensemble clairsem\’e ne possede aucun point de
condensation: Tout d’abord, nous d\’efinirons la d\’eriv\’ee d’ordre $a$

au sens restreint d’un ensemble $M$ par les conditions: $M^{(1)}=$

$M\cdot M(\backslash \backslash 0),$ $M^{(\alpha+1)}=M^{\alpha)}M^{\{a)}(\epsilon_{0})$ et $M^{\langle\alpha)}=\prod_{1\leq \mathfrak{k}<\alpha}M^{t^{\epsilon_{Y}})}$ si $a$ est un nombre
limite. De la d\’efinition, il est clair que
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$ M\supseteq M^{\langle 1)}\supseteq\cdots\supseteq M^{(\alpha)}\supseteq\cdots$ .
Comme on peut voir, si $M$ est un ensemble clairsem\’e, il $y$ a le
plus petit nombre ordinal $a$ pour lequel $M^{\langle\alpha)}$ est vide. Dans ce
cas, $M$ est dit d’ordre $\alpha$ . Par cette convention, nous avons le

Lemme. Dans un espace accessible, pour un ensemble $M$ , on a
$M^{(\alpha)}\subseteq M^{(\theta)}(\backslash \iota_{0})$ pour $\beta<a$ .

D\’emonstration. Posons maintenant $N^{\langle 0)}=M-M^{(1)}$ et $N^{\langle\alpha)}=$

$M^{(\alpha)}-M^{(\alpha+1)}$ ; alors, pour d\’emontrer ce lemme, il est suffisant de
prouver que $N^{(\alpha)}\subseteq N^{(\beta)}(s_{0})$ pour $\beta<a$ . Par d\’efinition m\^eme, tous
les $N^{(\alpha)}$ sont .isol\’es. Tout d’abord, nous d\’emontrons que tout
$N^{\langle\alpha)}(a\geq 1)$ est contenu dans $N^{(0)}(\epsilon_{0})$ par induction transfinie.

Premier cas, o\’u $a=1$ . Soit $p$ un point de $N^{\langle 1)}$ , also $p\in M^{t1)}-M^{2)}$ ,
$c$ .-\‘a-d. le point $p$ est isol\’e dans l’ensemble $M^{(1)}$ , et par cons\’equent
il existe un voisinage $V(p)$ de $p$ tel que $V(p)\cdot M^{(1)}=p$ . Supposons,
par contre, que le point $p$ n’est pas d’accumulation de $N^{(0)}$ , alors
il $y$ a un voisinage $U(p)$ pour $1\infty uel$ on a $U(p)\cdot N^{(0)}=0$ . Comme
l’espace consid\’er\’e est accessible, il $y$ a un voisinage $W(p)$ contenu
dans la partie commune \‘a $V(p)$ est \‘a $U(p)$ , et il vient donc:
$W(p)\cdot M=W(p)\cdot\{M-M^{(1)}+J^{\prime}I^{(1)}\}=W(p)\cdot N^{\langle 0)}+W(p)\cdot M^{\langle 1)}\subseteq p$ . Ce
fait montre que le point $P$ n’est pas d’accumulation de $M$ . Nous

. aboutissons donc \‘a une contradiction.
Deuxi\’eme cas. Soit $a$ un nombre ordinal donn\’e d’avance et

supposons que tout $N^{t:)}-(1\leq\xi<a)$ est contenu dans $N^{\langle(1)}(r_{0}^{\backslash })$ et
d\’emontrons que $N^{(\alpha)}\subseteq N^{(0)}(s_{0})$ . Soit $p$ un point de $N^{(\alpha)}$ . Par
d\’efinition, $P$ n’appartient pas A $M^{(\alpha+1)}$ , et par cons\’equent $p$ est
un point d’accumulation de l’ensemble $\Sigma N^{t:)}-$ . Il vient donc
$V(p)$ . $( \sum_{0\leq\leftarrow\prime\backslash <\alpha}N^{(\prime)}\sim\backslash )\neq 0$ pour tout voisinage $ V(p)0\leq-\backslash <\alpha$ de $p$ . D’autre part,
on $a_{0\leq-.<\alpha}^{\underline{\backslash }}\urcorner N^{\{\xi)}\subseteq N^{(0)}+N^{\langle(1)}(\theta_{0})$ selon l’hypoth\’ese pos\’ee, on a donc
$N^{\langle\alpha)}\subseteq N^{t^{())}}(\backslash \backslash 0)$ en remarquant que l’espace est accessible.

Ensuite, nous d\’emontrons que $N^{(\alpha)}\subseteq N^{(q)}\mathfrak{l}(\backslash \backslash 0)$ pour $\beta<a$ . Posons
$\hat{\acute{M}}=\check{M}^{(9)}$

’

et consid\’erons la famille des d\’eriv\’ees au sens restreint de
$\hat{M}^{l}$. On a alors $\tilde{N}^{\langle 0)}=\hat{\acute{M}}-\hat{\acute{M}}^{(1)}=N^{\{\theta)}$ et $\tilde{N}^{(r)}=\check{M}^{(r)}-\acute{\dot{M}}^{(\tau\cdot+1)}’=N^{(\alpha)}$ ,
ou $\gamma$ est un nombre ordinal tel que $\beta+\gamma=a$ . Du fait d\’emontr\’e
plus haut, on a imm\’ediatement $\tilde{N}^{(Y)}\subseteq\tilde{N}^{(0)}(\backslash \backslash 0)$ , $c$ .-\‘a-d. $N^{(\alpha)}\subseteq N^{(\beta)}(\star_{0})$ ,
$c$ . $q$ . $f$. $d$ .

Th\’eoreme 10. Dans un espace accessible poss\’edant la propri\’et\’e
$(B)$ , les deux propri\’et\’es suivantes sont \’equivalentes;
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(1). Pour tout ensemble clairsem\’e $M$ , on a $M(S_{1})=0$ .
(2). Tout ensemble dairsem\’e est au plus d’ordre $\Omega$ .
D\’emonstration. (1) $\rightarrow(2)$ . Soit $M$ un ensemble clairsem \’e et

supposons, par impossible, que $M^{(Q)}\neq 0$ . Prenons un point $p$ de
$M^{(\Omega)}$ . Selon le lemme pr\’ec\’edent, le point $p$ est d’accumulation de
$N^{(\alpha)}(0\leq a<\Omega)$ et $N^{\langle\alpha)}\cdot N^{(q)}=0$ pour $ a\neq\beta$ . Par suite le point $p$

est de condensation de $M$ , ce qui est contraire \‘a la supposition (1).

(2) $\rightarrow(1)$ . Tout d’abord nous allons d\’emontrer que $M\cdot M(s_{1})=0$

pour tout ensemble clairsem\’e $M$ . Maintenant soit $M$ un ensemble
clairsem\’e et supposons que $M\cdot M(\star_{1})\neq 0$ . Prenons un point $p$ de
$M\cdot M(s_{1})$ et consid\’erons les d\’eriv\’ees $M^{(\alpha)}$ au sens restreint de $M$

pour tout nombre ordinal $a$ de seconde classe ou fini. En vertu de
l’hypoth\’ese que l’espace consid\’er\’e possede la propri\’et\’e (B), tous les
ensembles $N^{(\alpha)}$ , o\’u $N^{\langle\alpha)}=M^{(\alpha)}-M^{\langle\alpha+1)}$ , sont au plus de puissance

$\backslash ^{\backslash }0$ et par suite on a $p\in M^{(\alpha)}$ pour tout $a$ inf\’erieur \‘a $\Omega$ . Par d\’efini-
tion, il vient $p\in M^{(\Omega)}$ , ce qui contredit la supposition (2). Nous
avons ainsi $M\cdot M(*)=0$ pour tout ensemble clairsem\’e $M$ . Puis
nous d\’emontrons que $M(\backslash \backslash 1)=0$ pour tout ensemble clairsem\’e $M$ .
En effet, par impossible, supposons qu’il existe un ensemble clairsem\’e

$N$ tel que $N\cdot N(S_{1})=0$ et $N(r_{1}^{\vee})\neq 0$ . Soit $p$ un point de $N(S_{1})$ ;
alors l’ensemble form\’e d’un seul point $p$ est clairsem\’e. Comme on
sait, dans un espace accessible la somme $M$ des ensembles clairsem\’es
$N$ et $p1’ e$st aussi. Or, par d\’efinition de $M$ , on a $p\in M\cdot M(S_{1})$ et
ce qui contredit le fait d\’emontr\’e plus haut, $c$ . $q$ . $f$. $d$ .

En rapprochant les th\’eoremes 3 et 10, nous consid\’eronSi la pro-
pri\’et\’e (F) suivante:

$(F)$ . Tout ensemble clairsem\’e est d’ordre inf\’erieur \’a $\Omega^{*}$ , o\‘u $\Omega^{*}$

d\’esigne le plus petit nombre ordinal de quatri\‘eme classe de CAN $TOR$ .
Par rapport \‘a la propri\’et\’e (F), nous avons un th\’eor\’eme suivant

qui est pr\’esque \’evident:

Th\’eoremel 11. Pour qu’un espaee (v) jouissant d’une des propri\’et\’es
$(B)$ et $(D)$ soit $\backslash ^{\backslash }p.$-hyper-condens\’e en $soi$ , il $cst$ n\’ecessaire et suffisante
que la propri\’et\’e $(F)$ soit v\’erifi\’ee par l’espace consid\’er\’e.

D\’emonstration. Il est \’evident que la propori\’et\’e (F) est n\’ecessaire.
Nous allons donc d\’emontrer que si l’espace poss\’ede la propri\’et\’e (F),
il jouit aussi de la propri\’et\’e $S_{2^{-}}hyper$-condens\’e en soi.

Or, sans perdre la g\’en\’eralit\’e du raisonnement, nous pouvons
supposer qu $e$ l’espace consid\’er\’e jouit de la propri\’et\’e (D). Soient II
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un ensemble clairsem\’e et $M^{(\alpha)}$ la d\’eriv\’ee au sens restreint d’ordre
$a$ de $M$ . Si l’on d\’esigne par $\gamma$ l’ordre de $M^{\cdot}$, selon la propri\’et\’e (F)
$\gamma$ est un nombre ordinal inf\’erieur \‘a $\Omega^{*}$ , et on a $M=(M-M^{(1)})$

$+\Sigma(M^{(t)}-M^{(t^{L}1)}\sim)$ , et chaque membre droit de cette \’egalit\’e est
depuissancel\leq \‘e<\mbox{\boldmath $\tau$} $S_{1}$ selon la propri\’et\’e (D). Par cons\’equent la puissanee
de $M$ est au plus $s_{1}$ ; donc l’espace est $\epsilon_{2}$-hyp$e$r-condens\’e en soi,
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Remarquons enfin que, comme on peut voir, la propri\’et\’e (F) est
analogue \‘a la propri\’et\’e (4) du th\’eoreme 2, qui $e$st \’equivalente a la
propri\’et\’e (C), cependant la premiere est plus faible que la seconde.
En outre, on peut montrer qu’il $y$ a un espace accessible poss\’edant
la propri\’et\’e (B), mais, ne v\’erifiant pas le premier $axiome\backslash $ de s\’epara-
bilit\’e et ne jouissant pas de la propri\’et\’e (F). Nous aboutissons donc
n\’ecessairement \‘a une question importante par rapport au th\’eor\’eIhe
3; Quel r\^ole joue le premier. axiome de s\’eparabilit\’e dans un espace de
HAUSDORFF ?


