CONTRIBUTION A LA THEORIE DES ENSEMBLES
BORELIENS ET ANALYTIQUES, 11

Par

Kinjiro KUNUGUI

) § 6. Generahsatlon du Theoreme de sections fermees (sulte)

Soit M un ensemble situé dans le plan OXY. Nous avons désigné
par 4(M) Yensemble de tous les points 2 de I’axe OX jouissant de
la propriété suivante: la section de M engendrée par le point (z, 0)
‘(c. a d. la partie commune a I’ensemble M et &4 la- droite paralléle
a 'axe OY passant par le point (x, 0)) est un ensemble ., non vide.
A ce propos, nous avons montré (le théoréme 6) que 1’ensemble (M)
est toujours un complémentaire analytique, s1 M appartient a la
fois aux familles F,s et Gso . _

Nous allons généraliser encore ce théoréme. Comme auparavant,
désignons par Fz la famille de tous les ensembles boreliens qui se
trouvent sur I'axe OX et par & celle de tous les ensembles ouverts
situés sur I'axe OY . Notre généralisation s’exprime comme il suit:
V’ensemble 4(M) est toujours un complémentaire analytique, si M
appartient a la fois & (Fax ®)sso et & (Frx ®)esos -

 Nous allons démontrer d’abord un lemme sur les ensembles
développables. Soit F' une famille de sous-ensembles d’un ensemble
K d’éléments quelconques. Un ensemble A sera dit développable en

serie alterneée d’ensembles d’une famille F (décroissants),”si ’on peut
poser :

A =A0~A1+A2——A3+ "+A Am+1+‘°‘+A2A“A2A¢1+
1< 2a+1 <'Y<-Q

ou A. sont des ensembles de la famille F' tels qu’on ait 4.2 A; pour
tout @, 8B, «a<B, © des1gnant le premier des nombres ordinaux de
la troisiéme classe.

Lemme. Deszg'nons par @ la fa/m'blle de tous les intervalles de
BAIRE. Alors tout ensemble E du plan NxN© appartenant d

‘ (1) N est I’ensemble‘de tous les nombres irrationnels entre 0 et 1.
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(T % Ooso * (Fp X P)esest® (le complémentaire étant pris par rapport d
lespace Nx N) est développable en serie alternée des ensembles de la
famille (Fp % P)os . ‘ : o ,

Démonstration. Nous allons voir que 1’ensemble E peut étre
écrit comme il suit : ‘

E,=Eo—'E1+E2*E3+""+E2A—Eznl+“" , 1< 2a+1 <y < @2,
E.c(¥sx 9)os, E.2E; pour a<B8. - .

M. W. SIERPINSKI® a montré que si les ensembles E, E7' et HZ
(m,n=1,2,8 ...) sont des ensembles satisfaisant aux conditions:

Er 2D E™,;, pour m et n naturels, H* T H™, pour  m et n

n+l

naturels, 5 H» D SHr* pour m=1, 2, 3, ... et E=35 1 Ep
. e

w© o m= n=1 m=1n=1

"= 11 ¥ H”, nous avons

m=1n=1

lim (E1HI+EZH:+---+EHY) = E.

E &tant un ensemble de (Fg x @)ss0 , nOus pouvons poser d’abord

E= 5 [1 Er, Ere@sxo),.

. m=1n=1
Or, le produit d’un nombre fini des ensembles de Fgx @, appartient

aussi 4 Fax @. et par suite la famille (Fr x @), jouit de ld méme
propriété. Done, nous pouvons supposer qué nous. avons toujours

Em> Em, pour m et » naturels.

D’autre part'_, comme FE appartient égallement a (FB % P)esos , £ peut
étre écrit: FE = 1]1 H™ Hm™e(Fpx P).50. La famille (Fsx s étant
S-systéme, (s x @50 est multiplicative(a) . Done, nous pouvons sup-
poser que nous avons toujours ‘ ‘

(1) F étant une famille d’ensembles quelconques, F. désigne la famille de tous
les ensembles ¢complémentaires & ceux de F'. ’

(2) W. SIERPINSKI; Sur les rapports entre les classifications des ensembles de
MM. F. HAUSDORFF et CH. DE LA VALLEE PoussiN, Fund. Math. ¢. XIX (1932),
p- 258. , : ‘ « ' ‘
(8) La famille F' s’appelle 3-systéme, si tout produit d’une infinité dénombrable
d’ensembles de F' appartient 3 F'. F s’appelle multiplicative, si tout produit d’un
nombre fini des ensembles de F' appartient 3 F'. Si F gst miiltiplicative, F' l'est
également. Enfin, F s’appelle anneau, si elle jouit de la propriété suivante : toute
somme et tout produit d’un nombre fini d’ensembles de F* appartiennent & F'. Voir
p. ex. H. HAHN: Reelle Funktionen, Teil I, Leipzig. 1932, p. 10-17. :
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H’”‘DH""”, pour m=1, 2, 8, ....

D’ allleurs nous pouvons poser encore: H™ = > H:{‘, H™e (¥ X P)os .

Comme la famille (Fgx @)ose = (Fux D)o oSt multlphcatlve il est
permis de supposer que nous avons toujours H™C H™,, pour m
et » naturels. Par conséquent, d’aprés le théoréme de M W.
SIERPINSKI, nous avons : _

' lim (B H +EH:+ - -« + ErHY) =

n->o00

L’inclusion (Fs x @), < (Fe x @) ou Fx @ (B x (0)c.s montre que
la famille (s % @)os(Fp % P)oss contient (Fe x D)o et (Fe x P)es . Cette
famille (Fp % P)os- (Fr % P)oss est un anneau® avec (Fpx@)s. Par
suite, I’ensemble M, = ELH!+E:H?+ E"H ~ appartient a la
famille (%B x @)oa . (%B x (D)caa .

Or, I’ensemble M, appartenant a (Fgx @)os- (Fr X @P)eso, NOUS
pouvons poser : ‘ ‘

M= 1 3 M), M= AS,x B ;

»=1gq

OM. = 17, F 50, 8§, = Cifhx D,

EMS

ou A", C{v, sont des ensembles boreliens et B{",, D), désignent des
1ntervalles de BAIRE. . Nous pouvons supposer que M, 8¢ et les
intervalles de BAIRE B, D{?, satisfont aux conditions suivantes :

@1°) M- M7y =0, S57)-Sim =0, pour tout g=g¢’.
(2°) Les ordres de B, et D, sont au moins p .

Posons d’abord v _ L

Lf'}zi L, ..., M('n) M(n) . M(nl

1, I 2,1, i’

-

. " / |
Thylr o te = g, . (S8, (k=1,2,8,...).

1’ 1
Ces ensembles satisfont alors aux inclusions :

L%'}l; lﬂ’ ceey lle Lf:b; l?, ._\.'l,lk’ lkl-l T(l"lb)v l2; ceey ZIGQ T%;")l2.: ceey lk’ lk‘H

’

(l].»,+1 = 1, 2, 3, .o .) )
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et pour i =F1; on a
I TNE T SRR S SRR AN A N A
L™ *e Lgi F=0; To;” k'T(la'Lz boees e =0,

Par suite, nous avons

o z,z,...,zk‘_ | Lolyy onn
S8 Le ™ =n X Lgyvoctr U,

’ CMn—Z TllylZ;-..,l]c_.:;,I > Tl],lg,...,lk
VEN k=1 k=1 - (m) ’

Comme produit d’un nombre fini des ensembles de la forme Fex P,
nous pouvons encore écrire ;

K

L,ley cois e . Al le, onnh d i, loy oony ‘
L3 ™ b =AG" k"‘B&)l' o b

A AU MU N RS ol ones
T F=Ca™ *x Dgi” *

ou Al b vees b g Cl"l2"“ l’j sont des ensembles borehens, et

Bf;,; loy oees Dl" l2y .-+ 6 gesignent des intervalles de BAIRE. Il est
évident que . ‘
. ) , ' » .
38°) dés que (i, L, ..., W=+=W, L, ..., i), nous avons
Lz,,zn,...,zk Lll’ zé,....z,’c=0, Tzl,zo,.. e Tzl,zz,...,z;c,_o.

(4°). les ordres de Bll’ by oo b , Dl" by voes b sont .au moins k
Les ensembles Afln’, by oesli ot Cll’ L, --+» U gtant boreliens, ils peu-
vent &tre posés comme il suit: -

_ &~ b o

Aﬁljlz,...,lk ._. by ﬁEll,lg,k...lélk
VENK=1 (N); M1, M2, ..., Mg/

Loley o)l =R R
Cl' k= 3 I F7 2 y 0
VEN k-1 (n); nf, n§, ..., nfr’

y=(nf, nk ..., mf, ...) .

ot les ensembles El“l“,;";cl" k> Fll’l“,;“;cl" » sont des
(n); ny, ng, ..., Wi n); ni, ng, ..., Nk -

intervalles de BAIRE, qui satisfont aux conditions :
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(5°) les longueurs des intervalles

ll,lg,...’;;k " Fll,lz,k...};lk vk
’
(n);nllm’°-"nk' ) (n);nlynZv“'ynk’

sont puls petltes que 1/(lc+lc’)

©) Bt gk
(n); n1, nz, ..., ng ()5 n1, n2, ..., nera1

) » Fll,.l2"..]:;lk kQFll,.lg,...,klk k
n): n1,ng, ..., nir (n); n1, mz, ..., ng+1

np.a.=1, 2, 3 el

(7°) pour deux nombres dlﬁ"erents v et v, nous avons toujours

T ph, ! ! I, 1 4 ‘
B 11.27 .’”;ck % 'El,.gik“—.—l’c k & =‘.0’
-1 (m); ni, ng, ..., ng- n); 7, nz, ..., N
7 1, L l l,! Iy
IIFI,’Z’IC'"I;]? & °F1,_2.:],;.:_’kk ke =O.
=1 (n); n1, ng, <o it (n)’ Ny, N2y ooy, NE’

Définissons maintenant deux schémes de SOUSLIN :

L,l, .,
G(’n) =El1:l2;--'7lk xBl’ 2 ’ .
pl’pg’.'.’pL (n);ni‘;vng""’nk' ’
(n) b, s, .o, Li,l, oo, lp
s oo = Pl <Dt

et posons enfin

(1) g L= (X(n) (n) (n)
G”l» 2,-'--,?L_GP1 G1 pg‘l"Gpl,pz,...,er
Hm* = M, H"” H®

pl,“pz, ...,pL pl pl p b ﬂl,pg, ...,pL’

ou p.{L=1,2,3,...) et lr, mf se correspondent d’une maniére que

nous avons définie dans § 3.
Soit Z™ ’ensemble des nombres irrationnels ==(p, D25 -ees PL, ...)
(n)*

tels que Go'o,, .. pL=l=O quelque soit L. L’ensemble 17 Gpl, D, .. , DL,
se réduit a un pomt que nous pouvons désigner par gn(qr) gn('rr)

(1) Contribution & la théorie des ensembles boreliens et analytiques I, Journal
of the Faculty of Science, Hokkaido Imperla.l Unlversny, Series I, Vol. VII, 1939.
p. 176. )
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est une fonctlon continue, qui fait correspondre Zm et M d’une
maniére biunivoque. De méme, soit T™ I’ensemble de tous les
nombres 1rrat10nne]s 7 tels que pr”';, ,.,..,pL=l=0 quelque soit L.
I’ensemble II H(ln ) fog, ...,pr, S€ redult a un point que nous pouvons

désigner par kn(w-) h.(w) est une fonction continue, qui fait cor-
respondre T'™ et CM, d’une maniére blunlvoque

Etant donné un systeme d’mdlces (l1 , Is, ..., lx), -appelons noyau'

partzel de M, et désignons par M 1y ls» ---» I Pensemble-noyau du
systéme de SOUSLIN : Lll’ by - l’“ml' Mys oo ME 0 4 d.
Mf«lnilz,.‘.,lk» =E Lll,lg,...,lk,”ﬂl,n’lg,-..,’n'Lk'

V-GN’G'-I
i .#=(ml’”,"2’m3""")‘

- 11 est évident que ces noyaux M l" by - l’f appartiennet a la
famille (Fg x @)ss . Or, I'ensemble M, M FLTRETRY est le' noyau du

systéme de SOUSLIN -L,,ll’ By vees b défini de la maniére suivante:
x ’ P / ,
L ll, lg,... lk=Lf:}c,,; lz,f“’.lk- ) ‘ . . .

pour (5, 8, cees B F Gyl e, B

4 ’ 4
L?Yf)l’lz".“’lk:() pour (l{a lé’ e ey ll::) = (llv l2; e ooy llc)-

‘Done, ’ensemble M,,—Mby 22 - + U gppartient également & (Fg X @)os.
Comme CM, appartlent egalement a (FexPos, e& comme cette
famille est un anneau, M 1y 2 oo b appartlent. a (¥ x Pos*
(%B X @).s - v N | |

Les fonctions o,(f) et «}rn(t) possedent la propriété suivante :
lorsque ¢ parcourt la portion de Z™ ou T™ contenus dans l’'inter-
valle de BAIRE &p,, »,, ..., oy (L =2m—1), les -valeurs de @n(t) ou de
yr1(t) forment Justement I’ensemble

x> 1] Lll,lz,...,lk,ml,ﬁ?,g,..-,mk"
ueNk’ )

ou :
EH Tl,,lz,...,lk,ml,mg,...,‘mk'.,
wEN K '

Et, ces ensembles appartiennent 4 la famille (T % @)os(Fr X @)oso » -
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Désignons par U™ 1’ensemble des nombreg irrationnels de l’inter-
valle 1 <t <2 congruent a T™, et par E™ la somme Zm 4+ gm
Les ensembles E™ sont topologiquement complet, séparable, o-dimen-
sipnnel, et Z™, U™ gont fermés et ouverts dans cet ensemble.

Les fonctions @,(t) et () nous donnent alors une fonction
continue f,(t) définie sur E®, qui fait correspondre E®™ et
M,+CM, = N x N d’une facon biunivoque. Considérons dans 1’espace
E. de M. FriccHET ’ensemble C=E® x E@ x E® x ... . ' Ce
produit cartésien C des E™ est topologiquement complet séparable.
Etant donné un point + = (1, t2, £z, ...) de C, posons h,(v) = fo(t,)
et ‘désignons par T 1’ensemble de tous les points de C tels qu’on ait

hl('T) = ]’Lz("r) = hg('r) = ;. .

Posons A(r) = hi(7) pour 7€ T. Comme ’ensemble T est fermé rela-.
tivement a C, T est lui-méme topologlquement complet séparable.
La fonction h(r) fait correspondre l’ensemble T et I’espace Nx N
tout entier d’une facons continue et biunivoque.? '

E 2 H Mn+z = H Y‘ Mn+i

n=1 2=1 n=1 '1,=1
et par suite
WE) = 2 IR (Mard) = . Zh7(Masi) -

n % n=1 ¢=1
- D’autre part, nous avons ,
BN Mpsi) = T+ (SO SO x « - - x S0 x NOw) x SntiD xc o.)

ou S"”’ désigne I’ensemble de tous les nombres irrationnels de 1’1nter-
valle 0 <t<(2 et N™ = N (n étant un entier positif quelconque).
Done A'(M,.;) est un ensemble fermé et ouvert relativement a T
pour tout n et ¢ naturels. Par conséquent l’ensemble h™'(E) est un
F, et Gs relativement d 'ensemble T . ‘

Donc, ’ensemble A }(E) est développable en série alternée des
ensembles fermés relativement a T :

h"(E) = Fo—F1+ Fo—F3+ -+« + Fox—Faa+ - -
’ 1<22+1 <y < 2,

1) Voir N. LusiN: Les ensembles analytiques, p. 120 ; C. KURATOWSKI, loc.
cit., p. 230. . ' :
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ou les ensembles F. sont décroissants. La fonction h(r) étant biuni-
voque, nous pouvons poser ‘ :

(1) E = k(Fn)-h(FO-!-h(Fz)*-h(Fa) S R +h(F21)‘h(F2A+l)+ .o

Considérons maintenant I’ensemble Nx N—wF,) =nT—F,). -
L’ensemble T—F. est ouvert relativement a4°T. Donc T—F, est
une somme d’une infinité dénombrable des ensembles de la forme:

X, X e X ) \
T(az%,z},,.. [ O S 851,12,...,1,’? _
x Sm+1) 5 Smi2) 5 .. )
= E(l) x S @ x .
T(Sl}y l%’ coey l%rl2’ .. li E
xS -E(m>><‘S(m“)xS(m+2)x )
ll)l2’°-~:ll::n
- ou 81 i (¢=1,2, ..., m) sont ou bien des intervalles de
' y e

BAIRE, ou blen leure congruents contenus dans 1’1ntervalle 1<t<2.
Or, cet ensemble coincide avec ‘

T(3 . I,E(I)XS(2)><S(3)X---) (S(l)x5 le(2)~xS(3l---)

ll,lz,...,lk 3,8,...,0

(Su)xs(z)x cee x SOD 5§y s B 5 SOmtD 5 )

b, L ..., I

Et d’autre part,
nl T(S(DxS(Z)x ciex 6D x5 . B x S6HD 5 )
l . ll,l2;"-1lic .
= {8 g, .
En effet, pour tout point ¢; de Slf,li, o lz"-\E(i) ()5 =1,2,8,...,m),

il existe une suite de nombres irrationnels ¢, &, ..., tic1, tivt, o-- .
telle que fi(t;) = fi(t) = f;(tg) = ... . Par suite,

i
/

lz-E(i))-},, i=1,2,3, ....m.

.9
’

h{T(S(l) >< S@ xv.. x S“*l) % a ;e E® x SG+D 5 oo )-}

B, 1%, ..., 0

S5 (s L+ EO)

lir l2’ ceey Uk

d’ou s’ensuit immédiatement 'l’identité de ces d'eux' ense‘n‘ﬁbles‘.
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Enfin, 1’égalité

A(s E9) = o - 20)

. (s. . @
G, %, ..., 0L , *( 0, %, ..., 0% k_U )

G,4%,... )1
mpntre que cet ensemble appartient a la famille (Fz x @) o5+ (& x @)ss0e
Comme (Fr X @)os - (Fz x ?).5, est multiplicative, ’ensemble
f
hy (8,

X8, g X *es X
l1,l2,.. . ll,lz,..., A A

x Sm+1) 5 SOm+2) 5 .. )

lui appartient également. Par conséquent, 2(T—F'.) est un ensemble
de- {(%Bx D)os * (Fp x (D)cs,,}t, = (Fpx ?),50 . 1l s’ensuit que h(F.) ap-
partient a (¥Fsx @),5. Ainsi, la série alternée (1) donne un dévelop-
pement que nous avons désiré.

Le lemme établi nous permet de généraliser le Théoréme 7
comme il suit: ' |

Théoréme 8 (de sections F,). Soit M un ensemble plan qui
appartient a la famille (Fzx ®)oso (Fn X ®)oses. Alors, I’ensemble
A(M) (Voir la définition du Théoréme 6, ou le commencement de ce
paragraphe) est un complementaire analytique. :

Démonstration. Rangeons, tout d’abord, tous les nombres
rationnels en une suite simple: 71,72, 73, cev, Tn, ... . Soit WM
’ensemble de tous les points (x, y) de M, tels que la droite paralléle
a 'axe OY, passant par le point (2, ), coupe M en un ensemble F,
non vide. Nous avons vu® que M est un complémentaire analy-
tique. La partie commune & la droite y = r, (paralléle & 'axe OX) -
et a ’ensemble IR est donec un complémentaire analytique. Désignons
par A, la projection de cet ensemble sur I'axe OX. Nous avons
alors I’identité :

J(M) 4{M-(0X xN)} + ¥ A,

Ceci montre que nous pouvons supposer, sans réstremdre la
générahté, que M est situé dans le plan Nx N et appartient a la

fois 4 (Fax @ )ose €t & (Fax & )oso, 0U & désigne la famille de tous

‘les ensembles ouverts par rapport 4 N. Comme nous avons

‘(1) Corollaire du théoréme 5. Contribution i la théorie des ensembles boreliens

et analytiques, I, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperlal University,

Series, I, Vol. VII 1939, p. 161-189.
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\

(Fex &) = (%Bx ?)s, M peut &tre supposé appartenént a ia fois a
(%}B x @)oso €t A (Fr % D),505 (le complementalre étant pris par rapport
a NxN). ,
M étant un ensemble de (%}B X D)oso - (Fr X D)os0s 5 11 est developpa-

ble en série alternee dénombrable. (transﬁme) d’ensembles (Fg x @)qs .

(2) M= AOf“A1+A2*—A3+"-°' +A2A.‘A2J\+1+"' ,
' I 2a+1 <y < 2

A tout point x de la projection de M sur ’axe OX, correspondent
des nombres ordinaux « tels que la projection de Az— Ay sur 'axe
OX contienne le point . Soit a0 = a(x) le premier de ces nombres.
Or, ’ensemble CAs.; appartenant & (¥ x @),5, , nous pouvons poser :

. oo : e .
CAzn.1 = 21 Firni An—Ana =2 B, ,, By,= Ap -, ‘
‘n= . :

n=1

ou Frn» appartient a (%Bx(&)ca, et par suite B, ,€ (Fz*x®)os.

Si la section de M engendrée par (x, 0) est un Fo, la section de
Bo,y, n (a0 = a(x)) engendree par (z, 0) ’est également En effet, nous
avons d’abord

(x X OY) M = (x X OY) (A?ao A2a0+1+ A2a0+2 A2ao+3 + )
et d’autre part A, étant decrmssants ‘
( 3 ) (x X OY') . M- CA2¢0+1 = (x x OY) ‘ (A2u0 ‘A2¢0+1)

, @ xO0Y)-M est un F, d’apres lhypothése et d’autre part
(xXOY) CAzayi1 = (xxOY)Fao,n est un F, également. Done, le
membre droit de" (3) est un F,. Par suite, (xxOY)Bsy,n =
(xx0Y)(A2xy— A2ey+1) Foy, n est un F,. D’ailleurs, il existe au moins
un indice n, tel que (xxO0Y)Be,,n soit non v1de Cela revient 3a

dire que 4(M) est contenu dans I “A(B; n)s d’ou I égahte
. 1<22+1< Y n=1

(4) A =005 S B} .
. 1<2A+1<Y n=1
Or, d’aprés le Théoréme 5 et le Théoréme 6, les ensembles 7 (M )
et A(Bax,n) sont des complémentaires analythues Ainsi, la formule

(4) montre bien que 4 (M ) est un complémentalre ana]ythue
- e¢. q. f. d.

.
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'§7. Les ensembles atomiques des cribles.

Un ensemble plan C sera dit c¢rible plan (d’aprés M. N. LUSIN),
s’il est une somme d’une infinité dénombrable des ensembles boreliens
situés sur les droites paralléles a 'axe OX (le plan étant OXY).
Nous supposons de plus (ce qui n’altérera pas la généralité) que ces
droites passent les points rationnels (0, y). Etant donné un point
(%, 0) de I’'axe OX, nous appellerons ‘‘section”’ de C engendrée par
(z, 0), la partie commune de C et de la droite paralléle 4 I’'axe OY,
passant par le point (x, 0). « étant un type d’ordre dénombrable,
nous désignerons par e, la somme de tous les points (x, 0) qui en-
gendrent les sections de C du type d’ordre « suivant la direction
positive de ’axe OY. A chaque ensemble @ des types d’ordre
dénombrables correspond alors un ensemble-somme E(@) de tous les
ensembles ¢., la sommation s’étendant a tous les « de @.

On sait qu’en particulier si @ se constitue de tous les nombres
ordinaux « de premiére et de seconde classe: 0<a< £, 'ensemble
E (@) est un complémentaire analytique, et les ensembles €.(0 < a< 2)
sont des ensembles boreliens, —résultats dis a M. N. LUSIN.

M. C. KURATOWSKI?) a étudié systématiquement les ensembles
E(®) (en se bornant au crible de M.H. LEBESGUE), et a donné une
des leurs classifications.? Comme l’ensemble e. (a étant un type
d’ordre dénombrable arbitraire) n’est pas divisible dés que le crible
soit ‘fixé, nous ’appelerons ensemble atomique. M. C. KURATOWSKI
a démontré® que tout ensemble atomique eést analytique, et a posé
un probléme: si cet ensemble n’est pas nécessairement borelien?
Tout de suite aprés, M.S. HARTMAN a repris ces études, et a
montré @ que I’ensemble atomique &, est toujours borelien pour tout
a tel que m(a) < %o, en désignant par m(e) la puissance de ’ensemble
de toutes les transformations biunivoques et semblables® d’un en-
semble ordonné du type « en lui-méme. M. S. HARTMAN a remarqué
d’ailleurs que cette condition: m(z) < %, n’est pas nécessaire pour

(1) C. KuRATOWSKI: Sur la géometrisation des types d’ordre dénombrable.
Fund. Math. t. XXVIII. p. 167-185.

(2) ihid. pp. 169.

(3) "ibid. p. 173.

(4) S.HARTMAN: Zur Geometrisierung der abzihlbaren Ordnungstypen, Fund-
Math. t. XXIX. p. 209-214.

(6) Une transformation b1un1voque et semblable est celle qui fait correspondre
les éléments de deux ensembles b1un1voquement et qui conserve les relations
d’ordre. |
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que l’ensemble e. soit borelien®, et il a laissé ouvert la question:
quelle est la condition exacte pour que e. soit borelien? ou bien,
n’est-il pas toujours borelien? Or, nous allons.montrer que 1’en-
semble e, est toujours borelien. :

Théoréme 9. Pour tout type d’ordre dénombrable a, lensemble
atomique est touyou'rs borelien.

Démonstration. La méthode de M. N. LUSIN pour montrer que
les constituantes &, (0 < o < ) des complémentaires analytiques sont
boreliens est basée sur le principe d’induction transfinie®. Tandis
que celle de MM. C. KURATOWSKI et S. HARTMAN fait appel au
theo_reme de projection. Notre méthode n’est qu’une précision de
celle de ces deux mathématiciens varsoviens. '

Soit « le type d’ordre dénombrable donné. Rangeons tous les
nombres rationnels en une suite déterminée: '

(1) @), 7@, @), .un, ), ...

‘On sait‘ bien qu’il existe un ensemble E ‘des nombres rationnels
ayant le type a. Les nombres de E forment une suite partlelle de
(1) qu’on peut désigner par

(2) v, 7‘(%2)', r05), e, TOW), ... A
| 1< mg < mg < e << e

Nous disons que deux indices %, et k. sont congruents s’il existe
une transformation biunivoque et semblable de E sur lui-méme, qui
fait correspondre le nombre r(n) & r(nz,), et nous le désignons par
ki~ks. Nous pouvons dire immédiatement que 1) k~k; 2) si ki~ks,
alors ke~Fki; 3) si ki~kz, ka~ks, alors k1~ks. Donc, les indices (2)
se groupent en classes déterminées des indices congruents. Deux
classes différentes n’ont aucun indice commun. ‘

Nous disons encore qu’étant donné umr nombre fini d’indices
‘ 0
(3) 29 2 9 Ag’ cee y kgn’

deux indices k’ et k'’ sont congruents relativement aux systémes (8),
s’il existe une transformation biunivoque et semblable de E en lui-

(1) 11 suffit de considérer le cas ol « est le type 7 de l’ensemble de tous les

nombres rationnels.
(2) N.LusiN: Lecons sur les ensembles analythues et leurs applications,

Paris, 1930, ‘p. 188.
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méme qui fait correspondre le point #(ny) & r(ny-) et laisse les
points r(ng) (¢ =1, 2, ..., m) invariables. '

Considérons maintenant I’espace OXYZ a trois dimensions, dont
Paxe OX se constitue de l'intervalle N: 0 <x <1 formé de tous
les nombres irrationnels entre 0 et 1. Nous allons construire, avec
M. N. LusiIN®, une suite de fonctions z= fi(z) (k=1, 2, 8, ...)
définies et continues sur N, et dont les images ILi, L2, ..., Lz, ...
jouissent de deux propriétés suivantes:

1°) si r(n) <»(ny), < =!;j la courbe L; est entierement au-dessous
de la courbe L;.

20) Quelque soit un ensemble e forme de points rationnels et
semblable a l’ensemble FE', il existe un point irrationnel z, tel que
les points-intersections des courbes Li, Lz, ..., Lz, ... et de la
droite z = x, forment précisément 1’ensemble e .

La fonction z = fi(x) dont I'image est la premiére courbe L:
sera définie de la maniére suivante: fi(x) = r(mi) pour tout z= de
Smy(mi=1,2,3,...). -Supposons que nous ayons déja défini les
fonctions fi, f2, ..., fx-1 définies et continues sur I’ensemble N tout
entier. Nous supposons que la fonction f;(i =1,2, ..., k—1) est
constante dans les intervalles de BAIRE d’ordre ¢ et ne posséde que
des valeurs rationnelles, et que les courbes L;(i =1, 2, 3, , k—1)
qui sont images des fonctions f; jouissent de la propriété sulvante:
la position mutuelle des courbes L;, Ls ..., Ly-1 est la méme que
celles des points rationnels » (1), r(nz), ..., r(ng-1), supposés d’étre
situés sur I'axe OZ. Pour définir la fonction f;, dont I’image est
la courbe Ly, considérons la suite des intervalles de BAIRE d’ordre % :
OMy, Mgy vuvy Mimy, 15 OMy, Mo,y «vvy Mhogy 25 = oo s Sml,m2, ey Mg, My oens
Or, tous les nombres rationnels situés dans la méme posmon par
rapport aux fi(dm,), fo(®m, ,my), .., foiSm,, ms, ..., mss)® que le
point 7(nz) par rapport aux points r(ni), 7(nz), ..., r(ne-1) forment
une suite partielle de (1), qu’on peut désigner par 7, 75, ..., Vo, »

.(mx=1,2,8,...), en les numérotant d’apres les ordres des
termes qui se trouvent dans la suite (1). Nous poserons fi(x) = r;;Lk
pour tout x de &m,, m., ..., mz. La fonction f; est ainsi complétement
définie et continue dans N puisqu’elle est constante dans les inter-

(1) La construction des éourbes L,,L,, ..., Lp, ... . a été donné par M.
N. LusiN. Voir N. LusiN loc. eit. p. 211.
@) fiCmyy mes ..., mi) désigne la valeur de la fonction - f;(x) pour‘

X€8my; me, ---, mg qUE NOUS avons supposée constante.
i
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valles de BAIRE d’ordre k. La position mutuelle des courbes
Ly, Lz, :.., Ly, est la méme que celle des points r(n1), r(na), ..., r(nk).
Eta/nt donne un ensemble e formé des points rationnels, semblable
a l’ensemble FE, nous désignons par M(e) I’ensemble de tous les
nombres irrationnels xz,, tel que les points-intersections des courbes
Ly, Lz, ..., Ly, ... et de la droite z = 2y forment précisément ’en-
semble ¢.. Comme M. N. LusIN Pa montré, ’ensemble Mi(e) n’est
pas vide. - En effet, il existe une transformation biunivoque et
semblable de E en e. Désignons par ¢(k) le nombre de e qui
correspond a 7(nz) de E. Il existe alors un et un seul intervalle de
BAIRE om,, my, ..., mp (k=1, 2, 3, ...), tel que fk(Sml,mg, ..\.,m}k)
= {(k). Le point irrationnel (m;, mz, ..., ms, .».) appartient a
M(e) . _

S’il existe deux points x, et ) tels que les sections de la réunion
des courbes Li, Lz, ..., Lz, ... qu’on désignera par S, engendrées
par 1é point x, et ) donnent un ensemble précisément identigue 4
e, nous avons deux correspondances biunivoques et semblables entre
E et e. Supposons le point (k) de e correspond a r(nx) et a r(ny)
par ces correspondances. En faisant -correspondre 1’indice %k a k’/,
nous obtenons une transformation biunivoque et semblable de E en
" lui-méme.’ : :

Inversement, s’il existe une correspondance biunivoque et sembla-
ble de E en lui-méme, nous-avons deux points différents de M(e).

Maintenant, passons a la construction d’une suite des surfaces
situées dans I’espace OXYZ, que nous appellerons ensemble de simili-
tude. - 11 dépend du crible donné. Soit C le crible donné que nous.
.supposons situé dans le plan OYZ. C est formé d’'une somme d’une
infinité dénombrable des ensembles borehens qui sont situés sur les
“droites paralléles 4 I’axe OY dont les hauteurs sont des nombres
rationnels. Nous désignons ces ensembles boreliens par

!
(4) | L O1y, G2, OBy eoe, On,

dont les hauteurs peuvent étre supposées égales. respectivement a
rQ), »@), ..., r(n), ... (¢ pPeut étre un ensemble vide). \‘

Notre ensemble de s1m111tude se compose d’une lnﬁnlte denombra-
ble des surfaces qu’on des1gnera par :

(5)  Fi, FY, F», F¥, ..., F., F¥ ....

Voici leur construction :
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| ‘Désignons par R I’ensemble de tous les points (, v, 2) de 1’espace
OXYZ dont les coordonnées z sont rationnelles (x désignant les
nombres irrationnels entre 0 et 1, tandis que y sont des nombres
réels). ' : ,

- 1°)" Premier procédé. La surface F est définie par F) = L1 x OY.
Désignons I’ensemble Sx OY par G, et supprimons tous les points
(¢, y, 2) de Go—F, tels que x€dm,,ms,ms, ..., mx, K>1, yeOY,
2 = fr(®m,, m,, .. mk) , et satisfaisant aux conditions: 1) k~1; 2) il
existe un mdlce m! tel que z = f1(8m1) = fx (Sml,mo, ..., my) €t que
mi<mi. Désignons le reste par G;. :

2°) Deuxiéme procédé. Considérons ensuite 1’ensemble OX x oy
dans I'espace OXYZ . Cet ensemble sera des points communs avec
G\, La section de cette partie commune avec la droite y = %o,
z = r(1) telle que le point (yo, 2) appartient & o1 ne dépend pas de
Yo. Cette section (ou la projection de cette partie commune sur le
plan OXZ) se compose d’une infinité dénombrable des intervalles de
BAIRE dans la droite z = r(1) située dans le plan OXZ, qui constituent
des segments des courbes considérées plus haut. Dans chaque inter-
valle d’ordre 1: 3m,, supprimons tous les intervalles ainsi obtenus:
Smy, mo, my, ..., mp, k>1, §'ils possédent un intervalle -également.
ainsi obtenu d’ordre inférieur k&’ qui est congruent a k par rapport
a 1. Désignons le reste par Ti(1), et posons Fy} = Ti(1) x (Proj de
0'1) . y - s ‘
'8°) Troisiéme procédé. Désignons par Gz I'ensemble exprimé
par { R—(0OX xoy)) 'G1+F1*. Définissons d’abord la surface F: par
F;= G2-(L:x0Y). Supprimons ensuite tous les points (z, ¥, z) de
I’ensemble G:— F> tels que x € &m,, my, ..., mx, k> 2, y € la projection
de o1 (sur Paxe O0Y), z=fp(dmy, my, ..., ms) et satisfaisant aux
conditions :"1) il existe un indice %’ (k’>2) tel que &my, ms, ..., my
est un intervalle de ’ensemble T:: 2) k~2, par rapport a 1 et ¥/;
8) il existe un indice m; tel que z = f2(8my, m) = fu(dmi, ms, ..., mi).
et que mh < ms,. :

Supprimons enfin tous les points (z, y, z) de 1’ensemble G:—F>
tels que z € dm;, mq, ..., ms , k> 2, y n’appartiennent pas & la projec-
tion de o1 (sur l’'axe OY), et satisfaisant aux conditions: 1)
k~2(k>>2) par rapport a 1; 2) il existe un indice. m} tel que

(1)» Nous supposons que s, n’est pag vide. Si o, est vide, nous pouvons omettre
le deuxiéme procédé. Dans ce cas, la surface’ Fy{ est vide.
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2= f2(Om,, m) = fi ®my, mq, ..., mz) et que mj;<me. Désignons le
reste par Gs.

Supposons que nous ayons défini les surfaces F,_i, F}, et les
ensembles Gs,,_3. '

4°) 2n—1-iéme procédé. Désignons par Ge,-2 I’ ensemble exprimé
par {R—(OX xan.1)) - Gons+F,5 ;. Définissons d’abord la surface
F, par F, = Gan—2(Ly x OY) Considérons ensuite les points (z, y, z
de ’ensemble Gs,-2—F, . A la coordonnée y, correspond une suite
finie d’indices : ’

Viy V25 V3, **°, YV (V1<vz<1«3<"" <Vz),'

I’ensemble de tous les indices u,, tels que le point (z = r(,,), y) du
plan OYZ appartient a. 1’ensemble o, et que v, <n. Désignons
-par By, 2, <o, v), 11 <Tve<w3<...<v, I'ensemble de tous les
nombres y auxquels correspond la sulte Vi, Y2, 3, ..., Y. Désig-
nons encore par FE,(0) le complémentaire (par rapport a l’axe 0Y)
de la somme des projections de o,(=1,2,8, ..., n—1) (sur ’axe
0Y). Comme tout systéme 1, 12, v, ..., u est un'sous-ensemble
.de T"ensemble des entiers positifs 1, 2, 8, ..., n—1, pour tout nombre
n, il n’existe qu'un nombre limité des ensembles E, (1, w2, ..., )
(il ne peut en effet surpasser le nombre 27-!). D’ailleurs, il est
évident que les ensembles F, (,,1, 2 eens y) et E.(0) sont toujours
boreliens. ‘

Supprimons tous les points (x, Y, 2) de 'ensemble G,-2—F, tels que
XESMy, my, ..., mp, K >n,yel,(v1, 2, ..., ), 2=F(Bmi, mq, ..., mz),
et satisfaisant aux conditions : 1) il existe des indices %}, &}, k5, ... ,
k; tel que &m,, m,, ..., m;, est un intervalle de Tvm(v1,2, <+, vm)
défini dans le 2 v,,-iéme procédé, m =1, 2, ..., [; 2) k~n par rapport
41,28, ..., n—1et ki, ki, ..., kj; 3) il existe un indice m, tel
que 2 = f,(8m,, ma, ..., Mpy, my) = S ®my, ma, ..., Mpey, Mn, ..., mp) €t
que m, < M, . C

Supprimons -enfin tous les points (x, y, z) de I’ensemble Gi,-3—F,

tels que ¥ €dm,, my, ..., mx (b >n), ye E,(0), 2= fi(dmy, mo, ..., mz),
et satisfaisant aux conditions: 1) n~k par rapport a 1, 2, 3, ...,
n—1; 2) il existe un indice m, tel que z = f, ®m,, m,, ..., mpy, m}) ="
fe Smy, my, .., Mpy, M, ..., mp) €t que ml, < m,.

Désignons le reste par Gon-1.
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5°) 2n-iéme procédé. Considérons I’ensemble Go,—1(OX X o).
Cet ensemble se partage en un nombre limité des ensembles suivant
que y appartienne & E,.1(v1, 2, ..., ), y=mn. La projection de
cet ensemble sur le plan OXZ se compose d’une infinité dénombrable
des intervalles de BAIRE dans la droite z = r(n) située dans le plan

0XZ7. Supprimons 'dans chaque intervalle &m,, m,, ..., m, tous les
intervalles &m,, m,, ..., m; (k> n), satisfaisant aux conditions:® 1) il
existe des indices k{, %k}, ks, ..., kj.1 tel que dm,, m,, ..., my!  S0it

un intervalle de TV, (vi,v2, .o.,vm), m=1,2, ..., [—1, supposés
déja définis; 2) il existe un indice &’ inférieur a k, qui est congruent
a k par rapport a 1,2,38, ..., net k{, k5, k5, ..., kj-1. Désignons
le reste par T, (v, 12, ..., u), et posons -

Fy= 3 TuCiy 22, ooy ) X Enpi(ir, 22, oovy, 1), u=mn.

Vis Ve, coey VI

Continuons ainsi de suite. ,

Désignons par v l’ensemble de similitude ainsi défini, et par v
I’ensemble de tous les points (x, y, 2z) de I’espace dont les coordonnées
_z sont rationnelles et qui n’appartiennent pas a v, et soit ©; la pro-
jection de v/ (OX x C) sur le plan OXY . Désignons par C’ I’ensemble
de tous les points (z, z) du plan OXZ, complémentaire au crible C,
et soit #; la projection de ’ensemble v-(OX x C’) sur le plan OXY .
Désignons enfin par @ le complémentaire de 1a somme 6;+6@; par
rapport au plan OXY. L’ensemble © jouit alors de la propriété
suivante: pour qu’un point (%o, yo) appartienne a 6, il faut et il
suffit que la section de v engendrée par le point (xo, yo) soit identique
a la section de C engendrée par le point yo (dans le plan OYZ). En
effet, pour que le point (%0, yo) n’appartienne pas a 6., il faut et
il suffit que tous les points de la section de C engendrée ‘par le point
Yo soient contenues dans celle de v engendrée par le point (%o, %o)
(lorsqu’on considére les projections de ces sections sur I’axe OZ).
D’autre part, pour que (%o, yo) n'appartienne pas a @., il faut et il
suffit que la section de v engendrée par le point (o, %) soit contenue
dans la section de C engendrée par le point . . "

Désignons d’autre part par S’ I’ensemble de tous les points (z, 2)
du plan OXZ dont les coordonées z sont rationnelles et qui n’ap-
partiennent pas 4 S. Soient @ la projection de I’ensemble (8’ x 0Y)"

/

(1) Nous supposons que o, n’est pas vide. Si on est vide, nous pouvons omettre
le 2n-iéme procédé. Dans ce cas, la surface F;: est un ensemble vide.
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(OX x C) sur le plan OXY et @&, la projection de (SxO0Y) - (OXx C)
sur le plan OXY . Désignons enfin par @ le complementalre (par
rapport au plan OXY) de la somme &1+ @.. La projection de @ sur
Paxe OY coincide avec I’ensemble c., et pour tout point yo de €., st
Uon désigne par e la section de C engendrée par le point yo, Uinter-
section @ de avec la droite y = yo coincide avec I’ensemble M(e) (quand
on le projete sur 'axe OX). En effet, pour que le ‘point (2o, yo) ap-
partienne a C@, il faut et il suffit que tous les points de la section e
de C engendrée par le point y, soient contenus dans celle de SxOY
engendrée par le point (%o, ¥o) (lorsqu’on considére les projections
sur I'axe 0Z). D’autre part, pour que le point (0, yo) appartienne
a C@, il faut et il suffit que la section de Sx QY engendrée par le
‘point (%o, ¥o) soit ‘une partie de la section de C engendrée par
le point 7. Par suite, d’abord la section de SxOY engendrée
par le point (%o, yo) de @ coincide avec la section de C engendrée
par le point yo .

Or, la section de SxOY étant touJours semblable a I’ensemble
E, yo appartiendra a e,. ‘Deuxiémement, si la section de SxOY
engendrée par le point (%o, %), coincide avec la section de C en-
gendrée par %o, (%o, ¥o) appartlent a @. Et d’autre part, si yo ap-
partient & e., il existe un point xo de I’ensemble M(¢), en désignant
par e la section de C engendrée par le point yo. Done il existe un
point (xo, o) de @. Ainsi, la projection’ de @ sur Vaxe OY et
P’ensemble e, coincident completement. , :

Maintenant, considérons la partie commune a 6 et a d) Nous
allons voir d’abord que la projection de I’ensemble 0« @ sur U'axe OY
coincide avec celle de @ (c. a d. avec l’ensemble ¢,). Soit, en effet, yo
un point gnelconque de &., La section e de C engendrée par le
point yo est une suite partielle déterminée de (1) qu’on peut désigner
par :

(6) r(m), 'r(mg), cees rm), ... m;<-m2<----<m,,<;--

(Nous pouvons supposer que I’indice v parcourt tous les nombres
naturels). Il existe alors une transformation blunlvoque et semblable
entre les suites (2) et (6). .

Soit I; le plus petit des m, satisfaisant a la condition: il existe
une transformation binnivoque et semblable entre les suites (2) et
(6), qui fait correspondre r(my) de (6) & r(n1) de (2) (une telle trans-
formation existe toujours pulsque Yo appartient a &,. Soit deuxiéme-
ment [, .le plus petit des m, satisfaisant & la condition: il existe une
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transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6),
qui fait correspondre r(l;) de (6) & r(n)) de (2), et en méme temps
r(m,) de (6) a r(nz) de (2). Soit troisitmement I3 le plus petit des
m, satisfaisant 4 la condition: il existe une transformation biunivoque
et semblable entre les suites (2) et (6), qui fait correspondre (1),
r(l:) de (6) & r(n1), r(nz) de (2), et en méme temps r(m,) de (6) a
a r(ns) de (2). Continuons ainsi de suite jusqu’a I, . |

Soit maintenant p; le plus petit des indices n, satisfaisant & la
condition : il existe une transformation biunivoque et semblable entre
les suites (2) et (6), qui fait correspondre r(l1), (), ..., r(lm) de
(6) & r(n), r(nz), ..., r(nm) de (2), et en méme temps 7(m,) de (6)
a r(ng) de (2). Soit ensuite ln,+1 le plus petit des indices m, satis-
faisant 4 la condition: il existe une transformation biunivoque et
semblable entre les suites (2) et (6) qui fait correspondre ({1,
r(l2), «.., 7(ln,) et r(m;) de (6) & r(n), r(n2), ..., r(nm,) et r(py) de
(2), et en méme temps r(m,) de (6) & r(Nm+1) de (2)V. Soit L.z le
plus petit des indices m,, satisfaisant 4 la condition: il existe une
transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6)
qui fait correspondre 7(l1), r(l2), ..., r(lm), 7(lm+1) et r(m;y) de (6)
ar(n), @2, -.., rMmy), ™Mm+1), et r(p1) de (2), et en méme temps
r(m,) de (6) & r(1m+2) de (2). Continuons ainsi de suite jusqu’a L., .
Soit ps: le plus petit. des indices m; satisfaisant a la condition: il
existe une transformation biunivoque et semblable entre les suites
(2) et (6), qui fait correspondre r(l1), r(le), ..., r(lm) et r(m,) de
(6) & r(ny), r(nz), ..., r(Nw) et r(py) de (2), et en méme temps r(m2)
de (6) a r(nz) de (2). Soit ensuite [,.,+1 le plus petit des indices m,
satisfaisant a la condition: il existe une transformation biunivogne
et semblable entre les suites (2) et (6) qui fait correspondre #(l1),
r(le), ..., r(ln,) et r(mi), 'r(mz) de (6) & r(ny), r(nz), ..., r(nm) et
r(p1), 'r(pz) de (2), et -en méme temps r(m,) de (6) a 'r(nmg-l»l) de (2).
Continuons ainsi de sulte -

- Nons pouvons donc déterminer une suite d’indices

(7) | hy &y bay oees b,

de telle sorte que, pour tout nombre entier positif &, il existe une
transformatlon blumvoque et semblable entre les suites (2) et (6),

(1) 11 faut remarquer que la condltlon que la transformation falt correspondre
r(mg) de (6) & r(p1) de (2) est superflue dans le cas ol p, se trouve parmi
My, Moy ovny Moy 2
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qui fait correspondre 7(l1), r(ls), ..., r(lx) de (6) & r(n1), r(ng), ...,
r(nz) de (2). Donc la position mutuelle des nombres rationnels »(l1),
r(e), ..., r(la), ..., r(lx) est précisément égale a celle de r(n)),
r(nz), ..., r(ne) . Considérons la transformation définie par la cor-
respondance : ' -

(8) r(nz) de la suite (2) correspond a 'r(lk) de la sulte (6),
k=1, 2, 8,

Cette transformation est biunivoque et semblable, puisque, comme
nous avons vu pluts haut, la transformation partielle entre 7'(721)
r(ng), ..., r(ng) et r(ll) r(le), ..., r(lx) est biunivoque et semblable
pour tout k, k=1,2,8, ... . Considérons d’autre part I'intervalle
de BAIRE d’ordre 1:8;,. Nous avons alors fi(5;,) = r(ll). Comme 7(l»)
est situé dans la méme position par rapport a r(l;) que le nombre
r(nz) par rapport au nombre r(n1), il existe sGrement un intervalle
unique d’ordre 2:8;  tel que r(l)) = f2(5, ;). En ‘général, . sup-
posons que nous ayons déterminé les nombres Iz, I, ..., l;-; de
sorte que 7(l) = f2(3l“ 5, (k) = fg(Sl“ L1 eeees r(le-1) =
Jie-18y o ..., 1. ). Comme r(lx) est situé dans la méme position
par rapport a r(li) = fi(®), r(k) = fuld, s -+, r(lpy) =
Je1(Sy, g, ... l{k ) que le nombre r(nx) par rapport aux nombres
r(ni), r(ne), ..., r(ngx-1), il existe siGrement un 1nterva11e unique
d’ordre k& tel que () —-fk(Sll L.i, .. ).

A1ns1 nous obtenons un pomt 1rrat10nnel déterminé

(9) ’ xo—(l1, Z2, l3, l4, e e e 9 k! --o)-

tel que r(l) ——fk(Bll Ok, ., lk) . La section de l’ensemble S en-

gendree par le point (xo, O) dans le plan OXZ est précisément
I’ensemble de tous les nombres rationnels r(lx) . Or, cet ensemble
est présictment e. En effet, il est clair que 7(l;) appartient a e
quel que soit &k, k=1, 2, 3, ... . D’autre part, pour tout nombre
r(m,), il existe un indice %k, tel que »(lx) = r(my) .. Pour. cela, il
nous suffit de considérer I’indice p, qui se trouve parmi n;. A px
correspond un indice I, tel que r(lx) = r(m,). Donec, I’ensemble de
tous les 7(lx) coincide avec la suite (6). Donc le point (xo, o) ap-
partient 4 ’ensemble ¢@. " ' o

LI
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Nous démontrons maintenant que le point (zo, ) appartient
encore a l’ensemble . D’abord, le point (zo, vo, f1(8;)) appartient
évidemment 4 F:. La section de v engendrée par (xo, %) est dis-
jointe des surfaces Fy", Fy, ..., F ;. Le point (%o, yo, fo(&; 1))
est situé sur la surface F,. En effet, comme I; est le plus petit
indice des m,, tel que 7(m,) de (6) correspond & r(ni) de (2) par
une transformation biunivoque et semblable entre E et e, aucun
Sm} (m;<l)) ne contient le point de M(e). Done, Igs points
(%05 J% (Sll’ L,..., 5)) s (k=2, 8,4, ...) appartiennent aux parties des
courbes Lx(k = 2, 3, 4, ...), qui ne sont pas supprimées par le premier
procédé (voir p. 15). En particulier, Ie pomt (o, Yo, fé(Bll 1)) ap-
partient donc a la surface F;. Comme [, est le plus petit des indices
m, satisfaisant a la condition: il existe une transformation biuni-
voque et semblable entre E et e, qui fait correspondre 7(l;) de (6)
4 r(m) de (2), et en méme temps r(m,) de (6) a r(n:) de (2), et,

comme la suite des nombres rationnels i, 7}, ..., ., ... . de la
page 13 est rangée dans le méme ordre que la suite (1), d’apres la
définition de la courbe L., aucun 81, (mz < l2) ne contient le point

de M(e). Donc, les points (), yo,fk(ll, L, ...,lnk=28,4,5,...)
appartiennent aux parties des courbes L; (lc =3,4,5,...), qui ne
sont pas supprimées par le troisiéme procédé. En particulier, le
point (xo, Yo, f2(8, ) appartient a4 la surface Fs. Continuons
ainsi de suite jusqu’a r(lm,) = fin, (Sll, A 1) . Le point (xo, wo,
fml(Sl“ 5 I ])) est situé sur la surface F'm,. Ensuite, considérons
le point (o, %o, r(m1)). Comme p; est I’indice le plus petit des uz
satisfaisant a la condition: il existe une transformation biunivoque
et semblable entre les suites (2) et (6), qui fait correspondre »(ly),
(), ..., r(ln) de (6) & r(n1), r(n2), ..., r(wm), et en méme temps
r(m1) de (6) & r(ng) de (2). Donc le point (20, Yo, fr (‘o‘l1 L, .. lm))
n’est pas supprimé par 2m1-1eme procédé. De plus, comme lml est
le plus petit des indices m, satisfaisant a la condition: il existe une
transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6),
qui fait correspondre »(l), r(), ..., r(lm-1) de (6) a r(n),
r(nz), ..., r(nm-1) de (2), et en méme temps r(m,) de (6) & r(nm,)
de (2). Done, les points (x,, Yo, feldy 1 f o 1)) k=matl, mi+2,

ne sont pas supprimés pas le 2m;—1 procédé. En particulier,
le point (o, yo, Lol . ,.l;l)) (pour le cas ou pi1=mi+ 1) n’est
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pas supprimé par le procédé de ce numéro. La section de 1’ensemble

v engendrée par le point (%0, yo) est disjointe des surfaces F,,";1+1 ;
x mp-1+ L point (o, Yo, fm1+1(811’l; l;nl”)) est situé

mp+2 * e ey

sur la surface Fo, 1.

Passons maintenant au point (xo, %o, fm1+2( Lol s m1+2)) , et
lcontmuons ainsi de suite. Pour tout nombre entier positif %k, le
‘points (o, Yo, fu(8, [, 1, ..., 1)) se trouvent dans I'ensemble v-
Cela montre que le point (%o, %) n’appartient pas a 6;. Comme:
d’autre part, ’ensemble v est une partie de SxO0Y, l’ensemble 6:
est une partie de ¢.. Nous avons dé_]a vu que (2o, yo) appartlent
a @. 11 n’appartient donc pas 4 ¢, & plus forte raison, ni a 6.
Done, il appartient 3 ®. Ainsi, nous avons vu que le point (@0, Yo)
appartient 4 ©+¢@. Par conséquent, la projection de 6 - @ sur l'axe
OY coincide avec I’ensemble ¢, . :

Nous allons montrer maintenant que l’ensemble 8- @ satlsfalt_
encore a la condition suivante: %l posséde au plus un point sur chaque
droite pa'rallele a Uaxe OX située sur - le plan OXY . '

. En effet, supposons que deux pomts (o , yo) et (a5, yo) (xo =F x()
appartienne 4 - @ . Nous pouvons supposer que %, est le nombre
irrationnel que nous‘avo‘ns considéré plus haut:

x0==(l1, é, lé’ e o o 9 ;g,, -oo).
Posons d’autre part,
x(’] = (l;,! é’, lg/, e o 0 lk, L) .) .

Comme ces deux points appartiennent a @, il existe deux trans-
formations, soient = et 72, biunivoques et semblables entre les
suites (2) et (6), définies par les pomts—mtersectlons de la somme
des courbes : Ly, Lz, L3, ..., Lg, «.. . :

- En faisant correspondre le nombre rationnel r(nx) a r(n) tel que’
Tl(”’(nk)) r2(r(ny)), nous avons une transformation de E sur lul-
méme, soit =, qui est biunivoque et semblable.

Dans cette correspondance, examinons les nombres rationnels

‘ (10) ‘ 'r(nl) ’ T("’Z) ’ T(n3),’ oo ’ r(nm1)': ’r(pl) ’. r(%l+l) ) oo )b

(M) s 7(02) 5 T(Mnged) 5 <oy , , 'r
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et soit nz, ou Py, le premier de ces nombres (dans ’ordre de cette
série), qui satisfont & I'inégalité: 7(nz)=E=7r(nyw). Un tel ngz ou py,
existe toujours, puisque la correspondance considérée n’est pas
I'identité (cela résulte de 11nega11te xo = 24) . Distinguons deux cas
possibles. ‘ ;
Premier cas ou e est le premier. Dans ce cas, nous avons

d’aprés la définition =1(r(ng,)) = -rz(r(nk;)) et r(ny,) =+ r(nk(;). D’ailleurs,
pour tout numéro précédent dans la suite (10), on a ‘

n(r(ny) = ro(r) = rli) , T(.) = (D) = r(m,) .
/ | ,
Donc, d’aprés la définition de +1, le numéro de mi(r(n)) dans la
"suite (6) est plus petit que celui de 7o(r(nz,)). Par conséquent, le
point (x}, o, Fe® l;;ﬂ)) est supprimé par le 2k,gl-iéme
procédé. Donc, le point (x), ¥) ne peut étre situé dans 6.

Deuxiéme cas ou Dy, est le premier. Dans ce cas, ce numéro
r(pr,) n’est égale a aucun r(n:) qui préceéde r(p,,) dans la suite (10).
Supposons qu’a ce 7(p,,) correspond r(nx) par la transformation =+ du

plus haut. On a alors =i(r(py)) = 72(r(mz)) = r(my,) . Or, d’apres la
définition de p,,, on a linégalité p,<m:. Et le point (%, v,
fe®y 7 ... 1)) est supprimé par le 2u-iéme pracéde. Done, le
pomt (%o , yo) ne peut étre situé dans 1’ensemble 6. A1ns1 dans tous
les cas, nous sommes amenés & une contradiction. Toute droite
dans le plan OXY, parallele & ’axe OX, coupe par conséquent
I’ensemble - @ en un point au plus. M. N. LusIN dit qu’un en-
semble plan @ est uniformisé au moyen de l’ensemble H(Z @),
toute paralléle a 'axe OX. qui rencontre @, rencontre H en un et
‘un seul point®. Nous avons donc démontré que I’ensemble @ est
uniformisé par ’ensemble 6 - @.

Enfin, nous allons démontrer que & -H est un ensemble borelien.
Pour cela, remarquons d’abord que six ensembles S, S/, C, C’, v et
v sont boreliens. Par suite, quatre ensembles (SxO0Y)- (OXx c’,
(¥’ %x0Y)-(0XxC), v-(0XxC’) et ¥'-(OXxC) sont des ensembles
boreliens. De plus, les points de ces ensembles ont les coordonnées
"z rationnelles. Ils ne contiennent donc que des points situés sur
une infinité dénombrable des plans paralléles au plan OXY . Les

(1) N. Lusin, Sur le probléme de M. JACQUES HADAMARD d’umformlsatlon des
ensembles, Mathematica vol. IV (1930). p. b9.
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ensembles &, @2, 61 et O, sont par suite boreliens. De 1a, s’ensuit -
que les ensembles @ et @, comme complémentaires de @+ @ et de
6:+ @, sont boreliens. Ainsi, la par};ie commune 6 - @ est borelienne.

L’ensemble e. coincide, par conséquent, avec la projection, uni-
forme d’un ensemble borelien &.¢@ sur l'axe OY. D’aprés un
théoréme classique de M.N. LUSIN®, l’ensemble atomique e, est
toujours un ensemble borelien. ec. q.f. d. B

(1) Voir p. ex. C. KURATOWSKI, Topoldgie I, p. 251.




