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\S 6. G\’en\’eralisation du Th\’eor\‘eme de sections ferm\’ees (suite).

Soit $M$ un ensemble situ\’e dans le plan $oX$Y. Nous avons d\’esign\’e
par $\Delta(M)$ l’ensemble de tous les points $x$ de l’axe $OX$ jouissant de
la $proprae^{\prime}t\text{\’{e}}$ suivante: la’ section de $M$ engendr\’ee par le point $(x, 0)$

($c$ . \‘a $d$ . la partie commune \‘a l’ensemble $M$ et \‘a la $\cdot$ droite parallele
\‘a l’axe $OY$ passant par le point $(x, 0))$ est un ensemble $\mathfrak{F}\circ$ non vide.
A ce propos, nous avons montr\’e (le th\’eor\’eme 6) que l’ensemble $\Delta(M)$

est toujours un compl\’ementaire analytique, si $M$ appartient \‘a la
fois aux familles $F_{\sigma\delta}$ et $G_{\delta\sigma}$ .

Nous allons g\’en\’eraliser encore ce th\’eoreme. Comme auparavant,
d\’esignons par $\mathfrak{F}_{B}$ la famille de tous les ensembles boreliens qui se
trouvent sur l’axe $OX$ et par $\mathfrak{G}$ celle de tous les ensembles ouverts
situ\’es sur l’axe $OY$ . Notre g\’en\’eralisation s’exprime comme il suit:
l’ensemble $\Delta(M)$ est toujours un compl\’ementaire analytique, si $M$

appartient \‘a la fois \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G})_{a\delta\sigma}$ et \‘a $t\mathfrak{F}_{B^{X}}\mathfrak{G})_{c\delta\sigma\delta}$ .
Nous allons d\’emontrer d’abord un lemme sur les ensembles

d\’eveloppables. Soit $F$ une famille de sous-ensembles d’un ensemble
$K$ d’\’el\’ements quelconques. Un ensemble $A$ sera dit d\’eveloppable en
s\’erie altern\’ee d’ensembles $d’\iota\{n\grave{e}$ famille $F$ (d\’ecroissants), si l’on peut
poser:

$ A=A_{0}-A_{1}+A_{Z}-A_{3}+\cdots+A_{\omega}-A_{\omega+1}+\cdots+A_{2\lambda}-A_{2\lambda\perp 1}+\cdots$

$ 1\leq 2\lambda+1<\gamma<\Omega$ ,

ou $A_{\alpha}$ sont des ensembles de la famille $F$ tels qu’on ait $A_{\alpha}\supseteq A_{\beta}$ pour
tout $a,$ $\beta,$ $a<\beta,$ $\Omega$ d\’esignant le premier des nombres ordinaux de
la troisieme classe.

Lemme. D\’esignons par $\Phi$ la famille de tous les intervalles de
BAIRE. Alors tout ensemble $Edu$ plan $N\times N^{(1)}$ appartenant \‘a

(1) $N$ est l’ensemble de tous les nombres irrationnels entre $0$ et 1.
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$t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta\sigma}\cdot(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma\delta}^{(1)}$ (le compl\’ementaire \’etant pris par rapport \‘a

l’espace $NxN$ ) est d\’eveloppable $ e\eta$ s\’erie altern\’ee des ensembles de la
famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}$ .

D\’emonstration. Nous allons $voir$ que l’ensemble $E$ peut \^etre

\’ecrit comme il suit:
$E,$ $=E_{0}-E_{1}+E_{1}-E_{3}+\cdots+E_{2\lambda}-E_{2\lambda+1}+\cdots$ , $ 1\leq 2\lambda+1<\gamma<\Omega$ ,

$E_{\alpha}\in(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{0\delta}$ , $E_{\alpha}\supseteq E_{\beta}$ pour $ a<\beta$ .
M. W. SIERPINSKI(2) a montr\’e que si les ensembles $E,$ $E_{n}^{m}$ et $H_{n}^{m}$

$(m, n=1,2, 3, \backslash ..)$ sont des ensembles satisfaisant aux conditions:
$E_{n}^{m}\supseteq E_{n+1}^{m}$ pour $m$ et $n$ naturels, $H_{n}^{m}\subseteq H_{n+1}^{m}$ pour

$\bullet_{\infty}m$
et $n$

naturels, $\sum_{n=1}^{\infty}H_{n}^{m}\supseteq\sum_{n=1}^{\infty}H_{n}^{m+1}$ pour $m=1,2,3$ , . . . et $E=\sum_{m=1}\prod_{n-1}^{\infty}E_{n}^{m}$

$=\prod_{m-1}^{\infty}\sum_{n=1}^{\infty}H_{n}^{m}$ , nous avons

$\lim_{n-\succ\infty}(E_{n}^{1}H_{n}^{1}+E_{n}^{2}H_{n}^{2}+\cdots+E_{n}^{n}H_{n}^{n})=E$ .
$E$ \’etant un ensemble de $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{a\delta\sigma}$ , nous pouvons poser d’abord

$E=\sum_{m=1}^{\infty}\prod_{n=1}^{\infty}E_{n}^{m}$ , $E_{n}^{m}\epsilon(\mathfrak{F}B\times\Phi)_{\sigma}$ .

Or, le produit d’un nombre fini des ensembles de $\mathfrak{F}_{B}\times\Phi_{\sigma}$ appartient
aussl a $\mathfrak{F}_{B}\times\Phi$ . et par suite la famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma}$ jouit de la m\^eme

propri\’et\’e. Donc, nous pouvons supposer que nous avons toujours

$E_{n}^{m}\supseteq E_{n+1}^{m}$ pour $m$ et $n$ naturels.

D’autre part, comme $E$ appartient \’egalement \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma\delta}$ , $E$ peut

\^etre \’ecrit: $E=\Pi H^{m}\infty,$ $H^{m}\in(\mathfrak{F}B\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ . La famille $t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta}$ \’etant

$\delta$-syst\‘eme, $(\mathfrak{F}_{B}\times\emptyset)_{c\delta\sigma}rn-1$ est multiplicative. Donc, nous pouvons sup-
poser que nous avons to\‘ujours

(1) $F$ \’etant une famille d’ensembles quelconques, $F_{c}$ d\’esigne la famille de tous
les ensembles compl\’ementaires \‘a ceux de $F$ .

(2) W. SIERPiNSKI; Sur les rapports entre les classifications des ensembles de
MM. F. HAUSDORFF et CH. DE LA VALL\’EE POUSSIN, Fund. Math. $t$ . XIX (1932),

$p\mathfrak{B}8(3)$

La famille $Fs’ appelle$ 6-syst\‘eme, si tout produit d’une infinit\’e d\’enombrable
d’ensembles de $F$ appartient \‘a F. $Fs’ appelle$ multiplicative, si tout produit d’un
nombre fini des ensembles de $F$ appartient \‘a $F$ . Si $F$ est multiplicative, $F$ l’est
\’egalement. Enfin, $F$ s’appelle anneau, si elle jouit de la propri\’et\’e suivante: toute
somme et tout produit d’un nombre fini d’ensembles de $F$ appartiennent \‘a F. $Vo\ddagger r$

$p$ . ex. H. HAHN: Reelle Funktionen, Teil I, Leipzig. 1932, p. 10-17.
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$H^{m}\supseteq H^{m+1}$ , pour $m=1,2,3$ , . . .
D’ailleurs, nous pouvons poser encore: $H^{m}=\sum_{n\Leftarrow 1}^{\infty}H_{n}^{m},$ $H_{n}^{m}\in(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta}$ .
Comme la famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta c}=(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma}$ est multiplicative, il est
permis de supposer que nous avons toujours $H_{n}^{m}\subseteq H_{n+1}^{m}$ , pour $m$

et $n$ naturels. Par cons\’equent, d’apres le th\’eoreme de M. W.
SIERPINSKI, nous avons

$\lim_{n\rightarrow\infty}(E_{n}^{1}H_{n}^{1}+E_{n}^{2}H_{n}^{2}+\cdots+E_{n}^{n}H_{n}^{n})=E$ .
L’inclusion $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c}\subseteq t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma}$ ou $\mathfrak{F}_{B}\times\Phi\subseteq(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta}$ montre que

la famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ contient $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma}$ et $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta}$ . Cette
famille, $1\mathfrak{F}_{B}\times\cdot\Phi)_{\sigma\delta}\cdot(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{e\delta\sigma}$ est un anneau(3) avec $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma}$ . Par
suite, l’ensemble $M_{n}=E_{n}^{1}H_{n}^{1}+E_{n}^{2}H_{n}^{2}+\cdots+E_{n}^{n}H_{n}^{n}$ appartient \‘a la
famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}\cdot(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ .

Or, l’ensemble $M_{n}$ appartenant \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}\cdot(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ , nous
pouvons poser:

$M_{n}=\prod_{p-1}^{\infty}\sum_{q=1}^{\infty}M_{p.q}^{(n)}$ , $M_{p,q}^{\{n)}=A_{p.q}^{\{n)}xB_{p.q}^{\langle\grave{n})}$ ;

$CM_{n}=\prod_{p=1}^{\infty}\sum_{q=1}^{\infty}S_{p.q}^{t^{n})}$ , $S_{p.q}^{\langle n)}=C_{p.q}^{(n)}xD_{q’.q}^{\langle n)}$ ,

od $A_{p.q}^{\{n)}$ , $C_{p.q}^{\langle n)}$ sont des ensembles boreliens et $B_{p.q}^{\langle n)},$ $D_{p.q}^{(n)}$ d\’esignent des
intervalles de BAIRE. . Nous pouvons supposer que $\grave{M}_{p.q}^{(n)},$ $S_{p.r}^{\langle n)}$ et les
intervalles de BAIRE $B_{p.r}^{(n)},$ $D_{p.q}^{(n)}$ satisfont aux conditions suivantes:

(1) $M_{p.q}^{(n)}\cdot M_{p.q}^{(n)}=0$ , $S_{p,q}^{\langle n)}\cdot S_{p.q}^{(n)}=0$ , pour tout $q\neq q^{\prime}$ .
(2) Les ordres de $B_{p.q}^{(n)}$ et $D_{p.q}^{\langle n)}$ sont au moins $p$ .

Posons d’abord

$L_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=M_{1}^{(n)}l_{1}M_{2}^{(n)}l_{2}$ $M^{(n)}k,l_{k}$

$T_{(n)}^{l.l.,.l_{k}}1)..’=S_{1}^{(n)}l_{1}S_{2}^{(n)}l_{2}\cdots S^{(n)}k,l_{k}$ $(k^{/}=1,2,3, \ldots)$ .
Ces ensembles satisfont alors aux inclusions:

$L_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\supseteq L_{(n)}^{h,l_{2}}$ , $=’ l_{k},$ $l_{k\vdash 1}$

$T_{\langle n\int}^{l_{1}l_{2}}$
, . $l_{k}\supseteq\tau_{(n)}^{\iota_{1},\iota_{2}};\ldots,$

$l_{k},$ $l_{k+l}$

$(l_{k+1}=1,2,3, \ldots)$ ,
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et pour $l_{k}\neq l_{k}^{\prime}$ on a

$L_{(n)}^{l_{1},l_{2}}$
, $\iota_{k}$ . $L_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}^{\prime}}=0$ ; $T_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\cdot T_{(n\int}^{l_{1}l_{2},\ldots,l_{k}^{J}}=0$ .

Par suite, nous avons

$M_{n}=\Sigma BL_{\langle n)}^{l_{1},l_{2}}=I1=^{\nabla}..L_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\nu\epsilon Nk=\iota k=1l_{1},$

$l_{2},.,$
$ l_{k}\infty$

$:,$ $\iota_{k}^{\infty}.$ ,

$CM_{n}=\sum_{u\epsilon N}\prod_{k\leftarrow 1}^{\infty}T_{(n}^{l_{1}};^{l_{2}}$
’

$l_{k}l_{1}l_{8}=\prod_{k=1}^{\infty}\Sigma.T_{(n};l_{1},$

$l_{2},..,$ $l_{k}$

$l_{k}$

Comme produit d’un nombre fini des ensembles de la forme $\mathfrak{F}_{B}\times\Phi$ ,
nous pouvons encore \’ecrire

$L_{\{n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=A_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\times B_{(n)}^{l_{1},l_{2\cdots\prime}}’ l_{k}$ ,

$\backslash $

$r_{tn)}^{l_{1},l_{2}},$ $\ldots l_{k}=C_{\langle n)}^{l_{1}\prime,l_{2}}’\ldots,$ $l_{k}\times D_{(n)}^{l_{1},l_{2}}’\ldots,$
$l_{k}$

ou $A_{\{i\iota)}^{l_{1},l_{2}.\ldots,l_{k}}$ et $C_{(n}^{l_{1}};^{l_{2}}’\ldots,$ $l_{k,1}$ sont des ensembles boreliens, et
$B_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}},$ $D_{\langle n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ d\’esignent des intervalles de BAIRE. Il est
\’evident que

(3) des que $(l_{1}, l_{2}, ... , l_{k})\neq(l_{1}^{\prime}, l_{2}^{\prime} , . . . , l_{k}^{\prime})^{\prime}$, nous avons
$L_{(n)}^{l_{1},l_{0}.,\ldots,l_{k}}\cdot L_{(n)}^{l_{1}^{\prime},l_{2}^{\prime}}’\ldots.l_{k}^{\prime}=0,$ $T_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\cdot T_{\langle n)}^{l_{1}^{\prime},l_{2’}^{\prime},\ldots,l_{\acute{k}}}=0$ ,

(4) les ordres de $B_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ , $D_{\langle n)}^{l_{1},l_{2}}’\ldots,$ $l_{k}\underline{s}ont$ au moins $k$ .
Les ensembles $A_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ et $C_{(n)}^{l_{1},l_{2}}$

$l_{k}$

\’etant boreliens, ils peu-

vent \^etre pos\’es comme il suit:

$A_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=_{\nu}\sum_{\epsilon N}\prod_{k^{\prime}\approx 1}^{\infty}E_{(n^{\oint_{;n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k}^{k}}^{l_{2},\ldots,l_{k}}}}^{l_{1}}$ ,

’
$C_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=\sum_{\nu\epsilon N}\prod_{k^{\prime}=1}^{\infty}F_{(\eta);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}k$

$\nu=(n_{1}^{k}, n_{2}^{k}, \ldots.n_{k^{\prime}}^{k}, \ldots)$ .

o\‘u les ensembles $E_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ , $F_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ sont des

interValles de BAIBE, qui satisfont aux conditions:
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(5) les longueurs des intervalles

$E_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ , $F_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{l},\ldots,l_{k}}$

sont puls petites que $1/(k+k^{\prime})$ .
(6) $E_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k}^{k}}^{l_{1},/l_{2},\ldots,lk}\supseteq E_{(n);n_{1}^{k},n_{2,}^{k}\ldots,n_{k^{\prime}+1}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ ,

$F_{(n):n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k}^{k_{j}}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\supseteq F_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k^{\prime}+1}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$

$(n_{k^{\prime}+1}^{k}=1,2,3, . . .)$ .
(7) pour deux nombres differents $\nu$ et $\overline{\nu}$ , nous avons toujours

$\prod_{k^{\prime}\subset 1}^{\infty}E_{(n);n_{1}^{k}}^{l_{1\wedge}l_{2}\ldots,l_{k}}||,$

$n_{2}^{k},\ldots,$
$n_{k^{\prime}}^{k}E_{(n);\overline{n}_{17\ell 2}^{k-k},\ldots,\overline{n}_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=0$ ,

$ k^{\prime}=1IlF_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\cdot F_{(n);\overline{n}_{1}^{k},\overline{n}_{2}^{k},\ldots,\overline{\overline{n}}_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=0\infty$ .
D\’efinissons maintenant deux sch\‘emes de SOUSLIN:

$G_{p_{1}p_{2}}^{\langle n)}\ldots p_{L}=E_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\times B_{(n}^{l_{1}};^{l_{2}}’\ldots,$

$l_{k}$ ;

$H_{p_{1}p_{2}}^{(n)}\ldots p_{L}=F_{(n);n_{1}^{k},n_{2}^{k},\ldots,n_{k^{\prime}}^{k}}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}\times D_{\langle n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$

et posons enfin

$G_{p_{1}}^{\langle n)}1_{2},$ $\ldots\prime p_{L}=G_{p_{1}}^{(n)}\cdot G_{p_{1}}^{\langle n)}p_{2}\cdots p_{1}p_{2}p_{L}G^{\langle n)}\ldots$
’

$H_{p_{1}p_{2}\ldots p_{L}}^{\langle n)*}=H_{p_{1}}^{(n)}\cdot H_{p_{1}}^{(\phi}$ ${}_{p_{2}}H_{p_{1}p_{2}\ldots p_{L}}^{(j_{l})}$ ,

ou $p_{L}(L=1,2,3, \ldots)$ et $l_{k},$ $n_{k}^{k}$, se correspondent d’une maniere que
nous avons d\’efinie dans \S $3^{(1)}$ .

Soit $Z^{(n)}$ l’ensemble des nombres irrationnels $\pi=(p_{1}, p_{2}\infty , p_{L}, \ldots)$

tels que $G_{p_{1}p_{2}\ldots p_{L}}^{\langle n)*}\neq 0$ , quelque soit L. L’ensemble $\prod_{L=1}G^{\langle n)\star}p_{1}p_{2}$ $p_{L}$

se r\’eduit \‘a un point, que nous pouvons d\’esigner par $g_{n}(\pi)$ . $g_{n}(\pi)$

(1) Contribution \‘a la theorie des ensembles boreliens et analytiques I, Journal
of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I, Vol. VII, 1939.
p. 176.
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est une fonction continue, qui fait correspondre $Z^{(n)}$ et $M_{n}$ d’une
maniere biunivoque. De m\^eme, soit $T^{(n)}$ l’ensemble de tous les
nombres irrationnels $\pi$ tels que $H_{p1’ p-,\ldots,pL}^{(n)*}\neq 0$ quelque soit L.

L’ensemble $\Pi H^{1n)*}\infty p_{1}p_{2}\ldots p_{L}$ se r\’eduit \‘a un point que nous pouvons
d\’esigner $parh_{n}(\pi)L\underline{-}1$

$h_{n}(\pi)$ est une fonction continue, qui fait cor-
respondre $T^{tn)}$ et $CM_{n}$ d’une mani\‘ere biunivoque.

Etant donn\’e un syst\’eme d’indices $(l_{1}, l_{2^{\backslash }}^{i}, \ldots , l_{k}),$ appelons noyau
partiel de $M_{n}$ et $d6\vee signons$ par $M_{\langle n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ l’ensemble-noyau du
syst\‘eme de SOUSLIN: $L_{(n)^{\sim}}^{l_{1},l_{\phi},\ldots,l_{k},m_{1},m_{2}}$

$mk^{\prime}$

$c$ . \‘a $d$ .

$M_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}=_{\mu}\sum_{\epsilon N}\prod_{k^{\prime}-1}^{\infty}L_{\langle n)}^{l_{1},l_{2}}$
’ ;’

$l_{k},$ $m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$
$m_{k^{\prime}}$

$\mu=(m_{1}, m_{2}, m_{3}, \ldots)$ .
Il est \’evident que ces noyaux $M_{\langle n)}^{l_{1},l_{2}}’\ldots,$

$l_{k}$ appartiennet A la
famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{0\delta}$ . Or, l’ensemble $M_{n}-M_{n^{1}}^{l,l_{2}}$ , ], $l_{k}$ est $1e^{\prime}$ noyau du

syst\’eme de SOUSLIN $L_{n}^{\star l_{1}^{\prime},l_{2}^{\prime}}$ , $\iota_{k}^{\prime}$

d\’efini de la maniere suivante:

$L_{(n)}^{*l_{1}^{\prime}}’ l_{2}^{\prime},$ $\ldots,$ $l_{\acute{k}}=L_{(n)}^{l_{1}^{\prime}}l_{2}^{\prime},$ $\ldots,$

$l_{k}^{J}$

pour $th^{\prime},$ $l_{2}^{\prime}$ , . .. , $l_{k}^{\prime}$) $\neq(l_{1} , l_{2}, \ldots , l_{k})$ .
$L_{\langle n)}^{*l_{1}^{\prime},l_{2}^{\prime},\ldots,l_{\acute{k}}}=0$ pour $(l_{1}^{\prime}, l_{2}^{\prime}, \ldots , l_{k}^{\prime})=(l_{1} , h, \ldots , l_{k})$ .

Donc, l’ensemble $M_{n}-M_{(n)}^{l_{1},l_{2},\ldots,l_{k}}$ appartient \’egalement \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}$ .
Comme $CM_{n}$ appartient \’egalement \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta},$

$eb$ comme cette
famille est un anneau, $M_{(n}^{l_{1}};^{l_{2}}’\ldots,$

$l_{k}$ appartient a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}$ .
$t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c^{\delta\sigma}}$ .

Les fonctions $\varphi_{n}(t)$ et $\psi_{n}(t)$ possedent la propri\’et\’e suivante:
lorsque $t$ parcourt la portion de $Z^{\langle n)}$ ou $T^{(n)}$ contenus dans l’inter-
valle de BAIRE $\delta_{p_{1}p_{2}},$

$\ldots$ , $p_{L}(L=2m-1)$ , les valeurs de $\varphi_{n}(t)$ ou de
$\psi_{1}(t)$ forment justement l’ensemble

$\mu\epsilon Nk\Sigma IIL_{\langle n)}^{l_{1},l_{2}}$

... , $l_{k},$ $m_{1}$ , $m_{2}$ , ... , $m_{k^{\prime}}$

ou
$\sum_{\mu\epsilon N}\prod_{k}T^{l_{1},l_{2}}$

’ ... , $l_{k},$ $m_{1},$ $m_{2}$ , .. . , $m_{k^{\prime}}$ . $/$

Et, ces ensembles appartiennent \‘a la famille $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\circ\epsilon}(\mathfrak{F}B\times\phi)_{c\delta a}$ ,
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D\’esignons par $U^{(n)}$ l’ensemble des $nombreS^{\backslash }$ irrationnels de l’inter-
valle $1<t<2$ congruent \‘a $T^{(n)}$ , et par $E^{(n)}$ la somme $Z^{(n)}+U^{(n)}$ .
Les ensembles $E^{(n)}$ sont topologiquement complet, s\’eparable, o-dimen-
sipnnel, et $Z^{\langle n)},$ $U^{(n)}$ sont ferm\’es et ouverts dans cet ensemble.

Les fonctions $\varphi_{n}(t)$ et $\psi_{n}(t)$ nous donnent alors une fonction
continue $f_{n}(t)$ d\’efinie sur $E^{(n)}$ , qui fait correspondre $E^{(n)}$ et
$M_{n}+CM_{n}=N\times N$ d’une fa\caon biunivoque. Consid\’erons dans l’espace
$E_{\omega}$ de M. FR\’ECHET l’ensemble $ C=E^{(1)}\times E^{\langle 2)}\times E^{(3)}\times\ldots$ . Ce
produit cart\’esien $C$ des $E^{\langle n)}$ est topologiquement complet s\’eparable.
Etant donn\’e un point $\tau=(t_{1}, t_{2}, t_{3}, \ldots)$ de $C$ , posons $h_{n}(\tau)=f_{n}(t_{n})$

et d\’esignons par $T$ l’ensemble de tous les points de $C$ tels qu’on ait

$ h_{1}(\tau)=h_{2}(\tau)=h_{8}(\tau)=\ldots$

Posons $h(\tau)=h_{1}(\tau)$ pour $\tau\in T$ . Comme l’ensemble $T$ est ferm\’e rela-
tivement \‘a $C,$ $T$ est lui-m\^eme topologiquement complet s\’eparable.
La fonction $h(\tau)$ fait correspondre l’ensemble $T$ et l’espace $N\times N$

tout entier d’une fagons continue et biunivoque.(1)

$E=\sum_{n\Rightarrow 1}^{\infty}\prod_{i\approx 1}^{\infty}M_{n+i}=_{n=1}11\infty\sum_{i=1}^{\infty}M_{n+4}$

et par suite

$h^{-1}(E)=\sum_{n=1}^{\infty}\prod_{i=1}^{\infty}h^{- 1}(M_{n+i})=\prod_{n=1}^{\infty}\sum_{i=1}^{\infty}h^{-1}(M_{n+i})$ .

D’autre part, nous avons
$h^{-1}(M_{n+i})=T\cdot(S^{\langle 1)}\times S^{\langle 2)}\times\cdots\times S^{(n+i- 1)}\times N^{(n+i)}xS^{(n+i-1)}x\cdots)$

o\’u $S^{(n)}$

’

d\’esigne l’ensemble de tous les nombres irrationnels de l’inter-
valle $0<t<2$ et $N^{\langle n)}=N$ ( $n$ \’etant un entier positif quelconque).
Donc $h^{-1}(M_{n+i})$ est un ensemble ferm\’e et ouvert relativement \‘a $T$

pour tout $n$ et $i$ naturels. Par cons\’equent l’ensemble $h^{-1}(E)$ est un
$F_{\sigma}$ et $G_{\delta}$ relativement a l’ensemble $T$ .

Donc, l’ensemble $h^{-1}(E)$ est d\’eveloppable en s\’erie altern\’ee des
ensembles ferm\’es relativement \’a $T$ :

$ h^{-1}(E)=F_{0}-F_{1}+F_{2}-F_{3}+\cdots+F_{2\lambda}-F_{2\lambda+1}+\cdots$ ,

$ 1\leq 2\lambda+1<\gamma<\Omega$ ,

(1) Voir N. LUSIN: Les ensembles analytiqUes, p. 120; C. KURATOWSKI, loc.
cit., p. 230.
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ou les ensembles $F_{\alpha}$ sont d\’ecroissants. La fonction $h(\tau)$ \’etant biuni-
voque, .nous pouvons poser

(1) $ E=h(F_{0})-h(F_{1})+h(F_{2})-h(F_{3})+\cdots+h(F_{2\lambda})-h(F_{2\lambda+1})+\cdots$

Consid\’erons maintenant l’ensemble $N\times N-h(F_{\alpha})=h(T-F_{\alpha})$ .
L’ensemble $T-F_{\alpha}$ est ouvert relativement \‘a $*\tau$ . Donc $T-F_{\alpha}$ est
une somme d’une infinit\’e d\’enombrable des ensembles de la forme:

$T(\delta_{l_{1}^{1},l_{2}^{t},\ldots,l_{k}^{1}}x\delta_{l_{1}^{2}}l_{2}^{2},$

$\ldots,$

$l_{k^{\times\cdots\times\delta}}^{2}l_{1}^{m},$
$l_{2}^{m},$

$\ldots,$
$l_{k}^{m}$

$\times S^{\langle m+1)}xS^{\langle m+2)}\times\cdots)$

$=T(\delta_{l_{1}^{1},l_{2}^{1},\ldots,l_{k}^{1}}\cdot E^{\langle 1)}\times\delta\cdot E^{(1)}\times l_{1}^{2},l_{2}^{2},\ldots,l_{k}^{2}$

$\times\delta_{l_{1}^{m},l_{2}^{m},\ldots,l_{k}^{m}}\cdot E^{\langle m)}\times S^{(m\prec 1)}\times S^{\langle m+2)}\times\cdots)$

’

$0\dot{u}\delta_{l_{1}^{i},l_{2}^{i},\ldots,l_{k}^{i}}$ ($i=1^{s}2,$ $\ldots$ , m) sont.ou bien $\grave{d}$es $interv_{\sim}alles$ de
BAIRE, ou bien leure congruents contenus dans l’intervalle $1<t<2$ .
Or, cet ensemble coincide avec

$0$

$T(\delta_{l_{1}^{1},l_{2}^{1},\ldots,l_{k}^{1}}\cdot E^{\langle 1)}\times S^{\langle 2)}\times S^{(3)}\times\cdots),\cdot(S^{\langle 1)}\times\delta_{l_{1}^{2},l_{2}^{2}}\ldots,$ $l_{k}^{2}E^{(2)}\times S^{(3)}\cdots)$

. . . $(S^{\langle 1)}\times S^{\langle 2)}\times\cdots\times S^{\langle m- 1)}x\delta_{l_{1}^{m},l_{2}^{m},\ldots,l_{k}^{m}}\cdot E^{(m)}\times S^{\langle m+1)}\times\cdots)$ .

Et d’autre part,

$h\{T(S^{(1)}\times S^{(2)}x\cdots xS^{(i-1)}\times\delta_{l_{1}^{i},\dot{g},\ldots,l_{k}^{\dot{\prime}}},\cdot E^{\langle i)}\times S^{\langle i+1)}\times\cdots)$

$)$ 1

$=f_{i}(\delta_{l_{1}^{i},l_{2}^{i},\ldots,l_{k}^{i}}\cdot E^{(i)})\}$ , $i=1,2,3,$ $\ldots,$ $m$ .

En effet, pour tout point $t_{i}$ de $\delta_{l_{1},l_{2}}ii\ldots,$ $l_{k}i\cdot E^{(i)}(i=1,2,3, \ldots, m)$ ,
l existe une suite de nombres irrationnels $t_{1},$ $t_{2},$

$\ldots,$
$t_{i-1},$ $t_{i+1},$

$\ldots$ .
telle que $ f_{i}(t_{i})=f_{1}(t_{1})=f_{2}(t_{2})=\ldots$ . Par suite,

$h\{T(S^{(1)}\times S^{\langle 2)}\times\cdots\times S^{\langle i-1)}\times\delta_{l_{1}^{i}}l_{2}^{i},$

$\ldots,$

$l_{k}^{i}E^{\langle i)}xS^{(i+1)}x\cdots\}\}$

$\supseteq f_{i}(\delta_{l_{1}^{i},l_{2}^{i},\ldots,l_{k}^{i}}\cdot E^{(i)})$

d’ou s’ensuit imm\’ediatement l’identit\’e de ces deux enserhbles.
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Enfin, l’\’egalit\’e

$f_{:}(\delta_{l_{1}^{i}}l_{2}^{i},$

$\ldots,$

$l_{k}^{i}E^{(i)})l=\varphi_{i}(\delta_{l_{1}^{i},l_{2}^{i}}\ldots.l_{k}^{i}Z^{\langle i)})+\psi_{i}(\delta_{l_{1}^{i},l_{2}^{i},\ldots,l_{k}^{i}}U^{(i};)$

montre que cet ensemble appartient \‘a la famille $t\mathfrak{F}B\times\Phi)_{\sigma\delta}\cdot(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ .
Comme $t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}\cdot(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ est multiplicative, l’ensemble

$h\{T(\delta_{l_{1}^{1},h^{1},\ldots.l_{k}^{1}}\times\delta_{l_{1}^{2},l_{2}^{2}}\ldots,$
$l_{k^{\times}}^{2}$ $\times\delta_{l_{1}^{m},l_{2}^{m}}\ldots$

$l_{k}^{m}$

$\times S^{(m+1)}\times S^{(m+2)}\times\cdots)$

lui appartient \’egalement. Par cons\’equent, $h(T-F_{\alpha})$ est un ensemble
de $\cdot\{(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}\cdot t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}\}_{\sigma}=(\mathfrak{F}B\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ . Il s’ensuit que $h(F_{\alpha})$ ap-
partient a $t\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}$ . Ainsi, la s\’erie altern\’ee (1) donne un d\’evelop-
pement que nous avons d\’esir\’e.

Le lemme \’etabli nous permet de g\’en\’eraliser le Th\’eoreme 7
comme il suit:

Th\’eoreme 8 (de sections $F_{\sigma}$ ). Soit $M$ un ensemble plan qui
$/appartient$ \’a la famille $t\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G})_{\sigma\delta\sigma}\cdot(\mathfrak{F}B\times \mathfrak{G})_{c\delta\sigma\delta}$ . Alors, l’ensemble

$\Delta(M)$ (Voir la d\’efinition $du$ Th\’eoreme 6, ou $\cdot$ le commencement de ce
paragraphe) est un compl\’ementaire analytique.

D\’emonstration. Rangeons, tout d’abord, tous les nombres
rationnels en une suite simple: $\gamma_{1},$ $r_{2},$ $r_{3},$ $\ldots,$ $r_{n}$ , . . . . Soit $\mathfrak{M}$

l’ensemble de tous les points $(x, y)$ de $M$ , tels que la droite parallele
\‘a l’axe OY, passant par le point $(x, y)$ , coupe $M$ en un ensemble $F_{\sigma}$

non vide. Nous avons vu que $\mathfrak{M}$ est un compl\’ementaire analy-
tique. La partie commune \‘a la droite $y=r_{n}$ (parallele \‘a l’axe $OX$)
et \‘a l’ensemble $\mathfrak{M}$ est donc un compl\’ementaire amalytique. D\’esignons
par $A_{n}$ la projection de cet ensemble sur l’axe $OX$ . Nous avons
aIors l’identit\’e:

a $(M)=\lrcorner\{M\cdot(OX\times N)\}+\sum_{n=1}^{\infty}A_{n}$

Ceci montre que nous pouvons supposer, sans r\’estreindre la
g\’en\’eralit\’e, que $M$ est situ\’e dans le plan $N\times N$ et appartient \‘a la
fois \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G}^{l})_{\sigma\delta\sigma}$ et \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G}^{\prime})_{\sigma\delta\sigma c}$ ou $\mathfrak{G}^{\prime}$ d\’esigne la famille de tous
les ensembles ouverts par rapport a $N$ . Comme nous avons

(1) Corollaire du th\’eor\‘eme 5. Contribution \‘a la th\’eorie des ensembles boreliens
et analytiques, I, Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University,
Series, I, Vol. VII, 1939, p. 161-189.
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$(\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G}^{\prime})_{\sigma}=(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{0},$ $M$ peut \^etre suppos\’e appartenant \‘a la fois \‘a
$(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta\sigma}$ et a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{e\delta\sigma\delta}$ (le compl\’ementaire \’etant pris par rapport
a $NxN$).

$M$ \’etant un ensemble de $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta\sigma}$ . $1\mathfrak{F}B\times\Phi)_{c\delta\sigma\delta}$ , il est d\’eveloppa-
ble en s\’erie altern\’ee d\’enombrable (transfinie) d’ensembles $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{\sigma\delta}$ .

(2) $ M=A_{0}-A_{1}+A_{2}-A_{3}+\cdots+A_{2\lambda}-A_{2\lambda+1}+\cdots$ ,
$ l\leq 2\lambda+1<\gamma<\Omega$

\‘A tout point $x$ de la projection de $M$ sur l’axe $oX$, correspondent
des nombres ordinaux $a$ tels que la projection de $A_{2\alpha}-A_{2\alpha+1}$ sur l’axe
$OX$ contienne le point $x.$ , Soit $a_{0}=a(x)$ le premier de ces nombres.
Or, l’ensemble $CA_{2\lambda v1}$ appartenant a $(\mathfrak{F}_{B}\times\Phi)_{c\delta\sigma}$ , nous pouvons poser:

$CA_{2\lambda+1}=\sum_{n=1}^{\infty}F_{\lambda.n}jA_{2\lambda}-A_{2\lambda+1}=\sum_{n=1}^{\infty}B_{\lambda.n},$ $B_{\lambda.n}=\phi_{\lambda}\cdot F_{\lambda.n}$

o\‘u $F_{\lambda.n}$ appartient \‘a $(\mathfrak{F}_{B}\times \mathfrak{G})_{c\delta}$ , et par suite $B_{\lambda.n}\in t\mathfrak{F}B\times \mathfrak{G})_{\sigma\delta}$ .
Si la section de $M$ engendr\’ee par $(x, 0)$ est un $F_{\sigma}$ , la section de

$B_{\alpha_{0}},$ $n(a0=a(X))$ engendr\’ee par $(x, 0)$ l’est \’egalement. En effet, nous
avons d’abord

$(x\times OY)\cdot M=(xxOY)(A_{2\alpha_{0}}-A_{2\alpha_{0}+1}+A_{2\alpha_{0}+2}-A_{2\alpha_{0}+3}+\cdots)$

et d’autre part $A_{\alpha}$ \’etant d\’ecroissants,

(3) $(x\times OY)\cdot M\cdot CA_{2\alpha_{0}+1}=(xxOY)\cdot(A_{2\alpha_{0}}-A_{Z\alpha_{0}+1})$

Or, $(x\times 0Y)\cdot M$ est un $F_{\sigma}$ d’apres l’hypoth\‘ese, et d’autre part
$(x\times OY)CA_{2\alpha_{0}\dashv 1}=\sum_{n=1}\infty(x\times OY)F\alpha_{0}$ , $n$ est un $F_{\sigma}$ \’egalement. Donc, le
membre droit de (3) est un $F_{\sigma}$ . Par suite, $(x\times OY)B\alpha_{0},$ $n=$
$(x\times OY)(A_{2\alpha_{0}}-A_{2\alpha_{0}+1})F\alpha_{0},$ $n$ est un $F_{\sigma}$ . D’ailleurs, il existe au moins
un indice $n$ , tel que $(xxOY)B\alpha_{0},$ $n$ soit non vide. Cela revient \‘a

dire que $\Delta(M)$ est contenu dans $\Sigma$$\sum_{1\leq 2\lambda+1<\tau n-1}^{\infty}\Delta(B_{\lambda.n})$ , d’ou l’\’egalit\’e

(4) $\Delta(M)=\Pi(M)\cdot\{_{1\leq 2}\sum_{\lambda+1<\tau}\sum_{n=1}^{\infty}\lrcorner(B_{\lambda.n})\}$ .

Or, d’apr\’es le Th\’eoreme 5 et le Th\’eoreme 6, les ensembles $\Pi(M)$

et $\Delta(B\alpha, n)$ sont des compl\’ementaires analytiques. Ainsi, la formule
(4) montre bien que $\Delta(M)$ est un compl\’ementaire analytique.

$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
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\S 7. Les ensembles atomiques des cribles.

Un ensemble plan $C$ sera dit crible plan (d’apr\’es M. N. LUSIN),

s’il est une somme d’une infinit\’e d\’enombrable des ensembles boreliens
situ\’es sur les droites parall\‘eles \‘a l’axe $OX$ (le plan \’etant $OXY$).

Nous supposons de plus (ce qui n’alt\’erera pas la g\’en\’eralit\’e) que ces
droites passent les points rationnels $(0, y)$ . \’Etant donn\’e un point
$(x, 0)$ de l’axe $OX$ , nous appellerons “ section” de $C$ engendr\’ee par
$(x, 0)$ , la partie commune de $C$ et de la droite parallele \‘a l’axe $OY$ ,
passant par le point $(x, 0)$ . $a$ \’etant un type d’ordre d\’enombrable,
nous d\’esignerons par $\epsilon_{\alpha}$ la somme de tous les points $(x, 0)$ qui en-
gendrent les sections de $C$ du type d’ordre $a$ suivant la direction
positive de l’axe $oY$ . \‘A chaque ensemble $\Phi$ des types d’ordre
d\’enombrables correspond alors un ensernble-somme $E(\Phi)$ de tous les
ensembles $\epsilon_{\alpha}$ , la sammation s’\’etendant \‘a tous les $a$ de $\Phi$ .

On sait qu’en particulier si $\Phi$ se constitue de tous les nombres
ordinaux $a$ de premiere et de seconde classe: $ 0\leq a<\Omega$ , l’ensemble
$E(\Phi)$ est un compl\’ementaire analytique, et les ensembles $\epsilon_{\alpha}(0\leq a<\Omega)$

sont des ensembles boreliens,–r\’esultats $d^{A}us$ \‘a M. N. LUSIN.
M. C. KURATOWSKI(1) a \’etudi\’e syst\’ematiquement $\backslash les$ ensembles

$E(\Phi)$ (en se bornant au crible de M. H. LEBESGUE), et a donn\’e une
des leurs classifications.\langle 2) Comme l’ensemble $\epsilon_{\alpha}(a$ \’etant un type
d’ordre d\’enombrable arbitraire) n’est Pas divisible d\‘e$s$ que le crible
soit fix\’e, nous l’appelerons ensemble atomique. M. C. KURATOWSKI
a d\’emontr\’e (3) que tout ensemble atomique est analytique, et a pos\’e
un probleme: si cet ensemble n’est pas n\’ecessairement borelien ?
$Tout^{\prime}$ de suite apres, M. S. HARTMAN a repris ces \’etudes, et a
montr\’e (4) que l’ensemble atomique $\epsilon_{\alpha}$ est toujours borelien pour tout
$a$ tel que $m(a)\leq\backslash \backslash 0$ , en d\’esignant par $m(a)$ la puissance de l’ensemble
de toutes les transformations biunivoques et semblables(1) d’un en-
semble ordonn\’e du type $a$ en lui-m\^eme. M. S. HARTMAN a remarqu\’e
d’ailleurs que cette condition: $m(a)\leq e_{0}$ n’est pas n\’ecessaire pour

(1) C. KURATOWSKI: Sur la g\’eometrisation des types d’ordre d\’enombrable.
Fund. Math. $t$ . XXVIII. p. $167^{-}185$ .

(2) ibid. pp. 169.
(3) ibid. p. 173.
(4) $S$ . HARTMAN: Zur Geometrisierung der abzahlbaren Ordnungstypen, Fund-

Math. $t$ . XXIX. p. 209-214.
(5) Une transformation biunivoque et semblable est celle qui fait correspondre

les \’el\’ements de deux ensembles biunivoquement et qui conserve les relations
d’ordre.
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que l’ensemble $\epsilon_{\alpha}$ soit borelien, et il a laiss\’e ouvert la question:
quelle est la condition exacte pouti que $\epsilon_{\alpha}$ soit borelien ? ou bien,
n’est-il pas toujours borelien ? Or, nous allons -montrer que l’en-
semble $\epsilon_{\alpha}$ est toujours borelien.

Th\’eoreme 9. Pour tout type d’ordre d\’enombrable $a$ , l’ensemble
atomique est toujours borelien.

D\’emonstration. La m\’ethode de M. N. LUSIN pour montrer que
les constituantes $\epsilon_{\alpha}(0\leq_{a}<\Omega)$ des compl\’ementaires analytiques sont
boreliens est bas\’ee sur le principe d’induction transfini $e^{(Z)}$ . Tandis
que celle de MM. C. KURATOWSKI et S. HARTMAN fait appel au
th\’eoreme de projection. Notre m\’ethode n’est qu’une pr\’ecision de
celle de ces deux math\’ematiciens varsoviens.

Soit $a$ le type d’ordre d\’enombrable donn\’e. Rangeons tous les
nombres rationnels en une suite d\’etermin\’ee:

(1) $r(1)$ , $r(2),$ $r(3)$ , . .. , $r(n)$ , . . . .
On sait bien qu’il existe un ensemble $E$ des nombres rationnels
ayant le type $a$ . Les nombres de $E$ forment une suite partielle de
(1) qu’oll peut d\’esigner ‘par

(2) $r(n_{1}),$ $r(n_{2}),$ $r(n_{3})$ , ... , $r(n_{k})$ , . . . ;

$ n_{1}<n_{2}<.n_{3}<\cdots<n_{k}<\cdots$ .
Nous disons que deux indices $k_{1}$ et $k_{2}$ sont congruents s’il existe

une transformation biunivoque et semblable de $E$ sur lui-m\^eme, qui
fait correspondre le nombre $r(n_{k_{1}})$ \‘a $r(n_{k_{2}})$ , et nous le d\’esignons par
$k_{1}\sim k_{2}$ . Nous pouvons dire imm\’ediatement que 1) $k\sim k;2$) si $k_{1_{\backslash }}\sim k_{2}$ ,
alors $k_{2}\sim k_{1}$ ; 3) si $k_{1}\sim k_{2},$ $k_{2}\sim k_{3}$ , alors $k_{1}-k_{3}$ . Donc, les indices (2)
se groupent en classes d\’etermin\’ees des indices congruents. Deux
classes diff\’erentes n’ont aucun indice commun.

Nous disons encore qu’\’etant donn\’e urr nombre fini d’indices
(3) $k_{1}^{0}$ , $k_{2}^{0}$ , $k_{3}^{0}$ , .. . , $k_{m}^{0}$ ,

deux indices $k^{\prime}$ et $k^{\prime;}$ sont congruents relativement aux systemes (3),
s’il existe une transformation biunivoque et semblable de $E$ en lui-

(1) Il suffit de consid\’erer le cas oh $\alpha$ est le type $\eta$ de l’ensemble de tous les
nombres rationnels.

(2) N. LUSIN: Lecons sur les ensembles analytiquev et leurs applications,
Paris, 1930, p. 188.



Contribution \‘a la Th\’eorie des Ensembles Boreliens et Analytig$ues,$ $\Pi$ 13

m\^eme qui fait correspondre le point $r(n_{k^{\prime}})$ \‘a $r(n_{k^{\prime\prime}})$ et laisse les
points $r(n_{k_{i}^{0}})$ ($i=1,2,$ $\ldots$ , m) invariables.

Consid\’erons maintenant l’espace OXYZ \‘a trois dimensions, dont
l’axe $OX$ se constitue de l’intervalle $N:0<x<1$ form\’e de tous
les nombres irrationnels entre $0$ et 1. Nous allons construire, avec
M. N. $LusIN(1)$ , une suite de fonctions $z=f_{k}(x)(k=1,2,3, . . .)$

d\’efinies et continues sur $N$ , et dont les images $L_{1},$ $L_{2},$
$\ldots,$

$L_{k},$
$\ldots$

jouissent de deux propri\’et\’es suivantes:
$1^{o})$ si $r(n_{i})<r(n_{j}),$ $i\neq j\backslash $ la $courbeL$: est entierement au-dessous

de la courbe $L_{j}$ .
$2^{o})$ Quelqug soit un ensemble $e$ form\’e de points rationnels et

semblable \‘a l’ensemble $E$ , il existe un point irrationnel $x_{0}$ tel que
les points-intersections des courbes $L_{1},$ $L_{2},$

$\ldots$
$L_{k},$

$\ldots$ et de la
droite $z=x_{0}$ forment pr\’ecis\’ement l’ensemble $e$ .

La fonction $z=fi(x)$ dont l’image est la premiere $cou\dot{r}$be $L_{1}$

sera d\’efinie de la maniere suivante: $f_{1}(x)=\gamma(m_{1})$ pour tout $x$ de
$\delta_{m_{1}}(m_{1}=1,2,3, \ldots)$ . Supposons que nous ayons d\’eja d\’efini les
fonctions $f_{1},$ $f_{2},$

$\ldots$
$f_{k-1}$ d\’efinies et continues sur l’ensemble $N$ tout

entier. Nous supposons que la fonction $f_{i}$ $(i=1,2, \ldots , k-1)$ est
constante dans les intervalles de BAIRE d’ordre $i$ et ne possede que
des valeurs rationnelies, et que les courbes $L_{i}(i=1,2,3, \ldots , k-1)$

qui sont images des fonctions $f_{i}$ jouissent de la propri\’et\’e suivante:
la position mutuelle des courbes $L_{1},$ $ L_{2}\ldots$ , $L_{k-1}$ est la m\^eme que
celles des points rationnels $r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{k-1}).$ ’ suppos\’es d’\^etre
situ\’es sur l’axe $OZ$ . Pour d\’efinir la fonction $f_{k}$ , dont l’image est
la courbe $L_{k}$ , consid\’erons la suite des intervalles de BAIRE d’ordre $k$ :
$\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k-1},1},$ $\delta_{m_{1},m_{2}},$

$\ldots,$ $m_{k- l},$ $2$ , . . . , $\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{k-1}.m_{k}},$
$\ldots$ .

Or, tous les nombres rationnels situ\’es dans la m\^eme position par
rapport aux $f_{1}(\delta m_{1}),$ $f_{2}(\delta m_{1}, m_{2})$ , . . . , $f_{k-1}(\delta m_{1}, m_{-}, \ldots , m_{k-l})^{(2)}$ que le
point $r(n_{k})$ par rapport aux points $r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{k-1})$ forment
une suite partielle de (1), qu’on peut d\’esigner par $r_{1}^{\prime},$ $\gamma_{2}^{\prime}$

$\ldots$ , $r_{m_{k}}^{\prime}$ ,... . $(m_{k}=1,2,3, \ldots)$ , en les num\’erotant d’apres les ordres des
termes quI se trouvent dans la suite (1). Nous poserons $f_{k}(x)=\mu_{m_{k}}$

pour tout $x$ de $\delta m_{1},$
$m_{2},$ $\ldots,$ $mk$ . La fonction $f_{k}$ est ainsi completement

d\’efinie et continue dans $N$ puisqu’elle est constante dans les inter-

(1) La construction des courbes $L_{1},$ $L_{!}$ . . . . , $L_{k}$ , . . . . a \’et\’e donn\’e par M.
N. LUSIN. Voir N. LUSIN loc. cit. p. 211.

(2) $fi(\delta_{m_{1}}, m2’ ... , mi)$ d\’esigne la valeur de la fonction $fi(x)$ pour
$x\epsilon\delta_{m_{1}}$ ; $m2$ ’ ... , $mi$ que nous avons suppos\’ee constante.
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valles de BAIRE d’ordre $k$ . La position mutuelle des courbes
$L_{1},$ $L_{2},$

$\ldots$ , $L_{k}$ , est la m\^eme que celle des points $r(n_{1}),$ $r(n_{2}),$
$\ldots,$

$r(n_{k})$ .
Etant donn\’e un ensemble $e$ form\’e des $pOints$ rationnels, semblable
\‘a l’ensemble $E$, nous d\’esignons par $M(e)$ l’ensemble de tous les
nombres irrationnels $x_{0}$ , tel que les points-intersections des courbes
$L_{1},$ $L_{2},$

$\ldots,$
$L_{k},$

$\ldots$ et de la droite $z=x_{0}$ forment pr\’ecis\’ement l’en-
semble $e$ . Comme $M_{l}$ N. LUSIN I’a montr\’e, l’ensemble $M(e)$ n’est
pas vide. En effet, il existe une transformation biunivoque et
semblable de $E$ en $e$ . D\’esignons par $\zeta(k)$ le nombre de $e$ qui
correspohd \‘a $r(n_{k})$ de $E$ . Il existe alors un et un seul intervalle de
BAIRE $\delta m_{1},$

$m_{2},$ $\ldots$ , $mk$ $(k=1,2,3, . . .)$ , tel que $f_{k}(\delta m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k})$

$=\zeta(k)$ . Le point irrationnel $(m_{1}, m_{2}, \ldots m_{k}, . ’)$ aPpartient \‘a
$M(e)$ .

S’il existe deux points $x_{0}$ et $x_{0}^{\prime}$ tels que les sections de la r\’eunion
des courbes $L_{1}$ , $L_{2},$

$\ldots,$
$L_{k},$

$\ldots$ qu’on d\’esigneral par $S$ , engendr\’ees
par l\’e point $x_{0}$ et $x_{0}^{\prime}$ donnent un ensemble pr\’ecis\’ement identique \‘a
$e$ , nous avons deux correspondances biunivoques et semblables entre
$E$ et $e$ . Supposons le point $\zeta(k)$ de $e$ correspond \‘a $r(n_{k})$ et \‘a $r(n_{k^{\prime}})$

par ces correspondances. En faisant correspondre l’indice $k$ \‘a $k^{\prime}$ ,
nous obtenons une transformation biunivoque $\cdot$ et semblable de $E$ \‘en
lui-m\^eme.

Inversement, s’il existe une correspondance biunivoque et sembla-
ble de $E$ en lui-m\^eme, nous. avons deux points diff\’erents de $M(e)$ .

Maintenant, passons \‘a la construction d’une suite des surfaces
situ\’ees dans l’espace OXYZ, que nous aPpellerons ensemble de simih-
tude. Il d\’epend du crible donn\’e. Soit $C$ le crible donn\’e que nous
.supposons situ\’e dans le plan $OYZ$ . $C$ est form\’e $d’ une$ somme d’une
infinit\’e d\’enombrable des ensembles boreliens qui sont situ\’es sur les
droites parall\’eles \‘a l’axe $OY$ dont les hauteurs sont des nombres
rationnels. Nous d\’esignons ces ensembles boreliens par

i
$c$

(4) $\sigma_{1}$ , $\sigma 2$ $\sigma_{3}$ , $\sigma_{n\prime}$. . . ,

dont les hauteurs peuvent \^etre suppos\’ees \’egales. respectivement \‘a
$r(1),$ $r(2)$ , . . . , $r(n)$ , . . . ( $\sigma_{n}$ peut \^etre un ensemble vide).

Notre ensemble de similitude se compose d’une infinit\’e d\’enombra-
ble des surfaces qu’on d\’esignera par

(5) $F_{i},$ $F_{1}^{*},$ $F_{2},$ $F_{2}^{*}$ , . . . , $F_{n},$ $F_{n}^{*}$ , . . . .
Voici leur construction:
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D\’esignons par $R$ l’ensemble de tous les points $(x, y, z)$ de l’espace
OXYZ dont les coordonn\’ees $z$ sont rationnelles ($x$ d\’esignant les
nombres irrationnels entre $0$ et 1, tandis que $y$ sont des nombres
r\’eels).

$1^{o})$ Premier proc\’ed\’e. La surface $F_{1}$ est d\’efinie par $F_{1}=L_{1}\times OY$.
D\’esignons l’ensemble $S\times OY$ par $G_{0}$ et supprimons tous les points
$(x, y, z)$ de $G_{0}-F_{1}$ tels que $x\in\delta m_{1},$ $m_{2},$ $m_{3},$ $\ldots$ , $mk$ $k>1,$ $y\in OY$ ,
$z=f_{k}(\delta m_{1}, m_{2}, \ldots , m_{k})$ , et satisfaisant aux conditions: 1) $k\sim 1;2$) il
existe un indice $m_{1}^{\prime}$ tel que $z=f_{1}(\delta_{m_{1}}^{\prime})=f_{k}(\delta m_{1}, m_{0}, , \ldots, m_{k})$ et que
$m_{1}^{\prime}<m_{1}$ . D\’esignons le reste par $Q_{1}$ .

$2^{o})$ Deuxi\’eme proc\’ed\’e. Consid\’erons ensuite l’ensemble $OX\times\sigma_{1}$

dans l’espace OXYZ. Cet ensemble sera des points communs avec
$G_{1}^{(1)}$ . La section de cette partie commune avec la droite $y=y_{0}$ ,
$z\underline{\perp}r(1)$ telle que le point $(y_{0}, z)$ appartient \‘a $\sigma 1$ ne d\’epend pas de
$y_{0}$ . Cette section (ou la projection de cette partie commune sur le
plan $OXZ$ ) se compose d’une infinit\’e d\’enombrable des intervalles de
BAIRE dans la droite $z=r(1)$ situ\’ee dans le plan $OXZ$ , qui constituent
des segments des courbes consid\’er\’ees plus haut. Dans chaque inter-
valle d’ordre 1: $\delta m_{1}$ , supprimons tous les intervalles ainsi obtenus:
$\delta m_{1},$ $m_{2},$ $m_{3},$ $\ldots,$ $mk$ $k>1$ , s’ils possedent un intervalle \’egalement

ainsi obtenu d’ordre inf\’erieur $k^{\prime}$ qui est congruent \‘a $k$ par rapport
\‘a 1. D\’esignons le reste par $T_{1}(1)$ , et posons $F_{1}^{*}=T_{1}(1)\times(Proj$ de
$\sigma_{1})$ .

$3^{o})$ Troisi\’eme proc\’ed\’e. D\’esignons par $G_{2}$ l’ensemble exprim6
par $\{R-(OX\times\sigma_{1})\}G_{1}+F_{1}^{*}$ . D\’efinissons d’abord la surface $F_{2}$ par
$F_{2}=G_{2}\cdot(L_{2}\times OY)$ . Supprimons ensuite tous les points $(x, y, z)$ de
l’ensemble $G_{2}-F_{2}$ tels que $x\in\delta m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $mk,$ $k>2,$ $ y\in$ la projection
de $\sigma_{1}$ (sdr l’axe $OY$), $z=f_{k}(\delta m_{1}, m_{2}, \ldots , m_{k})$ et satisfaisant aux
conditions:’ 1) il existe un indice $k^{\prime}(k^{\prime}>2)$ tel que $\delta m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots$ , $m_{k^{\prime}}$

est un intervalle de l’ensemble $T_{1}$ ; 2) $k\sim 2$ , par rapport \‘a 1 et $k^{\prime}$ ;
3) il existe un indice $m_{2}^{\prime}$ tel que $z=f_{2}(\delta m_{1},$ $m_{2}^{\prime)=f_{k}(\delta m_{1},m_{2},\ldots,m_{k})}$

et que $m_{2}^{\prime}<m_{2}$ .
Supprimons enfin tous les points $(x, y, z)$ de l’ensemble $G_{2}-F_{2}$

tels que $x\in\delta m_{1},$ $m_{2},$ $\ldots,$ $mk$ $k>2,$ $y$ n’appartiennent pas \‘a la projec-
tion de $\sigma_{1}$ (sur l’axe $0Y$ ), et satisfaisant aux conditions : 1)

$k\sim 2(k>2)$ par rapport \‘a 1; 2) il existe un indice $m_{2}^{\prime}$ tel que

(1)} Nous supposons que $\sigma_{1}$ n’est pas vide. Si $\sigma_{1}$ est vide, nous pouvons omettre
le deuxi\‘eme proc\’ed\’e. Dans ce cas, la surface $F_{1}^{\star}$ est vide.
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$z=f_{2}(\delta_{m_{1},m_{2}^{\prime}})=f_{k}|(\delta n\tau_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k})$ et que $m_{2}^{\prime}<m_{2}$ . D\’esignons le
reste par $G_{3}$ .

Supposons que nous ayons d\’efini les surfaces $F_{n-1},$ $F_{n- 1}^{*}$ et les
ensembles $G_{2n-3}$ .

$4^{o})$ 2 $n-1$-ieme proc\’ed\’e. D\’esignons par $G_{2n-2}$ l’ensemble exprim\’e
par $\{R-(OX\times\sigma_{n- 1})\}\cdot G_{2n-3}+F_{n- 1}^{*}$ . D\’eflnissons d’abord la surface
$F_{n}$ par $ F_{n}=G_{2n-2}(L_{n}\times OY)\backslash \cdot$ Consid\’erons ensuite les points $(x, y, z)$

de l’ensemble $G_{2n-2}-F_{n}$ . A la coordonn\’ee $y$ , correspond une suite
finie d’indices:

$f$

$\nu_{1},$ $\nu_{2},$ $\nu_{3}$ , $\cdot$ . . , $\nu\iota(\nu_{1}<\nu z<\nu_{3}<\cdots<\nu\iota)$ ,

l’ensemble de tous les indices $\nu_{m}$ tels que le point $(z=\gamma(\nu_{m}), y)$ du
plan OYZ appartient \‘a l’ensemble $\sigma_{v_{m}}$ et que $\nu_{m}<n$ . D\’esignons
par $E_{n}(\nu_{1}, \nu_{2}, \ldots \nu_{l}),$ $l,1<\nu_{2}<$ },$3<\cdots<\nu_{l}$ , l’ensemble de tous les
nombres $y$ auxquels correspond la suite $\nu_{1},$ $\nu z,$ $\nu_{3}$ , . . . , $\nu_{l}$ . D\’esig-
nons encore par $E_{n}(0)$ le compl\’ementaire (par rapport \‘a l’axe $OY$)
de la somme des projections de $\sigma_{\nu}(=1,2,3, \ldots n-1)$ (sur l’axe
$OY)$ . Comme tout syst\’eme $\nu 1,$ $\nu_{2},$ $\nu_{3}$ , . . . , $\nu_{l}$ est un $|sous$-ensemble
de l’ensemble des entiers positifs 1, 2, 3, . . . , $n-1$ , pour. tout nombre
$n$ , il n’existe qu’un nombre limit\’e des ensembles $E_{n}(\nu_{1}, \nu z, \ldots\backslash , \nu_{l})$

(il ne peut en effet surpasser le nombre $2^{n-1}$) $4$ D’ailleurs, il est
\’evident que 1es ensembles $E_{n}(\nu_{1}, \nu_{2}, \ldots \nu_{l})$ et $E_{n}(0)$ sont toujours
boreliens.

Supprimons tous les points $(x, y, z)$ de l’ensemble $G_{2n- 2}-F_{n}$ tels que
$x\epsilon\delta m_{1},$

$m_{2},$ $\ldots,$ $m_{k},$ $k>n,$ $y\in E_{n}$ $(\nu_{1}, \nu z , ..., \nu_{l}),$ $z=f_{k}(\delta m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{k})$ ,
et satisfaisant aux conditions: 1) il existe des indices $k_{1}^{\prime},$ $ki,$ $k_{3}^{\prime},$

$\ldots$ ,
$k_{l}^{\prime}$ tel que $\delta_{m_{1},m_{2}},$

$\ldots,$ $m_{k_{m}^{\prime}}$ est un intervalle de $\tau_{v_{m}}(\nu_{1,k2}, \ldots , \nu_{m})$

d\’efini dans le 2 $\nu_{m}$-i\’eme proc\’ed\’e, $m=1,2,$ $\ldots,$ $l;2$ ) $k\sim n$ par rapport
\‘a 1, 23, . . . , $n-1$ et $k_{1}^{f},$ $k_{2}^{\prime}$ , . . . , $k_{l}^{\prime}$ ; 3) il existe un indice $m_{n}^{\prime}$ tel
que $z=f_{n}$ $(\delta_{m_{1},m_{A}}., , ..., m_{n-1}, m_{n}^{\prime})=f_{k}(\delta m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n-1}, m_{n}, \ldots, m_{k})$ et
que $m_{n}^{\prime}<m_{n}$ .

Supprimons enfin tous les points $(x, y, z)$ de l’ensemble $G_{2n- 2}-F_{n}$

tels que $x\in\delta m_{1},$
$m_{2},$ $\ldots$ , $mk(k>n),$ $y\in E_{n}(0),$ $z=f_{k}(\delta m_{1}, m_{2}, . . ,\cdot m_{k})$ ,

et satisfaisant aux conditions: 1) $n\sim k$ par rapport \‘a 1, 2, 3, .. . ,
$n-1;2)$ il existe un indice $m_{n}^{\prime}$ tel quez $=f_{n}(\delta_{m_{1},m_{2},\ldots,m_{n-1},m_{n}^{\prime}})=-$

$f_{k}$ $(\delta m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n-1}, m_{n}, \ldots , m_{k})$ et que $m_{n}^{\prime}<m_{n}$ .
D\’esignons le reste par $G_{2n- 1}$ .
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$5^{o})$ $2n$-i\‘eme proc\’ed\’e. Consid\’erons l’ensemble $G_{2n-1}(OX\times\sigma_{n})^{\langle 1)}$ .
Cet ensemble se partage en un nombre limit\’e des ensembles suivant
que $y$ appartienne \‘a $E_{n+1}(\nu_{1,*}, \ldots \nu\iota),$ $\nu_{l}=n$ . La projection de
cet ensemble sur le plan OXZ se compose d’une infinit\’e d\’enombrable
des intervalles de BAIRE dans la droite $z=r(n)$ situ\’ee dans le plan
$OXZ$ . Supprimons dans chaque intervalle $\delta m_{1},$

$m_{2},$ $\ldots$ $m_{n}$ tous les
intervalles $\delta m_{1},$

$m_{2}$ , ... , $mk(k>n)$ , satisfaisant aux conditions: 1) il
existe des indices $k_{1}^{\prime},$ $k_{2}^{\prime},$ $k_{3}^{\prime}$ , . . . , $k_{l-1}^{\prime}$ tel que $\delta m_{1},$

$m_{2},$ $\ldots$ , $m_{k^{\prime}}m$ soit
un intervalle de $\tau_{v_{m}}(\nu_{1}, \nu_{2}, \ldots, \nu_{m}),$ $m=1,2,$ $\ldots,$

$l-1$ , suppos\’es
d\’ej\‘a d\’efinis; 2) il existe un indice $k^{\prime}$ inf\’erieur a $k$ , qui est congruent
\‘a $k$ par rapport \‘a 1, 2, 3, . . . , $n$ et $k_{1}^{\prime},$ $k_{2}^{\prime},$ $k_{3}^{\prime}$ , . . . , $k_{l- 1}^{\prime}$ . D\’esignons
le reste par $ T_{n}\sim$ $(\nu_{1}, w, \ldots , \nu_{l})$ , et posons

$F_{n}^{*}=v_{1},$

$v_{\underline{o}},$

$\Sigma.$ $v_{l-1}T_{n}(\nu_{1}, 1\&, \nu_{l})\times E_{n+l}(\nu_{1}, \nu_{2}, \ldots, \nu\iota)$ , $\nu\iota=n$ .
Continuons ainsi de suite.
D\’esignons par $\gamma$ l’ensemble de similitude ainsi d\’efini, et par $\gamma^{\prime}$

$1’ ensembIe$ de tous les points $(x, y, z)$ de l’espace dont les coordonn\’ees
$z$ sont rationnelles et qui n’appartiennent pas a $\gamma$ , et soit $\Theta_{1}$ la pro-
jection de $\gamma^{\prime}(OX\times C)$ sur le plan $OXY$ . D\’esignons par $C^{\prime}$ l’ensemble
de tous les points $(x, z)$ du plan $OXZ$, compl\’ementaire au crible $C$,
et soit $\theta_{2}$ la projection de l’ensemble $\gamma\cdot(OX\times C^{\prime})$ sur le plan $OXY$ .
D\’esignons enfin par $\theta$ le compl\’ementaire de la somme $\theta_{1}+\theta_{2}$ par
rapport au plan $OXY$. L’ensemble $\theta$ jouit alors de la propri\’et\’e
suivante: pour qu un point $(x_{0}, y_{0})$ appartienne \‘a $\theta$ , il faut et il
suffit que la $j\sim section$ de $\gamma$ engendr\’ee par le point $(x_{0}, y_{0})$ soit identiqu $e$

\‘a la section de $C$ engendr\’ee par le point $y_{0}$ (dans le plan $OYZ$ ). En
effet, pour que le point $(x_{0}, y_{0})$ n’appartienne pas \‘a $0_{1}h$ il faut et
il suffit que tous les points de la section de $C$ engendr\’ee {par le point
$y_{0}$ soient contenues dans celle de $\gamma$ engendr\’ee par le point $(x_{0}, y_{0})$

(lorsqu’on consid\’ere les projections de ces sections sur l’axe $OZ$ ).
D’autre part, pour que $(x_{0}, y_{0})$ n’appartienne pas \‘a $\Theta_{2}$ , il faut et il
suffit que la section de $\gamma$ engendr\’ee par le point $(x_{0}, y_{0})$ soit contenue
dans la section de $C$ engendr\’ee par le point $y_{0}$ .

D\’esignons d’autre part par $S^{\prime}$ l’ensemble de tous les points $(x, z)$

du plan 0XZ dont les coordon\’ees $z$ sont rationnelles et qui n’ap-
partiennent pas \‘a $S$ . Soient $\Phi_{1}$ la projection de l’ensemble $(S^{\prime}\times OY)$ .

(1) Nous supposons que $\sigma_{n}$ n’est pas vide. Si $\sigma_{n}$ est vide, nous pouvons omettre
le 2 $n$-ieme proc\’ed\’e. Dans ce cas, la surface $F_{n}^{*}$ est un ensemble vide,
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$(OX\times C)$ sur le plan $OXY$ , et $\Phi_{2}$ la projection de $(S\times OY)\cdot(OX\times C^{\prime})$

sur le plan $OXY$ . D\’esignons enfin par $\Phi$ le compl\’ementaire (par

rapport au plan $OXY$) de la somme $\Phi_{1}+\Phi_{2}$ . La $projecti$on de $\Phi$ sur
l’axe OY coincide avec l’ensemble $\epsilon_{\alpha}$ , et pour tout point $y_{0}$ de $\epsilon_{\alpha}$ , si
l’on d\’esigne par $e$ la section de $C$ engendr\’ee par le point $y_{0}$ , l’inter-
section $\Phi$ de avec la droite $y=y_{0}coinc\prime ide$ avec l’ensemble $M(e)$ (quand

on le projete sur l’axe $OX$). En effet, pour que le point $(x_{0}, y_{0})$ ap-
partienne \‘a $C\Phi_{1}$ il faut et il suffit que tous les points de la section $e$

de $C$ engendr\’ee par le point $y_{0}$ soient contenus dans celle de $ S\times$ OY
engendr\’ee par le point $(x_{0}, y_{0})$ (lorsqu’on consid\‘ere les projections
sur l’axe $OZ$ ). D’autre part, pour que le point $(x_{0}, y_{0})$ appartienne
\‘a $C\Phi_{?}$ , il faut et il suffit que la section de $S\times OY$ engendr\’ee par le
point $(x_{0}, y_{0})$ soit une partie de la section de $C$ engendr\’ee par
l\’e point $y_{0}$ . Par suite, d’abord Ja section de $ S\times$ OY engendr\’ee
par le point $(x_{0}, y_{0})$ de $\Phi$ coincide avec la section de $C$ engendr\’ee
par le point $y_{0}$ .

Or, la section de Sx $OY$ \’etant toujours semblable \‘a l’ensemble
$E,$ $y_{0}$ appartiendra a $\epsilon_{\alpha}$ . Deuxlemement, si la section de $S\times OY$

engendr\’ee par le point $(x_{0}, y_{0})$ , coincide avec la section de C.en-
gendr\’ee par $y_{0},$ $(x_{0}, y_{0})$ appartient \‘a $\Phi$ . Et d’autre part, si $y_{0}$ ap-
partient \‘a $\epsilon_{\alpha}$ , il existe un point $x_{0}$ de l’ensemble $M(e)$ , en d\’esignant

par $e$ la section de $C$ engendr\’ee par $le$ point $y_{0}$ . Donc il existe un
point $(x_{0}, y_{0})$ de $\Phi$ . Ainsi, la projection‘ de $\Phi$ sur l’axe $OY$ et
l’ensemble $\epsilon_{\alpha}$ coIncident completement.

Maintenant, consid\’erons la partie commune \‘a $\Theta$ et \‘a $\Phi$ . Nous
allons voir d’abord que la projection de l’ensemble $\Theta\cdot\Phi$ sur l’axe $OY$

coincide avec eelle de $\Phi$ ( $c$ . a $d$ . avec l’ensemble $\epsilon_{\alpha}$ ). Soit, en effet, $y_{0}$

un point qnelconque qe $\epsilon_{\alpha}$ , La section $e$ de $C$ engendr\’ee par le
point $y_{0}$ est une suite partielle d\’etermin\’ee de (1) qu’on peut d\’esigner

par
(6) $r(m_{1}),r(m_{2})\backslash $ ’ . . . , $r(m_{\nu})$ , . ..-; $ m_{1}<m_{2}<\cdots<m_{v}<\cdots$ .

(Nous pouvons supposer que l’indice $\nu$ parcourt tous les nombres
naturels). Il existe alors une transformation biunivoque et semblable
entre les suites (2) et (6).

Soit $l_{1}$ le plus petit $d$es $m_{\nu}$ satisfaisant \‘a la condition: il existe
un $e$ transformation binnivoque et semblable entre les suites (2) et
(6), qui fait correspondre $r(m_{\nu})$ de (6) \‘a $r(n_{1})$ de (2) (une telle trans-
formation existe toujours puisque $y_{0}$ appartient \‘a $\epsilon_{\alpha}$ . Soit deuxieme-
ment $l_{2}$ le plus petit des $m_{\nu}$ satisfaisant \‘a la condition: il existe une
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transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6),
qui fait correspondre $r(l_{1})$ de (6) \‘a $r(n_{1})$ de (2), et en m\^eme temps
$r(m_{\nu})$ de (6) \‘a $r(n_{2})$ de (2). Soit troisiemement $l_{3}$ le plus petit des
$m_{v}$ satisfaisant \‘a la condition: il existe une transformation biunivoque
et semblable entre les suites (2) et (6), qui fait correspondre $r(l_{1})$ ,
$r(l_{2})$ de (6) \‘a $r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ de (2), et en m\^eme temps $r(m_{\nu})$ de (6) \‘a

a $r(n_{3})$ de (2). Continuons ainsi de suite jusqu’\‘a $l_{m_{1}}$ .
Soit maintenant $p_{1}$ le plus petit des indices $n_{k}$ satisfaisant A la

condition: il existe une transformation biunivoque et semblable entre
les suites (2) et (6), qui fait correspondre $r(l_{1})$ , $r(l_{2})$ , ... , $r(l_{m_{1}})$ de
(6) \‘a $r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{m_{1}})$ de (2) , et en tn\^eme temps $r(m_{1})$ de (6)
\‘a $r(n_{k})$ de (2). Soit ensuite $l_{m_{1}+1}$ Ie plus petit des indices $m_{\nu}$ satis-
faisant \‘a la condition: il existe une transformation $bIunivoque$ et
semblable entre les suites $|2$) et (6) qui fait correspondre $r(l_{1})$ ,
$r(l_{2})$ , ... , $r(l_{m_{1}})$ et $r(m_{1})$ de (6) \‘a $r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{m_{1}})$ et $\gamma(p_{1})$ de
(2), et en m\^eme temps $r(m_{\nu})$ de (6) \‘a $r(n_{m_{1}+1})$ de (2) . Soit $l_{m_{1}+2}$ le
plus petit des indices $m_{v}$ , satisfaisant \‘a la condition: il existe une
transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6)
qui fait correspondre $r(l_{1})$ , $r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{m_{1}})$ , $r(l_{m_{1}+1})$ et $r(m_{1})$ de (6)
\‘a $r(n_{1})$ , $r(n_{2}),$

$\ldots$
$r(n_{m_{1}}),$ $r(n_{m_{1}+1})$ , et $r(p_{1})$ de (2), et en m\^eme temps

$r(m_{\nu})$ de (6) \‘a $r(n_{m_{1}+2})$ de (2). Continuons ainsi de suite jusqu’a $l_{m_{2}}$ .
Soit $\prime p_{2}$ le plus petit des indices $n_{k}$ satisfaisant \‘a la condition: il
existe une transformation biunivoque et semblable entre les suites
(2) et (6), qui fait correspondre $r(l_{1}),$ $r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{m_{2}})$ et $r(m_{1})$ de
(6) \‘a $r(n_{1})$ , $r(n_{2}),$

$\ldots,$
$\gamma(n_{m_{1}})$ et $r(p_{1})$ de (2), et en m\^eme temps $r(m_{2})$

de (6) a $r(n_{k})$ de (2). Soit ensuite $l_{m_{2}+1}$ le plus petit des indices $m_{\nu}$

satiSfaisant \‘a la condition: il existe une transformation biunivoqne
et semblabie entre les suites (2) et (6) qui fait correspondre $r(l_{1})$ ,
$r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{m_{2}})$ et $r(m_{1}),$ $r(m_{2})$ de (6) \‘a $r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ , . . . , t

$r(n_{m_{2}})$ et
$r(p_{1}),$ $r(p_{2})$ de (2), et en m\^eme temps $r(m_{\nu})$ de (6) \‘a $r(n_{m_{2}+1})$ de (2).
$Co\eta,tinuons$ ainsi de suite.

Nons pouvons donc d\’eterminer une suite d’indices

(7) $l_{1}$ , $l_{2},$ $l_{3}$ , . . . , $l_{k}$ , . . . .
de telle sorte que, pou $r$ tout nombre entier positif $k$ , il existe une
transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6),

(1) Il faut remarquer que la conditIon que la transformation fait correspondre
$r(m_{1})$ de (6) \‘a $r(p1)$ de (2) est superflue dans le cas o\‘u $p_{1}$ se trouve parmi
$n_{1},$ $n_{2}$ , . . . , $n_{m1}$ .
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qui fait correspondre $r(l_{1}),$ $r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{k})$ de (6) \‘a $r(n_{1}),$ $\gamma(n_{2})$ , . . . ,
$r(n_{k})$ de (2). Donc la position mutuelle des nombres rationnels $r(l_{1})$ ,
$r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{2})$ , ... , $r(l_{k})$ est pr\’ecis\’ement \’egale a celle de $r(n_{1})$ ,
$r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{k})$ . Consid\’erons Ia transformation d\’efinie par la cor-
respondance :

(8) $r(n_{k})$ de la suite (2) correspond \‘a $r(l_{k})$ de la suite (6),
$k=1,2,3$ , . . . .

Cette transformation est biunivoque et semblabIe, puisque, comme
nous avons vu pluts haut, la transformation partielle entre $r(n_{1})$ ,
$r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{k})$ et $r(l_{1}),$

$ r(l_{2})\backslash \cdot$ . :, $r(l_{k})e$st biunivoque et semblable
pour tout $k,$ $k=1,2,3,$ $\ldots$ Consid\’erons d’autre part l’intervalle
de BAIRE d’ordre 1: $\delta_{l_{1}}$ . Nous avons alors $f_{1}(\delta_{l_{1}})=r(l_{1})$ . Comme $r(l_{2})$

est situ\’e dans la m\^eme position par rapport \‘a $r(l_{1})$ que le nombre
$r(n_{2})$ pa $r$ rapport au nomb$rer(n_{1})$ , il existe s\^urement un intervalle
unique d’ordre 2: $\delta_{l_{1},l\acute{\circ}}$. tel que $r(l_{2})=f_{2}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}})$ . En g\’en\’eral, . sup-
posons que nous ayons d\’etermin\’e les nombres $l_{t}^{\prime}$ , $l_{3}^{\prime}$ , . . . , $l_{k-1}^{\prime}$ de
sorte que $r(l_{2})=f_{2}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}})$ , $r(l_{3})=f_{3}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},l_{3}^{\prime}})$ , . . . . , $r(l_{k- 1})=$

$f_{k- 1}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},\ldots,l_{k-1}^{\prime}})$ , Comme $r(l_{k})$ est situ\’e dans la m\^eme position
par rapport \‘a $r(l_{1})=f_{1}(\delta_{l_{1}})$ , $r(h).=f_{2}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}})$ , . . . . , $r(l_{k- 1})=$

$f_{k-1}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},\ldots,l_{1k-1}^{\prime}})$ que le nombre $r(n_{k})$ par rapport aux nombres
$r(n_{1}),$ $r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{k-1})$ , il existe s\^urement un intervalle uniqu $e$

d’ordre $k$ tel que $r(l_{k})=f_{k}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},l_{3}^{\prime},\ldots,l_{k}^{\prime}})$ .
Ainsi, nous obtenons un point irrationnel d\’etermin\’e

(9) $x_{0}=(l_{1}, l_{2}^{\prime}, l_{3}^{\prime}, l_{4}^{\prime}, . . . , l_{k}^{\prime}, . . .)$

tel que $r(l_{k})=f_{k}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},l_{3}^{\prime}}\ldots,$ $l_{k}^{\prime)}$ La section de l’ensemble $S$ en-
gendr\’ee par l.e point $(x_{0},0)$ dans le plan OXZ est pr\’ecis\’ement
l’ensemble de tous les nombres rationnels $r(l_{k})$ . Or, cet ensemble
est pr\’esic\’ement $e$ . En effet, il est clair que $r(l_{k})$ appartient \‘a $e$

quel que soit $k$ , $k=1,2,3$ , . . . D’autre part, pour tout nombre
$\gamma(m_{\nu}),$ $iI$ existe un indice $k$ , tel que $r(l_{k})=r(m_{w})$ . Pour cela, il
nous suffit de consid\’erer l’indice $p_{\nu}$ qui se trouve parmi $n_{k}$ . \‘A $p_{k}$

correspond un indice $l_{k}$ , tel que $r(l_{k})=r(m_{\nu_{\}}})$ . Donc, l’ensemble de
tous les $r(l_{k})$ coIncide avec la suite (6). Donc le point $(x_{0}, y_{0})$ ap-
partient a l’ensemble $\Phi$ .
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Nous d\’emontrons maintenant que le point $(x_{0}, y_{0})$ appartient
encore \‘a l’ensemble $\theta$ . D’abord, le point $(x_{0}, y_{0}, f_{1}(\delta_{l}))$ appartient
\’evidemment \‘a $F_{1}$ . La section de $\gamma$ engendr\’ee par $(x0, y_{0})$ est dis-
jointe des surfaces $F_{1}^{*},$ $F_{2}^{*}$ , . . . , $F_{m_{1}-1}^{*}$ . Le point $(x_{0}, y_{0}, f_{2}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}}))$

est situ\’e sur la surface $F_{2}$ . En effet, comme $l_{1}$ est le plus petit
indice des $m_{\nu}$ , tel que $r(m_{\nu})$ de (6) correspond \‘a $r(n_{1})$ de $\wp$) par
une transformation biunivoqu $e$ et semblable entre $E$ et $e$ , aucun
$\delta_{m_{1}}^{\prime}(m_{1}^{\prime}<l_{1})$ ne contient le point de $M(e)$ . Donc, les points
$(x_{0}, f_{k}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}}\ldots, l_{k}^{\prime}))$ , $(k=2,3,\dot{4}, \ldots)$ appartiennent aux parties des
courbes $L_{k}(k=2,3,4, \ldots)$ , qui ne sont pas supprim\’ees par le premier
Proc\’ed\’e (voir P. 15). En particulier, Ie point $(x_{0}, y_{0}, f_{2}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}}))$ ap-
partient donc \‘a la surface $F_{2}$ . Comme $l_{2}$ est le plus petit des indices
$m_{\nu}$ satisfaisant \‘a la condition: il existe une transformation biuni-
voque et semblable entre $E$ et $e$ , qui fait correspondre $r(l_{1})$ de (6)
a $r(n_{1})$ de (2), et en m\^eme temps $r(m_{\nu})$ de (6) \‘a $r(n_{1})$ de (2), et,
comme la suite des nombres rationnels $\gamma_{1}^{\prime},$ $\gamma_{2}^{\prime}$ , . . . , $r_{n}^{\prime}$ , . . . . de la
page 13 est rang\’ee dans le m\^eme ordre que la suite (1)

$,$
d’apr\’es la

d\’efinition de la courbe $L_{2}$ , aucun $\delta_{l_{1},m_{2}}’(m_{2}^{\prime}<l_{2})$ ne contient le point
de $M(e)$ . Donc, les points $(x_{0}, y_{0}, f_{k}(l_{1}, l_{2}^{\prime}, \ldots , l_{k}^{\prime}))(k=3,4,5, \ldots)$

aPpartiennent aux parties des courbes $L_{k}(k=3,4,5, \ldots)$ , qui ne
sont pas $supprim\text{\’{e}} es^{}$ par le troisieme proc6d\’e. En particulier, le
point $(x_{0}, y_{0}, f\dot{.}(\delta_{h,l_{2}^{\prime},l_{3}^{\prime}}))$ aPpartient a la surface $F_{3}$ . Continuons
ainsi de suite jusqu’\‘a $r(l_{m_{1}})=fm_{1}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},\ldots,l_{m_{1}}^{\prime}})$ . Le point $(x_{0},$ $y_{0}$ ,

$f_{m_{1}}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},\ldots,l_{m_{1}}^{\prime}}))$ est situ\’e sur la surface $Fm_{1}$ . Ensuite, consid\’erons
le point $(x_{0}, y_{0}, r(m_{1}))$ . Comme $p_{1}$ est l’indice le plus petit des $n_{k}$

satisfaisant \‘a la condition: il existe une transformation biunivoque
et semblable entre les suites (2) et (6), qui fait correspondre $r(l_{1})$ ,
$r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{m_{1}})$ de (6) \‘a $r(n_{1}),$ $\gamma(n_{2}),$

$\ldots,$
$r(n_{m_{1}})$ , et en m\^eme temps

$r(m_{1})$ de (6) \’a $r(n_{k})$ de (2). Donc le point $(x_{0}, y_{0}, f_{p_{1}}(\delta_{l_{1},l_{2}^{r},\ldots,l_{p_{1}}^{\prime}}))$

n’est pas supprim\’e par 2 $m_{1^{-}}ie$me proc\’ed\’e. De plus, comme $lm_{1}$ est
le plus petit des indices $m_{\nu}$ satisfaisant \‘a la condition: il existe une
transformation biunivoque et semblable entre les suites (2) et (6),
qui fait correspondre $r(l_{1})$ , $r(l_{2})$ , . . . , $r(l_{m_{1}-1})$ de (6) \‘a $r(n_{1})$ ,
$r(n_{2})$ , . . . , $r(n_{m_{1}-1})$ de (2), et en m\^eme temps $r(m_{v})$ de (6) \‘a $r(nm_{1})$

de (2). Donc, les points $(x_{0}, y_{0}, f_{k}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},l_{3}^{\prime}} ;... l_{k}^{\prime})),$ $k=m_{1}+1,$ $m_{1}+2$ ,
.. . ne sont pas supprim\’es pas le 2 $m_{1}-1$ proc\’ed\’e. En particulier,
le point $(x_{0}, y_{0}, f_{p_{1}}(\delta_{h,l_{2}^{\prime},\ldots,l_{p_{1}}^{\prime}}))$ (pour le cas ou $p_{1}\geq m_{1}+1$) n’est
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pas supprim\’e par le proc\’ed\’e de ce num\’ero. La section de l’ensemble
$\gamma$ engendr\’ee par le point $(x_{0}, y_{0})$ est disjointe des surfaces $F_{m_{1^{+1}}}^{*}$ ,
$F_{m_{1^{+}}2}^{*}$ , . . . , $F_{m_{2^{-}}1}^{*}$ . Le point $(x_{0}, y_{0}, f_{m_{1}+1}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime},\ldots,l_{\acute{m}_{1}+1}}))$ est situ\’e

sur la surface $F_{m_{1}+1}$ .
Passons maintenant au point $(x_{0}, y_{0}, f_{m_{1}+2}(\delta_{l_{1},l_{2}^{\prime}}\ldots, l_{\acute{m}1+2}))$ , et

continuons ainsi de suite. Pour tout nombre entier positif $k$ , le
points $(x_{0}, y_{0}, f_{k} (\delta_{t_{1},l^{\prime}.} , .. l_{k}^{\prime}))$ se trouvent dan9 l’ensemble $\gamma$ .
Cela montre que le point $(x_{0}, y_{0})n:appartient$ pas \‘a $\theta_{1}$ . Comme
d’autre part, l’ensembie $\gamma$ est une partie de $S\times OY$ , l’ensemble $\theta_{2}$

est une partie de $\Phi_{2}$ . Nous avons d\’ej\‘a vu que $(x_{0}, y_{0})$ appartient
\‘a $\Phi$ . $l1$ n’appartient donc pas \‘a $\varphi_{2}$ , \‘a plus forte raiSon, ni \‘a $\theta_{2}$ .
Donc, il appartient’a $\theta$ . Ainsi, nous avons vu que le point $(x_{0}, y_{0})$

appartient a $\theta\cdot\Phi$ . Par cons\’equent, la projection de $\theta\cdot \mathcal{O}$ sur l’axe
$OY$ coincide avec l’ensemble $\epsilon_{\alpha}$ .

Nous allons montrer maintenant que l’ensemble $0\cdot\Phi$ satisfait
encore \‘a la condition suivante: il possecle au plus un $po^{\text{鐔}}int$ sur chaque
droite parall\‘ele a $l^{*}axeOX$ situ\’ee sur le plan $OX$Y.

1 En effet, supposons que deux points $(x_{0}, y_{0})$ et $(x_{0}^{\prime}, y_{0})(x_{0}\neq x_{0}^{\sqrt{}})$

appartienne \‘a $\theta\cdot\Phi$ . Nous pouvons supposer que $x_{0}$ est le nomb$re$

irrationnel que nous avons consid\’er\’e plus haut:

$x_{0}=$ $(l_{1},$ $l_{2}^{\prime},$ $l_{3}^{\prime}$ , . . . , $l_{k}^{\prime}$ , . .. $)$ .
Posons d’autre part,

$x_{0}^{\prime}=$ $(l_{1}^{\prime\prime},$ $l_{2}^{\prime\prime},$ $l_{3}^{\prime\prime}$ , . . . , $l_{k}^{\prime\prime}$ , . . . $)$ .
Comme ces deux points appartiennent \‘a $\Phi$ , il existe deux trans-

formations, soient $\tau 1$ et $\tau_{2}$ , biunivoques et semblables entre les
suites (2) et (6), d\’eflnies par les points-intersections de la somme
des courbes: $L_{1},$ $L_{2},$ $L_{3}$ , . . . , $L_{k}$ , . . .

En faisant correspondre le nombre rationnel $r(n_{k})$ \‘a $r(n_{k^{\prime}})$ tel que
$\tau_{1}(r(n_{k}))=\tau_{2}(r(n_{k^{\prime}}))$ , nous avons une transformation de $E$ sur lui-
m\^eme, soit $\tau$ , qui est biunivoque et semblable.

Dans cett$e$ correspondance, examinons les nombres rationnels

(10) $r(n_{1}),$ $r(m),$ $r(n_{8})$ , . . . , $r(n_{m_{1}})\cdot,$ $r(p_{1}),$ $r(n_{m_{1}+1})$ , , . . ,

$r(n_{m_{2}}),$ $r(p_{2}),$ $\gamma(n_{m_{2}+1})$ , ... ,
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et soit $n_{k_{0}}$ ou $p/0$ le premier de ces nombres (dans l’ordre de cette
s\’erie), qui satisfont \‘a l’in\’egalit\’e: $r(n_{k})\neq r(n_{k^{\prime}})$ . Un tel $n_{ko}$ ou $p_{\nu_{0}}$

existe toujours, puisque la correspondance consid\’er\’ee n’est pas
l’identit\’e (cela r\’esulte de l’in\’egalit\’e $x_{0}\neq x_{0}^{\prime}$). Distinguons deux cas
possibles.

Premier cas ou $n_{ko}$ est le premier. Dans ce cas, nous avons
d’apres la d\’efinition $\tau_{1}(r(n_{k_{0}}))=\tau_{2}(r(n_{k_{0}}^{\prime}))$ et $r(n_{k_{0}})\neq r(n_{k_{0}}^{\prime})$ . D’ailleurs,
pour tout num\’ero pr\’ec\’edent dans la suite (10), on a

$\tau_{1}(r(n_{k}))=\tau_{2}(r(n_{k}))=r(l_{k}),$ $\tau_{1}(p_{\nu})=\tau_{2}(p_{\nu})=\gamma(m_{v})$ .
/

Donc, d’apr\’es la d\’efinition de $T1$ , le num\’ero de $\tau_{1}(r(n_{k}.))$ dans la
suite (6) est plus petit que celui de $\tau_{2}(r(n_{k_{0}}))$ . Par cons\’equent, le
point ($x_{0}^{\prime},$

$y_{0},$ $f_{k_{0}}(\delta_{l_{1}^{\prime\prime},l_{2}^{\prime\prime}}\ldots,$ $\iota_{k_{0}}^{\prime\prime))}$ est supprim\’e par le $2k_{0\urcorner}1$ -i\‘eme
proc\’ed\’e. Donc, le point $(x_{0}^{\prime}, y_{0})$ ne peut \^etre situ\’e dans $\Theta$ .

Deuxi\‘eme cas o\‘u $p_{\nu_{0}}$ est le premier. Dans ce cas, ce num\’ero
$r(p_{k_{0}})$ n’est \’egale \‘a aucun $r(n_{k})$ qui pr\’ec\‘ede $r(p_{\nu_{0}})$ dans la suite (10).

Supposons qu a ce $r(p_{\nu_{0}})$ correspond $r(n_{k})$ par la transformation $\tau$ du
plus haut. On a alors $\tau_{1}(r(p_{\nu_{0}}))=\tau_{2}(\gamma(n_{k}))=r(m_{\nu_{0}})$ . Or, d’apr\’es la
d\’efinition de $p_{v_{0}}$ , on a l’in\’egalit\’e $p_{v_{0}}<n_{k}$ . Et le point $(x_{0}^{\prime}$ , $y_{0}$ ,

$f_{k}(\delta_{l_{1}^{\prime\prime},l_{2}^{\prime\prime},\ldots,l_{k}^{\prime\prime}}))$ est supprim\’e par le $2\nu_{0}$-ieme proc\’ed\’e. Donc, le
point $(x_{0}^{\prime}, y_{0})$ ne peut \^etre situ\’e dans l’ensemble $\Theta$ . Ainsi, dans tous.
les cas, nous sommes amen\’es \‘a une contradiction. Toute droite
dans le plan $OXY$ , parallele \‘a l’axe $OX$ , coupe par cons\’equent
l’ensemble $\Theta\cdot\Phi$ en un point au plus. M. N. LUSIN dit qu’un en-
semble plan $\Phi$ est uniformis\’e au moyen de l’ensemble $H(\subseteq\Phi)$ , si

$\backslash toute$ parall\’ele \‘a l’axe $OX$ qui rencontre $\Phi$ , rencontre $H$ en un et
un seul point. Nous avons donc d\’emontr\’e que l’ensemble $\Phi$ est
uniformis\’e par l’ensemble $\theta\cdot\Phi$ .

Enfin, nous allons d\’emontrer que $\theta\cdot H$ est un ensemble borelien.
Pour cela, remarquons d’abord qu $e$ six ensembles $S,$ $S^{\prime},$ $C,$ $C^{\prime},$

$\gamma$ et
$\gamma^{\prime}$ sont boreliens. Par suite, quatre ensembles $(S\times OY)\cdot(OX\times C^{\prime})$ ,
$(S^{\prime}\times OY)\cdot(OX\times C),$ $\gamma\cdot(OX\times C^{\prime})$ et $\gamma^{\prime}\cdot(OX\times C)$ sont des ensembles
boreliens. De plus, les points de ces ensembles ont les coordonn\’ees
$z$ rationnelles. $\Pi s$ ne contiennent donc que des points situ\’es sur
une infinit\’e d\’enombrable des plans paralleles au plan $OX$Y. Les

(1) N. LUSIN. Sur le probl\‘eme de M. JACQUES HADAMARD d’uniformisation des
ensembles, Mathematica vol. IV (1930). p. 59.
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ensembles $\Phi_{1},$ $\Phi_{2},$ $\Theta_{1}$ et $\Theta_{2}$ sont par suite boreli\‘ens. De l\‘a, s’ensuit
que les ensembles $\Phi$ et $\Theta$ , comme compl\’ementaires de $\Phi_{1}+\Phi_{2}$ et de
$\theta_{1}+\Phi_{2}$ , sont boreliens. Ainsi, la partie commune $\theta\cdot\Phi$ est borelienne.

L’ensemble $\epsilon_{\alpha}$ coincide, par cons\’equent, avec la projection, uni-
forme d’un ensemble borelien $\Theta\cdot\Phi$ sur l’axe $OY$ . D’apres un
th\’eoreme classique de M. N. $LusIN^{\langle 1)}$ , l’ensemble atomique $\epsilon_{\alpha}$ est
toujours un ensemble borelien. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

(1) Voir $p$ . ex. C. KURATOWSKI, Topologie I, p. 251.

$\bullet$
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