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Einleitung

Das wichtigste und jetzt lebenhafteste Gebiet in der neuen,
stUrmsch fortschreitenden Differentialgeometrie scheint dem Ver-
fasser die Geometrie in verallgemeinerten RSiumen, in denen als
geometrisches Element nicht der Punkt sondern das Linienelement,

Jour. of the Faculty of Science, Hokkaido Imp. Univ., I, Vol. IX, Nos. 1-2, 1940



2 A. Kawaguchi

Hyperfl\"achenelemen.t.. oder ein noch allgemeineres Flachenelement
von gewissen Dimensionen betrachtet wird. Diese verallgemeinerten
R\"aume sind nicht nur rein formale Gebilde, sondern haben wirklich
wichtige, neue Gedanken gezeigt und sind demgem\"ass der \"ausseren

Entwicklung der Geometrie gewidmet, d.h. f\"ugen durch produktive
Verallgemeinerung neue Fl\"ugel dem Geb\"aude der Geometrie zu. Die
Untersuchung dieser R\"aume hat den Ursprung in einer Arbeit von
P. FINSLER(1) und gab in den letzten Jahrzenten Anlass zu einer
grossen Reihe von Arbeiten. Trotzdem war noch keine Abgeschlos-

4

senheit in diesem Gebiete erreicht und es steht jetzt noch ein grosses
Feld f\"ur die Untersuchung zur Verf\"ugung.

Zu diesen Raumen geh\"ort der so-genannte FINSLERsche Raum
sowie der CARTANsche. Der erste ist jene N-dimensionale Mannig-
faltigkeit, deren Geometrie durch ein Integral von der Form
$\int F(x^{i},$ $\frac{dx^{i}}{dt})dt$ beherrscht wird, das die Bogenlange eines Kurven-

st\"uckes definiert. ${\rm Im}$ CARTANschen Raume beherrscht dagegen ein
$(N-1)$-faches Integral die Geometrie, das die Oberfl\"ache eines Hy-
perfl\"achenst\"uckes. angibt: Die Theorie des FINSLERschen Raumes, die
urspr\"unglich von P. FINSLER(1) herr\"uhrt und nachdem von L. BER-
$WALD^{12)}$ und E. CARTAN(3) in einer neuen vollstandigen Gestalt wieder
begr\"undet worden ist, hat seitdem zahlreiche Forscher(4) besch\"aftigt
und hat dadurch wichtige Fortschritte gemacht. ${\rm Im}$ FINSLERschen
Raume mit Koordinaten $x^{i}$ $(i=1,2, \ldots , N)$ ist es zweckm\"assig, als
geometrisches Element das Linienelement anzunehmen, das sich durch
$eIn$ Paar eines Punktes $x^{i}$ und eines kontravarianten Vektors $p^{i}$ bis
auf einen gemeinschaftlichen positiven Faktor im Punkt fest be-
stimmt. ${\rm Im}$ CARTANschen Raume ist andererseits das orientierte
Hyperfl\"achenelement als geometrisches Element zu erwahlen, d.h. die
Figur, die aus einem Punkt $x^{i}$ und einem kovarianten Vektor $p_{i}$ bis
auf einen gemeinschaftlichen positiven Faktor im Punkt besteht.

(1) P. FINSLER [ $iJ$ . Die Zahlen in eckiger Klammer beziehen sich auf das
Literaturverzeichnis am Ende der vorliegenden Abhandlung.

(2) L. BERWALD $[i]$ [ii] [iii] [iv] [vi] [ix] $[x]$ [xii].
(3) E. CARTAN [iii] [iv].
(4) Von den zahlreichen Forschern m\"ochten wir hier nur $erw$, ahnen: S. L. SYNGE

$[i]$ , J. H. TAYLOR $[i]$ [ii], T. HOSOKAWA $[i]|ii]$ [iii] [iv], ST. GOLAB $[i]$ [ii] $[iii|[ivJ[v]$

[vi] [vii], M. S. KNEBELMAN $[v]$ , M. HAIMOVICI $[i]$ [ii] [iii] [iv] [$v|$ [vi] [vii] [viii],
J. A. SCHOUTSN und J. HAANTJES $[i]$ , G. VARGA [I], V. WAGNER [ii], P. DELENS $[i]$

[ii], H. HOMBU $[i]$ [ii] $[iii]$ , P. FUNK [ii], S. HOKARI $[i]$ , J. M. WEGENER $[i]$ . \’Uber die
bis zum Jahre 1933 erschienenen Arbeiten liegt L. BERWALD [ix] vor.
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Arbeiten \"uber den CARTANschen Raum gibt es ziemlich wenig und
wir k\"onnen dar\"uber, ausser der urspr\"unglichen Arbeit von E. CAR-
$TAN(1)$ , nur einige Arbeiten von L. $BERWALD^{\langle 2\rangle}$ berichten.

Hier sollten wir unsere Aufmerksamkeit auf die sogeriannte
Ubertragung Von W. $WIRTINGER^{\langle 3)}$ richten, in der das geometrische
Element ein Doppelvektor, d.h. die Figur, die aus einem kovarianten
Vektor $w_{i}$ mit einem inzidenten kontravarianten Vektor $v^{i}$ besteht
$(w_{i}v^{i}=0)$ , in einem Punkt ist.

Die oben-erwahnten R\"aume sind wirklich alle in dem allgemeinen
Raume enthalten, der vom Verfasser zuerst eingef\"uhrt worden ist(4)

und dessen geometrisches Element aus einer Reihe von irgendwelchen
nicht notwendig gleichartigen Affinoren teilweise im tangenten N-
dimensionalen affinen Raume und teilweise im anderen N-dimen-
sionalen affinen Raume adjungiert zu einem Punkt besteht. Die
Annahme des K-dimensionalen Fl\"achenelementes im N-dimensionalen
Raume als geometrisches Element findet man auch bei einigen
Arbeiten vom Verfasser, wobei $1\leqq K<N$. Dieser Raum steht in
der Mitte zwischen dem FINSLERschen Raume und dem CARTANschen.
F\"ur $K=1$ reduziert sich n\"amlich der Raum zur direkten Verallge-
meinerung des FINSLERschen und f\"ur $K=N-1$ tritt der CARTANsche
als ein besonderer Fall auf. Die Theorie dieses Raumes m\"oge in
Beziehung zu derselben des nicht-holonomen Gebildes gebracht wer-
den, die wir G. $VRANCEANU^{\langle 6)}$ und Z. $HoRAK^{(7)}$

’ verdanken und die
sich durch viele Forscher weiterhin entwickelt hat.

(1) E. CARTAN [1].
(2) L. BERWALD [1] [2].
(3) W. WIRTINGER $\lfloor i$].
(4) A. KAWAGUCHI [3] [4]. Ein noch allgemeinerer Fall ist auch vom Verfasser

schon fr\"uher betrachtet worden, namlich $eIn$ abstrakter Baum, dessen Element der
Inbegriff jener Menge ist, deren Elemente je einer von den vorgegebenen abz\"ahl-
baren oder nichtabzahlbaren Mannigfaltigkeiten adjungiert zu einem Punkt ange-
h\"oren, wobei die Mannigfaltigkeiten mit dem Begriff “ Umgebung ” behaftet sind.
Dieser Raum enthalt wirklich alle bis jetzt von vielen Forschern eingefuhrten
Raume als seine besonderen $Fa$] $le$. Vgl. A. KAWAGUCHI [5] [6] [7].

(5) A. KAWAGUCHI [11] [12] $[18|$ .
(6) G. VRANCEANU. $[i]$ [ii] [iii] [iv] $[v]$ [vi] [vii].
(7) Z. HOR\’AK $[i]$ [ii] [$IiiJ$ [iv] $[v]$ [vi] [vii].
(8) Von den vielen Forschern m\"ochten wir nur die folgenden nennen: E.

CARTAN [ii], P. FRANKLIN und C.L.E. MOORE $[i]$ , E. BORTOLOTTI [iii] [iv] [vii] [viii],
P. HULUBEI $[i]$ , V. HLAVATY’ $[i]$ [ii] [iv], J. A. SCHOUTEN $[i]$ [ii], J. A. SCHOUTEN und
E. R. VAN KAMPEN $[i]$ , GR. C. MOISIL $[i]_{i}$ S. L. SYNGE [ii], V. WAGNER $[i]$ , K.
YANO [I] [ii] $[v]$ , E. BOMPIANI $[ii]$ , Sr. GOLAB [viii], T. HOSOKAWA [iii], J. L. VAN-
DERSLICE $[i]$ , A. MAXIA $[i]$ [ii] [Iii] [iv], A. $WuNDHE\ddagger LER[i]$ .
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Die Theorie des FINSLERschen sowie CARTANschen Raumes ver-
kn\"upft sich mit der Variationsrechnung sehr eng. Die Extremalen
$x^{i}=x^{i}(t)$ bzw. $x^{i}=x^{i}(v^{1}, v^{2}, \ldots v^{n-1})$ des Variationsproblemes

$\delta\int F(x^{i},$ $\frac{dx^{i}}{dt})dt$ bzw.
$\delta(n1)\Psi,$

$\frac{8x^{i}}{9v^{\alpha}})dv^{1}dv^{2}.:.dv^{n- 1}$

bei fester Berandung liefern uns diejenigen, welche wir die Bahnen
bzw. die minimalen Hyperflachen im FINSLERschen bzw. CARTANschen
Raume nennen. Die ersten sind die Verallgemeinerung der geoda-
tischen Linien im RIEMANNschen Raume und definieren sich durch
die Gleichungen

(0.1) $\frac{d^{2}x^{j}}{dt^{2}}+\Gamma^{j}(t,$ $x^{i},$ $\frac{dx^{:}}{dt})=0$ ,

w\"ahrend die Funktionen $\Gamma^{j}(t,$ $x^{i},$ $\frac{dx^{i}}{dt})$ in den $\frac{dfl^{i}}{dt}$ positiv homogen

von zweiter Ordnung sind. Die anderen geben eine Erweiterung der
minimalen Hyperfl\"achen im RIEMANNschen Raume, welche durch die
Gleichungen

(0.2) $\frac{8^{2}x^{j}}{\partial v^{\alpha}8v^{\beta}}+\Gamma_{\alpha}^{j},(v^{\tau},$ $x^{i},$ $\frac{8x^{i}}{8v^{\tau}})=0$

erkl\"art sind. Demgemass hatte dieser Zweig der Geometrie so enge
Beziehung zur Variationsrechnung, dass man einen grossen Teil des
Zweigs ohne weiteres als analytische Disziplin anzusehen berechtigt
ist. In der Tat k\"onnen $wIr$ zahlreiche Beitr\"age in dieser analytischen
Richtung berichten.

Die andere wichtige Verkn\"upfung mit der Analysis zeigen die
Differentialgleichungen (0.1) und (0.2), daraus folgt das Problem, das
gew\"ohnliche oder partielle Differentialgleichungssystem geometrisch
zu behandeln, d.h. die Geometrie von Bahnen oder von “ K-spreads”,
die durch die Untersuchung der geodatischen Linien angeregt waren
und die urspr\"unglich auf die Schule von Prineeton besmderes O.

(1) Vgl. TH. $DF_{J}$ DONDER [1], J. G\’EHENIAU [1], V. P\^AQUET [1] $|2$] [3], A.
DUSCHEK $[i]$ , L. KOSCHMIEDER $[i]$ [ii] [iii] [iv], E. K\"AfiLER $[i]$ , L. BERWALD $[v]$ [vii]
[viii], P. FUNK $[i]$ , D. D. KOSAMBI $[i]$ [ii] [iiij, A. DUSCHEK und W. MAYER $[i]$ [ii],
A. W. TUCKER $[i]$ , W. MAYER $[i]$ , J. H. TAYLOR [iii], W. WINTERNITZ $[i]$ . Die bis
zum Jahre 1930 erschienenen Arbeiten werden in L. KOSCHMIEDER [ $v\rfloor$ aufgezlhlt.
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VEBLEN, T. Y. THOMAS und J. M. THOMAS zur\"uck gehen soll. Dem-
nachst waren an ihrem weiteren Ausbau L. $BERWALD^{12\rangle}$ , J. DOUG-
$LAS(8)$ , E. BORTOLOTTI(4) usw.(5) besch\"aftigt.

Die Raume, die den oben-erzahlten verschiedenen Geometrien zu
Grunde liegen, haben alle als geometrisches Element das Element
erster Ordnung, in anderen Worten, die Figur, die aus einem Punkt
$x^{i}$ und den Ableitungen erster Ordnung $\frac{\prime a_{X^{i}}}{9v^{\alpha}}$ von $x^{i}$ nach den Para-

metern $v^{\alpha}(a=1,2, \ldots , K;1\leqq K\leqq N-1)$ l\"angs einer K-dimension-
alen Fl\"ache besteht. Unter diesen Umst\"anden nennen wir diese
Raume von erster Ordnung, um sie von den R\"aume h\"oherer Ordnung
zu unterscheiden, die sich nachtr\"aglich in Hinsicht bringen lassen.

Auf der anderen Seite ergibt sich ein anderes System von
Differentialgeometrien, das unter den Begriff von F. KLEIN betreffs
der Gruppentheorie entwickelt worden ist. Unter denjenigen finden
wir jene Geometrien, in denen die Integralinvariante niedrigster
Orinung der betreffenden Gruppe, die der Bogenl\"ange eines Kur-
$VenStuckeS$ in der euklidischen Geometrie entspricht, ausser den
Koordinaten vom Punkt auch deren Ableitungen h\"oherer Ordnung
enth\"alt. Die affine sowie projektive Differentialgeometrie macht sich
um das Beispiel verdient. Wenden wir uns nun der nat\mbox{\boldmath $\iota$}\"urlichen

Geometrie zu, die anfangs von S. LIE und G. PICK begr\"undet worden
ist, dann lehrt sie uns, dass die Integralinvariante niedrigster Ord-
nung gegen\"uber irgendeiner endlichen kontinuierlichen Transforma-
tionsgruppe langs einer Kurve im allgemeinen nicht nur vom Punkt
sondern auch vom Kurvenelement K-ter Ordnung abhangt und das
von der Form sein m\"oge

(0.3) $s=\int F(x^{:}, dx^{i}, d^{2}x^{i}, \ldots , d^{M}x^{i})$ .‘

(1) O. VEBLEN $[i]$ [ii] [iii], $0$ . VEBLEN und T. Y. THOMAS $[i],$ $0$ . VEBLEN und
J. M. THOMAS $[i]$ [ii], T. Y. THOMAS [ $i\rfloor$ [ii], J. M. THOMAS $[i]$ .

(2) L. BERWALD [xi].
(3) J. DOUGLAS [1] $[i]$ .
(4) E. BORTOLOTTI 11].
$t5)$ L. P. EISENHART und M. S. $KN+BELMAN[i]$ , D. D. KOSAMBI [iv] $[v]$ [vi] [vii]

[viiiJ, V. SEETHARAMAN [$i|$ , H. LEVY $[i]$ , J. HAANTJES $[i]$ , J. H. C. WHITEHEAD $[i][Ii]$

[iii] [iv], A. DUSCHEK und W. MAYER $[\ddagger]$ , W. $\text{\’{s}}^{\prime}$ LEBODZIN’SKI [ $i\rfloor$ [ii], E. CARTAN $[i]$ ,
L. P. EISENHART [I], K. YANO [iii] [iv].

( $6|$ Vgl. W. BLASCHKE [\ddagger ], G. FUBINI und E. \v{C}ECH $[\{i]$ [ii].
(7) Vgl. G. KOWALEWSKI $[i]$ , A. KAWAGUCHI $[i][ii]$ [iii] [iv].
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Diese Tatsache mag die Frage aufwerfen, ob die Geometrie sich
unter dem Ubertragungsprinzip begr\"unden lassen kann, indem man
die Metrik von dem K-dimensionalen Fl\"achenelement M-ter Ordnung
abhangig wahlt, oder, noch allgemeiner, ob die Theorie des Raumes
entwickelt werden k\"onne, w\"ahrend als geometrisches Element des
Raumes das K-dimensionale Fl\"achenelement M-ter Ordnung ange-
nommen wird. Zur Beantwortung dieser Frage hat der Verfasser
den ersten Schritt(1) getan, indem es ihm gelungen ist, die m\"oglichen

Gestalten der Parallel\"ubertragungen, Kr\"ummungstensoren usw. ge-
gen\"uber der Punkttransformationsgruppe im Raume mit dem Linien-
element M-ter Ordnung $(x^{i}, dx^{i}, \ldots, d^{M}x^{i})$ als geom\’etrischem Element
aufzufinden. Es m\"oge bemerkt werden, dass der neu geschaffene
Begriff “ Grund\"ubertragungen’’ dabei eine hervorragende Rolle
$spielt^{\langle 2)}$ .

Trotzdem fand erst 1935 von H. V. CRAIG und J. L. SYNGE
die eigentliche Untersuchung \"uber die allgemeine Metrik

(0.4) $s=\int F(t, x^{i}, dx^{i}, \ldots , d^{M}x^{i})$

statt, wobei sie die sogenannten SYNGEschen Vektoren aus der Funktion
$F$ hergeleitet haben, mittels derer sie die kovarianten Ableitungen von
einigen Arten auf Grund der Punkttransformationsgruppe gewinnen.
Aber ihre Theorie ist nicht intrinsik, im Sinne, dass sie unter be-
liebiger Parametertransformation $\overline{t}=\overline{t}(t)$ nicht invariant ist. Dem
Raum, der mit der allgemeinen Metrik (0.4) behaftet ist, haben H.
V. CRAIG(3) und J. L. SYNGE(4) den Namen “ der KA wAGUCHIsche
Raum ‘’ gegeben. Es ist viel zweckm\"assiger, den KAWAGUCHIschen
Raum mit der den Parameter $t$ ausdr\"ucklich nicht enthaltenden
Metrik (0.3) von demselben mit der Metrik (0.4) zu unterscheiden,

(1) A. KAWAGUCHI $\lfloor 1$][$2\rfloor[8][4]$ . Noch fr\"uher hielt der Verfasser auf der
Jahresversammlung der Japanischen Mathematiko-Physikalischen Gesellschaft in
April 1927 einen Vortrag \"uber das Thema “ Untersuchung der Kr\"ummung. des
metrischen verallgemeinerten BERWALDschen Baumes, in welchem die Bogenlange
vom Kurvenelemente p-ter Ordnung abhangt “. Nach 1931 hat H. V. CRAIG [ $ 2\rfloor$ die
Metrik von zweiter Ordnung $F(x^{i}, dx^{i}, d\underline’ x^{i})$ als direkte Verallgemeinerung des
Ergebnisses von J. H. TAYLOR $[i]$ Uber die FINSLERschen Metrik $F(x^{i}, dx^{i})$ unter-
sucht. Vgl. auch H. V. CRAIG [3] [4]. Die Erweiterung dieses Ergebnisses zur
h\"oherer Ordnung findet man In der Arbeit von H. HOMBU [1].

(2) Vgl. A. KAWAGUCHI [2].
(3) H. V. CRAIG [5] [6]. Auch vgl. H. V. CRAIG [3] [4].
(4) J. L. SYNGE [1].
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und der erste soll der spezielle KAWAGUCHIsche Raum heissen.
Dieser Raum fand in den letzten f\"unf Jahren viel Beachtung und
gab Anlass zu einer grossen Reihe von Arbeiten, wie im folgenden
kurz skizziert wird. An diese Untersuchung schloss sich zuerst die
bedeutungsvolle Arbeit von E. CARTAN an, welche vom zwei-
dimensionalen speziellen KAWAGUCHIschen Raume zweiter Ordnung
unter der Beruhrungstransformationsgruppe handelte und von H.
HOMBU zu demselben h\"oherer Ordnung verallgemeinert wurde.
Aber die von CARTAN gebrauchte Methode ist leider auf den mehr-
dimensionalen speziellen KAWAGUCHIschen Raume nicht anwendbar.
Mit Hilfe einer anderen, ganz verschiedenen Methode konnte sodann der
Verfasser ein Ubertragungsschema im N-dimensionalen KAWAGUCHI-
schen Raume M-ter Ordnung gegen\"uber der Punkttransformations-
gruppe festsetzen, in dem als geometrisches Element des zu
Grunde gelegten Raumes das Kurvenelement $(2M-1)$-ter Ordnung
angenommen ist, d.h. die $\ddot{U}$bertragungsparameter sind dabei vom
Kurvenelement $(2M-1)$-ter Ordnung abh\"angig. In def letzten Zeit
konnte der Verfasser unter der. steten Mitwirkung von Herm Pro-
fessor H. HOMBU dasselbe derartig verbessern, dass die Ubertragungs-
parameter vom Kurvenelement M-ter Ordnung abh\"angen, indem
er einige Ergebnisse \"uber die projektive Theorie eines Systems der
Bahnen h\"oherer Ordnung verwendete, die von H. HOMBU(6) selbst
begr\"undet worden ist.

Aber diese allgemeine Theorie ist leider in einigen speziellen
Fallen nicht anwendbar, $z$ .B. wenn die die Metrik bestimmende
Funktion $F$ die h\"ochsten Ableitungen $\frac{d^{M}x^{i}}{dt^{M}}$ linear enth\"alt. Demge-

m\"ass soll man daf\"ur entweder die Methode etwas modifizieren oder
eine ganz andere Methode gebrauchen. Mit dem letzten Problem

(1) Es mag nicht zutreffend sein, den Namen “ der metrische Raum h\"oherer
Ordnung “ f\"ur den KAWAGUCHIschen Raum einzuf\"uhren, denn mit diesem Namen
d\"urfen wir nachtraglich einen anderen noch viel umfangreicheren Raum passend
bezeichnen.

(2) E. CARTAN [2].
(3) H. HOMBU [2] [4] $[7\rfloor$ .
(4) A. KAWAGUCHI [8] [9] [13] [14] [15]. Vgl. auch H. HOMBU [11] und S.

HOKARi [5] [6].
(5) Vgl. H. HOMBU [12]. Die ausfuhrliche Erzahlung dieser letzten Theorie

m\"ochte der Verfasser spater in einigen Abhandlungen unter demselben Titel “ Die
Differentialgeometrie h\"oherer Ordnung ”

\ver\"offentlichen.(6) H. HOMBU $[5J[6]\lceil 8][9][10]$ .
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haben sich S. $HoKARI1l$), T. $OHKUBO^{\langle 2)}$ und M. $HAMOVICI^{t\S)}$ auaeer
dem $Verfassed^{\ell)}$ begchaftigt.

Die Differentialgleichungssysteme (0.1) sowie (0.2) liefern uns
das neue Problem, d.h. die Geometrisierung des gew\"ohnlichen oder
partiellen Differentialgleichungssystems

(0.5) $\frac{d^{M+}W}{dt^{M+1}}+\tau^{j}(t,$ $x^{i},\frac{dx^{i}}{dt},$
$\ldots,$

$\frac{d^{u_{X^{i}}}}{dt^{M}})=0$

oder

(0.6) $\frac{8^{M+1}x^{\dot{9}}}{8v^{\alpha_{1}}9v^{\alpha_{2}}\ldots 8v^{\alpha}u+1}$

$+\Gamma_{\alpha_{1}\alpha_{2}\ldots\alpha_{Ai*1}}^{j}$($v^{1},$ $x^{i},$ $\frac{8x^{i}}{8v^{\beta}}$ , . . . , $\frac{8^{M}.x^{i}}{8v^{\beta_{1}}8v^{\beta_{2}}\cdot\cdot av^{\beta_{M}}})=0$ ,

in anderen Worten, die Geometrie der Bahnen oder “K-spreads”
h6herer Ordnung zu begr\"unden. Die Geometrie der Bahnen h\"oherer
Ordnung wurde zuerst von D. D. $KosAMBI(5)$ entwickelt und ist
sodann von V. SEETHARAMAN, S. CHERN, E. CARTAN, T. OH-
KUBO und S. HOKARI untersucht worden. H. HOMBU hat uber
die projektive Theorie des gew\"ohnlichen Differentialgleichungssystems
gearbeitet, wie schon oben erw\"ahnt. Dagegen ist die Grundlage
der Geometrie des partiellen Differentialgleichungssystems erst vom
Verfasser und H. $HoMBU^{\langle 11)}$ gegeben.

Den oben erwahnten Theorien liegt stets der Raum zu Grunde,
dessen geometrisches Element das K-dimensionale Fl\"achenelement
M-ter Ordnung ist, wobei $1\leqq K\leqq N-1$ ist. Den Raum m\"ochten
wir den Raum $h\delta herer$ Ordnung oder noch genauer den Raum M-ter
Ordnung nennen, und der Raum h\"oherer Ordnung heisst metrisch,

(1) S. HOKARI [3] [4] $[7J[9]$ .
(2) T. OHKUBO [1].
(3) M. HAIMOVICI [1].
(4) A. KAWAGUCHI [10] $[17\rfloor$ .
(5) D. D. KOSAMBI [1] [2].
(6) V. SEETHARAMAN $[1|[2][3]$ .
(7) S. CHERN [1].
(8) E. CARTAN [3].
(9) T. OHICUBO [3] [5].
(10) S. HOKARI [8].
(11) A. KAWAGUCHI und H. HOMBU [1]. Vgl. auch T. OHKUBO [2] und H.

HASEIMOTO [1].
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wenn seine Geometrie durch ein K-faches Integral beherrscht wird,
das den K-dimensionalen Rauminhalt definiert.

Der Raum h\"oherer Ordnung kommt auch nicht nur in der
Variationsrechnung sondern auch in der Theorie der Kugelgeomet-
rischen \’Ubertragung von H. $HoMBU(1)$ vor. Ausserdem steht die
Geometrie hoherer Ordnung, d.h. die Geometrie im Raume h6herer
Ordnung, in enger Beziehung mit dem “ sistema assoluto ” von G.
VITALI S\‘owie mit der ‘ ‘ geometrie riemanniane di specie superiore ”

von E. $BoMPIANI(3)$ .
Die Geometrie hOherer Ordnung, welche die metrische Geo-

metrie h\"oherer Ordnung und die Geometrie des Differentialgleichungs-
systems h\"oherer Ordnung enth\"alt, wird auch der zu Grunde gelegten
Transformationsgruppe nach klassifiziert. N\"amlich man darf die Punkt-
transformationsgruppe, die Ber\"uhrungstransformationsgruppe oder
die erweiterte rheonome Transformationsgruppe in Betracht ziehen.

Das Hauptziel der Reihe von Abhandlungen mit demselben Titel
“Die Differentialgeometrie hoherer Ordnu $r|g$

” ist, die oben erzahlten
verschiedenen Geometrien h\"oherer Ordnung zu behandeln, und zuerst
m\"ochte der Verfasser in der vorliegenden Abhandlung als Vorberei-
tung einige Eigenschaften von Extensoren versuchen. Der Begriff
von Extensoren, der zuerst von H. V. CRAIG aufgefasst worden
ist, ist zur Untersuchung der Geometrie h\"oherer Ordnung sehr
zweckmasssig und von einer grossen Bedeutung. Der Extensor ist
selbstverst\"andlich ein geometrisches Objekt. Wir k\"onnen den Be-
griff von Extensoren unschwer auf den Fall von partiellen Ablei-
tungen erweitem und dieselben Ergebnisse wie in der vorliegenden
Abhandlung herleiten.

In der vorliegenden Abhandlung m\"ochten wir haupts\"achlich die
Frage erledigen, ob aus einem einzigen Extensor einige andere
Extensoren ohne weiteres hergeleitet werden k\"onne, und uns mit

(1) H. HOMBU [3].
(2) G. VITALI $[i]$ . Vgl. auch E. BORTOLOTTI $[i][v]$ [vi].
(3) E. BOMPIANI $[i]$ .
(4) Eine \’Ubersicht der Geometrie h\"oherer Ordnung kann man finden in A.

KAWAGUCHI [20] [22].
(5) A. KAWAGUCHI [ $ 6\rfloor$ und S. HOKARI [1] [2]. Vgl. auch ST. GOLAB [ix], A.

WUNDHEILER [ii] [ii\ddagger ], V. HLAVATY $[\ddagger ii]$, V. HLAVATY und ST. $GoLAB’[i]$, E.
BORTOLOTTI [ii].

(6) H. V. CRAIG [$7J[8]$ . Vgl. auch A. KAWAGUCHI [16] [19].
(7) Vgl. J. A. SCHOUTEN und J. HAANTJES [1], A. WUNDHEILER [iv], ST. GOLAB

$[x]$ .
(8) A. KAWAGUCEI [21].
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dem Problem besch\"aftigen, die Operatoren auszuf\"uhren, die diese
Extensoren herleiten, wenn sie existieren. Wir m\"ochten in \S 1 mit
der Darstellung der N-dimensionalen . Sannigfaltigkeit von Linien-
elementen bzw. Kurvenelementen h\"oherer Ordnung $K_{N}^{(M)}$ bzw. $\Re\Psi$)

beginnen. Man soll das Kurvenelement vom Linienelement durchweg
streng unterscheiden, namlich das Kurvenelement ist eine Klasse von
allen Linienelementen in einem Punkt, von denen ie zwei mittels
einer passenden Anderung der Parametrisierung auseinander her-
vorgehen und somit ist das Kurvenelement von der Parametrisierung
auf einer Kurve unabhangig. \S 2 liefert die erweiterten Transfor-
mationen und die Erlauterung eiiger nachtr\"aglich gebrauchten
Identitaten. Sodann definieren wir in \S 3 die Extensoren und es
werden einige S\"atze \"uber die Extensoren erster Stufe erw\"ahnt,
wobei man einige eigentliche Unterschiede zwischen den Uberschie-
bungen von Extensoren und von gew\"ohnlichen Tensoren erkennen
mag, z.B. es ergeben sich nicht eine sondern viele Arten der \’Uber-
schiebungen von zwei Extensoren erster Stufe, der eine exkontravariant
und der andere exkovariant, w\"ahrend man nur eine einzige \’Uber-
schiebung zwischen zwei Vektoren hat. Aus einem Extensor erster
Stufe k\"onnen wir drei Arten von Extensoren erster Stufe durch
drei Systeme von linearen Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ (\S 4), $\mathfrak{Z}^{H}$ (\S 5) und $\mathfrak{Y}^{H}$ (\S 6)

erhalten. Die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ geben Anlass zu den sogenannten
SYNGEschen Vektoren. Diese drei Arten der Operatoren stellen sich
als sehr wichtig und fundamental heraus und k\"onnen derartig
modifiziert werden, dass sie nicht nur auf den gew\"ohnlichen Extensor
sondern auch auf den relativen anwendbar sind, womit man einen
relativen Skalar $eInfuhrt$ . Es handelt sich in \S 7 um die Produkte
und folglich die Vertauschbarkeiten der Operatoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$

mittels verh\"altnism\"assig umfangreicher Rechnungen. Es mag be-
merkenswert sein, den wichtigsten Satz behaupten zu k\"onnen: Jeder
Skalar, den eine Uberschiebung von zwei $Ex$tensoren erster Stufe, der
eine exkontravariant und $d^{\dot{\rho}}r$ andere exkovariant, erzeugt, ist immer
durch die Skalarprodukte $S(H, K)$ der Vektoren, die aus den betref-
fenden $Ex$tensoren eindeutig folgen, und durch die Ableitungen von den
$S(H, K)$ darstellbar (\S 8). Die in \S 9 eingef\"uhrten Operatoren $\Delta_{K}$ sind
besonders wichtig und zweckmassig bei der Untersuchung der intrin-
siken Theorie gegen\"uber den Parametertransformationen, insbesondere
im speziellen KAWAGUCHIschen Raume spielen sie eine hervorragende
Rolle, wie in einigen nachfolgenden Abhandlungen gezeigt werden
m\"oge. Die Frage, ob aus einem Extensor irgendwelchen Extensoren
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h\"oherer Stufe durch partielle Differentiation nach den Bestimmungs-
zahlen eines Linienelementes hergeleitet werden $k\text{"\""{o}"} nn\dot{e}n$ , wird in \S 10
beantwortet und \S 11 zeigt uns einige Eigenschaften des Extensors
h\"oherer Stufe. Die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ lassen sich sogleich verallgemei-
nern, derartig, dass sie auf jeden Extensor h\"oherer Stufe anwendbar
sind, wie in \S 12 bewiesen wi$rd$ . Aber die Verallgemeinerungen der
anderen Operatoren $\mathfrak{Z}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$ sind nicht so leicht und gelingen erst
in \S 14. Von einem Extensor h\"oherer Stufe k\"onnen wir auch zahl-
reiche gew\"ohnliche Tensoren ableiten. Trotzdem kann die analoge
Tatsache wie der oben erwahnte Satz leider im allgemeinen nicht
geschlossen werden, wenn irgendwelche Funktionen $\Gamma_{k}^{i}$ nicht vorge-
geben sind, die bei jeder Koordinatentransformation ebenso wie die
affinen Ubertragungsparameter sich ver\"andern, was in \S 13 gezeigt
wird. Die Symmetrie sowie die Schiefsymmetrie uber einen Extensor
h\"oherer Stufe kann auch geschaffen werden (\S 13). Schliesslich stellen
wir in \S 15 die verschiedenen Beziehungen vor, welche unter den
Operatoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$ bestehen sollen.

\S 1. Die $N$-dimensionale Mannigfaltigkeit von Linienelementen
h\"oherer Ordnung $K_{N}^{(M)}$ . Abgek\"urzte Bezeichnungen

und einige Identit\"aten.

1. Es sei $X_{N}$ eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit, die auf ein
System von $N$ Koordinaten $x^{i}$ $(i=1,2, \ldots , N)$ bezogen ist, und unter
einem Punkt verstehen wir ein System von $N$ reellen Werten, welche
$N$ Variable af annehmen. In jedem Punkt in der Mannigfaltigkeit
$X_{N}$ wird dann jedes System von $N$ Differentialen $dx^{i}$ der Koordinaten
als eine Richtung im Punkt aufgefasst. Fuhren wir irgendeinen Para-
meter $f$ ein, der alle reelle Werte annimmt und vorl\"aufig festgelegt
ist. Dann wird jede Kurve in $X_{N}$ mittels $N$ passend gewahlter
Funktionen $x^{i}(t)$ dieses Parameters $t$ durch die Gleichungen $x^{i}=x^{i}(t)$

fest bestimmt. Einem Werte $t_{0}$ von $t$ entspricht dann ein Punkt mit
den Koordinaten $x^{i}(t_{0})$ auf der Kurve. Einfachheitshalber und zur
Vermeidung schwieriger analytischer Er\"orterung, setzen wir voraus,
dass die Funktionen $x^{*}(t)$ f\"ur alle Werte vom Parameter $t$ in einem
den betreffenden Wert $t_{0}$ enthaltenden Bereich analytisch regul\"ar und
die Werte der Ableitungen $dx^{i}/dt$ f\"ur $t=t_{0}$ nicht alle verschwindend
sind. Jedes System der $2N$ Werte von $x^{i},$ $dx^{i}/dt$ , die l\"angs jeder
Kurve angenommen werden, wollen wir in der vorliegenden Ab-
handlung durchaus ein Linienelement erster Ordnung nennen. Jedes
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Linienelement erster 0rdnung $(x^{i}, dx^{i}/dt)$ bestimmt stets eine Rich-
tung(1) im Punkt $x^{i}$ . Die Richtung hangt aber nur von den Verbalt-
$ni8sen$ der Werte von $dx^{i}/dt$ ab und nicht von den Werten von $dx^{i}/dt$

selbst, d.h. sie bestimmt sich wesentlich durch $2N-1$ Werte, $N$

Werte von Of und $N-1$ Werte von den Verhaltnissen von $dx^{i}/dt$ .
Da ein Linienelement erster Ordnung $(x^{i}, dx^{i}/dt)$ dagegen von $2N$

Werten, $N$ Werten von $x^{i}$ und $N$ Werten von $dx^{i}/dt$ selbst, abh\"angig
st, muss man zwei Linienelemente erster Ordnung $(x^{i}, dx^{i}/dt)$ und
$(x^{i}, dx^{i}/d\overline{t})$ , denen dieselbe Richtung $\frac{dx^{i}}{dt}=\sigma\frac{dx^{i}}{d\overline{t}}$ in demselben Punkt
$x^{i}$ entspricht, streng unterscheiden, soweit $\sigma\neq 1$ . In anderen Worten,
man ordnet jedem Linienelement erster Ordnung nur eine Richtung
in einem Punkt zu, dagegen jeder Richtung in einem Punkt unendlich
viele Linienelemente erster Ordnung. Diese Tatsache folgt aus der
Beliebigkeit der Wahl von Parametrisierung auf jeder Kurve, und
jede zwei Linienelemente erster Ordnung mit derselben Richtung in
demselben Punkt entsprechen zwei verschiedenen $Par\dot{am}etrisierungen$

auf jeder Kurve, die den Punkt durchl\"auft und die Richtung im
Punkt besitzt. Man darf ein Linienelement erster Ordnung als eine
mit einem Mass behaftete Richtung (oder einen Vektor) in einem
Punkt ansehen. Wir nennen die Mannigfaltigkeit $X_{N}$ die Mannig-
faltigkeit erster Ordnung $K]^{1}j$ , wenn zu jedem Punkt in $X_{N}$ jedes
System von $N$ nicht s\"amtlich verschwindenden ,Werten von $dx^{i}/dt$

sich adjungiert. Die Mannigfaltigkeit erster Ordnung $K_{N}^{\langle 1)}$ besteht
aus. allen Linienelementen erster Ordnung in einer N-dimensionalen
Mannigfaltigkeit und deshalb soll sie wesentlich von $2N$ Dimensionen
sein.

Es ist wohl zu beachten, dass der FINSLERsche Raum keine
Mannigfaltigkeit erster Ordnung $K_{N}^{\{1)}$ ist, da jedes Raumelement im
FINSLERschen Raume eine Richtung in einem Punkt in der Mannig-
faltigkeit XN ist.

2. ${\rm Im}$ allgemeinen nennen wir ein System von $(M+1)N$ Werten

von $x^{i}$ und ihren Ableitungen nach $t$ bis zur M-ten Ordnung, $\frac{dx^{i}}{dt}$

$\frac{d^{2}x^{i}}{dt^{2}}$ , $\frac{d^{M}x^{i}}{dt^{M}}$ welche in einem Punkt auf einer Kurve $x^{i}=\overline{x}^{i}(t)$

(1) Eine Richtung in einem Punkt wird nachher in Betracht gezogen, der
manche Verfasser den Namen “ Linienelement” geben. Aber in der vorl egenden
$dem\circ ben- eAbhand1un_{P_{rwa^{11enwirsi_{\backslash }ea1sKurvenelementersterOrdnu}}^{wo_{hntenLin1ene1ementeersterOrdnungzuun}}}t_{erscheiden}^{gzitieren}’ Vgl.Humvon$

HOMBU [91 S. 140.
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und langs derselben Kurve berechnet werden, ein Linienelement M-
ter Ordnung, wobei wir voraussetzen, dass die Werte von $dx^{i}/dt$

nicht samtlich gleich Null sind und dass die Funktionen $x^{i}(t)$ in einem
Bereich um den betreffenden Wert $t_{0}$ von $t$ analytisch regular sind,
wie oben. Man legt dabei den Parameter $t$ fest $vor^{\backslash }$ und l\"asst vor-
l\"aufig seine \"Anderung nicht zu. Der Parameter $t$ spielt somit hier
eine wesentliche Rolle und soll nicht durch anderen Parameter ersetzt
werden. D.h. im allgemeinen verwandelt sich ein Linienelement
M-ter Ordnung bei einer \"Anderung der Parametrisierung in ein
anderes Linienelement M-ter Ordnung.

3. In einem Punkt auf einer Kurve ergeben sich zwei Linien-
elemente M-ter Ordnung entsprechend zwei verschiedenen Paramet-
risierungen, und in diesem Falle sagen wir, dass diese zwe\ddagger Linien-
elemente dasselbe Kurvenelement M-ter Ordnung besitzen. Ein
Kurvenelement M-ter Ordnung d\"urfen wir als eine Klasse von allen
Linienelementen M-ter Ordnung in einem Punkt erkl\"aren, von denen
je zwei mittels einer passenden Anderung der Parametrisierung
auseinander hervorgehen, und somit ist das Kurvenelement mit der
Kurve intrinsik, d.h. von der Parametrisierung auf der Kurve
unabh\"angig verkn\"upft. In einer Klasse der Linienelemente M-ter
Ordnung, die uns ein Kurvenelement M-ter Ordnung liefert, ergibt
sich immer ein Linienelement M-ter Ordnung mit den Bestimmungs-
zahlen

(1.1) $x^{i},$ $\frac{dx^{i}}{dt}$ $\frac{d^{2}x^{i}}{dt^{g}}$ $\frac{d^{M}}{dt}Mx^{i}$ ,

damit man eine von den Koordinaten, z.B. $x^{N}$ statt des Parameters
$t$ annimmt, und das Linienelement ist das ausgezeichnete der Klasse,
d.h. die Klasse wird von dem Linienelement eindeutig bestimmt,
wenn ein Koordinatensystem fest gelegt ist, wie wir leicht ersehen
konnen. Da

$\iota$

$\frac{dx^{i}}{dx^{N}}=1$ , $\frac{d^{2}x^{i}}{(dx^{N})^{2}}=\cdots=\frac{d^{M}x^{i}}{(dx^{N})^{M}}=0$ f\"ur $i=N$

sind, bestimmt sich ein Kurvenelement M-ter Ordnung durch ein
System von

$R\equiv N+(N-1)M=N(M+1)-M$

Werten, und wir k\"onnen unter dem Linienelemente M-ter Ordnung
mit den Werten (1.1) ein Kurvenelement M-ter Ordnung verstehen.
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4. Adjungieren wir zu jedem Punkt von XN jedes Wertsystem
$dx^{i}$ $d^{2}x^{i}$ $d^{M}x^{i}$

$\overline{dt}\overline{dt^{2}}$ ’. . . ,
$\overline{dt^{M}}$

so kommt die Mannigfaltigkeit von Dimen-
sionen $(M+1)N$ zustande, die aus allen Linienelementen M-ter Ordnung
in $X_{N}$ besteht. Diese Mannigfaltigkeit heisst die Mannigfaltigkeit
M-ter Ordnung $K_{N}^{\langle M)}$ , mit derselben wollen wir uns vorl\"aufig besch\"af-
tigen. Ausser der Mannigfaltigkeit $K_{N}^{(M)}$ ergibt sich eine andere
Mannigfaltigkeit $R_{N}^{(M)}$ , die aus allen $Kurvenel9menten$ M-ter Ordnung
besteht und die wir spater in Betracht ziehen werden. Ihre Dimen-
sionszahl ist nichts anderes als $R$ , da jedes Kurvenelement M-te $r$

Ordnung durch ein System von $R$ Werten eindeutig bestimmt wird.
5. Einfachheitshalber ben\"utzen $wIr$ die folgenden Bezeichnungen

f\"ur die $Ab1^{\mathfrak{l}}eitungen$ von Koordinaten nach dem Parameter $t,$ $wIe$ von
H. V. CRAIG(1) eingef\"uhrt:

$\frac{dx^{i}}{dt}\equiv x^{\langle 1)i},$ $\frac{d^{2}x^{i}}{dt^{2}}\equiv x^{\langle 2)i}$ , . . . , $\frac{d^{M}x^{i}}{dt^{M}}\equiv x^{\langle M)i}$ ,

oder noch ausf\"uhrlich

$\frac{dx^{i}}{dt}\equiv x^{\langle 1)i}(t),$ $\frac{d^{2}x^{i}}{dt^{2}}\equiv x^{(2)i}(t)$ , . . . , $\frac{d^{M}x^{i}}{dt^{M}}\equiv x^{(M)i}(t)$ ,

wenn der Parameter $t$ ausdr\"ucklich vorgestellt werden soll. Ausser-
dem schreiben wir die Ableitungen $\frac{d^{q}1F}{dt^{\beta}}$ einer Funktion $F(t)$ vom
Parameter $t$ nach $t$ in der Gestalt

$F^{\langle\beta)}(t)\equiv\frac{d^{\beta}F}{dt^{\beta}}$ , $\beta=0,1$ , . . . $/M_{;}$

wobei man setzt $F^{(0)}(t)=F(t)$ . Wenn kein Missverstandnis entsteht,
lassen wir ferner $(t)$ aus und bezeichnen das mit $F^{\langle\beta)}$ .

Die Bezeichnungen

$F_{(\alpha)i}\equiv\frac{3F}{8x^{()i}\alpha}\equiv 8F/8(\frac{d^{\alpha}x^{i}}{dt^{\alpha}})$ ,

noch allgemeiner

$F_{\langle\alpha)i}^{\langle\beta)}\equiv.\frac{d^{\beta}}{dt^{\beta}}(\frac{8F}{8x^{(\alpha)i}})$ und $F_{(\alpha)i}^{\{\beta)}\equiv\frac{8}{8x^{\langle\alpha)i}}(\frac{d^{\beta}F}{dt^{\beta}})\equiv\frac{8}{8x^{t^{\alpha)i}}}F^{1^{\beta)}}$

(1) H. V. CRAIG [5].
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werden auch f\"ur eine Funktion $F$ von $t,$ $x^{i},$ $x^{(1)i},$
$\ldots$ , $x^{\langle M)i}$ aufge-

nommen.
6. Hier wollen wir einige Identit\"aten vorstellen, die im folgenden

vielmals anwendbar sind.
Seien $A$ und $B$ zwei beliebige Funktionen von einem Parameter

$t$ , so bestehen

(1.2) $\frac{d^{\mu,}}{dt^{\mu}}(AB)\equiv(AB)^{(\mu)}=\sum_{\nu- 0}^{\mu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)A^{(\nu)}B^{(\mu-\nu)}=\sum_{\nu=0}^{\mu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)A^{(\mu- v)}B^{(\nu)}$

und

(1.3) $A\frac{d^{\mu}B}{dt^{\mu}}\equiv AB^{\langle\mu)}=\sum_{\nu=0}^{\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)(A^{(\nu)}B)^{(\mu-\nu)}$ .

Die erste Identit\"at ist nichts anderes als die wohlbekannte
LEIBNIZsche Formel. Der Beweis dieser Identit\"aten kann man leicht
durch Induktion bez\"uglich $\mu$

bekommen(1).

7. Es bestehen weiter die folgenden Identit\"aten.

(1.4). $\sum_{\nu-P}^{\mu}\frac{\nu!}{(\nu-\rho)!}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)=\frac{\mu!}{(\mu-\rho)!}2^{\mu-p}$

oder $\sum_{\nu=p}^{\mu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\rho\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}\mu\\\rho\end{array}\right)2^{\mu- p}$ f\"ur $\mu\geqq\rho$ ,

(1.5) $\sum_{\nu=\rho}^{\mu}(-1)^{\nu}\frac{\nu!}{(\nu-\rho)!}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)=0$ f\"ur $\mu>\rho$

$=t-1)^{\mu}\mu$ ! f\"ur $\mu=\rho$

oder

(1.5) $\sum_{\nu-P}^{\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\rho\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)=0$ fur $\mu>\rho$

$=(-1)^{\mu}$ f\"ur $\mu=\rho$ ,

(1.$\cdot$
6) $\sum_{\prime r\Rightarrow 0}^{P}\left(\begin{array}{l}\mu\\\tau\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\rho-\tau\end{array}\right)2^{\mu-\tau}=\sum_{\nu=0}^{\mu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\nu+\lambda\\\rho\end{array}\right)=\sum_{\nu=0}^{\mu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}\lambda+\mu & -\nu\\\rho & \end{array}\right)$ ,

(1.7) $\sum_{\nu=0}^{\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\nu+\lambda\\\rho\end{array}\right)=(-1)^{\mu}\sum_{\nu=0}^{\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)\left(\lambda & +\mu-\nu\rho\right)$

$=0$ f\"ur $\mu>\rho$

$=(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\rho-\mu\end{array}\right)$ f\"ur $\mu\leqq\rho$ .
(1) Vgl. A. KAWAGUCHI und H. HOMBU [1], S. 25.
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Beweis. Differenziert man $\rho$-mal nach $y$ die Identit\"at

$(1+y)^{\mu}y^{\lambda}=\sum_{\nu\leftarrow-0}^{\mu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)y^{\lambda+\nu}$

$=(y^{-1}+1)^{\mu}y^{\lambda+\mu}$

$=\frac{>^{\mu}\neg}{\nu=0}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)y^{\lambda+\mu-\nu}$

und setzt $y=1$ , so erhalten wir sogleich nach (1.2) die Identitat (1.6).
Nach Anwendung desselben Verfahrens auf die Identibt

$(1-y)^{\mu}y^{\lambda}=\sum_{\nu=0}^{\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)y^{\lambda+\nu}$

$=(y^{-1}.-1)^{\mu}y^{\lambda+\mu}$

$=(-1)^{\mu}\sum_{\nu=0}^{\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\mu\\\nu\end{array}\right)y^{\lambda+\mu-\nu}$

geht die Identitft (1.7) hervor. (1.4) bzw. (1.5) ist ein spezieller Fall
$\lambda=0$ von (1.6) bzw. (1.7). W. $z.b$ . $z$ .

\S 2. Erweiterte Transformation f\"ur Linienelemente.

8. Wir f\"uhren eine Koordinatentransformation $\overline{x}^{a}=\overline{x}^{a}(x^{i})$ in die
Mannigfaltigkeit $X_{N}$ ein, wobei wir uns auf solche Transformationen
beschranken, deren Funktionen $\overline{x}^{a}(x^{i})$ im geeigneten Gebiete einein-
deutig und hinreichend oft stetig differenzierbar sind. Somit ist ihre
Determinante im Gebiete von Null verschieden. Nach dieser Trans-
formation findet dann eine erweiterte Transformation fUr Linienele-
mente z.B. M-ter Ordnung

$\overline{x}^{a}=\overline{x}^{a}(x^{i})$ , $\overline{x}^{(1)a}=\frac{8\overline{x}^{\alpha}}{8x^{i}}x^{(1)i}$ ,

(2.1) $\overline{x}^{(2)a}=\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}}x^{\langle 2)i}+\frac{8^{2}\overline{x}^{a}}{ax^{i}8x^{j}}x^{(1)i}x^{\langle 1)j}$ , . . . ,

$\overline{x}^{(M)a}=\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{:}}x^{(M)i}+M\frac{8^{2}\overline{x}^{a}}{8x^{i}8x^{\dot{f}}}x^{(M-1)\dot{0}}x^{(1)\dot{g}}+\ldots$

statt, bei welcher ein Linienelement M-ter Ordnung $(x^{i}, d^{i)i}, \ldots , x^{(M)i})$

in das Linienelement $(\overline{x}^{a},\overline{x}^{(1)a}, \ldots , \overline{x}^{\langle M)a})$ \"ubergeht. (2.1) wird durch
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vielmalige Differentiationen von $\overline{x}^{a}=\overline{x}^{a}(x^{i})$ nach dem Parameter $t$

gerade erhalten.
Die Transformation (2.1) f\"uhrt die Mannigfaltigkeit M-ter Ord-

nung $Kk^{M)}$ in sich selbst iiber und alIe solche Transformationen bilden
eine stetige Gruppe $\mathfrak{G}_{M}$ . Die Gruppe $\mathfrak{G}_{M}$ ist die gr\"osste von denGruppen von stetigen Transformationen, welche $Kk^{M)}$ in sich selbst
stetig \"uberf\"uhren.

9. Uber diese erweiterten Transformationen bestehen die fol-
genden $S\text{"\""{a}"} tze^{\langle 1)}$ .

Satz 1. Es besteht

(2.2) $\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{i}}=(\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha-\beta)a}}{a_{X^{i}}})(|8)=(\frac{a_{\overline{X}^{a}}}{\partial x^{i}})(\alpha)$

Beweis.

$\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{a_{X^{i}}}=\frac{8}{8x^{i}}\frac{d\overline{x}^{\{\alpha-l)a}}{dt}=\frac{8}{8x^{i}}\sum_{\beta\Leftarrow 0}^{\alpha-1}\frac{8\overline{x}^{(\alpha-1)a}}{8x^{(\beta)j}}x^{t^{q+1)j}}|$

$=\sum_{\beta\Rightarrow 0}^{\alpha-1}\frac{a_{\overline{X}}^{I(\alpha-1)a}}{8x^{i}ax^{t^{q)j}}}x^{(\beta*1)j}=\sum_{\beta=0}^{\alpha-1}\frac{a}{a_{x^{(\beta)\dot{g}}}}(\frac{8\overline{x}^{(\alpha-1)a}}{8x^{i}})x^{(\beta+1)j}$

$=\frac{d}{dt}(\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha-1)a}}{8x^{i}})=(\frac{8\overline{x}^{(\alpha-1)a}}{8x^{i}})^{\langle 1)}$

Daraus folgt die Behauptung du $r$ch Wiederholung dieses Verfahrens
ohne weiteres.

Satz 2. In (2.1) besteht die Identit\"at fur $a,$ $\beta\geqq\gamma>0$

(2.3) $\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta)i}}=_{\beta!(a-\gamma)!}^{a!(\beta-\gamma)!}\frac{8\overline{x}^{t^{\alpha-}.\tau)a}}{a_{X^{\langle\beta- r)}}}$

und f\"ur $\gamma=\beta$

(2.4) $\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta)i}}=(_{\beta}a)\frac{8\overline{x}^{(\alpha-)a}1}{8x^{i}’}\langle 2)$

Beweis. Differenzierend die beiden Seiten der Beziehung

$\overline{x}^{(\alpha+1)a}=\frac{d\overline{x}^{(\alpha)a}}{dt}=\sum_{\tau-0}^{\alpha}\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}}{8x^{\langle\tau)\dot{g}}}x^{\langle\cdot r+1)j}$

(1) Diese Satze sind schon in noch verallgemeinerer Form bewiesen. Vgl.A. KAWAGUCHI und H. $HoMBt\Gamma[1]$ , S. 27.
(2) Die Identitat (2.4) sowie (2.5) ist schon von H. V. CRAIG gefunden worden.Vgl. H. V. CRAIG [5], S. 457.



18 A. Kawaguchi

nach $x^{(\beta)j}$, erhalten wir durch Induktion bez\"uglich $a$

$\frac{8\overline{x}^{(\alpha+1)a}}{3x^{(\beta)i}}=\frac{a_{\overline{x}^{(\alpha)a}}}{Qx^{(\beta- 1)i}}+\sum_{\tau=0}^{\alpha}\frac{8^{2}\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta)i}8x^{(\tau)j}}x^{(\tau+1)j}$

$=(_{\beta-1}a)\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha-\beta+1)a}}{8x^{i}}+\sum_{\tau=0}^{\alpha}\frac{a}{8x^{(\tau)j}}(\frac{8\overline{x}^{\{\alpha)a}}{8x^{\langle\beta)i}})x^{(\tau+1)\dot{g}}$

$=(_{\beta-1}a)\frac{a_{\overline{x}^{(\alpha-\beta+1)a}}}{8x^{i}}+(a\beta)\sum_{\tau=0}^{\alpha}\frac{8}{a_{x^{(\tau)j}}}(\frac{8\overline{x}^{(\alpha-\beta)a}}{a_{X^{i}}})x^{(\tau+1)\dot{g}}$

$=(_{\beta-1}a$

.
$)\frac{8\overline{x}^{(\alpha-\beta+1)a}}{8x^{i}}+(\beta a\vdash ddt(\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha-\beta)a}}{8x^{i}})$

$=\{(\beta-1a)+(\beta a)\}\frac{9\overline{x}^{\langle\alpha-\beta+1)a}}{8x^{i}}$

$=\left(\begin{array}{l}a+1\\\beta\end{array}\right)\frac{\partial\overline{x}^{(\alpha-\beta+1)a}}{\partial x^{i}}$

wegen Satz 1. Andererseits ersehen wir leicht im Falle $ a^{=}\beta$

$\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta)i}}=\frac{8\overline{x}^{a}}{\partial x^{i}}$ ,

da $\overline{x}^{(\alpha)a}$ die Form

$\overline{x}^{(\alpha)a}=\frac{8\overline{x}^{a}}{\partial x^{i}}x^{(\alpha)i}+\Phi^{a}(x^{i}, x^{(1)i}, \ldots, x^{(\alpha- 1)i})$

hat, wie gleich aus (2.1) folgt. Daraus bekommen wir die Identittit
(2.4) f\"ur jede nicht negative ganze Zahl $a$ und $\beta$ , insofem $ a\geqq\beta$ .

F\"ur jede nicht negative ganze Zahl $\gamma(\leqq a, \beta)$ besteht wegen (2.4)

$\frac{a_{\overline{x}^{(\alpha-\tau)a}}}{ax^{(\triangleright-\tau)i}}=(_{\beta-\gamma}^{a-\gamma})\frac{8\overline{x}^{(\alpha-\beta)a}}{8x^{i}}*$

Somit geht (2.3) durch Vergleichung der letzten Beziehung mit (2.4)

hervor. W. $z$ . $b$ . $z$ .
10. Satz 1 und Satz 2 liefern uns sogleich

Satz 3. F\"ur $a\geqq\beta\geqq 0$ besteht

(2.5) $\frac{8X^{(\alpha)a}}{\partial x^{()i}}=(a\beta)(\frac{8\Psi}{9x^{i}})^{(\alpha-\beta\downarrow}$
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Da in (2.1) $\overline{x}^{(\alpha)a}$ von hoheren Ableitungen von $x^{i}$ als $a$ nicht ab-
hangig ist, so ist

(2.6) $\frac{a_{\overline{X}^{(\alpha)a}}}{8x^{(\beta)i}}=0$ f\"ur $\beta>a$ .

Nach (2.5) und (2.6) erkennen $wIr$ die Gestalt der Matrix
$((\frac{\$ i^{\langle\alpha)a}}{lx^{(\beta)i}}))$ der erweiterten $Transformation^{\langle 1)}$ , die ist

(2.7)

wobei $(a)a$ und $(\beta)i$ die Werte (0)1, (0)2, ... , (0)$N$ ; (1)1, (1)2, ... ,
(1) $ N;\ldots$ ; $(M-1)1,$ $\ldots$ , $(M-1)N$ durchlaufen. Die Determinante
der Matrix der erweibrten Transformation hat den Wert $|\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}}|^{M}$ der
nicht verschwindend ist. Deswegen ergibt sich stets ihre umgekehrte

Transformation mit der Mqtrix $((\frac{8x^{\{\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}))$ . Es besteht dann

(2.8) $\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}}\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}}{8x^{(\tau)j}}$ rc $\delta_{\tau}^{\beta}\delta_{j}^{i},$ $\frac{8x^{(\beta)i}8\overline{x}^{(\tau)b}}{8_{\overline{X}^{1^{\alpha)a}}}ax^{(\mathfrak{p})i}}=\delta_{\alpha}^{\tau}\delta_{a}^{b}$ ,

(1) Die lineare Transformation mit der Matrix von dieser Form ist von dem
Verfasser zuerst betrachtet worden. Vgl. $A$ . KAWAGUCHI [6] und S. HOKARI [1] [2].



20 A. Kawaguchi

wobei wir das Summationszeichen $z$.B. $\sum_{\alpha\Leftarrow 0a}^{M- 1}\sum_{- 1}^{N}$ in dem Glied $\frac{8x^{t\iota)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}\frac{\partial\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\tau)j}}$

auslassen, wie \"ublich in der Tensor-analysis.

\S 3. Extensoren und ihre \"Ub\’erschiebungen.

11. Unter dem Extensor(2) verstehen wir den Tensor in bezug

auf. die erweiterte regul\"are Transformation (2.1). Z.B. die Bestim-
mungszahlen des exkontra- bzw. exkovarianten Extensors $V^{\alpha i}$ bzw.
$W_{\alpha:}$ erster Stufe vom Grad(3) $G$ transformieren sich bei der erwei-
terten regul\"aren Transformation folgendermassen:

(3.1) $V^{\alpha a}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{\langle\theta)i}}V^{h}$ bzw. $W_{\alpha a}=\frac{8x^{(\beta)i}}{\partial\overline{x}^{\{\alpha)a}}W_{u}$ ,

$a,$ $\beta=0,1$ , . .. , $G$ ; $i,$ $j=1,2$ , . . . , $N$.
Ein Beispiel des exkontravarianten Extensors erster Stufe vom

Grad $M$ ist durch die Bestimmungszahlen des Linienelementes ($M+1\rangle-$

ter Ordnung $x^{(\alpha+1)i}$ $(a=0,1, \ldots , M)$ gegeben und dasselbe des ex-
kovarianten Extensors erster Stufe vom Grad $M$ durch die Gr\"ossen

$F_{(\alpha)i}=\frac{8F}{8x^{\langle\alpha}})|-(a=0,1, \ldots , M)$ , wobei $F$ eine skalare differenzierbare

Funktion mit den Argumenten $t,$ $x^{i},$ $x^{\langle 1)i},$

$\ldots$ , $x^{(Mh}$ ist.
Die Bestimmungszahlen des gemischten Extensors $T_{I’ k}^{\alpha.j}$ dritter

Stufe, der in bezug auf aei exkontravariant vom Grad $G$ , auf $\beta k$

exkovariant vom Grad $G^{\prime}$ und auf $i$ kovariant ist, werden nach der
Regel transformiert:

$T_{a\cdot\cdot i^{c}}^{\alpha b}=\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}}\frac{8\overline{x}^{t^{\alpha})b}}{8x^{\langle\tau)j}}\frac{8x^{()}\delta k}{8\overline{x}^{(\beta)c}}T_{i\cdot\cdot\delta k}^{\tau j}$ ,

$a,$ $\gamma=0,1,$ $\ldots$ , $G;\beta,$ $\delta=0,1,$
$\ldots,$

$G^{\prime}$ .
(1) Durch diese Abhandlung lassen wir durchweg das Summationszeichen aus,

wie in der TenSor-analysis, wenn dieselben klemen Buchstaben als Indizes gerade
zweimal d.h. einmal oben und ein anderermal unten erscheinen, soweit nicht
anderes gesagt wird. Von den grossen Buchstaben wird dagegen jedes Glied nicht
summiert, wenn das Glied das Summationszeichen nicht bekommt.

(2) Der Name .‘ Extensor ” ist zuerst von CRAIG eingef\"uhrt worden. Vgl.g
H. V. CRAIG [7].

(3) Statt “ Grad ” hat der Verfasser fr\"uher den Ausdruck “ Ordnung”
gebraucht. Aber den Ausdruck “ Ordnung ” wollen wir in der vorliegenden Ab-
handlung in anderer Bedeutung ben\"utzen.
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Wie oben gesehen, gibt es in bezug auf jede griechische Indizes
eines Extensors imme $r$ eine Gradzahl. F\"ur einen Extensor h\"oherer
Stufe ergibt sich somit mindestens eine gr\"osste Gradzahl und die
gr\"osste Gradzahl nennen wir die Gradzahl des betreffenden Extensors.
Z.B. wenn oben $G\geqq G^{\prime}$ ist, dann heisst der Extensor vom Grad $G$ .
Ein Extensor vom Grad Null ist nichts anderes als ein gew\"ohnlicher
Tensor.

12. ${\rm Im}$ allgemeinen dePnieren wir den relativen Extensor.
Definition. Die $\prod_{\lambda=1}^{A}G_{\lambda}\prod_{\mu\Rightarrow 1}^{B}G_{\mu}^{\prime}N^{A+B}$ Grossen

$T^{\alpha_{1}j_{1}}..;\cdot\cdot\cdot\beta_{1}k_{1}\beta_{2}k_{0,\sim}..\beta_{B}k_{B}$

$(i_{\lambda} , k_{\mu}=1,2, \ldots , N ; a_{\lambda}=.0,1, \ldots , G ; \beta_{\mu}=0,1, \ldots, G^{\prime})$

werden genannt die Bestimmungszahlen eines relativen gemischten
Extensors $(A+B)$-ter Stufe vom Gewichte $f$ , der in bezug auf $a_{\lambda}j_{\lambda}$

bzw. $\beta_{\mu}k_{\mu}$ exkontra- bzw. exkovariant vom Grad $G_{\lambda}$ bzw. $G_{\mu}^{\prime}$ ist,
wenn bei jeder regul\"aren erweiterten Transformation die Gr\"ossen sich
transformieren nach der Regel:

$T^{\alpha_{1}a_{t}\alpha_{2}a_{2}}$ ;:. $\alpha_{Aa_{A}}\beta_{1}b_{1}\beta_{2}b_{2}\ldots\beta_{B}b_{B}$

$=\Delta^{-}{}^{t}T.;i_{1}..i_{2}.\cdot.\cdot i_{A}\delta_{1}j_{1}\delta_{2}j_{2}$ . . $\delta_{B}j_{B_{\text{\‘{A}}^{\vee}=1}}^{1I\frac{8\overline{x}^{(\alpha_{\lambda})a_{\lambda}}}{8x^{(\gamma\lambda)i_{\lambda}}}\prod_{\mu=1}^{B}\frac{8x(\delta_{\mu})j_{\mu}}{8\overline{x}^{\langle\beta_{\mu})b_{\mu}}}}A$

w\"ahrend $\lrcorner$ die Determinante $|\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}}|$ bedeutet. Die gr\"osste Zahl $G$ von
$G_{\lambda}$ und $G_{\mu}^{\prime}$ heisst die Gradzahl des Extensors. Wenn die Bestim-
mungszahlen des Extenso$rs$ Funktionen von den Argumenten $t,$ $x^{i}$ ,
$x^{\langle 1)i},$

$\ldots$ , $x^{(M)i}$ sind, dann sagen wir, dass die Ordnung des Extensors
$M$ ist.

Einfachheitshalber bezeichnet man den relativen Extensor $(A+B)-$
ter Stufe vom Gewichte $f$ , vom Grad $G$ und von der Ordnung $M$ als
den relativen Extensor mit der Charakteristik $(A+B, f, G, M)$ . Ein
im Punkt $x^{i}$ definierter Skalar ist ein relativer Extensor mit der
Charakteristik $(0,0,0,0)$ und ein relativer Extensor mit der Charak-

(1) Statt ” relativer Tensor ‘’ wird von einigen Verfassern den Wort “ Affi-
nordichte ” ben\"utzt. Z.B. J. A. SCHOUTEN und D. J. STRUIK, Einf\"uhrung in die
neueren Methoden der Differentialgeometrie, Groningen, 193538.
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teristik $(A+B, 0,0, M)$ ist ein Tensor, der zum Lihienelemente M-ter
Ordnung adjungiert ist.

13. F\"ur einen kontravarianten Vektor $v^{i}$ und einen kovarianten
Vektor $w_{i}$ haben wir eine und nur eine Art der \’Uberschiebung d.h. des
Skalarproduktes $\rho=v^{i}w_{i}$ . Es ist bemerkenswert,

’

dass dagegen f\"ur
einen exkontravarianten Extensor $V^{\alpha_{i}}$ erster Stufe vom Grad $G$ und
einen exkovarianten Extensor $W_{\alpha i}$ erster Stufe vom Grad $G$ nicht
eine sondern $G+1$ Arten der \"Uberschiebungen vorhanden sind:

(3.2) $\beta^{\Gamma J}=\sum_{\alpha=1^{\backslash }}^{G}\left(\begin{array}{l}a\\\Gamma\end{array}\right)V^{\alpha-\Gamma.i}W_{\alpha i}$ , $\Gamma=0,1,$ $\ldots$ , $G^{(1)}$ .

Wenn $V^{\alpha i}$ bzw. $W_{\alpha:}$ ein relativer Extensor vom Gewichte $f$ bzw.
$f^{\prime}$ ist, so sind $\rho^{[\Gamma]}$ relative Skalare vom Gewichte $f+f$‘.

Satz 4. $V^{i}bzw$ . $W_{i}$ seien die Bestimmungszahlen eines kontra-bzw.
kovarianten Vektors, dann sin$dV^{i(\alpha)}bzw$ . $\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{:}^{\langle G-\alpha)}(a=0,1, \ldots , G)$

die Bestimmungszahlen eines exkontra- $bzw$ . exkovarianten Extensors
erster Stufe vom Grad $G$ .

Beweis. Aus $V^{a}=\frac{\prime a_{\overline{X}^{a}}}{8x^{i}}V^{i}$ folgt bei einer Koordinatentransforma-
tion durch Differentiation nach $t$ wegen (1.2)

$V^{a\langle\alpha)}=\sum_{\beta=0}^{\alpha}(_{\beta}^{a})(\frac{a_{\overline{X}^{a}}}{8x^{i}})^{\langle\alpha-\beta)}V^{i(\beta)}=\frac{8\overline{x}^{t^{\alpha)a}}}{8x^{(\beta)i}}V^{i\langle\triangleright)}$ .

In analoger Weise erkennen wir aus $W_{a}=\frac{8x^{i}}{\partial\overline{x}^{a}}W_{i}$ wegen (1.2)

$\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{a}^{\langle G-\alpha)}=(\sum_{\sim,|0}^{G-\alpha}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a\\\beta\end{array}\right)(\frac{a_{X^{i}}}{8\overline{x}^{a}})^{()}G-\alpha-r_{W^{(\beta)}}$:

$=\sum_{\tau=\alpha}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a\\G-\gamma\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{1\tau-\alpha)}W_{i}^{1G-r)}$ ($\beta=G-\gamma$ gesetzt)

$=\sum_{\tau=\alpha}^{G}\left(\begin{array}{l}\gamma\\ a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{\langle\uparrow-\alpha)}\left(\begin{array}{l}G\\\gamma\end{array}\right)W_{i}^{(G-\Gamma)}$

$=.\sum_{r=\alpha}^{G}\frac{8x^{(\tau)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}(\gamma G)Wi^{(G-T)}$ . W. $z$ . $b$ . $z$ .

(1) Vgl. A. KAWAGUCHI [16].
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Die \"Uberschiebungen (3.2) von zwei Extensoren $V^{i(\alpha)}$ und
$\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{:}^{(G-\alpha)}$ liefem uns /

$\rho^{[\Gamma]}=\sum_{\beta=\Gamma}^{G}(\beta\Gamma)V^{i\langle\beta-\Gamma)\left(\begin{array}{l}G\\\beta\end{array}\right)W_{i}^{\langle G-\beta\}}}$

$=\sum_{\tau-0}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\gamma\\\Gamma\end{array}\right)V^{i\langle\tau)}\left(\begin{array}{l}G\\\Gamma+\gamma\end{array}\right)W_{i}^{1G-\Gamma-\tau)}$ ($\beta-\Gamma=\gamma$ gesetzt)

$=\left(\begin{array}{l}G\\\Gamma\end{array}\right)\sum_{\tau-0}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{l}G-\gamma\\\gamma\end{array}\right)V^{:(\tau)}W_{i}^{1G-\Gamma-Y)}$

$=\left(\begin{array}{l}G\\\Gamma\end{array}\right)(V^{i}W;)^{\langle G-\Gamma)}$ (nach (1.2)) ,

daraus kann man die Skalareigenschaft von $\rho^{[I’]}$ in diesem speziellen
Falle leicht versichern.

In Satz 4 setzen wir an Stelle von $V^{i}$ die Variationen der Ko-
ordinaten $dx^{i}$ , so erhalten wir sogleich den folgenden Zusatz, da
$(dx^{i})^{1^{\alpha)}}=dx^{(}\alpha)i$ ist.

Zusatz. Die Variationen eines Linienelementes M-ter Ordnung
$dx^{(\alpha)i}$ $(a=0,1, \ldots , M)$ sind die Bestimmungszahlen eines exkontra-
varianten Extensors erster Stufe vom Grad $M$.

Diesen Zusatz kann man auch direkt beweisen. N\"amlich, da

$\overline{x}^{(\ovalbox{\tt\small REJECT}+1)a}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{()i}}x^{t+1)i}$

ist, sieht man

$d\overline{x}^{(\alpha+1)a}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta)i}}dx^{(\beta+1)i}+\frac{8^{2}\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\tau)j}8x^{(\beta)i}}dx^{(T)j}x^{(\beta+1)i}$

$=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{\partial x^{(\beta)i}}dx^{\langle\beta+1)i}+(\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{\partial x^{1\tau\rangle j}})^{\langle 1)}dx^{(r)j}$

$=\sum_{\beta=0}^{\alpha}(_{\beta}^{a})(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-p)}dx^{\langle\beta+1)i}+\sum_{\tau=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)(\frac{\dot{8}\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(a+1-T)}dx^{(\tau)i}$

$=\sum_{\tau=0}^{\alpha+1}\{(\gamma-a1)+\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)\}(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{t^{\alpha-}\tau+1)}dx^{(\tau)i}$ ($\beta+1=\gamma$ gesetzt)

$=\sum_{\tau\propto 0}^{\alpha+1}\left(\begin{array}{l}a+1\\\gamma\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{\langle\alpha-\rceil+1)}dx^{(r)i}=\frac{8\overline{r}^{(\alpha+1)a}}{8x^{(\tau)i}}dx^{(\tau)i}$ ,

deshalb ist die Behauptung des Zusatzes richtig.
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14. Um die Skalareigenschaft von $p^{[\Gamma]}$ in (3.2) zu zeigen, wollen
wir zun\"achst einige Satze \"uber die Extensoren vorstellen.

Satz 5. Die $N(G+1)$ Grbssen $V^{\alpha i}(a=0,1, \ldots , G)$ seien die Be-
stim,mungszahlen eines exkontravarianten relativen ESvtensors mit der
Charakteristik $(1, f, G, M)$ , dann sind die $N(K+1)$ Grossen $V^{\alpha i}(a=$

$0,1,$ $\ldots$ , $K(\leqq G))$ die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten
relativen Extensors mit der Charakteristik $(1, f, K, M)$ .

Das folgt unmittelbar aus den Beziehungen (2.5) und (2.6).

Satz 6. Lassen wir die $N(G+1)$ Grossen $W_{\alpha i}(a=0.1, \ldots , G)$

die Bestimmungszahlen eines exkovarianten $relat\dot{w}$en Extensors mit der
Charakteristik $(1, f, G, M)$ sein, dann bilden die $N(K+1)$ Grossen
$\left(\begin{array}{ll}G-K+ & \gamma\\\gamma & \end{array}\right)W_{G-K+r\prime.i}$ oder $\mathfrak{B}_{[G- K]}W_{\tau i}\equiv\frac{(G-K+\gamma)!}{\gamma!}W_{G-K_{f}r.i}(\gamma=0,1$ ,
. .. , $K(\leqq G))^{\langle 2)}$ die Bestimmungszahlen eines exkovarianten relativen
Extensors mit der Charakteristik $(1, f, K, M)$ .

Bewei. Der Satz wird aus den Beziehungen (2.5) und (2.6) be-
wiesen. In der Tat kann man sogleich aus den Transformations-
gleichungen des Extensors

$W_{G- K+\alpha.j}=|\frac{8\overline{x}^{(1)r}}{8x^{(G-K+\alpha)j}}W_{\beta r}$

wegen der Beziehung (2.6) ersehen, dass man $\beta\geqq G-K+a$ setzen
da $rf$. Setzen wir somit $\gamma=\beta-(G-K)$ , dann k\"onnen die Trans-
formationsgleichungen des Extensors folgendermassen umgeschrieben
werden:

$W_{G-K+\not\in.j}=\frac{\partial\overline{x}^{\langle G-K+\cdot r)r}}{8x^{\langle G-K+\alpha)j}}W_{G- K+\uparrow.r}$ ,

(1) Diese Satze uber die Extensoren erster Stufe k\"onnen leicht zu denjenigen
\"uber die Extensoren beliebiger Stufe erweitert werden, z.B.

Satz 6’. Die $N:(G+1)(G^{\prime}+1)$ Grossen $U^{\alpha i_{\beta\dot{g}}}(\alpha=0,1, \ldots , , G^{\prime})$$G;\beta=0,$ $l,$
$\ldots$ ,

seien die Bestimmungszahlen eines relativen Extensors zweiter Stufe vom Gewichte
$f$ , der in bezug auf $\alpha i$ exkontravariant vom Grad $G$ und auf $\beta j$ exkovariant vom
Grad $G^{\prime}$ ist, dann sin$d$ die $ N^{\underline{l}}(K+1)(K^{\prime}+1)Gr\delta$ssen $\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-K & +\gamma\\\gamma & \end{array}\right)U_{G-K+T.j}^{a_{1}}(\alpha=0$ ,
1, $\ldots,$ $K;\gamma=0,1,$

$\ldots,$
$K^{\prime}$ ; $K\leqq G;K^{\prime}\leqq G^{\prime}$) die $Be\ovalbox{\tt\small REJECT} mmungszahlen$ eines $relat\dot{w}$en

Extensors zweeter Stufe vom Gewichte $f$ , der in bezug auf $\alpha i$ exkontravariant vom
Grad $K$ und auf $\gamma j$ exkovariant vom Grad $K^{\prime}\dot{\tau}st$ .

(2) $(^{G-K+\gamma}\gamma)W_{G-K+T.j}$ und $\frac{(G-K+\gamma)!}{\gamma!}W_{G-K+\uparrow.j}$ sind gleichzeitig je die

Bestimmungszahlen eines Extensors, da $\left(\begin{array}{l}G-K+A\\\gamma\end{array}\right)=(\frac{(G-K+\gamma)!}{G-K)^{||}}$ ist und $G-K$
eine bestimmte von $\gamma$ unabhangige Zahl Ist.

. $\gamma$ .
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die nach der Beziehung (2.5) in

$W_{G-K+\infty.j}=\sum_{\tau\approx\alpha}^{K}\frac{(G-K}{1G-K}\ddagger_{a)(a+1)^{\frac{8\overline{x}^{(\tau)r}}{8x^{(\alpha)j}}W_{G-K+1.r}}}^{\gamma)\cdot.\cdot.\cdot.(\gamma+1)}$.

Ubergehen. Daraus geht hervor

$(G-K+a)(G-K)!a|W_{G-K+\alpha.j}=\sum_{r-\alpha}^{K}\frac{ax^{(\tau)r}}{8x^{(\alpha)\dot{g}}}\frac{(G-K+\gamma)!}{(G-K)!\gamma!}W_{G-K+\tau.r}$ ,

was die Richtigkeit des Satzes besagt.
Wegen Satz 5 und Satz 6 erkennen $w\ddagger r$ ohne Schwierigkeit, dass

die Gr\"ossen $d^{\Gamma l}$ in (3.2) Skalare sind.
15. Satz 7. Wenn die $N(G-K)$ Bestimmungszahlen $V^{\alpha i}(a=$

$0,1,$
$\ldots$ , $G-K-1$) eines exkontravarianten relativen Extensors mit

der Charakteristik $(1, f, G, M)$ alle gleich Null sind, so formen die
$N(K+1)$ Grossen $\left(\begin{array}{l}G-K+\gamma\\\gamma\end{array}\right)V^{G-K+\uparrow.i}(\gamma=0,1, \ldots , K)$ , welche aus
den \"ubrigen Bestimmungszahlen des Extensors gebildet werden, die
Bestimmungszahlen eines exkontravarianten $relat\dot{w}$en Extensors mit $d\epsilon r$

Charakteristik $(1, f, K, M)$ .
Beweis. In den $Tr$ansformationsgleichungen des Extensors

$V^{\alpha i}=\frac{\partial x^{(\alpha)i}}{8\overline{x}^{\langle)r}1}V^{\beta r}$

d\"urfen wir annehmen, dass $\beta\geqq G-K$ ist, denn die Glieder, in denen
die Grossen $V^{\beta r}$ $(\beta=0,1, \ldots , G-K-1)$ enthalten sind, sind in der
rechten Seite wegen der Hypothese des Satzes alle verschwindend.
Somit k\"onnen wir auf Grund der Beziehung (2.6) $a\geqq G-K$ setzen.
Setzen wir daher $\gamma=a-(G-K)$ und $\delta=\beta-(G-K)$ , dann sind

V $G- K+\tau.:=\frac{8x^{(G-K+\tau)i}}{@\overline{x}^{(G-K+\delta)r}}V^{G- K+\delta.r}$

$=\sum_{\delta=0}^{\tau}\frac{(G-K+\gamma)\cdot.\cdot.\cdot.(\gamma+1)}{(G-K+\delta)(\delta+1)}\frac{8x^{\langle\tau)i}}{\partial X^{\{\delta)r}}V^{G- K+\delta.r}$ ,

d.h.

$(G-K+\gamma)!^{V^{G-K+\tau.:}=\sum_{\delta-0}^{\tau}\frac{8x^{(\tau)i}}{8\overline{x}^{t^{\delta})r}}\frac{\delta!(G-K)}{(G-K+\delta)}!V^{G-K+\delta.r}}\gamma!(G-K)!.$ .
Die letzten Beziehungen beweisen die Richtigkeit des Satzes.
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Satz 8. Die $N(G--K)$ Bestimmungszahlen $W_{\alpha i}(a=K+1, \ldots , G)$

eines exkovarianten relatwen Ext\‘ensors mit der Charakteristik (1, $f$ ,
$G,$ $M$) seien $aue$ gleich Null, dann sind die \"ubrigen $N(K+1)$ Bestim-
mungszahlen $W_{\alpha i}$ $(a=0,1, \ldots , K)$ des Extensors die Bestimmungs-
zahlen eines exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik
$(1, f, K, M)$ .

Der Satz folgt aus der Beziehung (2.6). In der Tat, wir d\"urfen
wegen der Hypothese des Satzes in den Transformationsgleichungen

$W_{\alpha i}=\frac{8\overline{x}^{(\beta)r}}{8x^{(\alpha)i}}W_{\beta r}$

so ansehen, dass $\beta\leqq K$. Somit erhalten wir von (2.5) und (2.6) auch
$\alpha\leqq K$, und die Behauptung des Satzes ist demgem\"ass richtig.

16. Zusammenfassend Satz 5 und Satz 7 bzw. Satz 6 und Satz
8, lauten die S\"atze:

Satz 9. Wenn die $N(G-K)$ Bestimmungszahlen $V(a=0,1,$ $\ldots$ ,

$G-K-1)$ eines exkontravarianten relativen Extensors mit der $ Charak\neg$

teristik $(1, f, G, M)$ alle gleich Null $s\uparrow nd$ , so bilden die $N(\overline{G}+1)$

Grossen $\left(\begin{array}{l}G-K+\gamma\\\gamma\end{array}\right)V^{G-K}\tau,i\langle\gamma=0,1,$
$\ldots$ , $\overline{G}(\leqq K))$ die Bestimmungs-

zahlen eines exkontravarianten relativen Extensors mit der Charak $\cdot$

teristik $(1, f,\overline{G}, M)$ .
Satz 10. Die $N(G-K)$ Bestimmungszahlen $W_{\alpha i}(a=K+1, \ldots , G)$

eines exkovarianten $relat\dot{w}$en Extensors mit der Charakteristik (1, $f$ ,
$G,$ $M$) seien alle gleich Null, dann sind die $N(\overline{G}+1)$ Grossen
$\left(\begin{array}{ll}K- & \overline{G}+\gamma\\ & \gamma\end{array}\right)W_{K-\overline{G}+\gamma.i}$ $(\gamma=0,1, \ldots , \overline{G}(\leqq K))$ die Bestimmungszahlen

eines exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik (1, $f$ ,
$\overline{G},$ $M$).

Satz 9 und Satz 10 liefern uns ohne weiteres
Satz 11. Es seien $V^{\alpha i}bzw$ . $W_{\beta j}$ die Bestimmungszahlen $ eine\delta$

exkontra- $bzw$ . exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteris-
tik $(1, f, G, M)bzw$ . $(1, f^{\prime}, G^{\prime}, M)$ und die $N(G-K)bzw$ . $N(G^{\prime}-K^{\prime})$

Bestimmungszahlen $V^{\alpha i}$ $(a=0,1, \ldots , G-K-1)bzw$ . $W_{19}\cdot(\beta=K^{\prime}+1,$
$\ldots$ ,

$G^{\prime})$ alle verschwindend, dann ist

$\rho^{[K^{f}-L]}(K, K^{\prime})=\sum_{\alpha=K-L}^{K^{\prime}}(aH)V^{\phi-H.i}W_{\alpha i}$

(3.3) fir $G-K\leqq K^{\prime}-L$ ,

$\rho^{[G-K]}(K, K^{\prime})=\sum_{\alpha=G-K}^{G-K+L}(Ha)^{-1}V^{\alpha i}W_{\alpha- H^{\prime}.i}$

f\"ur $G-K\geqq K^{\nu}-L$
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ein $relat\dot{w}$er Skalar vom Gewichte $f+f^{\prime}$ , wobei $L$ eine beliebige ganze
Zahl mit der Beschr\"ankung $0<L\leqq{\rm Min}(K, K^{\prime})\dot{r}st$ , und wir setzen
$H=K+K^{\prime}-G-L$ und $H^{\prime}=G+L-K-K^{\prime}$ .

Beweis. Aus Satz 9 und Satz 10 erkennen wir sogleich, $da\mathfrak{g}\mathfrak{g}$ die
Gr\"ossen $\left(\begin{array}{l}G-K+\gamma\\\gamma\end{array}\right)V^{G-K+\tau,i}$ bzw. $\left(\begin{array}{l}K^{\prime}-L+\gamma\\\gamma\end{array}\right)W_{K^{\prime}-L+\gamma.j}(\gamma=0,1,$

$\ldots$ ,

$L)$ die Bestimmungszahlen eines exkontra- bzw. exkovarianten Ex-
tensors mit der Charakteristik $(1, f, L, M)$ bzw. $(1, f^{\prime}, L, M)$ sind.
Somit ist

$\sigma=\sum_{r-0}^{L}\left(\begin{array}{ll}G-K+ & \gamma\\\gamma & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}K^{\prime}-L+\gamma\\\gamma\end{array}\right)V^{G-K+\tau\cdot i}W_{K^{f}-L+\tau i}$

ein relativer Skalar vom Gewichte $f+f^{\prime}$ . Nun setzt man

$a=\gamma+K^{\prime}-L$ f\"ur $G-K\leqq K^{\prime}-L$

$=\gamma+G-K$ f\"ur $G-K\geqq K^{\prime}-L$ ,

dann ergibt eine leichte Berechnung

$\sigma=\left(\begin{array}{l}K^{\prime}-L\\G-K\end{array}\right)\rho^{[K- L]}(K, K^{\prime})$ f\"ur $H\geqq 0$

$=\left(\begin{array}{l}G-K\\K-L\end{array}\right)\rho^{[G-K]}(K, K^{\prime})$ f\"ur $H^{\prime}\geqq 0$ .
Der Satz ist jetzt bewiesen.

(3.3) ist eine Erweiterung von (3.2). Denn, setzen wir
$K=K^{\prime}=G$ , $ G-L=\Gamma$ , $ a=\beta$ ,

dann wird der relative Skalar (3.3)

$\rho^{[\Gamma]}(G, G)=\sum_{\beta=\Gamma}^{G}\left(\begin{array}{l}\beta\\\Gamma\end{array}\right)V^{\beta-\Gamma.i}W_{\beta i}$ ,

was nichts anderes als (3.2) ist.

\S 4. Die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ und die SYNGEschen Vektoren.

17. Aus einem exkontravarianten oder exkovarianten Extensor
$er$ster Stufe k\"onnen wir die Extenso $r$en erster Stufe vom niederen
Grad mittels Differentiation nach dem Parameter $t$ herleiten, ausser
denselben in Satz 5 oder Satz 6.
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Die Bestimmungszahlen $V^{\alpha i}$ eines exkontravarianten Extensors mit
der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ transformieren sich der Regel nach:

$V^{\alpha a}=\frac{\delta\overline{x}^{(\alpha)a}}{ax^{(\triangleright)1}}V^{\beta i}=\sum_{\beta=0}^{\alpha}(_{\beta}a)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-\beta)}V^{\beta i}$

in analoger Weise

$V^{\alpha+1.a}=(\frac{8\overline{x}^{a}}{9x^{i}})^{(\alpha+1)}\psi+(a+1)(\frac{8\overline{x}^{a}}{3x^{i}})^{(\alpha)}V^{1i}+\frac{a(a+1)}{2}(\frac{8\overline{x}^{\phi}}{8x^{i}})^{(\alpha-1)}V^{i}$

$+\cdots$ .
Wir differenzieren die beiden Seiten der ersten Gleichung nach $t$

und dann eliminieren wir $(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha+1)}$ aus der erhaltenen mithilfe
der letzten Gleichungen. Dann ergibt sicb

$ V^{\alpha+1.a}-V^{\alpha a(1)}=(\frac{9\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{\langle\alpha)}(V^{1i}-V^{0i(1)})+a(\frac{8\overline{x}^{a}}{9x^{i}})^{\{\alpha-1)}(V^{2i}-V^{1i(1)})+\cdots$

$=\sum_{\beta-- 0}^{\alpha}(_{\beta}^{a})(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{\langle\alpha-\beta)}(V^{\beta+1.:}-V^{\beta i(1)})$

$=\frac{a_{\overline{x}^{(\alpha)a}}}{8x^{(\beta)i}}(V^{\beta+1.i}-V^{\beta i\langle 1)})$ , $a=0,1,$ $\ldots$ , $G-1$ ,

was zeigt, dass die Gr\"ossen $\mathfrak{S}V^{\alpha:}=V^{\alpha}1i-V^{\alpha i\langle 1)}$ die Bestimmungs-
zahlen eines exkontravarianten Extensors mit der Charakteristik
$(1, 0, G-1, M+1)$ sind. Durch nochmalige Wiederholung dieses Ver-
fahrens erhalten $wIr$ einen exkontravarianten Extensor mit der
Charakteristik $(1, 0, G-2, M+2)$ :

$\mathfrak{S}^{2}V^{\alpha i}=V^{\alpha+2.i}-2V^{\alpha\vdash 1.i(1)}+V^{\alpha i(2)}$ .
$I.m$ allgemeinen behaupten wir

Satz 12. $V^{\alpha i}$ $(a=0,1, \ldots , G)$ seien die Bestimmungszahlen eines
exkontravarianten $Extenso\gamma s$ mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ , dann
$definr,eren$ die Grossen

(4.1) $\mathfrak{S}^{H}V^{pi}=\sum_{\lambda\Leftrightarrow 0}^{f\gamma}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)V^{\beta+\lambda.i(H-\lambda)}$ ,

$\beta=0,1$ , . . . , $G-H$
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$\beta\dot{u}r$ jeden Wert von $H=0,1,$ $\ldots.G$ einen exkontravarianten Extensor
mit der Charakteristik $(1, 0, G-H, M+H)$ .

Beweis. Da $V^{\theta+\lambda.a}=\frac{8\overline{x}^{\langle\beta+\lambda)a}}{8x^{1\tau)i}}V^{\tau i}$ , andert sich $bei$ der erweiterten
Transformation

$\mathfrak{S}^{H}V^{\beta a}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)(\frac{a_{\overline{X}^{(\beta+\lambda)a}}}{a_{X^{(\tau)i}}}V^{\tau i})^{(H-\lambda)}$

$=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu\Leftrightarrow 0}^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H-\lambda\\\mu\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{(8+\lambda)a}}{9x^{(\tau)i}})^{\{\mu)}V^{\tau i1H-\lambda-\mu)}$

$=\sum_{\mu\Rightarrow 0}^{H}\sum_{\lambda=0}^{H-\mu}\sum_{\tau\approx 0}^{\beta+\lambda}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}H-\mu\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\beta+\lambda\\\gamma\end{array}\right)(\frac{a_{\overline{X}^{a}}}{9x^{i}})^{(\beta-T+\lambda\$\cdot\mu)}V^{\tau i(H\cdot-\lambda-\mu)}$

$=\sum_{\mu=0}^{H}\sum_{\nu=\mu}^{H\beta}\sum_{\tau-0}^{+\nu-\mu}(-1)^{H-\nu+\mu\left(\begin{array}{l}H\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}H- & \mu\\\nu^{-\mu} & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}\beta+\nu^{\underline{\prime}} & \mu\\\gamma & \end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\beta-Y+\nu)}V^{\tau i(H-\nu)}}$

($\lambda+\mu=\nu$ gesetzt)

$=\sum_{\nu-0}^{H}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\sum_{\rceil\Leftarrow 0}^{\theta.+\nu}\{\sum_{\mu=0}^{\nu}(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\beta+\nu-\mu\\\gamma\end{array}\right)\}(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\beta-\tau+\nu)}V^{\tau i(H-\nu)}$ .

Wegen (1.7) erkennen wir

$\sum_{\mu=0}^{\nu}(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)(\beta+\nu-\mu\gamma)=0$ fur $\gamma<\nu$

$=\left(\begin{array}{l}\beta\\\gamma^{|}-\nu\end{array}\right)$ fiir $\gamma\geqq\nu$ .

Somit setzen wir $\gamma-\nu=\delta(\geqq 0)$ , dann bekommt man

$\mathfrak{S}^{H}V^{\beta a}=\sum_{\nu-0}^{H}\sum_{\delta=0}^{\beta}\left(\begin{array}{l}\beta\\\delta\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(8-\delta)}(-1)^{H-V}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)V^{\delta+\nu.i\{H-\nu)}$

$=\frac{8\overline{x}^{(\beta)a}}{8x^{t^{\delta})i}}\mathfrak{S}^{H}V^{\delta i}$ , $\delta=0,1,$ $\ldots.G-H$ ,

und $V^{\alpha i}$ sind dabei H-mal nach $t$ differenziert. Daraus folgt die
Behauptung des Satzes.

Dieser Satz kann auch durch Induktion bezuglich $H$ bewiesen
werden. Es mag interessant sein, einige speziellen aber wichtigen
F\"alle dieser Extensoren vorzusteHen :
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$\mathfrak{S}^{0}V^{\beta i}=V^{Ri}$ ,

$\mathfrak{S}V^{\beta i}=V^{\sigma+1i}-V^{\theta i11)}$ ,

$\mathfrak{S}^{2}V^{\beta i}=V^{\beta+2.i}-2V^{\beta+1.i(1)}+V^{\beta i(2)}$ ,

F\"ur $V^{pi}=x^{(\beta+1)i}$ verschwinden alle $\mathfrak{S}^{H}V^{\triangleright i}$ $(H=l_{l}2, \ldots , G)$ iden-
tisch.

Nach Satz 5 erhalten wir
Zusatz. $V^{\beta i}$ seien die Bestimmungszahlen eines exkontravariankn

Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ , dann sind die Grossen

(4.2) $\mathfrak{S}^{H}V^{0i}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)V^{\lambda i(H-\lambda)}$

fur jeden Wert von $H=0,1,$ $\ldots$ , $G$ die Bestimmungszahlen eines
gewohnlichen kontravarianten Vektors von der Ordnung $M+H$.

18. F\"ur den exkovarianten Extensor erster Stufe gilt ein ana-
loger Satz. In der Tat, $W_{\alpha i}$ seien die Bestimmungszahlen des exko-
varianten Extenso$rs$ mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ , dann sind

$W_{\alpha a}=\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{1^{\alpha)a}}}W_{\beta i}=\sum_{\beta=\alpha}^{G}\left(\begin{array}{l}\beta\\ a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(\beta-\alpha)}W_{\beta i}$

$=\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)(\frac{9x^{i}}{9\overline{x}^{a}})^{\langle G-\alpha)}W_{Gi}+\left(\begin{array}{l}G-1\\a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{\langle G-\propto- 1)}W_{G\rightarrow\iota_{*}:}+\cdots$ ,

$ W_{\alpha+1.a}=(a+G1)(\frac{9x^{i}}{9\overline{x}^{a}})^{(G-\alpha-1)}W_{Gi}+\left(\begin{array}{ll}G & -1\\a+I & \end{array}\right)(\frac{3\dot{\#}}{ar}\rangle^{\not\in-\alpha-a_{W_{a-1.i}+}}\cdots\cdot$

Somit erhalt man
$(G-a)W_{\alpha a}-(a+1)W_{\alpha+1\cdot a}\langle 1)$

$=\left(G & -1a\right)(\frac{9\#}{\delta i^{a}})^{(G--1)}(W_{G-1\cdot i}-GW_{c:}^{11)})+\cdots$

$=\sum_{\sigma=\alpha}^{G-1}\frac{9x^{(W}}{\# ffl^{\epsilon)\sigma}}\{(G-\beta)W_{\beta i}-(\beta+1)W_{\beta+1.i}\langle 1)\}$ ,

$a=0,1,$ $\ldots.G-1$ ,
daraus sind die Gr\"ossen

$\mathfrak{S}W_{\alpha i}=(G-a)W_{\alpha i}-(a+1)W_{\alpha+1.i}(1)$
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die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors erster Stufe
vom Grad $G-1$ und seine Ordnung ist um eins h\"oher als diejenige
von $W_{\alpha i}$ , da $W_{\alpha i}$ einmal nach $t$ differenziert wird. Wiederholung
dieses Verfahrens fiihrt zu

Satz 13. Die Grossen

(4.3) $\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}=H$ ! $\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\ G-H-a\end{array}\right)W_{\alpha+\nu.\overline{i}}(\nu)$

$a=0,1$ , . . . , $G-H$

bilden fur jeden Wert von $H=0,1,$ $\ldots$ , $G$ die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, G-H, M+H)$ ,
wenn $W_{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors mit der
Charakteristik $(1, 0, G, M)$ sind.

Beweis. Bei einer erweiterten Transformation verandert sich
$\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}$ folgendermas.sen nach (1.7):

$\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha a}=H$ ! $\nu\angle-\lrcorner 0\nwarrow^{\urcorner}H(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\ G-H-a\end{array}\right)(\frac{ax^{(\beta)i}}{9\overline{x}^{(\alpha+\nu a}}W_{pi})^{(\nu)}$

$=H$ ! $\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\ G-H-a\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)$

$\times\sum_{\beta=\alpha+\nu}^{G}\left(\begin{array}{l}\beta\\ a+\nu\end{array}\right)(\frac{9x^{i}}{9\overline{x}^{a}})^{(\beta-\alpha-\nu+\mu)}W_{\beta i}^{(\nu-\mu)}$

$=H$ ! $\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\ G-H-a\end{array}\right)\frac{\neg>\nu}{\lambda=0}\left(\begin{array}{l}\nu\\\lambda\end{array}\right)$

$x\sum_{\beta\Leftarrow\alpha+\nu}^{G}\left(\begin{array}{ll}\beta & \\a+ & \nu\end{array}\right)(\frac{3x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{\{\beta-\alpha-\lambda)}W_{h}^{(\lambda)}$

($\nu-\mu=\lambda$ gesetzt)

$=H$ ! $\sum_{\lambda\leftarrow 0}^{H}\sum_{\nu-\lambda}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\ a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{-a}-\nu\\ G-H-a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\nu\\\lambda\end{array}\right)$

$\times\sum_{\tau=\alpha+\nu-\lambda}^{G-\lambda}\left(\begin{array}{l}\gamma+\lambda\\ a+\nu\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{t\tau-\alpha)}W_{\tau+\lambda.i}^{(\lambda)}$

($\beta=\gamma+\lambda$ gesetzt)
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$=H$ ! $\sum_{\lambda=0}^{HG}\sum_{\tau\approx 0}^{-H}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}\gamma & +\lambda\\ & \gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-\gamma-\lambda\\ G-H-\gamma\end{array}\right)$

$x\{\sum_{\mu-0}^{H-\lambda}(-1)^{H-\mu-\lambda\left(\begin{array}{l}H-\lambda\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-H-a+\mu\\ G-\gamma-\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-H-a\\\gamma-a\end{array}\right)\}}$

$\times\left(\begin{array}{l}\gamma\\ a\end{array}\right)(\frac{9x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{1\tau-\alpha)}W_{\tau+\lambda.i}(\lambda)$ ($ H-\nu=\mu$ gesetzt)

$=H]\sum_{\lambda-0}^{HG}.\sum_{r\Leftarrow 0}^{- H}1-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}\gamma & +\lambda\\ & \gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-\gamma-\lambda\\ G-H-\gamma\end{array}\right)\{\left(\begin{array}{l}\gamma\\ a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{9\overline{x}^{\alpha}})^{\langle\tau-\alpha)}\}W_{\tau+\lambda.i}^{(\lambda)}$

$=\frac{9x^{(\tau)i}}{8\overline{x}^{1^{\alpha})a}}\mathfrak{S}^{H}W_{\tau:}$ . W. $z$ . $b$ . $z$ .

Aus diesem Satze folgt sogleich wegen Satz 6
Zusatz. Die Grossen

(4.4) $\mathfrak{S}^{H}W_{G-H.i}=H$ ! $\sum_{\nu-0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}G-H+\nu\\ G-H\end{array}\right)W_{G-\dot{H}+\nu.i}(\nu)$

$=(-1)^{K}\sum_{\mu=K}^{G}(-1)^{\mu}H[\left(\begin{array}{l}\mu\\ K\end{array}\right)W_{\mu:}^{(\mu- K)}$ ,

wobei $K=G-H$ und $\mu=G-H+\nu$ gesetzt sind, sind fiir ieden Wertvon $H=0,1,$ $\ldots$ , $G$ (oder $K=0,1,$ $\ldots$
$G$) die Bestimmungszahlen

eines gewohnlichen kovarianten Vektors von der Ordnung $M+H$,
wenn $W_{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors mit
der CharaktertStik $(1, 0, G, M)sind^{(1)}$ .

Es ist bemerkenswert, dass im speziellen Falle $W_{\alpha:}=F_{(\alpha)i}$ diese
Vektoren sich zu den sogenannten SYNGEschen Vektoren $E_{i}reduzieren^{\langle 2)}K$

d.h.

(4.5) $\mathfrak{S}^{M- K}F_{(K)i}=(-1)^{K}(M-K)$ ! $E_{i}^{K}$ ,

wobei $F$ eine skalare Funktion von den Argumenten $t,$ $x^{i},$ $x^{(1)i},$
$\ldots,$

$x^{\langle M1)}$

ist.

(1) Dieser Zusatz ist von H. V. CRAIG nach einer langwierigen Berechnung
dirpkt bewiesen worden. Vgl. H. V. CRAIG [5], S. 773.

(2) Diese Vektoren sind von SYNGE nach Anwendung der $VarIat\ddagger onsrechnung$

mittels einer sehr sch6nen Methode abgeleitet worden. Vgl. J. L. SYNGE [1], S. 684.
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F\"ur $K=0$ ist der Vektor $\mathfrak{S}^{M}F_{(0)i}$ nichts anderes als der soge-
nannte $EuLERsche$ Vektor und f\"ur $K=M$ erhalten wir den Vektor
$\mathfrak{S}^{0}F_{(M)i}=F_{\langle M)i}$ .

19. \’Ube$r$ die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ besteht der folgende Satz, wie
leicht verifizie$rt$ werden kann.

Satz 14. Die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ sind vertauschbar, linear und asso-
ziativ, $d.h$ . $f\dot{u}r$ jede zwei nicht negatw$e$ ganze Zahlen $H,$ $H^{\prime}$ ergeben
stch stets

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{S}^{H\prime}V^{ai}=\mathfrak{S}^{H\prime}\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}=\mathfrak{S}^{H+H\prime}V^{\alpha i}$ ,

$\mathfrak{S}^{H}(V^{\alpha i}+\overline{V}^{\alpha_{l}})=\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}+\mathfrak{S}^{H}\overline{V}^{\alpha i}$ ,

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{S}^{H\prime}W_{\alpha i}=\mathfrak{S}^{H;}\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}=\mathfrak{S}^{H+H\prime}W_{ai}$ ,

$\mathfrak{S}^{H}(W_{\alpha:}+\overline{W}_{\alpha:})=\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha:}+\mathfrak{S}^{H}\overline{W}_{\alpha:}$ ,

w\"ahrend $H+H^{\prime}\leqq G$ und $V^{\alpha i}$ und $\overline{V}^{\alpha:}bzw$ . $W_{\alpha i}$ und $\overline{W}_{\alpha:}bel:ebige$

exkontra- $bzw$ . exkovariante Extensoren mit der Charakteristik (1 $0$ ,
$G,$ $M$ ) sind.

20. Die Ooeratoren $\mathfrak{S}^{H}$ k\"onnen durch kleine Modifizierung der-
artig erweitert werden, dass sie auch auf den relativen Extenso$r$

erster Stufe anwendbar sind. N\"amlich seien $V^{\alpha i}$ bzw. $W_{\alpha:}$ die R-
stimmungszahlen eines exkontra- bzw. exkovarianten relativen Ex-
tenso$rs$ mit der Charakteristik $(1, f, G, M)$ und sei $f$ ein relativer
Skalar vom $Ge$wichte $f$ und von der Ordnung $M$, d.h. eine Funktion
von den Argumenten $t,$ $x^{i},$ $x^{(1)i},$

$\ldots$ , $x^{(M)i}$ , dann geben $f^{-1}V^{\alpha i}$ bzw.
$f^{-1}W_{\alpha:}$ die Bestimmungszahlen eines Extensors mit der Charakteristik
$(1, 0, G, M)$ . Lassen wir somit auf den Extensor $f^{-1}V^{\alpha i}$ bzw. $f^{-1}W_{a:}$

den Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ wirken, dann ergibt sich $fUrH=0,1,$ $\ldots$ wegen
Satz 12 und Satz 13

$\mathfrak{S}^{0}(f^{-1}V^{\alpha i})=f^{-1}V^{\alpha i}$ ,

$\mathfrak{S}(f^{-1}V^{\alpha i})=f^{-1}V^{\alpha+1.i}-(f^{-1}V^{\alpha i})^{(1)}=f^{-1}\{\mathfrak{S}V^{\alpha i}+f^{(1)}\mathfrak{S}^{0}(f^{-1}V^{ai})\}$ ,

$\mathfrak{S}^{2}(f^{-1}V^{\alpha i})=f^{-1}\{\mathfrak{S}^{2}V^{\alpha i}+2f^{\langle 1)}\mathfrak{S}(f^{-1}V^{\alpha i})-fl^{1)}\mathfrak{S}^{0}(f^{-1}V^{\alpha i})\}$ ,

. $\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..$ ,

$\mathfrak{S}^{0}(f^{-1}W_{\sigma i})=f^{-1}W_{\alpha i}$ ,
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$\mathfrak{S}(f^{-1}W_{\alpha i})=(G-a)f^{-1}W_{\alpha i}-(a+1)(f^{-1}W_{\alpha+I}.\lambda^{(1)}$

$=f^{-1}\{\mathfrak{S}W_{\alpha}:+(a+1)f^{(1)}\mathfrak{S}^{0}(f^{-1}W_{\alpha+1i})\}$ ,

$\mathfrak{S}^{2}(f^{-1}W_{\alpha:})=f^{-1}\{\mathfrak{S}^{2}W_{\alpha i}+2(a+1)f^{\langle 1)}\mathfrak{S}(f^{-1}W_{\alpha+1\cdot i})$

$-(a+1)(a+2)f^{(2)}\mathfrak{S}^{0}(f^{-1}W_{\alpha+2.i})\}$ .

Somit lautet
Satz 15. Die Grossen, die durch die Rekursionsformeln

(4.6) $\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha:}=f\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}V^{\alpha i})$

$=\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}-\sum_{\lambda-0}^{H-1}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)f^{-1}f^{(H-\lambda)}\mathfrak{S}^{*\lambda}V^{\alpha}$

$bzw$ .
(4.7) $\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha i}=f\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}W_{\alpha i})$

$=\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}-\sum_{\lambda=1}^{H}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\frac{(a+\lambda)!}{a!}f^{-1}f^{(\lambda)}\mathfrak{S}^{*H-\lambda}W_{a+\lambda.i}$

bestimmt sind, sind fur jeden Wert von $H=0,$ $I,$
$\ldots$ , $G$ je die Bestim-

mungszahlen eines exkontra- $bzw$ . exkovarianten relatwen Extensors mit
der Charakteristik $(1, f, G-H, M+H)$ , wenn $V^{\alpha i}bzw$ . $W_{\dot{n}}$ die Bestim-
mungszahlen eines.exkontra- $bzw$ . exkovarianten Exterlsors mit der
Charakteristik $(1, f, G, M)$ sind und wenn $f$ ein $relat\dot{w}$er Skalar vom
Gewichte $f$ und von der Ordnung $ Mi\#$ .

Beweis. Zuerst ersehen wir wegen Satz 12 und Satz 13, dass

$\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha i}=f\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}V^{\alpha i})$ und $\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha i}=f\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}W_{\alpha i})$

je einen relativen Extensor mit der Charakteristik $(1, f, G-H, M+H)$

definieren. Durch Induktion bez\"uglich $H$ lehrt dann Satz 12

$\mathfrak{S}^{*H+1}V^{\alpha i}=f\mathfrak{S}^{H+1}(f^{-1}V^{\alpha i})$

$=f\{\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}V^{\alpha+r.i})-(\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}V^{\alpha i}))^{(1)}\}$

$=\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha+1..i}-(\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha i})^{(1)}+\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha i}f^{-1}f^{(1)}$
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$=\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha+1.i}-(\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i})^{\langle 1)}$

$-\sum_{\lambda-0}^{H-1}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)f^{\langle H-\lambda)}\{\mathfrak{S}^{\lambda}(f^{-1}V^{\alpha+1.i})-(\mathfrak{S}^{\lambda}(f^{-1}V^{\alpha i}))^{(1)}\}$

$+^{H1}\overline{F}_{-0}^{(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{S}^{*\lambda}V^{\alpha i}+\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha i}f^{-1}f^{\langle 1)}}f^{-1}f^{(H-\lambda+1)}$

$=\mathfrak{S}^{H+1}\dot{V}^{\alpha i}-\sum_{\lambda-1}^{H}(-1)^{H-\lambda+1}\left(\begin{array}{ll} & H\\\lambda & -1\end{array}\right)f^{\langle H-\lambda+1)}\mathfrak{S}^{\lambda}(f^{-1}V^{\alpha i})$

$+\sum_{\lambda=0}^{H-1}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)f^{-1}f^{(H-\lambda+1)}\mathfrak{S}^{*\lambda}V^{\alpha i}+\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha i}f^{-1}f^{\langle 1)}$

$=\mathfrak{S}^{H+1}V^{w}-\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H+1-\lambda}\left(H & +1\lambda\right)f^{(H+1-\lambda)}\mathfrak{S}^{*\lambda}V^{\alpha i}$

und nach Satz 13 folgt

$\mathfrak{S}^{*H+1}W_{\alpha i}=f\mathfrak{S}^{H+1}(f^{-1}W_{\alpha i})$

$=f\{(G-H-a)\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}W_{\alpha i})-(a+1)(\mathfrak{S}^{H}(f^{-1}W_{\alpha+1.i}))^{(1)}\}$

$=(G-H-a)\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha}\cdot-(a+1)(\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha+1,i})^{(1)}$

$+(a+1)\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha_{*1.i}}f^{-1}f^{(1)}$

$=(G-H-a)\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}-(a+1)(\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha+1.i})^{\langle 1)}$

$-\sum_{-\lambda-1}^{H}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)f^{t^{\lambda)}}\{(G-H-a)\frac{(a+\lambda)!}{a!}\mathfrak{S}^{H-\lambda}(f^{-1}W_{\alpha+\lambda.i})$

$-(a+1)\frac{(a+\lambda+1)!}{(a+1)!}(\mathfrak{S}^{H-\lambda}(f^{-1}W_{\alpha+1+\lambda.i}))^{(1)}\}$

$+\sum_{\lambda=1}^{H}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\frac{(a+\lambda+1)!}{a!}f^{-1}f^{\langle\lambda+1)}\mathfrak{S}^{*H\lambda}\sim W_{\alpha+\lambda+1.i}$

$+(a+1)\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha+1.i}f^{-1}f^{\langle 1)}$

$=\mathfrak{S}^{H+1}W_{\alpha i^{-F_{=1}}}^{H}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\frac{(a+\lambda)!}{a!}f^{-1}f^{(\lambda)}\mathfrak{S}^{*H-\lambda+1}W_{\alpha+\lambda.i}$

$+\sum_{\lambda=1}^{H+1}(-1)^{\lambda-1}\left(\begin{array}{ll} & H\\\lambda & -1\end{array}\right)\frac{(a+\lambda)!}{a!}f^{-1}f^{\langle\lambda)}\mathfrak{S}^{*H-\lambda+1}W_{\alpha+\lambda+1.i}$

$=\mathfrak{S}^{H+1}W_{\alpha i}-\sum_{\lambda\approx 1}^{H*1}(-1)^{\lambda}\left(H & +1\lambda\right)\frac{(a+\lambda)!}{a!}f^{-1}f^{(\lambda)}\mathfrak{S}^{*H+1-\lambda}W_{\alpha+\lambda.i}$ .
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Es ist jetzt klar, dass die Gewichte der Extensoren $\mathfrak{S}^{*H}V^{\alpha i}$ und
$\mathfrak{S}^{*H}W_{\alpha i}$ beide $f$ sind, und dass beider Ordnung $M+H$ ist. W. $z$ . $b$ . $z$ .

Aus Satz 5 und Satz 6 kann man den folgenden Zusatz sofort
herleiten.

Zptsatz. $\mathfrak{S}^{*H}V^{0:}bzw$ . $\mathfrak{S}^{*H}W_{G-H,i}$ sin$d$ die Bestimmungszahlen eines
kontra- $bzw$ . kovarianten relativen Vektors vom Gewichte $f$ und von
der Ordnung $M+H$.

21. Da bei einer erweiterten Transformation

$(a+1)f_{(\alpha+1)a}=\Delta^{-t}(a+1)\frac{8x^{(\beta+1)i}}{8\overline{x}^{(\alpha+1)a}}f_{(\beta+1)i}$ $a=0,1,$ $\ldots$ , $M-1$

$=\Delta^{-\iota}\sum_{\beta\rightarrow 0}^{u-1}\frac{8x^{(\beta)1}}{9\overline{x}^{(\alpha)a}}(\beta+1)f_{(\beta+1)i}$

ist, ersehen wir, dass $f_{\alpha i}\equiv(a+1)f_{(\alpha+1)i}$ einen exkovarianten Extensor
mit der Charakteristik $(1, f, M-1, M)$ definieren. Wegen des letzten
Zusatzes k\"onnen $w\ddagger r$ deswegen behaupten

Satz 16. $f$ sei ein relativer Skalar vom Gewichte $f$ und von der
Ordnung $M$, dann sind die Grossen

(4.8) $\mathfrak{S}^{*H}f_{(K)i}=(-1)^{K-1}H!\sum_{\mu\approx K\sim 1}^{M-1}(-1)^{\mu}(K\mu-1)(\mu+1)f_{(\mu+1)i}^{(\mu-K+1)}$

$-\sum_{\lambda=1}^{H}(-1)^{\lambda}\frac{H!}{(H-\lambda)!}\left(\begin{array}{ll}K-1+ & \lambda\\\lambda & \end{array}\right)f^{-1}f^{(\lambda)}\mathfrak{S}^{*H-\lambda}f_{(K+\lambda):}$

f\"ur jeden Wert von $H=0,1,$ $\ldots$ , $M-1$ die Bestimmungszahlen eines
kovarianten relativen Vektors vom Gewichte $f$ und von der Ordnung
$M+H$, wobei $K=M-H$.

Diese relativen Vektoren $\mathfrak{S}^{*H}f_{(K)i}$ sind wesentlich nichts anderes
als die verallgemeinerten relativen $sYNG\mathfrak{W}Chen$ Vektor $en^{M}\overline{\mathfrak{E}}_{i}^{H}$, die von
S. $HoKARI^{(1)}$ zuerst gefunden worden sind, d.h.

$\mathfrak{S}^{*H}f_{(K)i}=(-1)^{K}K\cdot H$ ! $\mathfrak{E}:K$

Denn diese relativen Vektoren $\mathfrak{S}^{*H}f_{Kh}$ werden in die Gestalt umge-
schrieben :

(1) Vgl. S. HOKARI [4].
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$\mathfrak{S}^{*H}f_{(K):}=(-1)^{K}K\cdot H$ ! $\lambda=K\underline{5^{\urcorner}M}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)f_{\langle\lambda)i}^{(\lambda-K)}$

$-H$ ! $\sum_{\lambda=1}^{H}(-1)^{\lambda}\frac{1}{(H-\lambda)!}\left(\begin{array}{ll}K-1+ & \lambda\\\lambda & \end{array}\right)f^{-1}f^{(\lambda)}\mathfrak{S}^{*H-\lambda}f_{(K+\lambda):}$

$=(-1)^{K}K\cdot H$ ! $\{\sum_{\lambda=K}^{M}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)f_{\{\lambda)i}^{(\lambda-K)}$

-
$\sum_{\lambda\rightarrow 1}^{H}\left(\begin{array}{ll}K+ & \lambda\\\lambda & \end{array}\right)\frac{(-1)^{K+\lambda}}{(H-\lambda)!(K+\lambda)!}f^{-1}f^{(\lambda)}\mathfrak{S}^{*H-\lambda}f_{(K+\lambda):}$

$=(-1)^{K}K\cdot H$ ! $\{\sum_{\text{\‘{A}}=K}^{M}(-1)^{\lambda\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)\cdot\cdot(\lambda-K)}f_{(\lambda)}.\cdot$

$-\sum_{\nu-K+1}^{M}(\nu K)\frac{(-1)^{V}}{(M-\nu)!\nu!}f^{-1}f^{(\nu- K)}\mathfrak{S}^{*H-\nu}f_{1\nu)i}I$ .

\S 5. Die Operatoren $\mathfrak{Z}^{H}$.
22. Nun behaupten wir
Satz 17. Wenn $V^{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkontravarian-

ten Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ sind, dann definieren
die Grossen

(5.1) $\mathfrak{Z}^{H}V^{ai}=F_{=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{H\lambda}(1-2^{H})^{a-\lambda}V^{\lambda i(\alpha-\lambda)}$ , $a=0,1,$ $\ldots$ , $G$

f\"ur jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ einen exkontravarianten Extetesor mit
der Charakteristik $(1, 0, G, M+G)$ .

Beweis. Wi $r$ wollen zunachst den Satz f\"ur $H=1$ beweisen. Bei
einer Koordinatentransformation gehen die Bestimmungszahlen $\mathfrak{Z}V^{\alpha:}$

\"uber in

(5.2) $\mathfrak{Z}V^{\alpha a}=\sum_{\lambda\leftarrow 0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}(\frac{8\overline{x}^{t^{\lambda})a}}{8x^{(\tau)i}}V^{\tau i})^{(\alpha-\lambda)}$

$=\sum_{\lambda-0}^{\alpha}\sum_{\tau\leftarrow 0}^{\lambda}\sum_{\mu-0}^{\alpha-\lambda}(-1)^{\alpha-\lambda}(\lambda a)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\mu\end{array}\right)2^{\lambda}(\frac{3\overline{x}^{a}}{9x^{i}})^{(\lambda-\tau+\mu)}V^{r\cdot(\alpha-\lambda-\mu)}$

$=F_{=0}^{\sum_{\tau-0}^{\lambda}\sum_{\nu-\lambda}^{\alpha}(-1)^{\alpha--\lambda\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\nu-\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\nu-\tau)}V^{\tau:(\alpha-\nu)}}}\alpha$

($\lambda+\mu=\nu$ gesetzt)
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$=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\sum_{\tau-0}^{\lambda}\downarrow\sum_{p=\alpha+T-\lambda}^{\tau}(-1)^{\alpha-\lambda\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\rho-\gamma\end{array}\right)2^{\lambda}(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-P)}V^{\tau i(\rho-Y)}}$

($ a+\gamma-\nu=\rho$ gesetzt).
Es ist hierbei

$\lambda^{\urcorner}.\sum_{\lambda- 0r=0}^{\lambda}\sum_{p=\alpha+\tau-\lambda}^{r}=\alpha F_{-0}^{(\sum_{p-0}^{\lambda}\sum_{\tau\leftrightarrow 0}^{P}+\sum_{p=\lambda}^{\alpha}\sum_{\tau=0}^{\lambda}}\alpha-\sum_{p-\alpha-\lambda}^{\alpha\rho}\sum_{\tau=0}^{+\lambda-\alpha})$

$=\sum_{p=0}^{\alpha}\sum_{\lambda=P}^{\alpha}\sum_{\tau=0}^{P}+\sum_{p\Leftarrow 0}^{\alpha}\sum_{\lambda=0}^{P}\sum_{\tau=0}^{\lambda}-\sum_{p\Leftarrow 0}^{\alpha}\sum_{\lambda\Leftrightarrow\alpha-p}^{\alpha}\sum_{\tau\Leftrightarrow 0}^{p+\lambda-\alpha}$

$=\sum_{r-0}^{\alpha}(\sum_{T=0}^{P}\sum_{\lambda=P}^{\alpha}+\sum_{\uparrow-0}^{P}\sum_{\lambda-T}^{P}-\sum_{T=0}^{P}\sum^{\alpha})\lambda=\alpha- p+\tau$

$=\sum_{p=0}^{\alpha}\tau=L_{0}^{P}\urcorner\sum_{\lambda=\tau}^{\alpha-p+\tau}$

und $\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\rho-\gamma\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\rho\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\rho\\\lambda-\gamma\end{array}\right)$ , so wird (5.2)

$\mathfrak{Z}V^{\alpha a}=\sum_{p\Leftrightarrow 0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-p)}\sum_{\tau=0}^{P}\sum_{\lambda-\tau}^{\alpha-p+\tau}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}\rho\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\rho a-\\\lambda-\gamma\end{array}\right)2^{\lambda}V^{\tau i(p-T)}$

$=\sum_{1p\propto 0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-p)}\sum_{\tau=0}^{P}\sum_{\sigma-0}^{\alpha-p}(-1)^{\alpha-\tau-\sigma\left(\begin{array}{l}\rho\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a^{-\rho}\\\sigma\end{array}\right)2^{\sigma+\tau}V^{\tau i(p-T)}}$ .
Wegen der Identit\"at

$(y-1)^{\alpha-p}=(-1)^{\alpha-p}\alpha\sigma>-=\neg 0p(-1)^{\sigma}\left(\begin{array}{l}a-\rho\\\sigma\end{array}\right)y^{\sigma}$ ,

schliessen wir leicht

$1=(-1)^{\alpha- p}\sum_{\sigma=0}^{\alpha-P}(-1)^{O}\left(a & -p\sigma\right)2^{\sigma}$ ,

setzend $y=2$ . Deshalb tritt ein

$\mathfrak{Z}V^{\alpha\alpha}=\sum_{p=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)(\frac{9\overline{x}^{a}}{\partial x^{i}})\sum_{\tau\approx 0}^{\langle\alpha-p)p}(-1)^{p-\tau\left(\begin{array}{l}\rho\\\gamma\end{array}\right)2^{r}V^{\tau i(p-\tau)}}$

$=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{ax^{(P)i}}\mathfrak{Z}V^{\rho i}$ .

$\mathfrak{Z}V^{Gi}$ mag die h\"ochsten Ableitungen von $x^{j}$ d.h. $x^{(M+G^{\prime})j}$ enthalten, so
ist die 0rdnung des Extensors $M+G$ . Jetzt ersieht man deswegen
die Richtigkeit des Satzes f\"ur $H=1$ . N\"achstens setze man die
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Richtigkeit des Satzes f\"u $r$ einen bestimmten Wert $H$ voraus, so
m\"ussen die Gr\"ossen $\mathfrak{Z}\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}$ nach Obigem bekanntlich auch einen ex-
kontravarianten Extensor bestimmen. Andererseits gehen die Gr\"ossen
$\mathfrak{Z}\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}$ \"uber in

$\mathfrak{Z}\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha:}=\sum_{\lambda-- 0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}(\mathfrak{Z}^{H}V^{\lambda i})^{(\alpha-\lambda)}$

$=_{\lambda}\dot{\alpha}\lambda_{=0}^{\urcorner}\sum_{\mu-0}^{\lambda}(-1)^{\alpha-\lambda}2^{\lambda+H\mu}(1-2^{H})^{\lambda-\mu}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)V^{\mu i(\alpha-\mu)}$

$=\sum_{\mu=0}^{\alpha}(-1)^{\alpha}2^{H\mu}(1-2^{H})^{-\mu}F_{=\mu}^{\alpha}(-1)^{\lambda}2^{\lambda}(1-2^{H})^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)V^{\mu i\langle\alpha-\mu)}$ .

Es folgt aber aus der Identit\"at $(1-y)^{\alpha}=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)y^{\lambda}$ durch $\mu$-malige

Differentiation nach $y$

$t-1)^{\mu\left(\begin{array}{l}\alpha\\\mu\end{array}\right)=}(1-y)^{\alpha-\mu}y^{\mu}F_{-\mu}^{(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)y^{\lambda}}l$

deshalb bekommt man

$(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\alpha-\mu}2^{\mu}(1-2^{H})^{\mu}=\sum_{\lambda=\mu}^{\alpha}(-1)^{\lambda}2^{\lambda}(1-2^{H})^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)$ ,

setzend $y=2(1-2^{H})$ . So ist

$\mathfrak{Z}\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}=\sum_{\mu=0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\mu}2^{(H+1)\mu}(2^{H+1}-1)^{\alpha-\mu}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)V^{\mu:(\alpha-\mu)}$ ,

was nichts anderes als $\mathfrak{Z}^{H^{\lrcorner}1}V^{\alpha i}$ ist. Jetzt ist die Extensoreigenschaft
von $\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}$ durch Induktion bezuglich $H$ bewiesen. Die h\"ochsten
Ableitungen von $x^{j}$, welche in $\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}$ enthaltend sind, sind offenbar
$x^{(M+\alpha)j}$, so ist die Ordnung des Extenso$rs\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha_{i}}M+H$. Somit haben
wir jetzt den Satz bewiesen.

Bemerkung. F\"uhren wir $x^{(\alpha+1)i}$ fiir $V^{\alpha i}$ in Satz 17 ein, dann ist

$\mathfrak{Z}^{H}x^{(\alpha+1)i}=\sum_{\lambda\rightarrow 0}^{a}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)(1-2^{H})^{\alpha-\lambda}2^{\lambda H}x^{(\alpha+1)i}=x^{(\alpha+1)i}$ ,

d.h. $\mathfrak{Z}^{H}x^{(\alpha+1)i}$ ist nichts anderes. als $x^{(\alpha+1)i}$ . (5.1) wird in die folgende
Form umgeschrieben:

(5.1a) $\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}=\sum_{p-0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)2^{pH}\sum_{\lambda=0}^{P}(-1)^{p-\lambda}\left(\begin{array}{l}p\\\lambda\end{array}\right)V^{\lambda i(\alpha-\lambda)}$ .
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23. Satz 18. $W_{\alpha i}$ seien die Bestimmungszahlen eines exkovarianten
Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ , dann sind

(5.3) $\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i}=\sum_{\nu=0}^{G-If-\alpha}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)W_{\alpha+\dot{H}+\nu.i}^{(\nu)}$ ,

$a=0,1,$ $\ldots$ , $G-H$
$f\dot{u}r$ ieden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ , $G$ die Bestimmungszahlen eines ex-
kovarianten Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, G-H, M+G-H)$ .

Beweis. Es wird leicht erwiesen fu$rH=1$ die Rekursionsformeln

(5.4) $\mathfrak{Z}W_{\alpha-1.i}=W_{\alpha i}-(\mathfrak{Z}W_{ai})^{(1)}$ .
Voraussetzend

(5.5) $\mathfrak{Z}W_{\alpha a}=\sum_{\tau=\alpha}^{G-1}\frac{9x^{(\tau)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}\mathfrak{Z}W_{\tau:}$ ,

bekommt man durch Induktion bezuglIch $a$

$\mathfrak{Z}W_{\alpha-1.a}=\frac{8x^{(\beta):}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\beta:}-\sum_{\tau=\alpha}^{G-1}\frac{9x^{(\tau)i}}{a_{\overline{x}^{(\alpha}})a}(\mathfrak{Z}W_{\tau}:)^{(1)}-\sum_{\tau\approx\alpha}^{G-1}(\frac{8x^{(\tau)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}})^{(1)}\mathfrak{Z}W_{\tau i}$

$=\frac{9x^{(\theta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\beta i}-\sum_{\tau=\alpha}^{G-1}\frac{ax^{(\tau)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}(W_{ri}-\mathfrak{Z}W_{\tau-1.:})-\sum_{\tau-\alpha}^{G-1}\left(\begin{array}{l}\gamma\\ a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(\tau-\alpha+1)}\mathfrak{Z}W_{\tau\backslash }$

$=\frac{8x^{(G)i}}{9\overline{x}^{\{\alpha)a}}W_{Gi}+.\sum_{r=\alpha}^{G-1}\left(\begin{array}{l}\gamma\\ a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(\tau-\alpha)}\mathfrak{Z}W_{\tau-1.i}$

$-.\sum_{-,\tau-\alpha+1}^{G}(\gamma-a1)(\frac{9x}{8\overline{x}^{a}})^{(\tau-\alpha)}\mathfrak{Z}W_{\tau-1.:}$

$=\frac{8x^{:}}{8\overline{x}^{a}}\mathfrak{Z}W_{\alpha-1.i}+\sum_{\tau\Leftarrow\alpha+1}^{G}\{\left(\begin{array}{l}\gamma\\ a\end{array}\right)-\left(\begin{array}{l}\gamma-1\\a\end{array}\right)\}(\frac{9x^{i}}{\partial\overline{x}^{a}})^{(\tau-\alpha)}\mathfrak{Z}W_{\tau-1.i}$

$=\sum_{\tau-\alpha}^{G}(\gamma-1)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(\tau-\alpha)}\mathfrak{Z}W_{\tau-1.i}$

$=\frac{8x^{(\tau-1)i}}{8\overline{x}^{\langle\alpha- 1)a}}\mathfrak{Z}W_{\tau-1.:}$ .

Wegen $\mathfrak{Z}W_{G-1.i}=W_{G:}$ , ist es selbstverstandlich klar, dass (5.5)
f\"ur $a=G-1$ besteht. Deswegen sind $\mathfrak{Z}W_{\alpha:}$ die Bestimmungszahlen
eines exkovarianten Extensors vom $GradG-1$ . Zun\"achst wollen wir
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den Satz f\"ur einen beliebigen Wert von $H$ durch Induktion bez\"uglich
$H$ beweisen. Darum setzen wir voraus, dass $\mathfrak{Z}^{H}W_{\dot{w}}$ einen exko-
varianten Extensor vom Grad $G-H$ aufbauen, und ersetzen statt
$W_{\alpha i}$ in $\mathfrak{Z}W_{\alpha:}$ die entsprechenden Bestimmungszahlen des Extensors

$\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha:}$ , dann ist

$\mathfrak{Z}\mathfrak{Z}^{H}W_{a:}=\sum_{\nu-0}^{G-H-\alpha-1}(-1)^{\nu}(\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha+1+\nu.i})^{(\nu)}$

$=\sum_{\nu\approx 0}^{G-(H+I)-\alpha}(-1)^{\nu}\sum_{\mu-0}^{G-H-\alpha-1-\nu}(-1)^{\mu}(^{\mu+H-1}H-1)W_{\alpha+1+\dot{v}+H+\mu.i}(\nu+\mu)$

$ G-1H+1)-\alpha G-(H+1)-\alpha$

$=$
$\sum_{v-0}$ $\sum_{\lambda-\nu}$

$(-1)^{\lambda}(^{\lambda-\nu+H-1}H-1)W_{\alpha+\langle H+1)+\lambda}.i^{t^{\lambda)}}$

$=-\sum_{\lambda-0}^{G}(-1)^{\lambda}\{\sum_{\nu-0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda-\nu+H-1\\H-1\end{array}\right)\}W_{\alpha+(H+1)+\lambda.i}t^{\lambda)}$

$=\sum_{\lambda\approx 0}^{G-\langle H+1)-\alpha}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}H+\lambda\\ H\end{array}\right)W_{\alpha+(H+1)+\lambda.i}(\lambda)=\mathfrak{Z}^{H+1}W_{\alpha|}\cdot$ ,

die nach dem vorhergehenden Beweise die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Extensors vom Grad $G-H-1$ sein m\"ussen. Die
Ordnung des Extensors (5.3) ist bekanntlich $M+G-H$, weil $\mathfrak{Z}^{H}W_{0i}$ als
h\"ochste Ableitungen $x^{(M+G-H)j}$ enth\"alt. W. $z$ . $b.z$ .

An Stelle von $W_{\beta:}$ in (5.3) setze man $f_{(\beta):}$ , wobei $f$ ein Skalar von
der Ordnung $M$ andeutet, dann ergibt sich

Zusatz. $f$ sei ein Skalar von der Ordnung $M$, dann sind

(5.6) $\mathfrak{Z}^{H}f_{(\alpha):_{\beta\Leftarrow H+\alpha}}^{M}=\lambda^{\urcorner}(-1)^{q-H-\alpha}1(\beta H-a--11)f_{(\beta)i}^{(\beta-H-\alpha)}$ ,

$a=0,1,$ $\ldots$ $M-H$

fur jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ , $M$ die $Best^{l}immungszahlen$ eines
exkovarianten Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, H, 2M-H)^{(1)}$ .

24. Es ist eine notwendige Bedingung fu $r$ Invarianz der $For\iota l1$

der Funktion $f$ bis auf einen Faktor $d\overline{t}/dt$ bei jeder Transformation
des Parameters $t$ , dass

(5.7) $\mathfrak{Z}f_{(\alpha)i}x^{(\alpha+1)i}=\beta$ , $\mathfrak{Z}^{H}f_{(\alpha)i}x^{(\alpha+1):}=0$ $(H\geqq 2)$

$erfUllt$ sind(2).

(1) FUr $H=1$ hat H. V. CRAIG diesen $Zu8atz$ bewiesen. Vgl. H. V. CRAIG [7],
S. 771 und J. L. SYNGE [1], S. 683.

(2) Vgl. A. KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnung (1900), S. 195.
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Bemerkung. Von (5.3) kann man die analogen Rekursionsformeln
wie (5.4) herleiten:

$\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha-1.i}+(\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha:})^{(1)}=\mathfrak{Z}^{H- 1}W_{\alpha i},$ $a^{=}0,1,$ $\ldots,$ $G-H$ ,
(5.8)

$\mathfrak{Z}^{H}W_{G-H.i}=\mathfrak{Z}^{H- 1}W_{G-H+Li}$ .
Der Beweis ist aber hier ausgelassen, da er nicht so schwer ist.
25. Der Beweis von Satz 17 und Satz 18 liefert uns ohne

weiteres
Satz 19. Die Operatoren $\mathfrak{Z}^{H}$ sind vertauschbar, linear und asso-

ziativ.
26. In analoger Weise wie Satz 15 schliessen wir
Satz 20. $V^{\alpha\dot{v}}bzw$ . $W_{\alpha i}$ seien die Bestimmungszahlen eines $\varphi kon-$

tra- $bzw$ . exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik
$(1, f, G, M)$ und $f$ sei ein relativer Skalar vom Gewichte $f$ und von der
Ordnung $M$, dann sind die Grossen

(5.9) $\mathfrak{Z}^{*H}V^{\alpha i}=f\mathfrak{Z}^{H}(f^{-1}V^{ai})$

$=\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}-\sum_{P-1}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\p\end{array}\right)(1-2^{H})^{p}f^{-1}f^{(p)}\mathfrak{Z}^{*H}V-P\cdot i$

$a=0,1$ , .. . , $G^{\prime}(\leqq G)$

$bzw$ .
(5.10) $\mathfrak{Z}^{*H}W_{\alpha i}=f\mathfrak{Z}^{H}(f^{-1}W_{\alpha i})$

$=\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i^{-\overline{\lambda}^{\urcorner}(-1)^{P}()f^{-1}f^{(p)}\mathfrak{Z}^{*H+p}W_{i}}}^{GH-\alpha}p=1H-1+\rho H-1$

$a=0,1,$ $\ldots$ , $G-H$

fur jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ , $G$ je die Bestimmungszahlen eines
exkontra- $bzw$ . exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik
$(1, f, G^{\prime}, M+G^{\prime})bzw$ . $(1, f, G-H, M+G-H)$ .

Beweis. Da $f^{-1}V^{\alpha i}$ bzw. $f^{-1}W_{\alpha i}$ einen exkontra $\cdot$ bzw. exkovarian-
ten Extensor mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ bilden, so sind

$f\mathfrak{Z}^{H}(\beta^{-1}V^{\alpha i})$ bzw. $f\mathfrak{Z}^{H}(f^{-1}W_{\alpha i})$ auch $die$ Bestimmungszahlen eines
Extenso$rs$ mit dem Gewichte $f$ . Wir haben

$\mathfrak{Z}^{*H}V^{\alpha:}=f\sum_{\lambda-0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda H}(1-2^{H})^{\alpha-\lambda}(f^{-1}V^{\lambda i})^{\langle\alpha-\lambda)}$

$=\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}+f\alpha 1b_{=0}^{\urcorner\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda H}(1-2^{H})^{\alpha-\lambda}\sum_{\mu=1}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a & -\lambda\\ & \mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}V^{\lambda i\langle\alpha-\lambda-\mu)}}$
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$=\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}-f\sum_{\lambda-0}^{\alpha-1}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda H}(1-2^{H})^{\alpha-\lambda}$

$X\sum_{\rho=1}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a- & \lambda\\ p & \end{array}\right)|$

$=\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}-\sum_{p=1}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\p\end{array}\right)(1-2^{H})^{p}f^{-1}f^{(P)}$

$x_{\lambda}\sum_{=0}^{\alpha-p}\left(\begin{array}{l}a^{-\rho}\\\lambda\end{array}\right)|$

$=\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha i}-\sum_{p=1}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)(1-2^{H})^{p}f^{-1}f^{(p)}\mathfrak{Z}^{*H}V^{\alpha-P\cdot i}$ ,

weil

$\sum_{\mu-1}^{a-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a- & \lambda\\\mu & \end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}V^{\lambda i(\alpha-\lambda-\mu)}$

$=\sum_{\mu\approx 1}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a- & \lambda\\\mu & \end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda-\mu}\left(\begin{array}{ll}a-\lambda- & \mu\\\nu & \end{array}\right)f^{(v)}(f^{-1}V^{\lambda_{1}})^{(a-\lambda-\mu-v)}$

$=\sum_{\mu\approx 1}^{\alpha-\lambda}\sum_{\rho=\mu}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a- & \lambda\\\mu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a-\lambda & -\mu\\ p-\mu & \end{array}\right)f^{(\mu-\mu)}(f^{-1})^{(\mu)}(f^{-1}V^{\lambda i})^{(\alpha-\lambda-P)}$

$=\sum_{p=1}^{\alpha-\lambda}\sum_{\mu=1}^{P}\left(\begin{array}{ll}a- & \lambda\\\rho & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\rho\\\mu\end{array}\right)f^{(\mu-\mu)}(f^{-1})^{(\mu)}(f^{-1}V^{\lambda i})^{\langle\alpha-\lambda-P)}$

$=-\sum_{p=1}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a & -\lambda\\ & p\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}(f^{-1}V^{\lambda l})^{(a-\lambda-P)}$ .

In analoger Weise bekommt man

$\mathfrak{Z}^{*H}W_{\alpha i}=f\sum_{\nu=0}^{G-H-\alpha}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)(f^{-1}W_{\alpha+H+\nu.i})^{(\nu)}$

$=\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i}+f\sum_{\nu=1}^{G-H-\alpha}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)\sum_{\mu=1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}W_{\alpha+\dot{H}+\nu.i}^{(\nu-\mu)}$

$=\mathfrak{Z}^{\dot{H}}W_{\alpha i}-f\sum_{\nu=1}^{G-H-\alpha}(-1)^{\nu\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)}$

$x\frac{x^{\nu}\urcorner}{p=1}\left(\begin{array}{l}\nu\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}(f^{-1}W_{\alpha+H+\nu.i})^{(\nu-P)}$

$=\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha:}-\sum_{p=1}^{G-H-\alpha}f^{-1}f^{(\rho)}$

$x\sum_{\nu=p}^{G-H-\alpha}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\nu\\\rho\end{array}\right)(f^{-1}W_{\alpha+H+\nu.i})^{(\nu- p)}f$
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$=\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i}-\sum_{p=1}^{G-H-\alpha}(-1)^{\rho}(HH-1-1+p)f^{-1}f^{(\mu)}$

$\times G\neq\neg t-1)^{\lambda}(HH++\rho p--11+\lambda)(f^{-1}W_{\alpha+H+\rho+\lambda.i})^{\langle\lambda)}f$

$=\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i}-\sum_{r\approx 1}^{G- H-\alpha}(-1)^{\rho}(HH-1-1+\rho)f^{-1}f^{\langle\rho)}\mathfrak{Z}^{*H+p}W_{\alpha i}$ .
Jetzt ist der Satz bewiesen.

\S 6. Die Operatoren $\mathfrak{Y}^{H}$.
27. ${\rm Im}$ obigen haben wir zwei Arten von linearen Operatoren

$\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Z}^{H}$ eingef\"uhrt. Ausser den zwei Arten von Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$

und $\mathfrak{Z}^{H}$ ergibt sich noch eine andere Art von linearen Operatoren $\mathfrak{Y}^{H}$,
die auch auf jeden Extensor erster Stufe anwendbar sind und die
durch die folgenden zwei Satze vorgestellt werden.

Satz 21. Die Grossen

$\mathfrak{Y}V^{\alpha:}=aV^{\alpha\sim 1.i(1)}+(G^{*}-a+1)V^{\alpha i}$ f\"ur $a=1,2,$ $\ldots$ , $G^{*}$ ,
(6.1)

$\mathfrak{Y}V^{0i}=(G^{*}+1)V^{0i}$ , $\mathfrak{Y}V^{G\#+1:}=(G^{*}+1)V^{Gi(1)}$

$dq\hslash nieren$ einen exkontravarianten Extensor mit der Charakteristik
$(1, 0, G^{*}+1, M+1)$ , wahrend $V^{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkon-
travarianten Extmsors mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ sind, wobei
$G^{*}\leqq G;im$ allgemeinen sind

(6.2) $\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}=H$ ! $\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)(G^{*}H+-H\nu-a)V^{\alpha-\nu.i(\nu)}$

f\"ur $a=H,$ $H+1,$ $\ldots$ , $G^{*}$

$=H!\sum_{\nu=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a\\H-\nu\end{array}\right)V^{\alpha-\nu.:(\nu)}$

fiir $a=0,1,$ $\ldots$ , $H$

$=H!\sum_{\nu=\alpha- G*}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a\\H-\nu\end{array}\right)V^{\alpha-\nu.:(\nu)}$

f\"ur $a=G^{*},$ $G^{*}+1,$ $\ldots$ , $G^{*}+H$

fiir jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ , $G^{*}$ die Bestimmungszahlen eines ex-
kontravarianten $Extenso7^{\cdot}S$ mit der Charakteristik $(1, 0, G^{*}+H, M+H)$ .
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Beweis. Da bei einer erweiterten Transformation $V^{\alpha a}=\frac{9\overline{x}^{(}\alpha)a}{9x^{(\beta)i}}V^{\beta i}$,

folgt, setzend $V^{-1.i}=V^{G^{*}+1.i}=0$ ,

$\mathfrak{Y}V^{\alpha a}=a(\frac{8\overline{x}^{(\alpha-1)a}}{8x^{(\beta- 1)i}}V^{\beta-1.i})^{(1)}+(G^{*}-a+1)\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{\langle\beta)i}}V^{\beta i}$

$=a\sum_{\beta\rightarrow 1}^{a}\left(\begin{array}{l}a-1\\\beta-1\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{9x^{i}})^{(\alpha-\beta+1)}V^{\beta-l.:}$

$+\sum_{\beta\leftarrow 0}^{\alpha}\{a\left(\begin{array}{l}a-1\\\beta-1\end{array}\right)V^{\beta-1.i(1)}+(G^{*}-a+1)(\beta a)V^{\beta i}\}(\frac{9\overline{x}^{\dot{a}}}{8x})^{\{\alpha-\beta)}$

$=_{\beta-0}^{a-1}2_{\lrcorner}^{\urcorner}\{a\left(\begin{array}{l}a-1\\\beta\end{array}\right)+(\beta-a)(\beta a)\}(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-)}V^{\beta i}$

$+\sum_{\beta\leftarrow 0}^{\alpha}(\beta a)(\frac{9\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-\beta)}\{\beta V^{\beta-1.i(1)}+(G^{*}-\beta+1)V^{\beta 1}\}$

$=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{9x^{(\beta)i}}\mathfrak{Y}V^{\beta i}$ .
Deswegen sind (6.1) die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten
Extensors, dessen Grad $G^{*}+1$ und Ordnung $M+1$ ist. Nun beweisen
wir den Satz durch Induktion bez\"uglich $H$. Darum ersetze man
$\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}$ an Stelle von $V^{\alpha i}$ in (6.1), dann sind

$\mathfrak{Y}\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha:}=H!\{a\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}a-1\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a-1\\H-\nu\end{array}\right)V^{\alpha-\nu-1.i(\nu+1)}$

$+(G^{*}+H-a+1)\sum_{\nu\Leftarrow 0}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a\\H-\nu\end{array}\right)V^{\alpha-\nu.:\{\nu)\}}$

$=H$ ! $\{\sum_{\nu\approx 1}^{H+1}b\left(\begin{array}{l}a-1\\\nu-1\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a+l\\H-\nu+1\end{array}\right)$

$+\sum_{\nu\approx 0}^{H}(G^{*}+H-a+1)\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a\\H-\nu\end{array}\right)\}V^{-\nu.:(\nu)}$

$=(H+1)$ ! $\sum_{\nu\approx 0}^{H+1}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G^{*}+H-a & +1\\H-\nu & +1\end{array}\right)V^{\alpha-\nu.i(\nu)}$

$=\mathfrak{Y}^{H+1}V^{\alpha:}$

die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors, wobei wir
unter $V^{-\beta.i}$ und $V^{G^{*}+\beta}$.: $(\beta=1,2, \ldots , H+1)$ immer Null verstehen.
Die Ordnung sowie der Grad von $\mathfrak{Y}^{H+1}V^{\alpha i}$ sind beide um eins h\"oher
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als dieselben von $\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}$ , wie man leicht nach dem Verfahren ersieht.
Somit ist jetzt der Satz bewiesen.

Bemerkung. ${\rm Im}$ speziellen Falle $V^{\alpha i}=x^{(\alpha+1)i}$ , reduziert sich
$\mathfrak{Y}^{H}x^{(\alpha+1)i}$ zu $x^{\{\alpha+1)i}$ bis auf einen Zahlfaktor, da

$\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a\\H-\nu\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}G^{*}+H\\H\end{array}\right)$ f\"ur $G^{*}\geqq a\geqq H$ ,

(6.3) $\nu=\sum_{0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{*}+H-a\\H-\nu\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}G^{*}+H\\H\end{array}\right)$ f\"ur $a\leqq H$ ,

$\nu=G\#=\left(\begin{array}{l}G^{*}+H\\H\end{array}\right)$ f\"ur $G^{*}\leqq a$ .
Diese letzten Beziehungen erh\"alt man sogleich aus der Identitat
$y^{G^{*}+H}=y^{\alpha}y^{G^{*}+H-\alpha}$ durch H-malige Differentiation nach $y$ und dann
durch Setzung $y=1$ .

28. Satz 22. Wenn $W_{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkovarian-
ten Extensors mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ sind, dann bestimmen
die Grossen

(6.4) $\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha i}=\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)W_{\alpha-\nu.i}^{(H-\nu)}$ fiir $a=H,$ $H+1,$ $\ldots$ , $G$

$=\sum_{\nu=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)W_{\alpha-\nu.i}(H-\nu)$ $ f\ddot{u}\gamma$ $a=0,1,$ $\ldots$ $H$

$=\sum_{\nu=\alpha-G}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)W_{\alpha-\nu.i}1H-\nu)$

fur $a=G,$ $G+1,$ $\ldots,$ $G+H$

$\beta\ddot{u}r$ jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ , $G$ einen exkovarianten Extensor mit
der Charakteristik $(1, 0, G+H, M+H)$ .

Beweis. Wir zeigen zuerst die Richtigkeit des Satzes f\"ur $H=1$ .
Aus $W_{\alpha a}=\frac{9x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\beta i}$ folgt

$\mathfrak{Y}W_{\alpha a}=W_{aa}^{(1)}+W_{\alpha- 1.a}=(\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}}W_{\beta i})^{(1)}+\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{\{\alpha-1)a}}W_{h}$

$=\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\triangleright i}^{(1)}+\sum_{I’=\alpha}^{G}\{\left(\begin{array}{l}\beta\\ a\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}\beta\\ a-1\end{array}\right)\}(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(-\alpha+1)}|W_{\beta i}+\frac{a_{X^{i}}}{8\overline{x}^{a}}W_{\alpha-Li}$

$=\frac{8x^{(\beta)i}}{a_{\overline{x}^{(\alpha)a}}}W_{\beta i}^{(1)}+\sum_{\beta=\alpha-1}^{G}\left(\begin{array}{l}\beta+1\\a\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(\beta-\alpha+1)}W_{Qi}$
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. $=\frac{8x^{()i}1}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\beta i}^{(1)}+\sum_{\beta=\alpha}^{G+1}\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)\alpha}}W_{\beta-1.i}$

$=\sum_{\beta=\alpha}^{G+1}\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}(W_{\beta i}^{(1)}+W_{\beta-1.i})=\frac{8x^{(l)i}}{9\overline{x}^{(\alpha)a}}\mathfrak{Y}W_{\beta i}$ ,

setzend $W_{-1.i}=W_{G+1.i}=0$ . Das zeigt, dass $\mathfrak{Y}W_{\alpha i}$ einen exkovarian-
ten Extensor mit der Charakteristik $(1, 0, G+1, M+1)$ bilden. Vor-
aussetzend die Richtigkeit des Satzes $f\mathfrak{U}rH$, geht auf ganz dieselbe
Weise wie oben hervor

$\mathfrak{Y}^{H+1}W_{\alpha a}=t\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha a})^{(1)}+\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha-1.a}$

$=(\frac{8x^{(\mathfrak{p})i}}{9\overline{x}^{(\alpha)a}}\mathfrak{Y}^{H}W_{\beta i})^{(1)}+\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha-1)a}}\mathfrak{Y}^{H}W_{n}$

$=\sum_{\beta=\alpha}^{G*H+1}\frac{9x^{(\beta)i}}{a_{\overline{X}^{(\alpha)a}}}\{t\mathfrak{Y}^{H}W_{\beta:})^{(1)}+\mathfrak{Y}^{H}W_{\beta-1.i}\}$

$=\frac{8x^{(\beta)i}}{9\overline{x}^{(\alpha)a}}\mathfrak{Y}^{H+1}W_{W}$ .

Der $Grad$ sowie die Ordnung des Extensors $\mathfrak{Y}^{H\star 1}W_{\alpha i}$ sind beide um
eins h\"oher als dieselben des Extensors $\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha i}$ . Jetzt ist der Satz
durch Induktion bez\"uglich $H$ bewiesen.

, Bemerkung. F\"ur $W_{\alpha i}=F_{(\alpha)i}$ , wird (6.4)

(6.5) $\mathfrak{Y}^{H}F_{(\alpha)1}=F_{(\alpha)i}^{IH)}$ ,

da $F^{(H)_{(\alpha)i}}=\sum_{\nu\approx 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)F_{(\alpha-\nu)i}(H-\nu)$ ist.

Nach dem Beweise von Satz 21 und Satz 22 kann man ohne
weiteres behaupten

Satz 23. Die Operatoren $\mathfrak{Y}^{H}$ sind vertauschbar, linear und asso-
$ziat\dot{w}$ .

29. Fifr einen $reIativen$ Extensor gilt

Satz 24. Sind $V^{\dot{u}}bzw$ . $W_{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkon-
tra- $bzw$ . exkovarianten $relat\dot{w}$en Extensors mit der Charakteristik
$(1, f, G, M)$ und $f$ ein relativer SkalCrr vom Gewichte $f$ und von der
Ordnung $M$, so bllden die Grossen
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(6.6) $\mathfrak{Y}^{*H}V^{\alpha i}=f\mathfrak{Y}^{H}(f^{-1}V^{\alpha_{1}})$

$=\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}-\sum_{p=1}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)\rho$ ! $\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}\mathfrak{Y}^{*H*p}V^{\alpha-p.j}$

$bzw$.
(6.7) $\mathfrak{Y}^{*H}W_{\alpha i}=f\mathfrak{Y}^{H}(f_{1}^{-1}W_{\alpha:})$

$=\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha i}-\sum_{p=1}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\p\end{array}\right)f^{-1}f^{(P)}\mathfrak{Y}^{*H-P}W_{\alpha:}$

fllr jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ , $G$ ie einen exkontra- $bzw$ . exkovari-
anten $relat\dot{w}$en Extensor mit der Charakteristik $(1, f, G+H, M+H)$ .

Beweis. Es ist offenbar genug aus demselben Grunde wie im
Beweise von Satz 20, die Gleichungen (6.6) und (6.7) zu beweisen.
Wir $dUrfen$ hier sowie auch im folgenden stets auf die Berechnung
hin, ohne Schaden an der Richtigkeit, setzen

$(_{\beta}^{a})=0$ f\"ur $ 0\leqq a<\beta$ oder $\beta<0$ ,
(6.8)

$V^{\alpha i}=W_{\alpha i}=0$ $fUra<0$ oder $a>G$ .
Die Benutzung dieser Bezeichnung wird uns das Schreiben langer
Ausdr\"ucke bei der Berechnung ersparen. In der Tat wird (6.2) dann
in einem Ausdrucke von der Gestalt dargestellt:

(6.2a) $\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha:}=H!\sum_{\nu\Leftarrow 0}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+H-a\\H-\nu\end{array}\right)V^{\alpha--\nu.i\langle\nu)}$ .

Nun erhalten wir

$\mathfrak{Y}^{*H}V^{\alpha i}=H$ ! $\sum_{\nu\approx 0}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+H-a\\H-\nu\end{array}\right)(f^{-1}V^{\alpha-\nu.i})^{(\nu)}f$

$=\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}+H$ ! $\sum_{\nu\Rightarrow 1}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G+H- & a\\H-\nu & \end{array}\right)\sum_{\mu=1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)\sim$

$=\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha:}-H$ ! $\sum_{\nu=1}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+H-a\\H-\nu\end{array}\right)\sum_{p\approx 1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(P)}(f^{-1}V^{\alpha-\nu,i})^{(\nu-p)}f$

$=\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha:}-H!\sum_{p=1}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}$

$x\sum_{\nu\leftarrow P}^{H}\left(\begin{array}{l}a-\rho\\\nu^{-p}\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+H-a\\H-\nu\end{array}\right)(f^{-1}V^{\alpha-\nu.|})^{(\nu-p)}f$
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$=\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}-H$ ! $\sum_{p\Leftrightarrow 1}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)f^{-1}\beta^{(p)}$

$x^{H}\overline{\sum_{=0}}^{P}\left(\begin{array}{l}a^{-\rho}\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+H-a\\H-\rho-\lambda\end{array}\right)(f^{-1}V^{\alpha-\rho-\lambda_{l}}\cdot)^{(\lambda)}f$

$=\mathfrak{Y}^{H}V^{\alpha i}-H$ ! $\sum_{p\Leftrightarrow 1}^{H}\left(\begin{array}{l}a\\\rho\end{array}\right)\rho$ ! $\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}\mathfrak{Y}^{*H- p}V^{\alpha-p.i}$ ,

da

$\sum_{\mu-1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}V^{\alpha-\nu.|(\nu-\mu)}$

$=\sum_{\mu-1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}\sum_{\lambda=0}^{\nu-\mu}\left(\begin{array}{l}\nu-\mu\\\lambda\end{array}\right)fl^{\lambda)}(f^{-1}V^{\alpha-\nu_{l}}\cdot)^{(\nu-\mu-\lambda)}$

$=\sum_{\mu=1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}\sum_{p=\mu}^{\nu}\left(\begin{array}{l}-\nu\mu\\\rho-\mu\end{array}\right)f^{(p-\mu)}(f^{-1}V^{a-\nu.i})^{\{\nu-P)}$

$=\sum_{p\Leftarrow 1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\ p\end{array}\right)\{\sum_{\mu=1}^{P}\left(\begin{array}{l}\rho\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}f^{(p-\mu)\}(f^{-1}V^{\alpha-\nu.i})^{\langle\nu-P)}}$

$=-\sum_{p\Leftarrow 1}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}(f^{-1}V^{\alpha-\nu.i})^{(\nu-P)}$ .
In derselben Weise geht hervor

$\mathfrak{Y}^{*H}W_{\alpha i}=\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{H\sim\nu}\left(\begin{array}{l}H-\nu\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}$

$\times\sum_{\lambda=0}^{H\sim\nu-\mu}\left(\begin{array}{l}H-\nu-\mu\\\lambda\end{array}\right)f^{(\lambda)}(f^{-1}W_{\alpha-\nu.i})^{(H-\nu-\mu-\lambda)}f$

$=\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha:}+\sum_{\nu=0}^{H- 1}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\sum_{\mu=1}^{H-\nu}\left(\begin{array}{ll}H- & \nu\\\mu & \end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}$

$\times\sum_{p\approx\mu}^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H-\nu-\mu\\ p-\mu\end{array}\right)f^{(p-\mu)}(f^{-1}W_{\alpha-\nu.i})^{(H-\nu-p)}f$

$=\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha i}+\sum_{\nu\approx 0}^{H-1}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\sum_{p=1}^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H-\nu\\\rho\end{array}\right)$

$x\sum_{\mu=1}^{P}\left(\begin{array}{l}\rho\\\mu\end{array}\right)(f^{-1})^{(\mu)}f^{(p-\mu)}(f^{-1}W_{\alpha-\nu.:})^{(H-\nu-P)}f$

$=\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha i^{-\lambda_{1}^{\urcorner}\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)f^{-1}f^{(p)}\sum_{\nu\Leftarrow 0}^{H-P}()(f^{-1}W_{\alpha-\nu.i})^{(H-p\sim\nu)}f}}^{H}P\approx H-\rho\nu$

$=\mathfrak{Y}^{H}W_{\alpha j}-\sum_{p=1}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)f^{-1}.\beta^{p)}\mathfrak{Y}^{*H-P}W_{\alpha i}$ .
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\S 7. Die Produktoperatoren von $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{K}$ und $\mathfrak{Y}^{L}$.
30. Wir haben in den vorigen Kapiteln drei Arten von linearen

Operatoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{K}$ und $\mathfrak{Y}^{L}$ definiert, die alle auf. jeden Extensor
$erste\grave{r}$ Stufe anwendbar sind. Dazu liefe $rt$ uns irgendein Produkt
von je zwei Operatoren dieser drei Arten einen neuen Operator,, z.B.

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Z}^{K}V^{\alpha i}=\geq Ht-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)(\mathfrak{Z}^{K}V^{\alpha+\lambda.i})^{(H-\lambda)}$ .

Dieser neu erhaltene Operator, Produktoperator, kann aber von der
Reihenfolge der Faktoroperatoren abhangig sein. Satz 14, Satz 19
und Satz 23 haben uns schon gezeigt, dass, wenn die beiden Faktor-
operatoren derselben Art angeh\"oren\’ die Multiplikation kommutativ
ist, d.h. die Faktoroperatoren miteinander vertauschbar sind. \’Uber
die Multiplikationen der Operatoren verschiedener Art k\"onnen wir
die folgenden zwei S\"atze beweisen.

Satz 25. F\"ur einen exkontravarianten Extensor erster Stufe is $t$

der Operator $\mathfrak{Y}^{L}$ mit den Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Z}^{K}$ vertauschbar, $d.h$ .
(7.1) $\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}=\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Y}^{L}V^{\dot{u}}$ , $\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{Z}^{K}V^{\alpha:}=\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{Y}^{L}V^{\alpha i}$ ,

aber die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Z}^{K}$ sind miteinander nicht vertauschMr,
sondern die folgende Beziehung f\"ur die Produktoperatoren besteht:

(7.2) $\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Z}^{K}V^{\alpha:}=2^{HK}\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}-$ .
Bewers. Hier wollen $wIr$ den Beweis abk\"urzen, indem die $Fe$st-

setzung (6.8) aufgenommen wi$rd$ .
(i) Aus den Definitionen der Operatoren (4.1) und (6.2) geht

erstens hervor

$\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}^{H}v^{\alpha:}=L$ ! $\sum_{\nu\approx 0}^{L}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{llll}G-H+ & L & -- & a\\L-\nu & & & \end{array}\right)$

$x\{\geq^{H}\rightarrow\urcorner\lrcorner 0(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)V^{\alpha-\nu+\lambda.i(H-\lambda)\}^{\langle\nu)}}$

$=L$ ! $\sum_{\lambda\Leftarrow 0}^{H}\sum_{\mu-\lambda}^{\lambda-L}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)(\lambda-a\mu)\left(\begin{array}{l}G-H+L-a\\L-\lambda+\mu\end{array}\right)V^{\alpha+\mu.i(H-\mu)}$

($\mu=\lambda-\nu$ gesetzt)
1

(7.3) $=L!\sum_{\mu=-L}^{H}\{F_{\leftarrow\mu}^{t-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)(a)\left(\begin{array}{ll}G-H+ & L-a\\L-\lambda+\mu & \end{array}\right)\}V^{\alpha+\mu.i(H-\mu)}}\lambda-\mu$
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da $\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha_{i}}$ ein Extensor mit der Charakteristik $(1, 0, G-H, M+H)$ ist,
w\"ahrend $V^{\alpha i}$ ein Extensor mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ ist.
Die Charakteristik des Extensors $\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}$ ist dann (1, $0,$ $G-H+L$ ,
$M+H+L)$ . Zweitens haben wir

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Y}^{L}V^{\alpha i}=\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H^{-}\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)$

$x\{L$ ! $\sum_{\nu-0}^{L}\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-a-\lambda\\ L-\nu\end{array}\right)V^{\alpha+\lambda-\nu.:(\nu)}\}^{(H-\lambda)}$

$=L!\geq^{H}\neg\lrcorner\sum_{-0\mu-\lambda}^{\lambda-L}(-1)^{H}-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\ a+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\grave{a}-\lambda\\ L-\lambda+\mu\end{array}\right)V^{\alpha+\mu.i(H-\mu)}$

($\mu=\lambda-\nu$ gesetzt)

(7.4) $=L!_{\mu\rightarrow-L}2_{\lrcorner}^{H}\urcorner\{\sum_{\lambda\approx\mu}^{\mu+L}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\ a+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-a-\lambda\\ L-\lambda+\mu\end{array}\right)\}V^{\alpha+\mu.i(H-\mu)}$ .

Nun wollen wir beweisen, dass die in den zusammenfassenden
Klammern von (7.3) und (7.4) stehenden Ausdr\"ucke einander gleich
sind. Dann folgt die erste Beziehung von (7.1). Zum Beweise
differenziert man die Identit\"at

$(x-y)^{H}x^{\alpha}y^{G+L- H-\alpha}=\sum_{\lambda\Leftrightarrow 0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)x^{\lambda+\alpha}y^{G+L-\lambda-\alpha}$

$(a+\mu)$-mal nach $x$ und $(G-a-\mu)$-mal nach $y$ , dann erhalt man

$\sum_{\lambda\leftrightarrow\mu}^{\alpha+\mu}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a\\a+\mu-\lambda\end{array}\right)$

$\times\sum_{p-0}^{G-\infty-\mu}(-1)^{P}(Hp-\lambda)\left(\begin{array}{l}G+L-H-a\\G-a-\mu-\rho\end{array}\right)x^{\lambda-\mu}tx-y)^{H-\lambda-p}y^{L- H+\mu+p}$

$=\sum_{\lambda=\mu}^{L+\mu}(-1)^{H^{-}\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}+a\lambda\\ a+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\lambda-a\\G-a-\mu\end{array}\right)x^{\lambda-\mu}y^{L-\lambda+\mu}$ .

Daher ist klar, setzend $x=y=1$ ,

$\sum_{\lambda=\mu}^{\alpha+\mu}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)(\lambda-a\mu)\left(\begin{array}{l}G+L-H-a\\L+\mu-\lambda\end{array}\right)$

$=\sum_{\lambda-\mu}^{1L+\mu}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\ a+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\lambda-a\\G-a-\mu\end{array}\right)$ .

Zum Schluss kann man das Summationszeichen $\sum_{\lambda=\mu}^{a+\mu}$ auf der linken Seite
der Ietzten Gleichung verm\"oge der Festsetzung (6.8) mit $\sum_{\lambda=\mu}^{L+\mu}$ ersetzen,
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da die in der Summe $\sum_{\lambda=\mu}^{\alpha+\mu}$ stehenden Glieder fiir solchen Wert von
$\lambda$ immer gleich Null sind, dass entweder $ L+\mu<\lambda\leqq a+\mu$ oder
$ L+\mu\geqq\lambda>a+\mu$ . Jetzt ist die Beziehung bewiesen.

(ii) Analog bekommen wir nach (5.1) und (6.2) den Extensor

$\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{Z}^{K}V^{\alpha i}=L$ ! $\sum_{\nu=0}^{L}\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-a\\L-\nu\end{array}\right)$

$x\{\sum_{\lambda=0}^{\alpha-\nu}\left(\begin{array}{l}a^{-\nu}\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda K}(1-2^{K})^{\alpha-\nu-\lambda}V^{\lambda i(\alpha-\nu-\lambda)\}^{(\nu)}}$

(7.5) $=L$ ! $\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda K}(1-2^{K})^{\alpha-\lambda}$

$x\{\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G+L & -a\\L-\nu & \end{array}\right)(1-2^{K})^{-\nu}\}V^{\lambda i(\alpha-\lambda)}$ ,

dessen Charakteristik $(1, 0, G+L, M+G+L)$ ist, wenn $V^{\alpha i}$ der Ex-
tensor mit der Charakteristik $(1, 0, G, M)$ ist. Vertauschend die
Reihenfolge der Operatoren, tritt $eIn$

$\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{Y}^{L}V^{\alpha:}=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda K}(1-2^{K})^{\alpha-\lambda}\{L]\sum_{\nu=0}^{L}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\lambda\\ L-\nu\end{array}\right)V^{\lambda-\nu.:(\nu)\}^{(\alpha-\lambda)}}$

$=L$ ! $\sum_{\nu=0}^{L}\sum_{\mu=0}^{\alpha-\nu}\left(\begin{array}{l}a\\\mu+\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\mu+\nu\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\mu-\nu\\ L-\nu\end{array}\right)$

$x2^{\langle\mu+\nu)K}(1-2^{K})^{\alpha-\mu-\nu}V^{\mu i(\alpha-\mu)}$ ($\mu=\lambda-\nu$ gesetzt)

(7.6) $=L$ ! $\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda K}(1-2^{K})^{\alpha-\lambda}$

$x\{\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\lambda-\nu\\ G-\lambda\end{array}\right)2^{\nu K}(1-2^{K})^{-V}\}V^{\lambda i(\alpha-\lambda)}$

($\mu=\lambda$ gesetzt).

$(G-\lambda)$-malige Differentiation nach $x$ fuhrt uns aus der Identit\"at

$x^{G+L-\alpha}(1+x)^{\alpha-\lambda}=\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\nu\end{array}\right)x^{G+L-\lambda-\nu}$

zur Beziehung

$\sum_{\mu=0}^{G-\lambda}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G+L & -a\\G-\lambda & -\mu\end{array}\right)(1+x)^{\alpha-\lambda-\mu}x^{L-\alpha+\lambda+\mu}$

$=\sum_{-,\nu-0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-\lambda-\nu\\ G-\lambda\end{array}\right)x^{L- v}$ ,



me Differentialgeometrie hoherer Ordnung $I$ 53

somit ergibt sich, setzend $x=2^{-K}(1-2^{K})$ ,

(7.7) $\sum_{\mu=0}^{G-\lambda}\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G+L-a\\L+\lambda+\mu-a\end{array}\right)(1-2^{K})^{\lambda+\mu-\alpha}$

$=\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G+L- & \lambda-\nu\\ G-\lambda & \end{array}\right)2^{\nu K}(1-2^{K})^{-\nu}$ .

Das Summationszeichen $\sum_{\mu=0}^{G-\lambda}$ auf der linken Seite der letzten Gleichung
kann mit $\sum_{\mu=0}^{\alpha-\lambda}$ ersetzt werden, da die in der Summe stehenden
Glieder f\"ur solchen We$rt$ von $\mu$ wegen der Festsetzung (6.8) immer ver-
schwinden sollen, dass entweder $ G-\lambda<\mu\leqq a-\lambda$ oder $ a^{-\lambda}<\mu\leqq$

$ G-\lambda$ . Daher leiten wir aus (7.7)

$\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{ll}a- & \lambda\\\nu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G+L- & a\\L-\nu & \end{array}\right)(1-2^{K})^{-\nu}=\sum_{\nu=0}^{\alpha-\lambda}(a\nu-\lambda\lambda_{G-\lambda}^{G+B-\lambda-\nu})2^{\nu K}(1-2^{K})^{-\nu}$

her, indem auf der linken Seite $\nu=a^{-\lambda-\mu}$ gesetzt wird. Die letzte
Gleichung zeigt, dass die in den zusammenfassenden KIammern von
(7.5) und (7.6) stehenden Ausdrucke einander gleich sind. Daraus
folgt die zweite Beziehung von (7.1).

(iii) Auf dieselbe Weise wie (i) und (ii) folgt $e$rstens aus (4.1)
und (5.1) der Extensor mit der Charakteristik $(1, 0, G-H, M+G)$

$\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}=F_{\Leftarrow 0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{K\lambda}(1-2^{K})^{\alpha-\lambda}\{\sum_{\nu\approx 0}^{H}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)V^{\lambda+\nu.i(H-\nu)}\}^{(\alpha-\lambda)}$

$=\sum_{\nu=0}^{H}\sum_{\mu=\nu}^{\alpha+\nu}(-1)^{H-\nu\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a & \\\mu- & \nu\end{array}\right)(1-2^{K})^{\alpha-\mu+\nu}V^{\mu i(H+\alpha-\mu)}}2^{K(\mu-\nu)}$

(7.8) $=\sum_{\mu=0}^{\alpha+H}2^{K(\mu-H)}\{\sum_{\nu\leftarrow 0}^{\mu}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}a\\\mu-\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)$

$\times 2^{K(H-\nu)}(1-2^{K})^{\alpha-\mu+\nu}\}V^{\mu i(H+\alpha-\mu)}$ ,

ind$ em\lambda+\nu=\mu$ gesetzt wird. Zweitens erh\"alt man

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Z}^{K}V^{\alpha i}=\frac{\searrow\neg H}{v=0}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)$

$\times\{\sum_{\lambda=0}^{\alpha+V}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\lambda\end{array}\right)2^{K\lambda}(1-2^{K})^{\alpha+\nu-\lambda}V^{\lambda\langle\alpha+\nu-\lambda)\}^{(H-\nu)}}|$

$=\sum_{\nu=0}^{H}\sum_{\lambda=0}^{\alpha\perp\nu}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\lambda\end{array}\right)2^{K\lambda}(1-2^{K})^{\alpha+\nu-\lambda}V^{\lambda i(H+\alpha-\lambda)}$
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(7.9) $=\sum_{\mu=0}^{\alpha+H}2^{K\mu}\{\lambda_{0}^{\urcorner}H(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\\mu & \end{array}\right)(1-2^{K})^{\alpha+\nu-\mu}\}V^{\mu i(H+\alpha-\mu)}\backslash $ ,

indem wir statt $\lambda$ den Buchstaben $\mu$ schreiben. Andererseits gibt
uns die $Identi\hslash t$

$(1-x)^{H}x^{\alpha}=\sum_{\nu-0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)x^{\alpha+\nu}$

auf ganz dieselbe Weise wie (ii) durch $\mu$-malige Differentiation
nach $x$ und dann durch Setzung von $x=1-2^{K}$ die Beziehung

$\nu\infty\lambda_{0}^{\mu}\urcorner(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a\\\mu-\nu\end{array}\right)2^{K(H-\nu)}(1-2^{K})^{\alpha-\mu+\nu}$

$=\sum_{\nu\approx 0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\mu\end{array}\right)(1-2^{K})^{a+\nu-\mu}$ ,

deshalb sind die in den zusammenfassenden Klammern von (7.8) und (7.9)
stehenden Ausdr\"ucke einander gleich. Somit ist (7.2) jetzt bewiesen.

31. Satz 26. Die 0peratoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{K}$ und $\mathfrak{Y}^{L}f\dot{u}r$ einen exkova-
rianten Extensor erster Stufe sind mitemander stets vertauschbar, $d.h$ .

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Z}^{K}W_{\alpha i}=\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}$ , $\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{Y}^{L}W_{\alpha i}=\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{Z}^{K}W_{\alpha i}$ ,
(7.10)

$\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}=\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Y}^{L}W_{\alpha i}$ .
Beweis. Die Methode des Beweises ist analog wie dieselbe in

Satz 25.
(i) Zur Vorbereitung differenzieren wir die Identit\"at

$(x+1)^{P-\lambda}(x+y)^{\alpha+K+\lambda}y^{-(\alpha+1)}$

$=\sum_{\nu-0}^{\infty}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\nu\end{array}\right)x^{\nu}(x+1)^{P-}(x+y)^{K-1+\lambda-\nu(1)}$ ,
$d.h$ .

$\sum_{\nu-0}^{\alpha+K+\lambda}\left(\begin{array}{l}a+K+\lambda\\\nu\end{array}\right)(x+1)^{P-\lambda}x^{\nu}y^{K+\lambda-\nu-1}$

$=\sum_{\nu\leftarrow 0}^{\infty}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\nu\end{array}\right)\sum_{p-0}^{K-1+\lambda-V}\left(\begin{array}{ll}K+ & \lambda-\nu-1\\ & p\end{array}\right)x^{\nu}(x+1)^{P-\lambda\neq p}(y-1)^{K-1+\lambda-\nu-p}$

(1) Aus der Beziehung

$y^{-(\alpha+1)}=\{(x+y)-x\}^{-(\alpha+1)}=\sum_{\nu=0}^{\infty}\left(\begin{array}{l}\alpha+v\\v\end{array}\right)x^{\nu}(x+y)^{-\langle\alpha+\nu+1)}$

folgt diese Identitat unmittelbar.
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H-mal nach $x$ und $(K-1)$-mal nach $y$ , und setzen dann $x=0$ und
$y=1$ , so ergibt sich die Beziehung

. (7.11) $\sum_{\mu\infty 0}^{H}\left(\begin{array}{l}a+K+\lambda\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}P & -\lambda\\ H-\mu & \end{array}\right)(K+K\lambda--\mu 1-1)$

$=\sum_{\nu-0}^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\\nu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}P-\nu\\ H-\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}K+\lambda-\nu-1\\K-1\end{array}\right)$ .

Wegen der Definitionen der Operatoren (4.3) und (5.3) erh\"alt man
den Extensor

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Z}^{K}\overline{W}_{\alpha i}=H$ ! $\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu-K\\H-\nu\end{array}\right)$

$x\{\sum_{\mu\approx 0}^{G-K-\alpha-V}(-1)^{\mu}(KK-1-+1\mu)W_{\alpha+.\nu+K+\mu.|}\cdot\cdot(\mu)\}^{(\nu)}$

$=H!\sum_{\nu=0}^{HG}\sum_{\lambda=\nu}^{-K-\alpha}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}K+\lambda-\nu-l\\K-1\end{array}\right)$

$\times\left(\begin{array}{l}G-a-\nu-K\\H-\nu\end{array}\right)W_{\alpha+\dot{K}+\lambda,i}^{(\lambda)}$

$ G-K-\alpha$

(7.12) $=H$ ! $\sum_{\lambda-0}(-1)^{\lambda}$

$x\{\sum_{\nu\rightarrow 0}^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}a & +\nu\\ & \nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}K+\lambda-\nu-1\\K-1\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu-K\\H-\nu\end{array}\right)\}W_{\alpha+\dot{K}+\lambda.:}^{(\lambda)}$ ,

setzend $\mu+\nu=\lambda$ . Dieser Extensor besitzt die Charakteristik (1, $0$ ,
$G-H-K,$ $M+G-K$). Andererseits gibt die Vertauschung der
Reihenfolge der Operatoren

$\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}=H$ ! $\sum_{\nu\approx 0}^{G- H-K-\alpha}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}K-1+ & \nu\\ K-1 & \end{array}\right)$

$x\{\sum_{\mu=0}^{H}(-1)^{\mu}(a+K\mu+\nu+\mu)(G-a-H-\mu$

$=H$ ! $\sum_{\mu=0}^{HG-}H-K-\alpha+\mu$

$x\left(\begin{array}{l}a+K+\lambda\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G-a-K- & \lambda\\ H-\mu & \end{array}\right)W_{\alpha+\dot{K}+\lambda}.\oint^{(\lambda)}$ $($

(7.13) $=H!\sum_{\lambda=0}^{G-K-\alpha}(-1)^{\lambda}\{\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}a+K+ & \lambda\\\mu & \end{array}\right)$

$x(^{K-1+\lambda-\mu}K-1)\left(\begin{array}{l}G^{-a}-K-\lambda\\ H-\mu\end{array}\right)\}W_{a+\dot{K}+\lambda}^{(\lambda)}|$
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Wegen (7.11) ist der in den zusammenfassenden Klammern von (7.12)
stehende Ausdruck dem entsprechenden Ausdrucke von (7.13) gleich,
d.h. die $e$rste Beziehung (7.10) geht hervor.

(ii) Die zweite Beziehung von (7.10) kann man leicht herleiten.
In der Tat bekommt man wegen $W_{G+\epsilon.i}=0(\epsilon>0)$ aus den Defini-
tionen der Operatoren (5.3) und (6.4) den Extensor

$\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{Z}^{K}W_{\alpha;}=\sum_{\mu=0}^{L}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\{\sum_{\nu-0}^{G-K-\alpha+\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}K-1+ & \nu\\ K-1 & \end{array}\right)W_{\alpha-\mu+K+\nu}..\cdot(\nu)\}^{\mathfrak{l}L-\mu)}$

$=\sum_{\mu=0}^{LG-}\sum_{\nu=0}^{K-\alpha+L}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}K-l+\nu\\ K-1\end{array}\right)W_{a+K+\nu-\mu,:^{t^{\nu+L-\mu)}}}$

$=\sum_{\nu=0}^{G-K-\infty+L}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}K-1+\nu\\ K-1\end{array}\right)\{\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{L}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)W_{\alpha+K+\nu-\mu.i}(L-\mu)\}^{(\nu)}$

$=\mathfrak{Z}^{K}\mathfrak{Y}^{L}W_{\alpha i}$ .

Dieser Extensor besitzt die Charakteristik (1, $0,$ $G-K+L,$ $M+G-$
$K+L)$ .

(iii) Um die dritte Beziehung von (7.10) zu beweisen, differen-
zieren $wIr$ zuerst die Identitat

$(x-y)^{L}x^{\alpha+\lambda}y^{G-\alpha-\lambda}=\sum_{\nu=0}^{L}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}L\\\nu\end{array}\right)x^{\alpha+\lambda+L-\nu}y^{G-\alpha-\lambda+v}$

$(L+\lambda)$-mal nach $x$ und $(H-\lambda)$-mal nach $y$ , und danach setzen wir
$x=y=1$ , so bekommt man

(7.14) $\sum_{\mu=0}^{L}(-1)^{\mu}(\lambda a\ddagger_{\mu}^{\lambda})\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G- & a-\lambda\\ H-\lambda-\mu & \end{array}\right)$

$=\sum_{\nu=0}^{L}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}L\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda+L-\nu\\ L+\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\lambda+\nu\\ H-\lambda\end{array}\right)$ .

Nach $(L+\lambda)$-maliger Differentiation nach $x$ und $(H-\lambda)$-maliger nach
$y$ geht dazu aus der Identit\"at

$(x-y)^{L}x^{-(\alpha+1)}y^{-(G+L-\alpha-H+1\rangle}=\sum_{\nu=0}^{L}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}L\\\nu\end{array}\right)xy$

die Beziehung
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(7.$\cdot$ 15) $\sum_{\mu=0}^{L}(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda+\mu\\\lambda+\mu\end{array}\right)(G+HL--\sqrt{}\lambda x--\mu\lambda-\mu)$

$=\sum_{\nu=0}^{L}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}L\\\nu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\nu+L+\lambda\\ L+\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a+\nu-\lambda\\ H-\lambda\end{array}\right)$

hervor, setzend $x=y=1$ . Die rechte Seite von (7.14) ist nichts
anderes als diejenige von (7.15), somit ist

(7.16) $\sum_{\mu=0}^{L}(-1)^{\mu}(\lambda a\ddagger_{\mu}^{\lambda})\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G-\alpha-\lambda & \\H-\lambda & -\mu\end{array}\right)$

$=\sum_{\mu\approx 0}^{L}(-1)^{u}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda+\mu\\\lambda+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G+L-a & -\lambda-\mu\\ H-\lambda-\mu & \end{array}\right)$ .

Andererseits geben (6.4) und (4.3) den Extensor mit der Charakteris-
tik $(1, 0, G+L-H, M+L+H)$

$\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha;}=\sum_{\mu=0}^{L}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)$

$\times\{H$ ! $\sum_{\nu\leftrightarrow 0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a-\mu & +\nu\\\nu & \end{array}\right)(G-Ha+-\mu\nu-\nu)W_{\alpha-\mu+\nu}.$ : $(\nu)\}^{(L-\mu)}$

$=H$ ! $\sum_{\mu=0}^{L}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\sum_{\lambda\rightarrow-\mu}^{H-\mu}(-1)^{\lambda+\mu}\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\\lambda+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\lambda\\ H-\lambda-\mu\end{array}\right)W_{\alpha+\lambda_{\dot{l}}}^{(L+\lambda)}$

($\nu-\mu=\lambda$ gesetzt)

$=H$ ! $\sum_{\lambda=-L}^{H}(-1)^{\lambda}\{\sum_{\mu\Leftrightarrow 0}^{L}(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}+a\lambda\\\lambda+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G-a & -\lambda\\ H-\lambda-\mu & \end{array}\right)\}W_{\alpha+\lambda.\dot{\iota}}^{(L+\lambda)}$ .

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Y}^{L}W_{\alpha i}=H$ ! $\sum_{\nu-0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\ a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu+L\\H-\nu\end{array}\right)$

$\times\{>^{L_{-\backslash }}\lrcorner\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)W_{\alpha+\dot{\nu}-\mu.i}(L-\mu)\}^{(\nu)}$

$=H$ ! $\sum_{\mu-0}^{L}\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\sum_{\lambda--\mu}^{H-\mu}(-1)^{\lambda+\mu}\left(\begin{array}{l}a+\lambda+\mu\\ a\end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{ll}G+L- & a-\lambda-\mu\\ H-\lambda-\mu & \end{array}\right)W_{\alpha+\lambda.i}(L+\lambda)$ ($\nu-\mu=\lambda$ gesetzt)

$=H!\sum_{\lambda=-L}^{H}(-1)^{\lambda}\{\sum_{\mu\sim 0}^{L}(-1)^{\mu}\cdot\left(\begin{array}{l}L\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a+\lambda+ & \mu\\\lambda+\mu & \end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{ll}G+L-a- & \lambda-\mu\\ H-\lambda-\mu & \end{array}\right)\}W_{\alpha+\lambda}..\cdot\cdot(L+\lambda)$



58 A. Kawaguchi

Deswegen zeigt (7.16) die Richtigkeit der Beziehung $\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}^{H}W_{\alpha i}=$

$\mathfrak{S}^{H}\mathfrak{Y}^{L}W_{\alpha i}$ . Jetzt sind wir mit dem Beweise v\"ollig fertig.
Bemerkung 1. Satz 26 kann uns die auf die Ableitung eines

Skalars $F$ angewandten Operatoren $\mathfrak{S}^{H}F^{(L|_{(\alpha)i}}$ und $\mathfrak{Z}^{K}F^{(L)_{(\alpha):}}$ in die
auf $F$ selbst angewandten umschreiben lassen, in der Tat hat man
nach (6.5) wegen Satz 26

(7.17) $\mathfrak{S}^{H}F_{(\alpha):}^{(L)}=\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{S}F_{(\alpha):}$ und $\mathfrak{Z}F_{(\alpha):}^{(L)}=\mathfrak{Y}^{L}\mathfrak{Z}F_{(\alpha)i}$ .
Bemerkung 2. Die Operatoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{K}$ und $\mathfrak{Y}^{L}$ fur einen exko-

varianten Extensor erster Stufe mit ihren Produktoperatoren zusam-
men bilden eine ABELsche Gruppe, wie Satz 26 uns unmittelbar zeigt.

\S 8. Ausdr\"uckbarkeit der \"Uberschiebungen von Extensoren
durch die von Vektoren.

32. Zun\"achst wollen wir die Frage erledigen, ob die Skalare
$\rho^{[\Gamma]}$ in (3.2), die durch \"Uberschiebungen von zwei Extensoren $V^{\alpha i}$ ,
$W_{\alpha i}$ , der eine exkontravariant und der andere exkovariant, erhalten
werden, durch die Skalarprodukten der aus den Extensoren abgelei-
teten Vektoren v\"ollig ausdr\"uckbar sind ?

Aus einem exkontravarianten Extensor $V^{\alpha i}$ mit der Charak-
teristik $(1, 0, G, M)$ k\"onnen wir $G+1$ kontravariante Vektoren $V^{i}H$

$H=0,1,$ $\ldots.G$ mittels Satz 12 herleiten:

(4.1a) $V^{i}H\equiv \mathfrak{S}^{H}V^{0\grave{\iota}}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)V^{\lambda i(H-\lambda)}$ .
Umgekehrt kann man die Bestimmungszahlen des Extensor\S $V^{\alpha i}$ durch
diese Vektoren und ihre Ableitungen nach dem Parameter $t$ dar-
stellen, d.h.

(8.1) $ V^{\alpha i}=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)V^{i(\alpha-\lambda)}\lambda$

Beweis. Ersetze man $V^{\lambda}i$ auf der rechten Seite von (8.1) mit
(4.1a), dann ist

$\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)V^{i(\alpha-\lambda)}=F_{-0}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}(-1)^{\lambda-\mu}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)V^{\mu i(\alpha-\mu)}$

$=\sum_{\mu-0}^{\alpha}\{\sum_{\lambda=\mu}^{\alpha}\langle-1)^{\lambda-\mu}(a\lambda)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)\}V^{\mu\{(\alpha-\mu)}$
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$=\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{\alpha}\delta_{\mu}^{\alpha}V^{\mu i(a-\mu)}=V^{\alpha i}$ ,

da nach (1.5) $\sum_{\lambda=\mu}^{\alpha}(-1)^{\lambda-\mu}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)=\delta_{\mu}^{\alpha}$ ist. W. $z.b$ . $z$ .
33. Die analoge Formel f\"ur den exkovarianten Extensor $W_{\alpha i}$

hat man in derselben Weise. (4.4) liefert uns namlich $G+1$ kovariante
Vektoren

(4.4a) $W_{i}\equiv\frac{1}{H!}\mathfrak{S}^{H}W_{G-H.i}H$

.

$=\sum_{\nu=v}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}G-H+\nu\\ G-H\end{array}\right)W_{G-\dot{H}+\nu.:}^{(V)}$ ,

$H=0,1,$ $\ldots,$
$G$

f\"ur jeden exkovarianten Extensor $W_{\alpha i}$ mit der Charakteristik (1, $0$ ,
$G,$ $M$). An Stelle von (8.1) steht dann

(8.2) $W_{\dot{u}}=\sum_{\mu=0}^{G-\alpha}\left(\begin{array}{l}a+\mu\\\mu\end{array}\right)W_{i}^{-}$ .

Beweis. Die rechte Seite von (8.2) wird gem\"ass (4.4a)

$\sum_{\mu=0}^{G-\alpha}\left(\begin{array}{l}a+\mu\\\mu\end{array}\right)W_{l}^{(\mu)}=\sum_{\mu-0}^{G-\alpha}\sum_{\nu=0}^{G-\alpha-\mu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}a+\mu\\\mu\end{array}\right)(a+\nu\mu+\nu)W_{\alpha+\dot{\mu}+\nu_{\dot{l}}}^{\langle\mu+\nu)}$

$=\sum_{\mu=0}^{G-\alpha}\sum_{\lambda=\mu}^{G-\alpha}(-1)^{\lambda-\mu}\left(\begin{array}{l}a+\mu\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}+a\lambda\\\lambda-\overline{\mu}\end{array}\right)W_{\alpha+\lambda_{i}i}^{(\lambda)}$

($\mu\nu\lambda$ gesetzt)

$=\sum_{\lambda\Leftarrow 0}^{G-\alpha}\sum_{\mu=0}^{\lambda}(-1)^{\lambda-\mu}(a+a\mu)\left(\begin{array}{l}+a\lambda\\\lambda-\mu\end{array}\right)W_{\alpha+\lambda.i}^{(\lambda)}$

$=\sum_{\lambda\Leftarrow 0}^{G-\alpha}\{\sum_{-0}^{\lambda}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+ & \lambda-\nu\\ & a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\\nu\end{array}\right)\}W_{\alpha+\lambda.i}^{(\lambda)}$

($\lambda-\mu=\nu$ gesetzt)

$=^{G\alpha}\overline{F_{\leftarrow 0}}^{\delta_{0}^{\lambda}W_{\alpha+\lambda}.:}\cdot(\lambda)=W_{\alpha:}$ ,

da nach (1.7) $\sum_{\nu-0}^{\lambda}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+\lambda & -\nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+\lambda\\\nu\end{array}\right)=\delta_{0}^{\lambda}$ ist. W. $z$ . $b$ . $z$ .
34. Nun k\"onnen wir den folgenden wichtigsten Satz beweisen:

Satz 27. Jeder Skalar $\rho^{[\Gamma]}$ , welchen eine Uberschiebung von zwei
Extensoren erster Storfe $V^{\alpha i}$ und $W_{\alpha i}$ , der eine exkontravariant und
der andere exkovariant,. $hervorbr\tau ngt$ , ist immer durch die Skalarpro-



60 A. Kawaguchi

dukte $S(H, K)$ der Vektoren $V^{i}H$ und $W_{i}K$ die wegen der Extetesoren
$V^{\alpha_{i}}$ und $W_{\alpha i}$ vollig fest bestimmt werden, und durch die Ableitungen
von $S(H, K)$ darstellbar:

(8.3) $\rho^{[\Gamma]}=-\sum_{\lambda=0}^{G-r}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\lambda\\\lambda\end{array}\right)V^{\lambda i}W_{\Gamma+\lambda.i}$

$=\sum_{\lambda=0}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{ll}\Gamma+ & \lambda\\\lambda & \end{array}\right)\sum_{\tau=\lambda}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\tau\\\tau-\lambda\end{array}\right)S(\lambda, G-\Gamma-\tau)^{(\tau-\lambda)}$ .
Beweis. Ber\"ucksichtigend (8.1) und (8.2), kann man $d^{1’ l}$ folgender-

massen umschreiben:

$\rho^{[\Gamma]}=\sum_{\lambda\leftarrow 0}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\lambda\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu-0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)V^{i(\lambda-\mu)}\sum_{\nu=0}^{G-\Gamma-\lambda}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\lambda+\nu\\\nu\end{array}\right)\overline{W}^{(\nu)}$:

$=\sum_{\mu=0}^{G-p}\sum_{\lambda=\mu}^{G-\Gamma}\sum_{*=\lambda}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\lambda\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\Gamma+\kappa\\\kappa-\lambda\end{array}\right)V^{i(\lambda-\mu)}\overline{W}^{(\alpha-\lambda)}|\nu G\Gamma-\alpha.\cdot$

($\kappa=\lambda+\nu$ gesetzt)

$=\sum_{\mu\approx 0}^{c-\Gamma}G\Gamma\frac{5^{\urcorner}-}{\iota=\mu}\sum_{\lambda=\mu}^{l}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\lambda\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\Gamma+\kappa\\\kappa-\lambda\end{array}\right)V^{\mu}:(\lambda-\mu)^{G-\Gamma-?l}W_{i}^{(\not\supset C-\lambda)}$

$=\sum_{\mu\approx 0}^{G-\Gamma}\sum_{a\iota=\mu}^{G-\Gamma}\sum_{r^{-}-0}^{l-\mu}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\rho+\mu\\\rho+\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\Gamma+\kappa\\\kappa-\rho^{-\mu}\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}p+\mu\\\mu\end{array}\right)V^{i\langle p)}\overline{W}_{\dot{l}}^{(\alpha-p-\mu)}uG\Gamma-x$

($\rho=\lambda-\mu$ gesetzt)

$=\sum_{\mu=0}^{G-\Gamma}\sum_{lt=\mu}^{G-\Gamma}\frac{(\Gamma+\kappa)!}{\Gamma!\mu!(\kappa-\mu)!}\{\sum_{\mu-0}^{(-\mu}\left(\begin{array}{l}\kappa-\mu\\\rho\end{array}\right)V^{u_{i(p)}G-\Gamma-}W_{i}^{\langle \mathfrak{c}-p-\mu)\}}$

$=\sum_{\mu=0}^{G-\Gamma}\sum_{l\iota=\mu}^{G-\Gamma}\left(\begin{array}{l}\Gamma+\mu\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\Gamma+\kappa\\\kappa-\mu\end{array}\right)S(\mu, G-\Gamma-\kappa)^{(?-\mu)}$ ,

da wir nach (1.2) haben

$\sum_{p\approx 0}^{)t-\mu}\left(\begin{array}{l}\kappa^{-\mu}\\p\end{array}\right)V^{:t^{p)}}W_{i}^{t^{2t-p-\mu)}}\mu G-\Gamma-X.=t^{\mu G-\Gamma-)f}V^{i}W|)^{(-\mu)}=S(\mu, G-\Gamma-\kappa)^{(?\iota-\mu)}$ .
W. $z$ . $b$ . $z$ .

Der letzte Satz weist auf eine wichtige Tatsache hin $=$ N\"amlich
man braucht nicht die Extensoren in Betracht zu ziehen, sondern
braucht nur die gew\"ohnlichen Vektoren zu ben\"utzen, insofern nur
solche Skalare allein in Frage kommen, die aus endlich vielen Ex-
tensoren erster Stufe aufzubauen $sind^{\langle 1)}$ . Diese Tatsache ist uns sehr

(1) \’Uber die Formen der Skalare, die aus einer endlichen Zahl von Extensoren
erster Stufe aufzubauen sind, siehe die Arbeit; A. KAWAGUCHI [19].
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bequem, denn wir sind in Behandlung von gew\"ohnlichen Vektoren
viel erfahrener als in derselben von Extensoren.

\S 9. Die Operatoren $\Delta_{K}$ .
35. $f$ sei eine von $t$ und dem Linienelemente M-ter Ordnung

abhangige Funktion. Dann betrachten wir die Operatoren $\Delta_{K}$ f\"ur $f$,
welche sich definieren durch

(9.1) $\Delta_{K}f=\lambda\underline{s^{u_{\gamma}}}_{\lrcorner}-\left(\begin{array}{l}\lambda\\ KK\end{array}\right)f_{(\lambda)j}x^{(\lambda-K+1)j}$ , $K=1,2,$ $\ldots$ $M$.
Da nach Satz 5 und Satz 6 $x^{(\alpha+1)j}$ bzw. $\left(\begin{array}{l}K+a\\a\end{array}\right)f_{(K+\alpha)j}(a=0,1, \ldots,M-K)$

einen exkontra- bzw. exkovarianten relativen Extensor vom Grad
$M-K$ in bezug auf $aj$ bilden, ersehen wir, dass $\Delta_{K}f$ ein relativer
Tensor derselben Art wie $f$ ist, wenn $f$ ein beliebiger relative $r$ Tensor
ist. Noch allgemeiner k\"onnen wir behaupten

Satz 28. $\Delta_{K}f$ ist f\"ur $K>H$ ein $relat\dot{w}$er Extensor derselben Art
wie $f$, wenn $f$ ein $relat\dot{w}$er Extensor vom Grad $H$ ist.

Weiter setzen wir wegen der Bequemlichkeit der Schreibweise

(9.2) $\Delta_{0}f=\sum_{\lambda-0}^{M}f_{(\lambda)i}x^{(\lambda+1)i}$ ,

dann ist selbstverstandlich $\Delta_{0}f=f^{(1)}$ , wenn $f$ den Parameter $t$ aus-
dr\"ucklich nicht enth\"alt. Somit ist $\Delta_{0}f$ ein Skalar, wenn $f$ einer ist.
Aber $\Delta_{9}\beta$ ist kein Tensor, selbst wenn $f$ ein Tensor ist.

36. Wegen der Beziehungen

$\Delta_{H}f_{(0)k}=(\Delta_{H}f)_{(0)k}$ ,
(9.3)

$\Delta_{H}f_{(\alpha)k}=(\Delta_{H}f)_{(\alpha)k}-\left(\begin{array}{l}H+a-1\\H\end{array}\right)f_{(H+\alpha-1)k}$ $(a\geqq 1)$ ,

die man leicht verifizieren kann, erhalten wir
(9.4) $[J_{H}J_{K}]f\equiv\Delta_{H}\Delta_{K}f-a_{K}\Delta_{H}f$

$=\sum_{\lambda=}^{M}\left(\begin{array}{ll} & \lambda\\ K & K\end{array}\right)f_{(\lambda)j}\Delta_{H}x^{\langle K-\lambda+1)j}-\sum_{\lambda=}^{M}\left(\begin{array}{ll} & \lambda\\ H & H\end{array}\right)f_{(\lambda)j}\Delta_{K}x^{(H-\lambda+1)j}$ ,

daraus folgt

(9.5) $[\Delta_{H}\Delta_{K}]f=\frac{(H-K)\cdot(H+K-1)!}{H!K!}\Delta_{H+K- 1}f$ , $H,$ $K\geqq 1$ .
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Die Formeln (9.4), die von H. HoMBU gefiinden worden sind, gelten
wegen (9.3) auch $fi1rH,$ $K\geqq 0$ , wenn wir $0!=1$ und

$\Delta_{H}f^{(1)}=\sum_{\lambda=H}^{M+1}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ H\end{array}\right)f_{(\lambda)iX^{(\lambda- H+1)i}}^{\langle 1)}$

setzen, da
$[\Delta_{H}\Delta_{0}]\beta=\Delta_{H}f^{(I\}}-(J_{H}f)^{(1)}=\lrcorner_{H- 1}f^{(2)}$

(9.6)
$[\lrcorner_{0}\lrcorner_{0}]f=\Delta_{0}f^{(1)}-(\Delta_{0}f)^{\langle 1)}=0$ .

37. In analoger Weise erhalten wir wegen Satz 13 die Opera-
toren

$-(9.7)$ $\Delta_{K}Hf=H!\sum_{\lambda=K}^{M-}\left(H & \lambda K\right)x^{t-}\lambda K+1$) $ i\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\lambda+\nu\\\lambda\end{array}\right)(MM--\lambda-\nu$

$H=0,1,$ $\ldots.M;K=1,2,$ $\ldots,$ $M-H$,

die nicht auf den Tensor sondern nur auf den Skalar $f$ anwendbar
sind und $\Delta_{K}fH$ ist ein Skalar f\"ur jeden Wert von $H$ und K. Fur

$H$

$H=0$ reduziert $\Delta_{K}$ sich zu $\Delta_{K}$ . Wir best\"atigen aber

(9.8) $\Delta_{K}^{H}f=H$ ! $\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}K+\lambda\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}M-K-\lambda\\ M-H-K\end{array}\right)(\Delta_{K+\lambda}f)^{(\lambda)}$ .

D.h. man kann die Operatoren $\Delta_{K}H$ durch Differentiationen nach $t$ und
Summationen mit konstanten Koeffizienten aus den Operatoren $\Delta_{K}$

erhalten. Jetzt wollen wir (9.8) beweisen. Unter Anwendung von
(1.3) lautet

$\Delta_{K}Hf=H$ ! $\sum_{\lambda-K}^{M-H}\sum_{\nu=0}^{H}\sum_{\alpha=0}^{\nu}(-1)^{\nu+\alpha}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\lambda+\nu\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\nu\\ a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}M-\lambda-\nu\\ M-H-\lambda\end{array}\right)$

$x(x^{(\lambda-K+\alpha+1)i}f_{(\lambda+\nu)i})^{(\nu-\alpha)}$

$=H$ ! $\sum_{\lambda=K}^{M^{-}H}\sum_{\alpha-0}^{H}\sum_{\mu=0}^{H-\alpha}(-1)^{\mu}(\mu+aa)\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)(\lambda+\mu\lambda+a)(MM-\lambda--H\mu--\lambda a)$

$x(x^{(\lambda-K+\alpha+1):}f_{(\lambda+\mu+\alpha)|})^{(\mu)}$

$=H$ ! $\sum_{\mu=0}^{H}(-1)^{\mu}\sum_{\alpha\Leftrightarrow 0}^{H-\mu}\sum_{\lambda=K}^{M- H}(\mu a+a)\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)(\lambda+\mu\lambda^{+a})(MM--\lambda-H^{\mu}--\lambda a)$

$x(x^{(\lambda-K+\alpha+1)i}f_{(\lambda+\mu*\alpha)i})^{(\mu)}$

(1) Vgl. H. HOMBU [10], S. 45.
(2) \’Uber Beweis giehe H. HOMBU [$10|$ , S. 61. Diese Beziehungen gelten

auch, selbst wenn $f$ den Parameter $t$ ausdruCklICh enthalt, wie wir wegen
$\Delta_{0}f=f(1)-\frac{ar}{8t}$ und $\Delta_{H}\frac{af}{\partial t}=\frac{\partial}{at}(\Delta Hf)$ unmittelbar veriflzieren k\"onnen.
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$=H$ ! $\mu=0\alpha=0\nu\Leftrightarrow\mu+\alpha L^{\backslash }(-1)^{\mu}2^{\neg}HH-\mu\Pi-\mu+\alpha\lrcorner\frac{H+\backslash \neg}{K+}\left(\begin{array}{l}\mu+a\\a\end{array}\right)(\nu_{K^{-a}}-\mu)\left(\begin{array}{l}\nu\\\nu^{-\mu^{-a}}\end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}M-\nu\\ M-H-\nu+\mu+a\end{array}\right)(x^{(\nu-\mu-K+1)i}f_{(\nu)i})^{(\mu)}$

$=H$ ! $\sum_{\mu=0}^{H}(-1)^{\mu}\sum_{\alpha=0}^{H-\mu}\sum_{\nu-K+\mu+\alpha}^{M}(\mu a+a)(\nu-\mu K^{-a})\left(\begin{array}{l}\nu\\\nu-\mu^{-a}\end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}M-\nu\\ M-H-\nu+\mu+a\end{array}\right)(x^{(\nu-\mu- K+1)i}f_{\{\nu)\dot{*}})^{(\mu)}$

$=H$ ! $\sum_{\mu=0}^{H}(-1)^{\mu}\{\lambda\frac{\nu!}{K!\mu!(\nu-\mu^{-K)!}}$

$x(\sum_{\alpha=0}^{\nu-\mu-K}(\nu-\mu^{-K}a)\left(\begin{array}{l}M-\nu\\ H-\mu-a\end{array}\right))(x^{(\nu-\mu-K+1)i}f_{(\nu)i})^{(\mu)}$

$+\sum_{w=K+H+1}^{M}\frac{\nu!}{K!\mu!(\nu-\mu-K)!}(\frac{>-\neg}{\alpha-0}(^{\nu^{-\mu}}a^{-K})\left(\begin{array}{l}M-\nu\\ H^{-\mu^{-a}}\end{array}\right))$

$x(x^{(\nu-\mu-K+1)i}f_{(v)i})^{(\mu)}\}$

$=H$ ! $\sum_{\mu-0}^{H}(-1)^{\mu}\sum_{\nu=K+\mu}^{M}\frac{\nu!}{K!\mu!(\nu-\mu-K)!}(M-H\mu--\mu K)$

$\times(x^{(\nu-\mu-K+1)i}f_{(\nu)i})^{(\mu)}$

$=H!\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{H}(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}K+\mu\\\mu\end{array}\right)\epsilon_{+\mu}(K\nu+\mu)(MM--H\mu-K)(x^{(\nu}\mu-K+1)_{1f_{(\nu)i})^{(\mu)}}$

$=H$ ! $\sum_{\mu\leftarrow 0}^{H}(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{ll}K+ & \mu\\\mu & \end{array}\right)(MM--H\mu-K$

38. Zusatz von Satz 18 liefert uns die anderen Operatoren

(9.9) $\Delta_{K}^{*}Hf=\sum_{\lambda\Leftrightarrow K}^{M-H}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)x^{(\lambda-K+1)i}\sum_{\nu-0}^{M-H-\alpha}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}H-1+\nu\\ H-1\end{array}\right)f_{(\lambda+\dot{H}+\nu)}i^{(\nu)}$ ,

die auch nur auf den Skalar $f$ anwendbar sind und $\lrcorner_{K,H}^{*}fH$ ist ein Skalar
fur jeden Wert von $H$ und $K$. Diese Operatoren $\Delta_{K}^{*}$ werden auch
durch Differentiationen nach $t$

. und Summationen mit konstanten
Koeffizienten aus den Operatoren $\Delta_{K}$ gebildet, in der Tat,

(9.10) $H\Delta_{K}^{*}f=M\sum_{\nu\Leftrightarrow 0}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}H-1+\nu\\ H-1\end{array}\right)(\Delta_{K+H+\nu}f)^{(\nu)}$ .
Um (9.10) zu beweisen, fasst man (5.8) ins Auge, dann ist
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$\sum_{\lambda=K}^{M^{-}H+1}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)=_{\lambda\Leftarrow K}^{M-}\underline{\neg}X^{(\lambda-K+1)i}$

$+\left(\begin{array}{l}M-H+1\\K\end{array}\right)x^{(M-H-K+2):}\mathfrak{Z}^{H}f_{(M-H):}$

$=\sum_{a\approx K-1}^{M-H}\left(\begin{array}{l}a+1\\K\end{array}\right)x^{(\alpha-K\prec 2):}\mathfrak{Z}^{H}f_{(\alpha):}+(\Delta_{K}^{*}Hf)^{(1)}-\sum_{\lambda\approx K}^{M-H}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)x^{(\lambda-K+2):}\mathfrak{Z}^{H}f_{(\lambda)i}$

$=\sum_{\alpha=K-1}^{M-H}(Ka-1)x^{(\alpha-K^{L}2)i}\mathfrak{Z}^{H}f_{(\alpha)i}+(\Delta_{K}^{H_{*}}f)^{(1)}$ .
Somit ist

(9.11) $H-1HH\Delta_{K}^{*}f=\Delta_{K-1}^{*}f+(\Delta_{K}^{*}f)^{(1)}$ .
Die letzte Gleichung zeigt, dass (9.10) $fUrH-1$ besteht, wenn sie
f\"ur $H$ gUltig ist. (9.10) ist aber sicher richtig $fUrH=M-1$ und
$M-2$ , wie es sich von selbst versteht. Jet4 ist (9.10) durch Induk-
tion bezuglich $H$ v\"ollig bewiesen.

$H$

39. Nach (6.5) erhalten wir noch weiter die Operatoren

(9.12) $H\lrcorner_{K}^{0}f=\sum_{\lambda=K}^{M-}\left(H & \lambda K\right)x^{(\lambda-K+1)i}\mathfrak{Y}^{H}f_{(\lambda):}$

$=\sum_{\lambda\Leftarrow K}^{M-H}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ K\end{array}\right)x^{(\lambda-K+1)i}\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)f_{(\lambda-\nu)}i^{(H-\nu)}$

die auch nur auf den Skalar $f$ anwendbar sind und $\Delta_{K}^{0}fH$ ist ein Skalar
f\"ur jeden Wert von $H$ und $K$. Diese Operatoren $\Delta_{K}^{0}fH$ die nach (6.5)
$\Delta_{K}f^{\langle H)}$ gleich sind, werden auch aus den Operatoren $\Delta_{K}$ gebildet:

(9.13) $\Delta_{K}^{0}fH=\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(\lrcorner_{K-\nu}f)^{(H-\nu)}$ .

Beweis. Erstens betrachten wir den Fall $H=1$ , dann ist nach
(9.6)

$\Delta_{K}f^{(1)}=\Delta_{K- 1}f+(\Delta_{K}f7^{(1)}\cdot$

Also ist (9.13) tats\"achlich gUltig f\"ur $H=1$ . Voraussetzend die
Richtigkeit von (9.13) f\"ur $H$, ergibt sich wegen (9.6)

$H+1l_{K}f\equiv\Delta_{K}f^{(H+1)}=\Delta_{K\cdot- 1}f^{(H)}+(\Delta_{K}f^{(H)})^{(1)}$

$=\sum_{\nu=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(\Delta_{K-1-\nu}f)^{(H--\nu)}+\sum_{\nu\Leftrightarrow 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(\Delta_{K-\nu}f)^{(H-\nu+1)}$



Die Differentialgeometnie hoherer Ordnung $I$ os

$=\sum_{\nu=0}^{H+1}\{\left(\begin{array}{l}H\\\nu-1\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\}(\Delta_{K-\nu}f)^{(H+1-\nu)}$

$=\sum_{\nu-0}^{H+1}\left(\begin{array}{l}H+1\\\nu\end{array}\right)(\Delta_{K-\nu}f)^{(H-1-\nu)}$ .
Also ist (9.13) durch Induktion bez\"uglich $H$ bewiesen.

\S 10. Herleitung von Extensoren h\"oherer Stufe aus einem
Extensor durch partielle Differentiationen.

40. ${\rm Im}$ vorigen haben $w\ddagger r$ gezeigt, dass die Gr\"ossen $F_{(\alpha)i}$ die
Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors bilden, wenn $F$

eine skalare differenzierbare Funktion von den Argumenten $t,$ $x^{i},$ $x^{(1h}$ ,... , $x^{\langle M)i}$ ist. Wir besffitigen jetzt die analogen S\"atze \"uber Exten-
soren und gew\"ohnliche Tensoren.

Satz 29. Wenn $V^{\alpha i}bzw$ . $W_{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkon-
tra- $bzw$ . exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik
$(1, f, H, M)$ sind, wobei $H<M$ ist, dann bilden die $Gr\delta ssen$

$\frac{(\gamma+H+1)!}{\gamma!}V_{(\tau+H\vdash 1)j}^{\alpha i}$ $bzw$ . $\frac{(\gamma+H+1)!}{\gamma!}W_{\alpha i(\tau+H+1)j}(a=0,1,$
$\ldots$ , $H$ ;

$jen\gamma=.0,,\ldots,M-H-1)od.ern_{M-H-1dieBestimmungszahleneines}ochallgemeiner\frac{(M-K+\beta).!}{\beta=0,1\beta!}.V_{\langle M- K+\beta)j}^{\alpha:}bzw\frac{(M-K+\beta)!1}{Wertvon\beta!}W_{\alpha i(M-K+\beta)j}.(a=0,1,\ldots,H;,.,K)f\ddot{u}r$

$relat\dot{w}$en Extensors zweiter Stufe und vom Gewichte $f$ , welcher exkontra-
bzw. exkovariant vom Grad $H$ bezuglich $ai$ und exkovariant vom Grad
$M-H-1$ oder $K$ bez\"uglich $\gamma j$ oder $\beta j$ ist.

$Bewe\cdot\dot{b}S$ . Bei einer erweiterten Transformation folgt aus $V^{\alpha a}=$

$\Delta^{-f}\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{9x^{\langle\beta)i}}V^{\beta i}$

(10.1) $V_{\{r+H+1)\delta}^{\alpha a}=\lrcorner^{-f}(\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta):}}\frac{8x^{(\delta)j}}{8\overline{x}^{(\tau+H+1)b}}V_{(\delta)j}^{\beta i}$

$+\frac{8^{2}\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{()}\delta j9x^{(p):}}\frac{8x^{1^{\delta)j}}}{9\overline{x}^{(\tau+H+1)b}}V^{\beta:)}$ .
FUr $\delta>H$ ist

$\frac{8^{1}X^{\langle\alpha)a}}{8x^{\langle\delta)j}8x^{(\downarrow)i}}=(\beta a)\frac{8}{8x^{(\delta)j}}(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-\beta)}=0$ ,
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da $0\leqq a,$ $\beta\leq H$ folglich $ a^{-\beta}\leqq H<\delta$ ist. Und man weiss $\frac{8x^{(\delta)}}{9\overline{x}^{(\tau+H+1)b}}$

$=0$ f\"ur $\delta\leqq H$, somit verschwindet das zweite Glied auf der rechten
Seite von (10.1) immer und wir schliessen damit durch Ersetzung
von $\delta=\in+H+1$ nach Satz 2

$\frac{(\gamma+H+1)!}{\gamma!}V_{(\tau+H+1)b}^{\alpha a}\backslash \cdot.=\Delta^{-f}\sum_{e=\tau}^{M-H-1}\frac{9\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\beta)i}}\frac{8x^{\langle e)j}}{8\overline{x}^{(\tau)b}}\frac{(\epsilon+H+1)!}{\epsilon!}V_{(\epsilon+H+1)j}^{|.i}$ ,

d.h. $\frac{(\gamma+H+1)!}{\gamma!}V_{(\tau+H+1)j}^{\alpha i}$ sind die Bestimmungszahlen des im Satze

genannten Extensors zweiter Stufe. In analoger Weise erkennen wir
$8x^{(\beta)i}$

f\"ur den exkovarianten relativen Extensor $W_{\alpha i}$ aus $W_{\alpha a}=W_{\beta i}\overline{8\overline{x}^{(\alpha)a}}$

$W_{\alpha a(\tau+H+1)b}=\Delta^{-I}\frac{\partial x^{(q)i}1}{9\overline{x}^{(\alpha)a}}\frac{8.x^{()j}\delta}{a_{\overline{x}^{\langle r+H+1)b}}}W_{\beta i(\delta)j}+\Delta^{-f}\frac{8^{2}x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\tau+H+1)b}8\overline{x}^{()a}\alpha}W_{\theta l}$ .

Da $\beta-a\leqq H$ ist, soll das zweite Glied auf der $re$chten Seite der
letzten Gleichung $f\mathfrak{U}r$ alle Werte von $\gamma$ gleich Null sein, deswegen
ist durch Ersetzung von $\delta=\epsilon+H+1$

$\frac{(\gamma+H+1)!}{\gamma!}W_{\alpha a(\cdot r+H+1)b}=\Delta^{-t}\sum_{\epsilon=\uparrow}^{M-H-1}\frac{8x^{(\beta):}}{9\overline{x}^{(\alpha)a}}\frac{8x^{(\epsilon)j}(\epsilon+H+1)!}{8\overline{x}^{(\tau)b}\epsilon!}W_{\beta:(8\cdot\vdash H+1)j}$ .

Das zeigt die Richtigkeit der Behauptung des Satzes. Zum Schluss
zeigt Satz 6’ uns, dass

$\frac{(M-H-1-K+\gamma)!}{\gamma!}\frac{(M-H-1-K+H+1+\gamma)!}{(M-H-1-K+\gamma)!}V_{(M-H-1-K+H+1FY)j}^{\alpha i}$

$=\frac{(M-K+\gamma)!}{\gamma!}V_{(M-K+Y)j}^{\alpha:}$

bzw. analog $\frac{(M-K+\gamma)!}{\gamma!}W_{\alpha i1M-K\neq\tau)j}$ f\"ur jeden Wert von $K=0,1,$ $\ldots$ ,

$M-H-1$ die Bestimmungszahlen eines Extensors zweiter Stufe sind,
welcher exkontra- bzw. exkovariant vom Grad $H$ bez\"uglich $a$ und
exkovariant vom Grad $K$ bez\"uglich $\gamma$ ist. W. $z.b$ . $z$ .

Ein spezieller Fall $H=0$ dieses Satzes liefert uns den sehr
wichtigen

Satz. 30. Die Grbssen $\frac{(M-K+\beta)!}{\beta!}V_{(M-K+\beta)j}^{i}bzw$ . $\frac{(M-K+\beta)!}{\beta!}$

$xW_{i(M-K_{\tau}\beta)j}$ bauen einen relatwen Extensor zweiter Stufe auf, der $kontra_{r}$
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$bzw.$ kovarin$nt$ erster Stvfe und exkovariant vom Grad $K$ ist, wenn $V^{i}$

$bzw$ . $W_{i}$ die Bestimmungszahlen eines kontra- $bzw$ . kovarianten relativen
Vektors sind.

41. Zusammenfassen $d$ Satz 4 und Satz 30, erreichen wir ohne
Schwierigkeit

Satz 31. Seien $V^{i}bzw$ . $W_{i}$ die Bestimmungszahlen eines kontra-
bzw. kovarianten relativen Vektors und $X^{i}$ dieselben eines anderen
kontravarianten Vektors, dann sind

(10.2) $D_{j}^{i}(V)X^{j}=\sum_{(*=0}^{K}K.’\left(\begin{array}{ll}M-K+ & \beta\\\beta & \end{array}\right)V_{\langle M^{-}K+\beta)j}^{i}X^{j(\theta)}|$

$=\sum_{\tau=M\cdot K}^{M}..(M\gamma-K)V_{t\tau)j}^{i}X^{j(\rceil-M+K)}$

$bzw$ .
(10.3) $D_{ij}(W)X^{j}K=_{r-M-K}\angle\backslash M\urcorner\lrcorner(M\gamma-K)W_{i(r)j}X^{j(\tau-M+K)}$

fur jeden Wert von $K=0,1,$ $\ldots$ , $M-1$ die Bestimmungszahlen eines
kontra- $bzw$ . kovarianten $relat\dot{w}$en $Vektors^{\langle 1)}$ .

Dieser Satz, der vom Verfasser $f^{l}ruher$ schon bewiesen worden
$ist^{\langle 2)}$, ist besonders n\"utzlich und schenkt uns viele wichtige Ergebnisse,
z.B. bei der Anwendung auf die Geometrie der verallgemeinerten
Bahnen

$T^{i}\equiv x^{(M)i}+H^{i}(t, x^{j}, x^{(1)j}, . . . , x^{(M- 1)J})=0$

gibt der Satz uns den Vektor

$D_{j}^{i}(T)X^{\dot{9}}=K.\left(\begin{array}{l}M\\M-K\end{array}\right)X^{i(K)}+\sum_{\alpha=M-K}^{M-1}(Ma-K)H_{(\alpha)j}X^{\dot{g}(\alpha-M+K)}$

oder, $di$vidierend durch $\left(\begin{array}{l}M\\M-K\end{array}\right)$ ,

$\Delta^{i_{j}}K.(T)X^{\dot{f}}=X^{i(K)}+\left(\begin{array}{l}M\\M-K\end{array}\right)\sum_{\alpha-M-K}^{M-1}(Ma-K)H_{(\alpha)j}^{i}X^{j(\alpha-M+K)}$ .
Der letzte Operator reduziert sich f\"ur $K=1$ zu

$\Delta i_{j}(T)X^{\dot{f}}=\frac{dX^{i}}{dt}+\frac{1}{M}H\dot{i}_{(M-1)j}X^{j}1$

(1) Dieser Satz kann noch verallgemeinert werden. Siehe A. KAWAGUCHI und
H. HOMBU $|1$], S. 27.

(2) Vgl. A. KAWAGUCHI [8].
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das von D. D. KOSAMBI schon eingefUhrt worden ist. Andere An-
wendungen wird man nachher vielmals finden.

42. Satz 29 wird sofort verallgemeinert und wir schliessen

Satz 32. $ V\ldots$ seien die Bestimmungszahlen eines beliebigen Ex-
tensors mit der Charakteristik $(\Gamma, f, H, M)$ , dann $s\prime ind$ die Grossen
$\frac{(M-K+\beta)!}{\beta!}V\ldots\langle M- K+\beta$ )

$j(\beta=0,1, \ldots , K)$ f\"ur jeden Wert von $K=$

$0,1,$ $\ldots$ , $M-H-1$ die Bestimmungszahlen eines Extensors mit der
Charakteristik ($\Gamma+1,$ $f$ , Max $(H,$ $K),$ $M$), welcher dem urspr\"unglichen
Extensor V::: bez\"uglich aller $Ind’\dot{\iota}zes$ \"ahnhch und exkovariant vom Grad
$K$ bezuglich neuer Indizes $\beta j$ ist.

Aus diesem Satze bekommen wir eine kovariante Differentiation
eines Vektors $X^{i}$ nach Satz 4.

Satz 33. $ V\ldots$ seien die Bestimmungszahlen eines Tensors, die von
dem Linienelemente M-ter Ordnung abhangen, und $X^{i}$ dieselben eines
kontravarianten Vektors, dann sind

(10.4) $D:j(V)X^{j}K..=\sum_{\tau=M-K}^{M}(M\gamma-K)V;\cdot\cdot(r)jX^{j(\tau-M+K)}$

die Bestimmungszahlen eines Tensors von derselben Art wie $ V\ldots$ fiir
jeden Wert von $K=0,1,$ $\ldots$ , $M$.

Setzen wir $dx^{i}$ an Stelle von $X^{i}$ in Satz 33, dann tritt der fol-
gende Satz wegen des Zusatzes von Satz 4 ein, der noch in allge-
meinerer Gestalt schon bewiesen $ist^{\langle 2)}$ :

Satz 34. Ist $ V\ldots$ ein Tensor, der von dem Linienelemente M-ter
Ordnung abh\"angt, so transformieren sich unter jeder erweiterten Trans-
formation die PFAFFschen Ausdr\"ucke

(10.5)
$\mathfrak{D}K.$ .: $(V)\equiv\sum_{\tau=M-K}^{M}(M\gamma-K)V.:\cdot(\tau)jdx^{(\tau-M+K)j}$

in derselben Weise wie $V:::$ .
43. Wir fugen einen Satz noch hinzu, der schon bekannt $ist^{\langle 3)}$ ;

Satz 35. Wenn die PFAFFschen Ausdr\"ucke

$\mathfrak{P}\cdots\equiv P\ldots\alpha idx^{(\alpha)i}$

(1) Vgl. D. D. KOSAMBI [1].
(2) Vgl. A. KAWAGUCHI und H. HOMBU [1], S. 28.
(3) Vgl. A. KAWAGUCHI und H. HOMBU [1], S. 30.
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in den Ver\"anderlwhen $x^{i}x^{(1h},$
$\ldots$ , $x^{\{M)i}$ stch unter der Koordinaten-

transformation une et,$n$ relativer Tensor verandern, dann transformieren

(10.6) $D^{H}\ldots:(\mathfrak{P})X^{i}\equiv\sum_{\lambda-0}^{H}\left(\begin{array}{l}M-H+\lambda\\\lambda\end{array}\right)\{P.;:_{M-H+\lambda.i}d(X^{i(\lambda)})$

$+P..;_{\mu i(M-H+\lambda)j}X^{j(\lambda)}dx^{\langle\mu)i}\}$

$\dot{\mathfrak{N}}ch$ f\"ur jeden Wert von $H=0,1,$ $\ldots$ , $M-1$ genau so $w\prime ie\mathfrak{P}:$ , wobei
$X^{i}$ einen $kontravar\dot{\eta}anten$ Vektor angeben.

Zusatz. Wenn die PFAFFschen Ausdr\"ucke

$\mathfrak{P}^{i}=dx^{(M)i}+P_{aj}^{i}dx^{(\alpha)j}$ $(a=0,1, \ldots , M-1)$

sich unter der Koordinatentransformation wie ein $reht\dot{w}$er Vektor
ver\"andern, dann geben uns

(10.7) $D_{j}^{i}(\mathfrak{P})X^{j}0.=M(dX^{i}+P_{\alpha j(M)k}^{i}X^{k}dx^{(\alpha)_{J}})$

eine kovariante $Differentr\dot{n}$tion $f\dot{u}r$ einen Vektor $X^{i}$ .

\S 11. Einige S\"atze \"uber Extensoren h\"oherer Stufe.

44. Es sei $V^{\alpha i}$ bzw. $W^{\beta j}$ irgendein exkontravarianter Extensor
erster Stufe, dessen Grad $G_{1}$ bzw. $G_{2}$ ist, dann definiert $V^{\alpha_{i}}W^{Pi}$ einen
exkontravarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad $G_{1}$ in bezug
auf $a$ und $G_{2}$ auf $\beta$ . Satz 5 lehrt uns hierbei, dass die Gr\"ossen
V $\alpha iW^{\prime}8j$ $(a=0,1, \ldots K_{1} ; \beta=0,1, \ldots , K_{2})$ einen exkontravarianten
Extensor zweiter Stufe vom Grad $K_{1}$ bzw. $K_{2}$ in bezug auf $a$ bzw.
$\beta$ bilden. Andererseits transformieren sich die Bestimmungszahlen
$T^{\alpha i\beta j}$ jedes exkontravarianten Extensors zweiter Stufe vom Grad $G_{1}$

bzw. $G_{2}$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$ bei jeder Koordinatentransformation
gerade ebenso wie $V^{\alpha i}W^{\beta j}$ . Somit m\"ussen die Gr\"ossen $T^{\alpha i_{1}^{q}j}(a=0,1$ ,... , $K_{1}$ ; $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $K_{2}$) die Bestimmungszahlen eines exkontra-
varianten Extensors zweiter Stufe vom Grad $K_{1}$ bzw. $K_{2}$ in bezug
auf $a$ bzw. $\beta$ bauen.

Analog definieren nach Satz 6 die Gr\"ossen $(^{G_{1}-K_{1}+a}a)(G_{2}-K_{2}+\beta)$

$xT_{G_{1}-K_{1}+\alpha,i}G_{2}-K_{2}+\beta,j^{(a=0}’ 1,$ $\ldots$
$K_{1}$ ; $\beta=0,1,$ $\ldots$

$K_{2}$)
$einen\beta$ ex-

kovarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad $K_{1}$ bzw. $K_{2}$ in bezug
auf $a$ bzw. $\beta$ , wenn die Gr\"ossen $T_{\alpha i\beta j}$ die Bestimmungszahlen eines
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beliebigen exkovarianten Extensors zweiter Stufe vom Grad $G_{1}$ bzw.
$G_{2}$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$ sind.

Verallgemeinernd diesen Gedankengang, k\"onnen wir schliessen
Satz $36^{-}$ Die $Gr\dot{o}$ssen $T^{\alpha_{1}i_{1}\alpha_{2}\dot{u}..\cdot.\cdot.\alpha_{r}i_{r}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\epsilon}j_{s}$ seien die $Be\Re immungs-$

zahlen eines Extensors $(r+s)$-ter $St?ffe$ mit $rex$kontra- und $s$ exkovari-
anten Indizes, dessen Grad beziehungswets$eG_{p}$ oder $G_{q}^{\prime}$ in bezug auf $a_{p}$

oder $\beta_{q}\dot{r}st$ . Dann bestimmen die Grossen

(11.1) $(\prod_{q=1}^{s}(G_{q}-K_{q})!)^{-1}\mathfrak{B}_{[G_{q}-K]\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\theta}j_{s}}^{[0]}\tau^{\alpha_{1}i_{1}}\cdot.$: :
$q$

$\equiv\prod_{q-1}^{s}(^{G_{q}-K_{q}+\beta_{q}}\beta_{q})T^{x_{1}i_{1}\cdot.}$ : : $.$ .

$(a_{p}=0,1, e\cdot. , K_{p} ; \beta_{q}=0,1, \ldots , K_{q}^{\prime})$

auch einen Extensor derselben $Art^{\langle 1)}$ , dessen Grad beziehungswebse $K_{p}$

oder $K_{q}^{\prime}$ ,in bezug auf $a_{p}$ oder $\beta_{q}$ ist.

45. Auf ganz dieselbe Weise liefern Satz 7 und Satz 8 ohne
Schwierigkeit

Satz 37. Die Grossen $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha_{r}i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$ seien die Bestimmungs-

zahlen eines Extensors $(r+s)$-ter Stufe mit $r$ exkontra- und $s$ exkovari-
anten Indizes, dessen Grad beziehungsweise $G_{\chi)}$ oder $G_{q}^{\prime}$ in bezug auf
$a_{p}$ oder $\beta_{q}o\dot{e}t$ . Wenn fur jedes $p$ oder $q$ die Bestimmungszahlen
$T^{\alpha_{1}i_{1}..\cdot.\cdot.\alpha_{r}i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$ fir $a_{p}=0,1,$

$\ldots,$
$G_{p}-K_{p}-1$ oder $\beta_{q}=K_{q}^{\prime}+1,$

$\ldots,$
$G_{q}^{\prime}$

alle verschwindend sznd, dann definieren die Grossen

(11.2) $p=1I^{r}T\left(\begin{array}{l}G_{p}-K_{p}+a_{p}\\a_{p}\end{array}\right)T^{G_{1}-K_{1}+\alpha_{1},i_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,G_{r}-K_{r}+\alpha_{r},\dot{y}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$

$(a_{p}=0,1, \ldots , K_{p} ; \beta_{q}=0,1, \ldots , K_{q}^{\prime})$

einen Extensor derselben Art, dessen Grad $beziehungswe\dot{r}seK_{p}$ oder
$K_{q}^{\prime}$ in bezug auf $a_{p}$ oder $\beta_{q}\dot{?}st$ .

Wegen des letzten Satzes kann man unmittelbar behaupten

Satz 38. Es setien zwei Extensoren derselben Art

$T..;\cdot\cdots\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{8}$ und $\overline{T}^{\alpha_{1}i}$.‘... $\alpha_{r}i_{r\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}$ ,

(1) Zwei Extensoren heissen von derselben Art, wenn sie beide von derselben
Stufe sind und auch gleiche Zahlen von exkontra- und exkovarianten Indizes
besitzen.
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deren Grade $(G_{p}, G_{q}^{\prime})$ in bezug auf jede entspreehenden Indizes immer
gletieh sind, und f\"ur iedes $p$ oder $q$ stets

$\tau^{\alpha_{1}i_{1}}\cdot.::_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}}^{\alpha_{r}i_{r}}=\overline{\tau}..:\cdots\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}$

f\"ur $a_{p}=0,1,$ $\ldots$ , $G_{p}-K_{p}-1$ oder $\beta_{q}=K_{q}^{\prime}+1,$ $K_{q}^{\prime}+2,$
$\ldots$ , $G_{q}^{\prime}$ ,

dann formen die Grossen

(11.3) $\prod_{p=1}^{r}\left(\begin{array}{l}G_{p}-K_{p}+a_{p}\\a_{p}\end{array}\right)\{T^{G_{1}-K_{1}+\alpha_{1},i_{1},}$ : $\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$

$-\overline{T}^{G_{1}-K_{1}+\alpha_{1},i_{1\prime..\cdot;},G_{r}-K_{r}+\alpha_{r},i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}\}$

ecnen Extenso7 derselben Art vom Grad $K_{p}$ oder $K_{q}^{\prime}$ in bezug $ au\beta$ die
Indizes $a_{p}$ oder $\beta_{q}$ beziehungswetse.

Insbesondere braucht man vielmals
Zusatz 1. Von den Bestimmungszahlen von zwei exkontravarianten

($bzw$ . gemtschten) Extensoren $T^{\alpha i\cap j}$ und $-2^{\tau\alpha i\beta j}$ ($bzw.$ $T_{\alpha i}^{\beta j}$ und $\overline{\tau}_{\alpha}:\beta j$)
zweiter Stufe von denselben Graden $G_{1}$ und $G_{2}$ seie$n$ die entsprechenden
f\"ur $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $G_{2}-K-1aue$ gleich, dann bilden die Grossen

(11.4) $\left(\begin{array}{ll}G_{2}-K+ & \beta\\\beta & \end{array}\right)\{T^{\alpha i,G_{2}-K+\beta,j}-\overline{T}^{\alpha i,G_{2}-K+\beta,j}\}$

$(bzw$ . $\left(\begin{array}{ll}G_{2}-K+ & \beta\\\beta & \end{array}\right)\{T_{\alpha i}^{G_{2}-K+\beta,j..G_{2}-K+\beta,j}-\overline{T}_{\alpha i}\})$

$(a=0,1, \ldots , G_{1} ; \beta=0,1, \ldots , K)$

rinen Extensor derselben Art vom Grad $G_{1}bzw$ . $K$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ .
Zusatz 2. Wenn die Bestimmungszahlen von zwei exkovarinnten

($bzw$ . gemischten) Extensoren $T_{\alpha i_{1}^{q}j}$ und $\overline{T}_{\alpha i\beta j}$ ($bzw$ . $T_{\beta j}^{\alpha i}$ und $\overline{T}_{\beta j}^{\alpha i}$)
zweiter Stufe von denselben Graden $G_{1}$ und $G_{2}f\ddot{u}r\beta-=K+1,$ $K+2,$ $\ldots$ ,
$G_{2}aue$ gleic$h$ sind, so formen die Grossen $T_{\alpha i\beta j}-T_{\alpha i\beta j}(bzw. T_{\beta j}^{\alpha_{i}}-\overline{T}^{\alpha}.p_{\dot{f}})$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G_{1}bzw$ . $K$ in bezug $ au\beta$ a $bzw$ . $\beta$ .
46. Wir betrachten nun z.B. einen exkontravarianten Extensor

$T^{\alpha iR;}$ zweiter Stufe vom Grad $G_{1}$ bzw. $G_{2}$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$.
Bei jeder Koordinatentransformation transformieren sich die Bestim-
mungszahlen des Extensors so, dass

(11.5) $T^{\alpha a_{\theta b}}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{9x^{(\lambda}\mu}\frac{8\overline{x}^{(\beta)b}}{8x^{\langle\mu)j}}T^{\lambda i\mu j}$ ,
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daraus folgt

(11.6) $T^{\alpha+La\beta b}=\frac{a_{\overline{x}^{t^{\alpha+1)a}}}}{8x^{(\lambda)i}}\frac{8\overline{x}^{(\beta)b}}{\partial x^{(\mu)j}}T^{\lambda i\mu j}$

$=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}(\lambda a\ddagger_{1}^{1})(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha-\lambda)}\frac{8\overline{x}^{(\beta)b}}{ax^{t^{\mu)j}}}T^{\lambda+1.i\mu j}+(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\alpha+1)}\frac{a_{\overline{x}^{(\beta)b}}}{\partial x^{(\mu)j}}T^{0i\mu j}$

$=\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}8\overline{x}^{(\beta)b}}{8x^{(\lambda)i}8x^{1^{\mu}b}}T^{\lambda+1.:\mu j}+\sum_{\lambda-0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x})^{(\alpha-\lambda+1)}\frac{8\overline{x}^{(_{t})b}}{8x^{(\mu)j}}T^{\lambda i\mu j}$ .
Andererseits erh\"alt man, differenzierend die beiden Seiten von (11.5)
nach $t$

(11.7) $T^{\alpha a\beta b(1)}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\lambda)i}}\frac{8\overline{x}^{(\beta)b}}{8x^{(\mu)j}}T^{\lambda i\mu j(1)}$

$+\geq_{-0}^{\neg}\alpha\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\infty-\lambda+1)}\frac{a_{\overline{x}^{(\beta)b}}}{9x^{\langle b)j}}T^{\lambda i\mu j}$

$+\sum_{\mu\approx 0}^{\beta}\left(\begin{array}{l}\beta\\\mu\end{array}\right)\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{9x^{(\lambda):}}(\frac{9\overline{x}^{b}}{\partial x^{\dot{9}}})^{(b-\mu+1)}T^{\lambda i\mu j}$ .

Subtrahierend (11.7) von (11.6) und nach einigen Rechnungen, be-
kommt man

(11.8) $T^{\alpha+1.a\beta b}-T^{\alpha aPb11)}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{9x^{(\lambda)i}}\frac{9\overline{x}^{(\beta)b}}{8x^{\langle\mu)j}}(T^{\lambda+1.i\mu j}-T^{\lambda:\mu j(1)})$

$-\sum_{\mu=0}^{\beta}\left(\begin{array}{l}\beta\\\mu\end{array}\right)\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{9x^{(\lambda)i}}(\frac{8\overline{x}^{b}}{9x^{j}})^{(\beta-\mu+1)}\tau^{\lambda}:\mu j$

$=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\lambda)i}}\{\frac{8\overline{x}^{(\beta\$ 1)b}}{a_{x^{(\mu+1)j}}}(T^{\lambda+1.i\mu\dot{g}}-T^{\lambda i\mu\dot{g}(1)})-(\frac{8\overline{x}^{b}}{a_{X^{j}}})^{t\mathfrak{n}+1)}\tau^{\lambda i0j}\}$

$-\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{\beta-1}\left(\begin{array}{l}\beta\\\mu+1\end{array}\right)\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{ax^{(\lambda)i}}(\frac{8\overline{x}^{b}}{8x^{i}})^{\{\beta-\mu)}(T^{\lambda:.\mu+1.j}+T^{\lambda+1.:\mu j}-T^{\lambda i\mu j(1)})$ ,

das sich gestaltet:

(11.9) $*T^{\alpha a\beta+1\cdot b}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{ax^{\langle\lambda)i}}\frac{8\overline{x}^{(\theta+1)b}}{8x^{\langle\mu)j}}*T^{\lambda i^{\mu j}}$

$-\sum_{\mu=0}^{\beta-1}\left(\begin{array}{ll} & \beta\\\mu & +1\end{array}\right)\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}}{8x^{(\lambda)i}}(\frac{9\overline{x}^{b}}{\partial x^{j}})^{(\beta-\mu)}t^{*}T^{\lambda i\mu+1j}+T^{\lambda i^{\mu\}}1\cdot\dot{J}})$ ,

setzend
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$*\tau^{\alpha i\iota+1^{j}}\cdot=T^{\alpha+1:\beta j}-T^{\alpha:\beta j(1)}$ $(\beta=0, 1, G_{l})$ ,
(11.10)

$*\tau^{\alpha_{l}\Psi}=-\tau^{\alpha_{l}\psi}$ .
Die Transformationsgleichungen (11.9) zeigt uns die Richtigkeit des
folgenden Satzes.

Satz 39. Die Gr\"ossen $*\tau^{\alpha i\beta j}$ in (11.10) fiir einen Extensor $T^{ai\beta\dot{g}}$

zweiter Stufe vom Grad $G_{1}bzw$ . $G_{2}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ formen einen
$exkont\gamma ava7\dot{\eta a}nten$ Extensor zweiter Stufe vom Grad $G_{1}-1bzw$ . $G_{2}+1$

in bezug $a\{\{f$ a $bzw$ . $\beta$, wenn uncl nur wenn

(11.11) $*\tau^{\alpha:.\beta+1.j}+T^{ai.\beta+1.j}=0$

fttr $a=0,1,$ $\ldots$ , $G_{1}-1$ und $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $G_{2}-1$ $bestehen^{(1)}$ .
47. Die letzten Gleichungen (11.11) liefem verm\"oge (11.10)

(11.12) $T^{\alpha i.\beta+1.j}=T^{\alpha:\beta j(1)}-T^{\alpha+1.i\beta\dot{g}}$ ,

die wir als die Rekursionsformeln f\"ur $T^{\alpha i.\beta+1.j}$ bez\"uglich $\beta$ ansehen
d\"urfen, dann ergeben sich nach (11.12) die Beziehungen

(11.13) $T^{\alpha i\beta\dot{g}}=\sum_{\lambda=0}^{p}(-1)^{\beta-\lambda}\left(\begin{array}{l}\beta\\\lambda\end{array}\right)T^{\alpha+\beta-\lambda.:\omega(\lambda)}$ .

Somit kann man ohne weiteres behaupten

Satz 40. Es seien $T^{\alpha_{\tau\dot{g}}}$ die Bestimmungszahlen eines Extensors, der
in bezug auf az exkontravarinnt vom Grad $G$ und auf $j$ kontravartant
ist. Dann formn die Grossen

(11.14) $T^{\alpha i\beta j}=\sum_{\lambda-0}^{\beta}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\beta\\\lambda\end{array}\right)T^{\alpha+\lambda_{\ddot{W}}(\beta-\lambda)}$

einen exkontravartUnten Extensor zweiter Stufe vom Grad $G-G^{\prime}bzw$.
$G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ , wobei $G^{\prime}$ ein $e$ beliebige positw $e$ ganze Zahl
sein hann.

48. Satz 39 und Satz 40 werden ohne Schwierigkeit folgender-
massen verallgemeinert:

Satz 41. Wenn ein exkontravarianter Extensor $T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{m}i_{n}\beta j}$

(1) Diese Beziehungen bleiben bei jeder Koordinatentransformation unver-
andert, da $*\tau\alpha i_{1}3\dot{g}-T^{li\beta j}$ die Bestimmungszahlen eines Extensors sein sollen, wie
wir nachher wegen Satz 51 ersehen werden. Vgl. (12. la).
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$(m+1)$-ter Stufe vom Grad $G_{p}bzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf $a_{p}bzw$ . $\beta$ gegeben
$id$ , so bilden die Grossen

$*\tau^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}\dot{\eta}_{n}\beta j}=T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m},\beta-1,j(1)}$

(11.15) - $\sum_{1p=}^{m}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{p-1}i_{p-1},\alpha_{P}+1,i_{p}\alpha_{p+1}\dot{\varphi}_{1}\cdots\alpha_{m}\dot{\eta}_{n},\beta-1,j}$

fir $\beta=1,2,$ $\ldots$ , $G^{\prime}+1$ ,
$*\tau^{x_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}0j}=T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}0j}$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G_{p}-1bzw$ . $G^{\prime}+1$ ,in bezug auf
$a_{p}bzw$ . $\beta$ , wenn und nur wenn die Relationen

(11.16) $*\tau^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m},\beta+1,j}=T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m},\beta+1,j}$

fir $a_{p}=0,1,$ $\ldots$ , $G_{p}-1$ und $\beta=0,1\ldots$ , $G^{\prime}$ immer bestehen.

Satz 42. $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}j}$ seien die $Best^{J}\dot{\iota}mmungszahlen$ eines Extensors,
der beziehungsweise $r_{\text{ノ}}n$ bezug auf $a_{p}i_{p}$ exkontravarqnnt vom Grad $G_{p}$ und
auf $j$ kontravarinnt ist, dann formen die Grossen

(11.17) $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}=2^{\beta}\lambda\Leftarrow\urcorner\lrcorner 0(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\beta\\\lambda\end{array}\right)\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\frac{\lambda!}{\lambda_{1}!\lambda_{2}!\ldots\lambda_{m}!}$

$xT^{\alpha_{1}+)_{1}i_{1},\alpha_{2}+)_{2}i_{2},\ldots,\alpha_{m}+)_{m},i_{m}j(\beta-\lambda)}$

etinen exkontravarinnten Extensor $(m+1)$-ter Stufe vom Grad $G_{p}-G^{\prime}$

$bzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf $a_{p}bzw$ . $\beta$ , wobei wir $e\prime i\psi achheitshalber$ setzen:

$\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}=\sum_{\lambda_{1}=0}^{\lambda}\sum_{\lambda_{2}=0}^{\lambda-\lambda_{1}\lambda}\sum_{\lambda_{3}=0}^{-\lambda_{1}-\lambda_{2}\lambda-\lambda_{1}-}\sum_{\lambda_{m-1}=0}-\lambda_{m-2}$ $\lambda_{1}+\lambda_{2}+\cdots+\lambda_{m}=\lambda,$ $0$ $!=1$ ,

und $G^{\prime}\sigma ine$ behebige $posit\dot{w}e$ ganze Zahl bedeutet.
Es ist nicht so schwer den letzten Satz zu beweisen, in der Tat

k\"onnen wir nach einigen Rechnungen verifizieren, dass (11.17) die
Beziehungen (11.16) erf\"ullen.

Bemerkung. Die Ordnung des Extensors $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}$ ist $M+G^{\prime}$ ,
wenn diejenige des Extensors $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}j}M$ ist.

49. Analog erhalten wir die folgenden Satze f\"ur einen exko-
varianten Extensor.

Satz 43. Die Grbssen
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$*\tau_{\alpha i\beta j}=\frac{1}{G^{\prime}-\beta+1}\{(a+1)T_{\alpha+\iota\ddot{\dot{m}}^{(1)}}-(G-a)T_{\alpha i\uparrow/}\}$

(11.18) fur $\beta=0_{t}\iota,$ $\ldots$ , $G^{\prime}$

$=\underline{a+1}T_{\alpha+1iG^{\prime}j}$ fur $\beta=G^{\prime}+1$

$G^{\prime}+1$

fur einen exkovarinnten Extensor $ T_{\alpha i\beta j}zweite\gamma$ Stufe vom Grad $Gbzw$ .
$G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ formen einen exkovarinnten Extensor zweiter
Stufe vom Grad $G-1bzw$ . $G^{\prime}+1$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$, wenn und
nur wenn

(11.19) $*\tau_{\alpha i\beta j}=\frac{a+1}{\beta}T_{\alpha+1\cdot|.\beta-1j}$

$f\dot{u}ra=0,1,$ $\ldots$ , $G-1$ und $\beta=1,2,$ $\ldots,$
$G^{\prime}$ bestehen $\cdot$

$Bewe\dot{?}s$ . Aus den Transformationsgleichungen des Extensors

(11.20) $T_{\alpha i\beta j}=\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{9x^{(\alpha)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{9x^{(\beta)j}}T_{\lambda a\mu b}$ ,

ergibt sich, durch Differenzierung nach dem Parameter $t$ , wegen (2.5)

$(a+1)T_{\alpha+1.i\beta j}^{(1)}$
.

$=(a+1)\frac{\partial\overline{x}^{(\lambda+1)a}}{\partial x^{(\alpha+1)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{\langle\beta)j}}T_{\lambda+1a\mu b}^{(1)}$

$+(a+1)\{\sum_{\lambda=\alpha+1}^{G}\left(\begin{array}{l}\lambda\\ a+1\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{\{\lambda-\alpha)}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{()j}1}$

$+\sum_{\mu=\beta}^{G^{\prime}}\frac{8\overline{x}^{\langle\lambda)a}}{\partial x^{(\alpha+1)i}}(\mu\beta)(\frac{\partial\overline{x}^{b}}{8x^{\dot{f}}})^{(\mu-\beta+1)}\}T_{\lambda a\mu b}$

$=\sum_{\lambda=\alpha}^{G-1}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{\partial x^{(\alpha\}i}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}(\lambda+1)T_{\lambda+1.a\mu b}^{(1)}+\sum_{\lambda=\alpha}^{G}\frac{8\overline{x}^{\langle\lambda)a}}{8x^{\langle\alpha)i}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{\partial x^{(\triangleright)j}}(\lambda-a)T_{\lambda a\mu b}$

$+\sum_{=\lambda\alpha}^{G-1}\sum_{\mu-\beta+1}^{G^{\prime}+1}\frac{\partial\overline{x}^{(\lambda)a}}{\partial x^{(\alpha)i}}\left(\begin{array}{l}\mu^{-l}\\\beta\end{array}\right)(\frac{\partial\overline{x}^{b}}{8x^{j}})^{(\mu-\theta)}(\lambda+1)T_{\lambda+1\cdot a\mu-1b}$

$=\sum_{\lambda-\alpha}^{G-1}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{\partial x^{(\alpha)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\{)j}}\{(\lambda+1)T_{\lambda+1.a\mu b}^{(1)}-(G-\lambda)T_{\lambda a\mu b}\}$

$+\sum_{\lambda\approx\alpha}^{G}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}8\overline{x}^{\langle\mu)b}}{8x^{(\alpha)}:6x^{(p)j}}(G-a)T_{\lambda a\mu b}$

$+\sum_{\lambda=\alpha}^{G-1}\sum_{\mu=\beta+1}^{G^{\prime}+1}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{\langle\alpha)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{\partial x^{(\beta)j}}(\lambda+1)\frac{\mu^{-\beta}}{\mu}T_{\lambda+1.a\cdot\mu-1.b}$ .
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Deshalb erhalt man nach (11.18), (11.19) und (11.20)

$*\tau_{\alpha i\beta j}=\frac{1}{G^{\prime}-\beta+1}\{\sum_{\mu\approx\beta}^{G^{\prime}}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha)i}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{\partial x^{(\beta)j}}(G^{\prime}-\mu+1)^{*}T_{\lambda a\mu b}$

$+G\sum_{\mu\rightarrow\beta_{T}1}^{\prime}+1\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha)|}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}(\mu-\beta)^{*}\tau_{\lambda a\mu b}\}$

$=\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha)i}}\frac{9\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}*T_{\lambda a\mu b}$ . W. $z$ . $b$ . $z$ .
Ausgehend von (11.19) oder

(11.21) $(a+1)T_{\alpha+1.:.\beta-1^{j}}.=\frac{\beta}{G’-\beta+1}\{(a+1)T_{\alpha+1.i\beta j}^{(1)}-(G-a)T_{\alpha i9j}\}$

als die Rekursionsformeln f\"ur $T_{\alpha:u}$ bez\"uglich $\beta$ und setzend $T_{\alpha\ddot{v}}$ an
Stelle von $T_{\alpha iG^{\prime}\dot{g}}$ , bekommt man

Satz 44. Es seien $T_{\alpha i\dot{g}}$ die Bestimmungszahlen eines Extensors, der
in bezug auf $aiexkovar\dot{r}ant$ vom Grad $G$ und auf $j$ kovariant ist. Dann
formen die Grossen

(11.22) $T_{\alpha:\beta j}=\left(\begin{array}{l}a+\beta\\ a\end{array}\right)\sum_{\lambda-0}^{G^{\prime}-\beta}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\prime a+G-\lambda\\ a+\beta\end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda\\\lambda\end{array}\right)T_{\alpha+\dot{G}^{\prime}-\lambda.\ddot{v}}(G^{\prime}-\beta-\lambda)$

einen exkovarinnten Extensor zweiter Stufe vom Grad $G-G^{\prime}bzw$ . $G$’

in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ , wobei $G^{\prime}$ eine behebige posztw $e$ ganze Zahl sei,$n$
kann.

$Bewe\dot{r}s$ . Setzen wir die Gr\"ossen. (11.22) in die rechte Seite von
(11.21) ein, wobei $G$ in (11.21) durch $G-G^{\prime}$ ersetzt sein soll, dann
wird die rechte Seite von (11.21)

$\frac{\beta}{G^{\prime}-\beta+1}\{(a+1)(\frac{a+\beta+1}{a+1})\sum_{\lambda=0}^{G^{\prime}-\beta}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{lll}a & +1+ & G^{\prime}-\lambda\\ & a+\beta & +1\end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda-1\\\lambda\end{array}\right)T_{\alpha+1+G^{\prime}-\lambda.u^{(G^{\prime}-\lambda+1-\beta)}}$

$-(G-G^{\prime}-a)\left(\begin{array}{l}a+\beta\\ a\end{array}\right)\sum_{\lambda=0}^{G^{\prime}-\beta}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}a+G^{\prime} & -\lambda\\ a+\beta & \end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}G-a-G^{\prime}+\lambda\\\lambda\end{array}\right)T_{\alpha+G^{;}-\lambda.\ddot{v}}(G^{\prime}-\beta-\lambda)\}$
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$=\frac{\beta}{G^{\prime}-\beta+1}\left(\begin{array}{l}a+\beta\\ a\end{array}\right)\sum_{\lambda=0}^{G^{\prime}-\beta+1}(-1)^{\lambda}\{(a+\beta+1)\left(\begin{array}{lll}a+G^{\prime}- & \lambda & +1\\+a+\beta l & & \end{array}\right)$

$\times\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda-1\\\lambda\end{array}\right)+(G-G^{\prime}-a)\left(\begin{array}{ll}a+G^{\prime}-\lambda & +l\\a+\beta & \end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}G-a-G^{\prime}+\lambda-1\\\lambda-1\end{array}\right)\}T_{\alpha+G^{\prime}-\lambda+1i^{\dot{g}}}(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)$

$=(a+1)(aa\ddagger^{\beta}1)\sum_{\lambda=0}^{G^{\prime}-\beta+1}(-1)^{\lambda}\left(\begin{array}{ll}a+G^{\prime}-\lambda & +1\\a+\beta & \end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda-1\\\lambda\end{array}\right)T_{\alpha+G^{\prime}-\lambda^{A}1\cdot\ddot{v}}(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)$

$=(a+1)T_{\alpha+1\cdot i\cdot\beta-1j}$ ,
da
$(a+\beta+1)\left(\begin{array}{lll}a+G^{\prime}- & \lambda & +1\\+a+\beta 1 & & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda-1\\\lambda\end{array}\right)$

$+(G-G^{\prime}-a)\left(\begin{array}{ll}a+G^{\prime}-\lambda & +1\\a+\beta & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda-1\\\lambda-1\end{array}\right)$

$=\frac{(a+G^{\prime}-\lambda+1)!(G-G^{\prime}-a+\lambda+1)!}{\lambda!(a+\beta)!(G’-\beta-\lambda)!(G-G’-a-1)!}$

$+\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda-1)!(a+\beta)!(G’-\beta-\lambda+1)!(G-G’-a-1)!(a+G^{\prime}-\lambda+1)!(G-G^{\prime}-a+\lambda-1)!$

$=\frac{(a+G^{\prime}-\lambda+1)!}{\lambda!(a+\beta)!}\frac{(G-G^{\prime}-a+\lambda-1)!}{(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)!(G-G^{\prime}-a-1)!}(\lambda+G^{\prime}-\beta-\lambda+1)$

$=\left(\begin{array}{lll}a+G^{\prime}- & \lambda & +1\\a+\beta & & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-a+\lambda-1\\\lambda\end{array}\right)(G^{\prime}-\beta+1)$ .
D.h. die Gr\"ossen (11.22) erf\"ullen die Beziehungen (11.21). Andererseits
k\"onnen wir die Invarianzeigenschaft der Beziehungen (11.21) fiir jede
Koordinatentransformation ersehen, daraus erkennen wir ohne
weiteres die Richtigkeit der Behauptung des Satzes.

50. Entsprechend Satz 41 und Satz 42, bestehen die folgenden
S\"atze als die Verallgemeinerungen von Satz 43 und Satz 44:

Satz 45. Wenn ein $exkovar\dot{r}a$nter Extensor $\tau_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}(m+1)-$

ter Stufe vom Grad $G_{p}bzw$ . $G^{\prime}$ in bezug aorf $a_{p}bzw$ . $\beta$ gegeben ist, $so$

bilden die Grossen

(1) Der Beweis der Invarianzeigenschaft der $BezIehungen$ (11.21) f\"ur jede
Koordinatentransformation folgt nach Satz 51 unmittelbar.
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(11.23) $*T_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}=\frac{1}{G’-\beta+1}\prod_{p=1}^{m}(a_{p}+1)\{T_{\alpha_{1}+1,i_{1},\ldots,\alpha_{m}+1,i_{m}\beta j}(1)$

- $\sum_{q-1}^{m}\frac{G_{q}-a_{q}}{a_{q}+1}T_{\alpha_{1}+1,i_{1},\ldots,\alpha_{q-1}+1,i\alpha i,\alpha_{q+1}+1,i_{q+1},\ldots,\alpha_{m}+1,i_{m}\beta j}\}$

$f\iota ir$ $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $G^{\prime}$

$=\frac{1}{G^{\prime}+1}\prod_{p-1}^{m}(a_{p}+1)T_{\alpha_{1}-\vdash 1,i_{1},\ldots,\alpha_{m}+1,i_{m}G^{J}j}$ f\"ur $\beta=G^{\prime}+1$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G_{p}-1bzw$ . $G^{\prime}+1$ in bezug auf
$a_{p}bzw$ . $\beta$, wenn und nur wenn die Relationen

(11.24) $*\tau_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}=\frac{1}{\beta}\prod_{p-1}^{m}(a_{p}+1)T_{\alpha_{1}+1,i_{1},\ldots,\alpha_{m}+1,i_{m},\beta-1,j}$

f\"ur $a_{p}=0,1,$ $\ldots$ , $G_{p}-1$ und $\beta=1,2,$ $\ldots$ , $G^{\prime}$ immer bestehen.
Der Beweis dieses Satzes ist zu demselben von Satz 43 ganz

analog.
Satz 46. $\tau_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}j}$ seien die Bestimmungszahlen eines Extensors,

der $beziehungswe\dot{r}se$ in bezug auf $a_{p}i_{p}$ exkovariant vom $G\gamma adG_{p}$ und
auf $j$ kovariant ist, dann formen die Grossen

(11.25) $T_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}=\sum_{\lambda-0}^{G^{\prime}-\beta}\frac{(-1)^{\lambda}}{\beta!(G-\beta-\lambda)!}$

$x\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\prod_{p\approx 1}^{m}\{\left(\begin{array}{ll}G_{p}-G^{\prime}-a_{p} & +\lambda_{p}\\\lambda_{p} & \end{array}\right)\frac{(a_{p}+G^{\prime}-\lambda_{p})!}{a_{p}!}\}$

$\times T_{\alpha_{1}+G^{\prime}-\lambda_{1},i_{1},\ldots,\alpha_{m+\dot{G}^{\prime}-)_{m}i_{m}j^{(G^{\prime}-\beta-\lambda)}}}.\cdot$

einen exkovariCtnten Extensor $(m+1)$-ter Stufe vom Grad $G_{p}-G^{\prime}bzw$ .
$G^{\prime}$ in bezug auf $a_{p}bzw$ . $\beta$ , wobei $G^{\prime}$ ein $e$ belielyige positive ganze Zahl
bedeutet.

Beweis. Erstens wollen $wIr$ ersehen, ob die Gr\"ossen (11.25) die
Beziehungen (11.24) erf\"ullen oder nicht ? Wegen (11.23) ergibt sich
nach einiger Rechnung, setzend $G_{q}-G^{\prime}$ an Stelle von $G_{q}$ ,

$*\tau_{\alpha_{1}i_{1}\ldots*i_{m}\beta j}$

$=\frac{1}{G^{\prime}-\beta+1}ITp=1m(a_{p}+1)[\sum_{\lambda-0}^{G^{\prime}-\beta}\frac{(-1)^{\lambda}}{\beta!(G^{\prime}-\beta-\lambda)!}$
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$x\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\prod_{p=1}^{m}\{\left(\begin{array}{l}G_{p}-G^{\prime}-a_{p}+\lambda_{p}-1\\\lambda_{p}\end{array}\right)\frac{(a_{p}+G^{\prime}-\lambda_{p}+1)!}{(a_{p}+1)!}\}$

$\times T_{\alpha_{1}+1+\dot{G}^{\prime}-\lambda_{1},\dot{i}_{1},\ldots,\alpha_{m}+1+\dot{G}^{\prime}-\lambda_{m},\dot{i}_{m}\dot{j}}(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)$

-
$\sum_{q-1}^{m}\frac{G_{q}-G^{\prime}-a_{q}}{a_{q}+1}\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{G^{\prime}-\beta}\frac{(-1)^{\mu}}{\beta!(G’-\beta-\mu)!}\frac{a_{q}+1}{G_{q}-G’-a_{q}}$

$x\sum_{(\}\iota_{p})}^{\mu}\prod_{p-1}^{m}\{\left(\begin{array}{ll}G_{p}-G^{\prime}-a_{p}+\mu_{p} & -1\\\mu_{p} & \end{array}\right)\frac{(a_{p}+G^{\prime}-\mu_{p}+1)!}{(a_{p}+1)!}I\frac{G_{q}-G^{\prime}-a_{q}+\mu_{q}}{a_{q}+G^{\prime}-\mu_{q}+1}$

$xT_{\alpha_{1}^{l}+1,\dot{i}_{1}},$

$\ldots$
$\alpha_{\acute{q}-1}+1,$ $i_{\dot{q}-1}\alpha_{q}^{\prime}i_{q}\alpha_{\acute{q}1}\{-+1,$ $i_{\dot{q}+1},$

$\ldots,$
$\alpha_{m}+1,$

$i_{m}\prime j^{(G^{\prime}-\beta-\mu)}]$

(wobei $a_{1}^{\prime}\equiv a_{r}+G^{\prime}-\mu_{r}$)

$=\frac{1}{G^{\prime}-\beta+1}\prod_{v^{\prime}=1}^{m}(a_{p^{\prime}}+1)\frac{1}{\beta!}[\sum_{\lambda\leftarrow 0}^{G^{r}-\beta}\frac{(-1)^{\lambda}}{(G^{\prime}-\beta-\lambda)!}$

$x\sum_{\langle\lambda_{p})}^{\lambda}\prod_{p=1}^{m}\{\left(\begin{array}{l}G_{p}-G^{\prime}-a_{p}+\lambda_{p}-1\\\lambda_{p}\end{array}\right)\frac{(a_{p}+G^{\prime}-\lambda_{p}+1)!}{(a_{p}+1)!}\}$

$+^{G^{\prime}}\overline{F}_{(\lambda_{p})}^{\beta+1}=1\frac{(-1)^{\lambda}}{(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)!}\sum_{q\approx 1}^{m}\lambda 3^{\lambda}\neg[q]\prod_{p-1}^{m}\{\left(\begin{array}{l}G_{p}-G^{\prime}-a_{p}+\lambda_{p}-1\\\lambda_{p}\end{array}\right)$

$x\frac{(a_{p}+G^{\prime}-\lambda_{p}+1)!}{(a_{p}+1)!}\}T_{\alpha_{1}+G^{\prime}-\lambda_{1}+1,\dot{i}_{1},\ldots,\alpha_{m}+G^{\prime}-\lambda_{m}+1,\dot{i}_{m}j^{(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)]}}$ ,

ndem wir $\mu_{q}=\lambda_{q}-1,$ $\mu_{p}=\lambda_{p}(p\neq q)$ und $\mu=\lambda-1$ ansetzen, wobei

$\sum^{1q]}\equiv\sum^{\lambda}\sum^{).-)_{1}-1})_{\backslash -1}.$ . $\lambda-)_{1}-\ldots-\lambda_{q-1})_{q}\sum_{=1}\lambda-)_{1}-)_{q+1}\sum_{=0}\sum_{=0}^{m-2}-)_{q}f-)_{1}\backslash -\ldots-$))
$m-1$$()_{p})$ $)_{1^{=}}0)_{2}=0$

ist. Denn es ist

$\sum_{q-1}^{m}\lambda_{q}\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}[q]=\sum_{q=\iota}^{m}\lambda_{q}\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}=\lambda\lambda F_{p}^{\lambda})$

Somit erhalt man

$*T_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}\beta j}=\frac{1}{G^{\prime}-\beta+1}I^{m_{T}}q=1(a_{q}+1)\sum_{\lambda\leftarrow 0}^{G^{\prime}-\beta+1}\frac{(-1)^{\lambda}}{\beta!(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)!}$

$x\{(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)+\lambda\}\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\prod_{p\leftarrow 1}^{m}\{\left(\begin{array}{l}G_{p}-G^{\prime}-a_{p}+\lambda_{p}-1\\\lambda_{p}\end{array}\right)$
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$x\frac{(a_{p}+G^{\prime}-\lambda_{p}+1)!}{(a_{p}+1)!}\}T_{\alpha_{1}+G^{\prime}-\lambda_{1}+1,\ddot{q},\ldots,\alpha_{m}+G^{\prime}-\lambda_{m}+1,\dot{i}_{m}j}(G^{\prime}-\beta-\lambda+1)$

$=\frac{1}{\beta}\prod_{p=1}^{m}(a_{p}+1)T_{\alpha_{1}+1,i_{1},\ldots,\alpha_{m}+1,i_{m},\beta-1,j}$ .
D.h. die Gr\"ossen (11.25) erf\"ullen wirklich die Beziehungen (11.24).
Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

51. Die analoge Beweismethode liefert uns die folgenden allge-
meinsten Sftze f\"ur die gemischten Extensoren:

Satz 47. Wenn ein gemischter Extensor $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha_{m}i_{m}....\cdot.\cdot.\cdot.\gamma k}\beta_{1}j_{1}\beta_{m},j_{m}$,
$(m+m^{\prime}+1)$-ter Stvfe, der in bezug auf $a_{p}i_{p}$ exkontravariant vom Grad
$G_{p}$ , auf $\beta_{q}j_{q}$ exkovariant vom Grad $\dot{\overline{G}}_{q}bzw$ . auf $\gamma kexkontravar\dot{r}ant$

vom Grad $G^{\prime}\dot{s}st$ , gegeben ist, $so$ inlden die Grossen

(1.1.26) $*\tau^{\alpha_{1}i_{1}}\cdot..\cdot$ : $\alpha_{m\dot{b}n}\cdot.\cdot..\cdot\cdot\gamma k\beta_{1}\dot{j}_{1}\beta_{m},j_{m}$

’

$=\prod_{q=1}^{m^{\prime}}(\beta_{q}+1)\{T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha_{m}i_{m}...\cdot.\gamma-1,k(1)}\beta_{1}+1,\dot{j}_{1},$

$..,$
$\beta_{m_{1}^{\prime}}\lrcorner.1,$ $j_{m^{\prime}}$

$-\sum_{p-1}^{m}T^{x_{1}i_{1}...\cdot.\cdot i_{p-1}.’\alpha_{p}+1,i_{p}\alpha_{p.+1}i_{p\vdash 1}}\alpha_{p,.-1}..:..$ :

$-\sum_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{\overline{G}_{q}-\beta_{q}}{\beta_{q}+1}$

$xT^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot..\alpha_{m}i_{m\cdot\cdots.\cdot.\cdot.\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\gamma-1,k}}$. $\beta_{1}+1,j_{1},,$ $\beta_{q-1}+1,$
$j_{\dot{q}-1}\beta_{q}\dot{j}_{q},$

$\beta_{q+1}+1,$ $j_{q+1},$
$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+1,$

$j_{m^{\prime}}\}$

fiir $\gamma=1,2,$ $\ldots$ , $G^{\prime}+1$ ,

$*\alpha_{1}i_{1}\alpha_{m}i_{m}....0k\beta_{1}\dot{j}_{1}.\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$=II(\beta_{q}+1)\tau^{\alpha_{1}i_{1}}:::_{\beta_{1}+1,\dot{j}_{1’\cdot\prime}\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}}^{\alpha_{m}i_{m}..0k}q\rightarrow 1m^{\prime}....\cdot.\cdot.\cdot$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G_{p}-1,\overline{G}_{q}-1bzw$ . $G^{\prime}+1$ in
bezug auf $a_{p},$ $\beta_{q}bzw$ . $\gamma$ , wenn

(11.27) $*\tau..:::_{\beta_{1}\dot{j}_{1}};.\cdot;_{\beta_{m},j_{m}}\cdot$,

$=_{q}T_{=}\Gamma(\beta_{q}+1)T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}..\ldots.\gamma+1,k}m_{1}^{\prime}...$. $\beta_{1}+1,\dot{j}_{1},.\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$

f\"ur $a_{p^{=}}0,1,$
$\ldots,$ $G_{p}-1;\beta_{q}=0.1,$ $\ldots,\overline{G}_{q}-1;\gamma=0,1,$

$\ldots,$
$G^{\prime}$

immer bestehen.
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F\"ur $m=0$ und $m^{\prime}=1$ erh\"alt man den Extensor
$*\tau_{\beta j}^{\tau k}=(\beta+1)T_{\beta+1j}^{\tau-1kt\tau-1.k}1)-(\overline{G}-\beta)T_{\dot{\beta}g}:$ ,

(11.28)
$*\tau_{\dot{\beta};}^{0k}=(\beta+1)T_{\beta}\dotplus 1\cdot j^{0k}$

’

wenn
(11.29) $*\tau_{\beta\dot{g}}^{\tau+1k}=(\beta+1)T_{\beta+1\cdot j}\tau+1,k$

f\"ur $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $\overline{G}-1$ und $\gamma=0,1,$
$\ldots$ , $G^{\prime}$ sind.

Satz 48. Wenn ein gemischter Extensor $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot...\cdot\alpha_{m}}.\dot{u}_{n}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m},\gamma k$

$(m+m^{\prime}+1)$-ter Stufe, der in bezug auf $a_{p}i_{p}$ exkontravariant vom Gnad
$G_{p}$ , auf $\beta_{q}j_{q}$ exkovariant vom Grad $\partial_{q}bzw$ . auf $\gamma k$ exkovariant vom
Grad $G^{\prime}$ ist, gegeben is $t$ , so bdden die Grossen

(11.30) $*\tau^{\alpha_{1}i_{1}}\cdot..\cdot$ : $\alpha_{m}i_{m}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m},j_{m}’\gamma k$

$=\frac{1}{G^{\prime}-\gamma+1}\prod_{r-1}^{m^{\prime}}(\beta_{r}+1)\{T....;\cdot;\beta_{1}+1,$
$j_{1},,$ $\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}\gamma k$

$-\sum_{p=1}^{m}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{p-1}i_{p-1},\alpha_{p}+1,i_{p}\alpha_{p+1}i_{p+1}};::_{\beta_{1}+1,j_{1}}^{\alpha_{m}i_{m}},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+1,$ $j_{m^{\prime}}\gamma k$

$-\sum_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{\overline{G}_{q}-\beta_{q}}{\beta_{q}+1}$

$\times T..$ ;

fur $\gamma=0,1,$
$\ldots,$

$G^{\prime}$

$=_{\frac{1}{G^{\prime}+1}1[(\beta_{q}+1)T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}}}^{m^{\prime}}q=1\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}G^{\prime}k$

fur $\gamma^{=G^{\prime}+1}$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G_{p}-1,\overline{G}_{q}-1bzw$ . $G^{\prime}+1$ in
bezug auf $a_{p},$ $\beta_{q}bzw$ . $\gamma$, wenn

(11.31) $*\tau^{\alpha_{1}i_{1}}$ ::: $\alpha_{m}i_{m\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m},\gamma k}$

$=\frac{1}{\gamma}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}(\beta_{q}+1)T..;:$ :

fiir $a_{p}=0,1,$
$\ldots,$ $G_{p}-1;\beta_{q}=0,1,$ $\ldots,\overline{G}_{q}-1;\gamma=0,1,$ $\ldots\prime G^{\prime}$

immer bestehen.
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F\"ur $m=1$ und $m^{\prime}=0$ gibt dieser Satz den Extensor

$*\tau_{rk}^{\alpha i}=\frac{1}{G^{\prime}-\gamma+1}\{T_{\tau k}^{\alpha i.\cdot\cdot(1)}-T_{\tau k}^{\alpha+1i}\}$

(11.32) f\"ur $\gamma=0,1,$ $\ldots$ , $G^{\prime}$ ,

$*\tau_{G^{\prime}+1\cdot k}^{\alpha i}=\frac{1}{G^{\prime}+1}T^{\alpha}:_{G^{\prime}k}$ ,

wenn
(11.33) $*\tau^{\alpha}:_{rk}=\frac{1}{\gamma}T_{\tau}^{\alpha i}1\cdot k$

f\"ur $a=0,1,$ $\ldots$ , $G-1$ und $\gamma=0,1,$ $\ldots.G^{\prime}$ immer bestehen.

Satz 49. $T..;;\cdots\beta_{1}\dot{j}_{1}\beta_{m\dot{lm}}$ , seien die Bestimmungszahlen $e^{r}ines$

Extensors, der beziehungsweise in bezug auf $a_{p}i_{p}$ exkontravariant vom
Grad $G_{p}$ , auf $\beta_{q}j_{q}$ exkovariant vom Grad $\overline{G}_{q}$ und auf $k$ kontravariant
ist, dann formen die Grossen

(11.34) $\tau^{\alpha_{I}i_{1}}.:.\cdot$ :

$=\sum_{p=0}^{\tau}(-1)^{P}\left(\begin{array}{l}\gamma\\\rho\end{array}\right)\rho$ ! $\sum_{(\lambda_{p})(}^{\lambda}\sum_{\mu_{q})}^{r-\lambda}(\prod_{p-1}^{m}\lambda_{p}$
] $)^{-1}$

$\times r=1IIm^{\prime}\{(G^{\prime}-\mu_{r})]\left(\begin{array}{l}\overline{G}_{r}-G^{\prime}-\beta_{r}+\mu_{\nu}\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\beta_{r}+-\mu_{r}\\\beta_{\prime}\end{array}\right)\}$

$x\tau^{\alpha_{1}}..:\cdot\cdot\beta_{1}+\dot{G}^{\prime}-t^{\iota_{1}\dot{j}_{1\prime},\beta_{m^{\prime}}+\dot{G}^{J}-\mu_{m^{\prime}},j_{m}}$

einen gemischten Extensor $(m+m^{\prime}+1)$-ter Stufe vom Grad $G_{p}-G^{\prime}$ ,
$\overline{G}_{q}-G^{\prime}bzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf $a_{p},$ $\beta_{q}bzw$ . $\gamma$ , wobei $G^{\prime}$ eine beliebige
positw $e$ ganze Zahl bedeutet.

Satz $5O$ . $\tau^{\alpha_{1}i_{1}}.:.\cdot$ : seien die Bestimmungszahlen

ecnes Extensors, der beziehungsweise in bezug auf $a_{p}i_{p}$ exkontravariant
vom Grad $G_{p}$ , auf $\beta_{q}j_{q}$ exkovariant vom Grad $\overline{G}_{q}$ und auf $k$ kovariant
ist, dann Jormen die Grbssen

(11.35) $T^{\alpha_{1}\dot{q}};;$ ;

$=\sum_{p=0}^{G^{\prime}-\tau}\cdot\frac{(-1)^{p}}{\gamma!(G’-\gamma-p)!}\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}(I^{m_{1\lambda_{p}!}}p\rightarrow 1)^{-1}$
.
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$x\prod_{r-1}^{m^{\prime}}\{(G^{\prime}-\mu_{r})$ !
$’$

$\left(\begin{array}{ll}\overline{G}_{r}-G^{\prime}-\beta_{r} & +\mu_{r}\\\mu_{r} & \end{array}\right)(\beta_{r}+G^{\prime}\beta_{r}-\mu_{r})\}$

$\times T^{\alpha_{1}}..;::T^{\lambda_{m},i_{m}..\cdot.\cdot.(G^{\prime}-\gamma-\rho)}\beta_{1}+\dot{G}^{\prime}-\mu_{1},\dot{j}_{1},,$
$\beta_{m^{\prime}}+\dot{G}^{\prime}-\mu_{m}’,j_{m^{\prime}}\dot{k}$

einen $ gemischte\eta$ Extensor $(m+m^{\prime}+1)$-ter Stufe vom Grad $G_{p\backslash }-G^{\prime}$ ,
$\overline{G}_{q}-G^{\prime}bzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf $a_{p},$ $\beta_{q}bzw$ . $\gamma$ , wobei $G^{\prime}$ ein $e$ beliebige
$posit\dot{w}e$ ganze Zahl bedeutet.

Setzend $m=0,1$ und $m^{\prime}=0,1$ , k\"onnen wir nach den beiden
letzten Satzen aus dem Extensor $T_{\beta j^{k}},$ $T_{k}^{\alpha i},$ $T_{\beta j^{k}}^{\alpha}$ bzw. $T$Yi fljk den
Extensor $l$

(11.34a) $T_{1}1_{j}^{\tau k}=\sum_{0e=}^{r}(-1)^{P}\left(\begin{array}{l}\gamma\\\rho\end{array}\right)p$ ! $(G^{\prime}-\rho)$ !

$x(^{\overline{G}-G^{\prime}-\beta+\rho}p)(\beta+G^{\prime}\beta-\rho)T_{\beta+G^{j}-p.j}k(\tau-p)$

(11.35 a) $T_{\tau k}^{\alpha i}$
$=\sum_{p=0}^{G^{\prime}-\tau}\frac{(-1}{\gamma!(G’-}\frac{)^{P}p!}{\gamma-\rho)!}T_{k}^{\alpha+P\cdot i\cdot(G^{\prime}-\zeta- p)}$ ,

(11.34 b) $ T_{\beta j}^{\alpha i\cdot\cdot\tau k}=\sum_{p=0}^{\tau}(-1)^{P}\left(\begin{array}{l}\gamma\\\rho\end{array}\right)\rho$ ! $\sum_{\lambda=0}^{r^{J}}\lambda$ ! $(G^{\prime}-p+\lambda)$ !

$x(^{\overline{G}-G^{\prime}-\beta+\rho-\lambda}\rho-\lambda)\left(\begin{array}{l}\beta+G^{\prime}-p+\lambda\\\beta\end{array}\right)\beta+G-\rho+\lambda.j$

bzw.
(11.35 b) $T_{\beta j\tau k}^{\alpha i}=\sum_{p=0}^{G^{\prime}-t}\frac{(-1)^{P}}{\gamma!(G’-\gamma-\rho)!}\sum_{\lambda=0}^{P}\lambda[(G^{\prime}-\rho+\lambda)]$

$x\left(\begin{array}{l}G-G^{\prime}-\beta+\rho-\lambda\\ p-\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\beta+G^{\prime}-\rho+\lambda\\\beta\end{array}\right)T_{\beta+G^{i}- p+\lambda.jk}^{\alpha+\lambda.i\cdot\cdot\{G^{\prime}-\tau-p)}-.$.

erhalten.

\S 12. Die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ f\"ur Extensoren hoherer Stufe.

52. Nun wollen wir fortfahren, die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ in Satz 12
und Satz 13 solchermassen zu verallgemeinem, dass sie auf einen
Extensor h\"oherer Stufe angewendet werden k\"onnen. Darum betrach-
ten wir zun\"achst einen Extensor zweiter Stufe, dann lautet

Satz 51. Es sei $T^{\alpha i\beta j},$ $T_{\alpha i\beta j}bzw$ . $T_{\beta j}^{\alpha i}$ ein exkontravarianter, ex-
kovarianter $bzw$ . gemischter $Exte\eta sor$ zweiter Stufe von den Gr\’aden $G$

und $G^{\prime}$ in bezug avf a und $\beta$, dann definieren die $Gr\sigma ssen$
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(12.1) $\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i\theta j}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu-0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\mu.;,\beta+\lambda-\mu.j(H-\lambda)}}$ ,

(12.2) $\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha i\mathfrak{p}j}=\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a+H-\lambda+\mu)!}{a!}\frac{(\mathcal{B}+H-\mu)!}{\beta!}$

$x\left(\begin{array}{l}G-a-H+\lambda-\mu\\\lambda-\mu\end{array}\right)(G^{\prime}-\beta\mu-H+\mu)$

$xT:\cdot(H-\lambda)$
$bzw$ .

(12.3) $\mathfrak{S}^{H}T_{\iota}^{i}8j=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu\propto 0}^{\lambda}\frac{(\beta+H-\mu)!}{\beta!(\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-H+\mu\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\lambda-\mu.i}\beta+\dot{H}-\mu.j^{(H-\lambda)}$

fir $a=0,1,$ $\ldots$ , $G-H$ und $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $G^{\prime}-H$ einen Extensor der-
selben Art von den Graden $G-H$ und $G^{\prime}-H$ in bezug auf a und $\beta$.
Die $\cdot$ Ordnung des erhaltenen Extensors sou $im$ augemeinen $M+H$ sein,
w\"ahrend diejenige des vorgegebenen Extensors $M$ ist. $H$ ist hierbei
eine positive ganze Zahl unter Beschrankung $H\leqq G,$ $G^{\prime}$ .

Beweis. Zuerst zeigen wir die Richtigkeit des Satzes im Falle
$H=1$ und beweisen dann den Satz f\"ur jeden Wert von $H$ durch
Induktion bez\"uglich $H$.

(i) Nach (11.6) und (11.7) erkennt man sogleich

$T^{\alpha+1.a\beta b}+T^{\alpha a.\beta+1.b}-T^{\alpha a^{q}b(1)}=\frac{8\overline{x}^{(\alpha)a}}{8x^{(\lambda)i}}\frac{8\overline{x}^{(\beta)b}}{8x^{(\mu)j}}(T^{\lambda+1.i\mu j}+T^{\lambda i.\mu+Lj}-T^{\lambda i\mu\dot{g}(1)})$ ,

daraus folgt, dass $fUra=0,1,$ $\ldots$ , $G-1$ und $\beta=0,1,$ $\ldots$
$G^{\prime}-1$

(12.1 a) $\mathfrak{S}T^{\alpha i^{q}j}=T^{\alpha+1.i\beta j}+T^{\alpha i.\beta+1.j}-T^{\alpha i^{q}j(1)}$

die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors zweiter
Stufe vom Grad $G-1$ bzw. $G^{\prime}-1$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$ sein m\"ussen.

Die Ordnung dieses Extensors ist bekanntlich um eins h\"oherer als
dieselben des vorgegebenen Extensors.

Unter Voraussetzung der Richtigkeit des Satzes f\"ur eine positive
ganze Zahl $H$, ergibt sich, wie man gerade oben bewiesen hat, ein
exkontravarianter Extensor $\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i\beta_{J}})$ zweiter Stufe vom Grad
$(G\cdot-H)-1$ bzw. $(G^{\prime}-H)-1$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$ und von der Ord-
nung $(M+H)+1$ , indem man $\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i\beta j}$ statt $T^{ai\beta\dot{g}}$ annimmt. Es ist
aber andererseits
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$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i\beta j})=\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha+1.i8j}+\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i\beta+Lj}-(\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i^{\beta j}})^{\langle 1)}$

$=\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+1+\mu,|\beta+\lambda-\mu,j(H-\lambda)}$

$+\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu\subset 0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\mu}\cdot$ :. $\beta+\lambda-\mu+1.j\{H-\lambda$ )

$-\sum_{--}^{H}(-1)^{H-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu-0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\mu.i\beta+\lambda-\mu.j(H-\lambda+1)}}\lambda 0$ ,

setzend $\lambda-1$ an Stelle von $\lambda$ in den ersten und zweiten Gliedern und
weiter $\mu-1$ statt $\mu$ in dem ersten Glied,

$=\sum_{\lambda=1}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\i-1\end{array}\right)\sum_{\mu=1}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}-\lambda 1\\f^{1-1}\end{array}\right)T^{\alpha+\mu.i\beta+\lambda-\mu.j(H^{\perp}1-\lambda)}}$.
$+_{\lambda=1}^{H+1}\backslash -\urcorner(-1)^{H+1-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}\left(\begin{array}{l}\lambda-1\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\mu.*\beta+\lambda-\mu.j(H+1-\lambda)}}$

$+\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H+1-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\mu.\dot{\backslash }\beta+\lambda-\mu.j(H+1-\lambda)}}$

$=\sum_{\lambda=0}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda}\{\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-l\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)\}\tau^{\alpha+\mu}\cdot:.\beta+\lambda\cdot-\mu.\dot{g}(H+1-\lambda)$

$=\sum_{\lambda- 0}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda\left(\begin{array}{l}H+1\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)\tau^{\alpha+\mu}\cdot:.\beta+\lambda-\mu.j(H+1-\lambda)}$ ,

was nichts anderes als $\mathfrak{S}^{H+1}T^{\alpha i_{1}8j}$ ist.
(ii) Aus der Transformationsgleichung geht durch Differenzie-

rung nach dem Parameter $t$ hervor

$(a+1)(\beta+1)T_{a}1_{L}i_{\beta+1.j^{\langle 1)}}$

$=(a+1)(\beta+1)\frac{8\overline{x}^{(\lambda+1)a}}{9x^{\langle\alpha+1)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu+1)b}}{8x^{(\beta a1)\dot{g}}}T_{\lambda+1.a.\mu+1.b}^{\{1)}$

$+(a+1)(\beta+1)\{\sum_{\lambda=\alpha+1}^{G}\left(\begin{array}{ll} & \lambda\\ a & +1\end{array}\right)(\frac{8\dot{\overline{x}}^{a}}{\partial x^{i}})^{(\lambda-\alpha)}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu+1)b}}{8x^{\langle\beta+1)\dot{g}}}T_{\lambda a.\mu+1.b}$

$+$ $\sum_{-,\mu-\beta+1}^{G^{\prime}}\frac{8\overline{x}^{(\lambda+1)a}}{8x^{(\alpha+1)i}}(\mu)(\frac{\partial\overline{x}^{b}}{8x^{\dot{f}}})^{(\mu-\beta)}T_{\lambda+La\mu b}\}$

$=\sum_{\lambda=\alpha}^{G-1}\sum_{\mu-\beta}^{G^{\prime}-1}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}(\lambda+1)(\mu+1)T_{\lambda+L\dot{a}\mu}i_{1b}^{(1)}$

$+\sum_{\lambda-q}^{G}\sum_{\mu\Leftarrow\beta}^{G^{\prime}-1}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{\partial x^{(\alpha)i}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}(\mu+1)(\lambda-a)T_{\lambda a\cdot\mu+1b}$
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.

$+\sum_{\lambda=\alpha}^{G-1}\sum_{\mu=\beta}^{G^{\prime}}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha):}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{()i}}(\lambda+1)(\mu-\beta)T_{\lambda+La\mu b}$

$=\sum_{\lambda=\alpha}^{G- 1}\sum_{\mu=\beta}^{G^{\prime}-1}\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha)l}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}\{(\lambda+1)(\mu+1)T_{\lambda+1.\dot{a}\cdot\mu+1.b}^{(1)}$

$-(G-\lambda)(\mu+1)T_{\lambda a,\mu+1.b}-(\lambda+1)(G^{\prime}-\mu)T_{\lambda+1a\mu b}\}$

$+(G-a)(\beta+1)\frac{3\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{\langle\alpha)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu+l)b}}{8x^{(|+1)j}}T_{\lambda a.\mu+1\cdot b}$

$+(a+1)(G^{\prime}-\beta)\frac{8\overline{x}^{\langle\lambda+1)a}}{8x^{(\alpha_{\tau}1)i}}\frac{3\overline{x}^{\langle\mu)b}}{\partial x^{(\downarrow)j}}T_{\lambda*La\mu b}$ ,

da
$(a+1)\frac{6\overline{x}^{(\lambda+1)a}}{8x^{(\alpha+1)i}}=(a+1)\left(\begin{array}{ll}\lambda & +1\\a & +1\end{array}\right)(\frac{\partial\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{(\lambda-\alpha)}$

$=(\lambda+1)\left(\begin{array}{l}\lambda\\ a\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{\langle\lambda-\alpha)}=(\lambda+1)\frac{a_{\overline{X}^{(\lambda)a}}}{8x^{(\alpha)i}}$

ist. Daraus ersieht man

(12.2 a) $\mathfrak{S}T_{\alpha ipj}=(a+1)(G^{\prime}-\beta)T_{\alpha+1.ipj}+(G-a)(\beta+1)T_{\alpha i.\beta+1^{j}}$.
$-(a+1)(\beta+1)T_{\alpha+1.i.\beta+1.j^{(1)}}$

$=\frac{8\overline{x}^{(\lambda)a}}{8x^{(\alpha)i}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(\beta)j}}\mathfrak{S}T_{\lambda a\mu b}$ ,

d.h. $\mathfrak{S}T_{\alpha\tilde{\iota}\beta j}$ sind die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extenso$rs$

zweiter Stufe vom Grad $G-1$ bzw. $G^{\prime}-1$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$ und
von der Ordnung $M+1$ . Somit ist der Satz im Falle $H=1$ richtig.
Um den Satz im allgemeinen Falle zu beweisen, ben\"utzt man die
Induktion bez\"uglich $H$. D.h. es muss, $\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha i\beta j})$ ein exkovarianter
Extensor zweiter Stufe von den Graden $G-H-1$ und $G^{\prime}-H-1$ sein,
w\"ahrend $\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha i\beta j}$ einer von den Graden $G-H$ und $G^{\prime}-H$ ist, wie man
gera$de$ . oben bewiesen hat. Andererseits ist $\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha i\beta j})$ nichts an-
deres als $\mathfrak{S}^{H+1}T_{\alpha i\beta j}$ . Ber\"ucksichtigend, dass die Grade des Extensors
$\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha i\beta j}G-H$ und $G^{\prime}-H$ sind, ergibt sich in der Tat nach (12.2) und
(12.2a)

$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha iPJ})=(a+1)(G^{\prime}-H-\beta)\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha+1.:\beta j}$

$+(G-H-a)(\beta+1)\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha:.\beta+1.j}-(a+1)(\beta\dagger 1)(\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha+1.|.\beta+1.j})^{\langle 1)}$
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$=(a+1)(G^{\prime}-H-\beta)F_{=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a+1+H-\lambda+\mu)!}{(a+1)!}$

$\times\frac{(\beta+H-\mu)!}{\beta!}\left(\begin{array}{ll}G-a-H-1+ & \lambda-\mu\\\lambda-\mu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-H+\mu\\\mu\end{array}\right)$

$\times T_{\alpha+H+1-\lambda+\mu.\dot{i}\beta+\dot{H}-\mu.\dot{g}}\{H-\lambda)+(G-H-a)(\beta+1)\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H-\lambda}$

$\times\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a+H-\lambda+\mu)!}{a!}\frac{(\beta+1+H-\mu)!}{(\beta+1)!}\left(\begin{array}{ll}G-a-H+ & \lambda-\mu\\\lambda-\mu & \end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta-1-H+ & \mu\\\mu & \end{array}\right)T_{\alpha+H-\lambda+\mu.\dot{i}\beta+\dot{H+}1-\mu.j}(H-\lambda)$

$-(a+1)(\beta+1)\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda$ ! $\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a+1+H-\lambda+\mu)!}{(a+1)!}$

$x\frac{(\beta+1+H-\mu)!}{(\beta+1)!}\left(\begin{array}{ll}G-a-1-H+ & \lambda-\mu\\\lambda-\mu & \end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-1-H+\mu\\\mu\end{array}\right)T\alpha+1+\dot{H}-\lambda+\mu.|.\beta+1+H-\mu.g:1H-\lambda+1)$

Setzend $\lambda-1$ anstatt $\lambda$ in den ersten zwei Gliedem auf der letzten
rechten Seite und auch $\mu-1$ anstatt $\mu$ im ersten Glied, folgt

$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha|\beta j})=\sum_{\lambda=1}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)(\lambda-1)!\{(a+1)(G^{\prime}-H-\beta)$

$x\sum_{\mu=1}^{\lambda}\frac{(a+H+1-\lambda+\mu)!}{(\sigma.+1)!}\frac{(\beta+H+1-\mu)!}{\beta!}\left(\begin{array}{l}G-a-(H+1)+\lambda-\mu\\\lambda-\mu\end{array}\right)$

$x(G^{\prime}-\beta-\mu(-H1+1)+\mu)+(G-H-a)(\beta+.1)\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}\frac{(a+H+1-\lambda+\mu)!}{a!}$

$\times\frac{(\beta+H+1-\mu)!}{(\beta+1)!}\left(\begin{array}{l}G-a-(H+1)+\lambda-\mu\\\lambda-\mu-1\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu\end{array}\right)\}$

$\times T_{\alpha+H+}i_{-\lambda+\mu.\dot{i}\beta+H+1-\mu.j^{(H+1-\lambda)}}+(a+1)(\beta+1)\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H+1-\lambda\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda]}$

$x\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a+H+1-\lambda+\mu)!}{(a+1)!}\frac{(\beta+H+1-\mu)!}{(\beta+1)!}\left(\begin{array}{l}G-a-(H+1)+\lambda-\mu\\\lambda-\mu\end{array}\right)$

$\times\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha+H+i-\lambda\mu.\beta+H+1-\mu.\dot{g}}+\dot{u}\langle H+1-\lambda)$

wegen der Beziehung



88 A. Kawaguchi

$(G^{\prime}-H-\beta)\left(\begin{array}{l}G-a-(H+1)+\lambda-\mu\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu^{-1}\end{array}\right)$

$+(G-H-a)(G-a-\lambda(H\mu^{-1}+1)+\lambda-\mu)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu\end{array}\right)$

$=\lambda\left(\begin{array}{l}G^{-a}-(H+1)+\lambda-\mu\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+l)+\mu\\\mu\end{array}\right)$ ,

$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha i^{3\dot{g}}})=\sum_{\lambda=1}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda}\{\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\}l!\sum_{\nu=0}^{\lambda}\frac{(a+H+1-\lambda+\mu)!}{a!}$

$\times-(\frac{\beta+H+1-\mu)!}{\mathcal{B}!}\left(\begin{array}{l}G-a-(H+1)+\lambda--\mu\\\lambda-\mu\end{array}\right)$

$\times\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha+H+i-\lambda+\mu.\dot{i}\beta+H+1-\mu,\dot{g}}(H+1-\lambda)$

$=\mathfrak{S}^{H+1}T_{\alpha i_{\mathfrak{l}}j}$ ,

weil $\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}H+1\\\lambda\end{array}\right)$ . Jetzt ist (12.2) v\"ollig bewiesen.
(iii) Die Beweismethode ist ganz analog $\cdot$ wie in (ii). Wegen der

Transformationsgleichung lautet

$(\beta+1)T_{\beta}^{\alpha i}J_{1.j}^{(1)}=(\beta+1)\{\frac{8x^{(\alpha):}}{8\overline{x}^{(\lambda)a}}\frac{8\overline{x}^{(\mu.+1)b}}{8x^{(\beta+1)j}}T_{\mu+1.b}^{\lambda a\cdot\cdot(1)}$

$+b_{=0}^{\alpha}\urcorner\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{(\alpha-\lambda+1)}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu+1)b}}{\partial x^{(j+1)j}}T_{\mu+Lb}^{\lambda a}$

$+\sum_{\mu-\beta}^{G^{\prime}}\frac{\partial x^{(\alpha)i}}{8\overline{x}^{(\lambda)a}}(\mu\beta++11\chi\frac{8\overline{x}^{b}}{8\dot{\theta}})^{(\mu-\beta+1)}T_{\mu+Lb}^{\lambda a}\}$

$=\sum_{\mu=\beta}^{G^{\prime}-1}\frac{8x^{(\alpha)i}}{8\overline{x}^{(\lambda)a}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{\partial x^{()j}||}t\mu+1)T_{\mu+1.b}^{\lambda a\cdot\cdot 11)}$

$+\sum_{\mu-\beta}^{G^{\prime}-1}\sum_{\lambda-0}^{\alpha}\{\left(\begin{array}{ll}a & +1\\ & \lambda\end{array}\right)-(a)\}(\frac{8x^{i}}{a_{\overline{X}}}a)^{(\alpha-\lambda+1)}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{a_{X^{(\dot{j}}})j}(\mu+1)T^{\lambda a_{\mu+Lb}}$

$+\sum_{\mu=\beta}^{G^{\prime}-1}\frac{8x^{(\alpha)i}}{a_{\overline{X}^{(\lambda)a}}}(\mu^{-\beta+1)\left(\begin{array}{ll}\mu & +1\\ & \beta\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{b}}{\partial x^{j}})^{(\mu-\beta+1)}T^{\lambda a_{\mu+1b}}}...\cdot$

Setzend $\lambda+1$ anstatt $\lambda$ im zweiten Glied und auch $\mu$ anstatt $\mu+1$

im\dagger letzten Glied auf der letzten rechten Seite, erh\"alt man
$(\beta+1)T_{\beta+1.j^{(1)}}^{\alpha:}=\sum_{\mu=\beta}^{G^{\prime}-1}\frac{\partial x^{(\alpha)i}}{8\overline{x}^{(\lambda)a}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(,)j}}\{$ $(\mu+1)T_{\mu+1\cdot b}^{\lambda a\cdot\cdot(1)}-(\mu+1)T_{\mu+Lb}^{\lambda+La}$
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$-(G^{\prime}-\mu)\tau_{\mu b}^{\lambda a}\}+(\beta+1)\sum_{\lambda=-1}^{\alpha}\frac{6x^{(\alpha+1)i}}{8\overline{x}^{(\lambda r1)a}}\frac{8\overline{x}^{(\mu+1)b}}{8x^{t\iota+1)j}}T_{\mu+Lb}^{\lambda+La}$

$+(G^{\prime}-\beta)\frac{8x^{(\alpha):}}{8\overline{x}^{(\lambda)a}}\frac{8\overline{x}^{(\mu)b}}{8x^{(1)j}}T_{\mu b}^{\lambda a}$ .
Somit erkennen wir leicht unter Ber\"ucksichtigung auf (12.3) sowie
die Transformationsgleichung des Extensors $T$ gi

$\beta j$

$\mathfrak{S}T_{\beta j}^{\alpha:}=\frac{\partial x^{(\alpha)i}}{8\overline{x}^{(\lambda)a}}\frac{\partial\overline{x}^{(\mu)b}}{a_{X^{\langle\beta)j}}}\mathfrak{S}T_{\mu b}^{\lambda a}$ ,

wobei
(12.3 a) $\mathfrak{S}T_{\beta\dot{g}}^{\alpha:}=(\beta+1)\tau^{d+1.i_{p+\iota j}}+(G^{\prime}-\beta)T_{\beta j}^{\alpha i}-(\beta+1)T_{\beta+1\dot{J}}^{\alpha i\cdot\cdot(1)}$ .

Nun verwendet man die Induktion bez\"uglich $H$ zum Beweise des
allgemeinen Falles (12.3) Unte $r$ Voraussetzung, dass $\mathfrak{S}^{H}T_{\beta j}^{\alpha_{1}}$ ein ge-
mischter Extensor zweiter Stufe von den Graden $G-H$ und $G^{\prime}-H$

ist, muss $\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\beta j}^{\alpha i})$ auch ein solcher von den Graden $G-H-1$ und
$G^{\prime}-H-1$ sein, wie man oben bewiesen hat. Andererseits erhalten wir
$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\beta\dot{g}}^{\alpha\dot{0}})$

$=(\beta+1)\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha+1}’:_{\beta+1.j}+(G^{\prime}-H-\beta)\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha i_{p_{\dot{J}}}}-(\beta+1)\mathfrak{S}^{H}T_{\beta+L^{\dot{g}}}^{\alpha\cdots(1)}$

$=(\beta+1)\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu-0}^{\lambda}\frac{(\beta+1+H-\mu)!}{(\beta+1)!(\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta-1-H+ & \mu\\\mu & \end{array}\right)T_{\beta+1+H-\mu.j}^{a+1+.\lambda-\mu.i\cdot\cdot(H-\lambda)}$

$+(G^{\prime}-H-\beta)\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu-0}^{\lambda}\frac{(\beta+H-\mu)!}{\beta!(\lambda-\mu)!}$

$\times\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-H+\mu\\\mu\end{array}\right)T_{\beta+\dot{H}-\mu,\dot{g}}^{\alpha+\lambda-\mu.(H-\lambda)}i$
.

$-(\beta+1)F_{--0}Ht-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=\triangleleft}^{\lambda}\frac{(\beta+1+H-\mu)!}{(\beta+1)!(\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-1-H+\mu\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\lambda-\mu_{\dot{l}}\cdot\cdot(H-\lambda+1)}\beta+1+H-\mu_{\dot{J}}$ .
Setzen wir $\lambda-1$ an Stelle von $\lambda$ in den ersten und zweiten Gliedern
der letzten rechten Seite und auch $\mu-1$ an Stelle von $\mu$ im zweiten
Glied ein, dann ist

$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T_{\beta\dot{g}}^{\alpha:})=\sum_{\lambda-1}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)(\lambda-1)]\{\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}\frac{(\beta+H+1-\mu)!}{\beta!(\lambda-\mu^{-1)!}}$
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$x\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu\end{array}\right)+\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(\beta+H-\mu+1)!}{\beta!(\lambda-\mu)!}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-H-1+\mu\\\mu\end{array}\right)\mu\}$

$\times T_{\beta+H+1-\mu.j^{(H+1-\lambda)}}^{\alpha+\lambda.-\mu.t}+\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H+1-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(\beta+H+1-\mu)!}{\beta!(\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)-\mu\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\lambda-\mu.*\cdot\cdot(H+1-\lambda)}\beta+H+1-\mu.j$

$=\sum_{\lambda-0}^{H+1}(-1)^{H+1-\lambda}\{\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\}\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(\beta+H+1-\mu)!}{\beta!(\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta-(H+1)+\mu\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha+\lambda-\mu.i\cdot\cdot(H+1-\lambda)}\beta+H+1-\mu.j$

$=\mathfrak{S}^{H+1}T_{\beta\tilde{J}}^{\alpha i}$ .
Der Beweis von Satz 51 ist nun v\"ollig beendet.

53. Satz 51 kann man in der folgenden Form verallgemeinem,
die mittels eines analogen Verfahrens bewiesen werden kann.

Satz 52. $T^{\alpha_{1}i_{1}}$ :: 1 $\alpha_{m}i_{m}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m},j_{m}$ , seien die Bestimmungszahlen eines
gemischten Extensors $(m+m^{\prime})$-ter Stufe, der $beziehungswe\dot{r}se$ in bezug
auf $a_{p}i_{p}$ exkontravariant vom Grad $G_{p}$ und auf $\beta_{q}j_{q}$ exkovarmnt vom
Grad $G_{q}^{\prime}$ ist, dann sind die Grossen

(12.4) $\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}}$. $\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m}’=\sum_{p=0}^{H}(-1)^{H- p}\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)\rho$ !

$\times\sum_{(\lambda p)}^{\lambda}\sum_{(\mu q)}^{p-\lambda}(\prod_{p=1}^{m}\lambda_{p}])^{-1}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}-H+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$\times\tau^{\alpha_{1}}.’.:::’ T)_{m}i_{m}.\ldots.(H-\rho)\beta_{1}+\dot{H}-t^{J_{1}},j_{1},.\beta_{m^{\prime+\dot{H}-l^{J}m^{\prime}}},j_{m^{\prime}}$

f\"ur jeden Wert von $H=0,1,$ $\ldots$ , $H$ die Bestimmungszahlen eines ge-
$m\dot{c}schten$ Extensors derselben Art vom Grad $G_{p}-Hbzw$ . $G_{q}^{\prime}-H$ in
bezug auf $a_{p}bzw$ . $\beta_{q}$ , wobei $\overline{H}={\rm Min}(G_{p}, G_{q}^{\prime})$ .

$Bewe\dot{?}s$ . Es ist nicht schwer zu beweisen, dass (12.4) f\"ur $H=1$ ,
d.h.

(12.4a) $\mathfrak{S}T^{\alpha_{1}i_{1}}...$ ;

$=qIm^{\prime}\underline{r}_{1}(\beta_{q}+1)\{\alpha_{1}i_{1}\alpha_{p-1}i_{p- 1},$
$\alpha_{p}+1,$

$i_{p}\alpha_{p+1}i_{p+1}.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m,\beta_{1}+1,j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}}$
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$+\sum_{r=1}^{m^{\prime}}\frac{G_{r}^{\prime}-\beta_{r}}{\beta_{r}+1}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}}.\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,\beta_{r-1}+1,j_{r- 1}kj_{r},$ $\beta_{r+1}+1,j_{1+1},$
$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$

$-\tau^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot..\cdot.\alpha_{m}i_{m}...\cdots.\cdot.(1)}\beta_{1}+1,$
$j_{1},.,$

$\dot{\beta}_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}\}$

einen gemischten Extensor derselben Art vom Grad $G_{p}-1$ bzw.
$G_{q}^{\prime}-1$ in bezug auf $a_{p}$ bzw. $\beta_{q}$ mit dem vorgegebenen Extensor
$T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}}$.

$\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}j_{m}$’
gibt. Der Beweis l\"asst sich nach einem analogen

Verfahren wie der von Satz 51 ausf\"uhren. So geben wir ihn hier
nicht ausf\"uhrlich, und als n\"achstes wollen wir deshalb den Satz f\"u$r$

jeden Wert vo$nH$ mittels der Induktion nach $H$ beweisen. Unter
Voraussetzung der Richtigkeit des Satzes f\"ur $H$, hat man bereits oben
erkennen, dass die folgenden Grossen einen gemischten Extensor vom
Grad $(G_{p}-H)-1$ bzw. $(G_{q}^{\prime}-H)-1$ in bezug auf $a_{p}$ bzw. $\beta_{q}$ bilden:

$\mathfrak{S}(\mathfrak{S}^{H}T..;\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}})$

$=q\underline{I}m^{\prime}r1(\beta_{q}+1)\{\beta_{1}+1,$
$j_{1’}$ $\beta_{m}+1,$ $j_{m^{\prime}}$

$+_{p=1}\geq\urcorner$ : :$m_{\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}}.\beta_{1}+1,j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}}$

$+\sum^{m^{\prime}}\underline{G_{r}^{\prime}-H-}\beta_{r}$

$r=1$ $\beta_{r}+1$

$\times \mathfrak{S}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}}.;$ ; , ... $\beta_{r-1}+1,j_{r-1}\beta_{r}j_{r},$ $\beta_{r+1}+1,$ $j_{r+1\prime\cdots\prime}\beta_{m^{\prime}}+1,$

$j_{m}’\}$

$=\prod_{q=1}^{m^{\prime}}(\beta_{q^{\prime}}+1)[\sum_{p=0}^{H}(-1)^{H-p+1\left(\begin{array}{l}H\\p\end{array}\right)\rho!\sum_{()_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}(\prod_{p=1}^{m}\lambda_{p}!)^{-1}}$

$xI^{m_{\underline{I}}^{\prime}}q1\{\frac{(\beta_{q}^{\prime}+1)}{(\beta_{q}+1)}!\left(\begin{array}{ll}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}^{\prime} & -1\\\mu_{q} & \end{array}\right)\}T^{\alpha_{1}^{\prime}i_{1;}.\cdot.\cdot\alpha_{m}^{\prime}i_{m}\cdot..\cdot..,\cdot.(H-P+1)}\beta_{1}^{\prime}+1,\dot{j}_{1},\beta_{\acute{m}^{\prime}}+1,$

$j_{m^{\prime}}$

$+\sum_{p\approx 0}^{H}(-1)^{H-p\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)\rho!\{I\lambda_{p^{\prime}}])^{-1}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}}\sum_{p=1}^{m}\sum_{\{\lambda_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}(I^{m}p-1\{\frac{(\beta_{q}^{\prime}+1)}{(\beta_{q}+1)}!(G_{q}^{\prime}-\mu_{q}\beta_{q}^{\prime}-1)\}$

$xT^{\alpha_{1}^{\prime}i_{1}}.\ldots\alpha_{\acute{p}-1}i_{p-1},$ $\alpha_{\acute{p}T^{1,i_{p}\alpha_{\acute{p}_{\int^{1}}}i_{p\vdash 1}}..\cdot;;^{\alpha_{m}^{\prime}i_{m}}}.$. : $(H-\rho)$
$\beta_{1}^{\prime}+1,\dot{j}_{1},$

$\ldots,$

$\beta_{\acute{m}^{\prime}}+1,$

$g_{m^{\prime}}$

$+\sum_{r=1}^{m^{\prime}}\frac{G_{r}^{\prime}-H-\beta_{r}}{\beta_{r}+1}\sum_{\{)_{p})}^{\lambda}\sum_{(t^{Jq})}^{\rho-\lambda}(I^{m_{\underline{I}\lambda_{p^{\prime}}!)^{-1}}}$
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$\times\prod_{q\star r}^{1.m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}^{\prime}+1)}{(\beta_{q}+1)}!\left(\begin{array}{l}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}^{\prime}-1\\\mu_{q}\end{array}\right)\}\frac{\beta_{1}^{\prime}}{\beta_{r}}!.(G_{r\mu_{r}}^{\prime}-\beta_{r}^{\prime})$

$xT^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\alpha_{m^{\dot{t}}m}^{\prime}}’\cdot\cdot\beta_{1}^{\prime}+1,\dot{j}_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{r-1}^{\prime}+1,j_{r-1}\beta_{r}^{\prime}j_{r},$ $\beta_{r+1}^{\prime}+1,$ $j_{\dot{r}+1},$

$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}^{\prime}+1,j_{m^{\prime}}(H-\rho)]$

(wobei $a_{r}^{\prime}\equiv a_{r}+\lambda_{1}$ , $\beta_{s}^{\prime}\equiv\beta_{\epsilon}+H-\mu_{l}$).

Setzend $\rho-1$ anstatt $\rho$ im zweiten Glied in den eckigen Klammern
$[$ $]$ und $\lambda_{p}-1$ bzw. $\mu_{r}-1$ anstatt $\lambda_{p}$ bzw. $\mu_{r}$ im $er$sten bzw. zweiten
Glied in den geschweiften Klammern \langle ), liefert die letzte Beziehung

$\mathfrak{S}(...\beta_{1}j_{1}.\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}).=\sum_{p=0}^{H}(-1)^{HJ}$

$x\sum_{\}_{p}t)}^{\lambda}\sum_{(\sigma_{q})}^{\rho-\lambda}(1mI\lambda_{p}[)^{-1}\{\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}+H+1-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}-(H+1)+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$\times T^{\alpha_{1}}T,.:::T)_{m}i_{m\cdot\cdot\cdots,.\cdot(H+1-\rho)\beta_{1}+H+1-\mu_{1},j_{1\prime}..,-|^{J}m^{\prime}}$

$+\sum_{p-1}^{H+1}(-1)^{H+1-P\left(\begin{array}{l}H\\\rho-1\end{array}\right)(\rho-1)!\{\sum_{p=1}^{m}\lambda_{p}+\sum_{r=1}^{m^{\prime}}\mu_{r}\}}$

$x\sum_{()_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}(pImI=1\lambda_{p^{\prime}}])^{-1}1_{q1}^{m^{\prime}}I\underline{I}\frac{(\beta_{q}+H+1-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}-(H+1)+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$x\tau^{\alpha_{1}+)_{1}i_{1},..\cdot..\cdot,\alpha_{m}}T^{m})i_{m}....\cdot;_{\beta_{m^{\prime+H+1-\}^{J}m^{\prime}}},j_{m^{\prime}}}.(H+1-\rho)\beta_{1}+H+.1-\mathfrak{l}^{\iota_{1},j_{1}}\cdot$,

$=\sum_{p\infty 0}^{H\neq 1}(-1)^{H+1-P}\{\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\rho-1\end{array}\right)\}\rho!\sum_{()_{p})}^{\lambda}\sum_{1^{J}tq)}^{\rho-\lambda}(ImI\lambda_{p^{\prime}}])^{-1}$

$x\prod_{q-1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}+H+1-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}-(H+1)+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$\times\tau^{\alpha_{1}}T^{\lambda_{1},i_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,\alpha_{m}+\lambda_{m},i_{m\cdot\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.(H+1-\rho)}}\beta_{1}+H+1-\mu_{1},$
$j_{1},,\beta_{m^{\prime}}+H+1-\nu_{m^{\prime}},\dot{j}_{m^{\prime}}$

$=\mathfrak{S}^{H+1}T^{\alpha_{1}i_{1..\prime}\alpha_{m}i_{m}}$.
$\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

,

da $\sum_{p=1}^{m}\lambda_{p}+\sum_{r=1}^{m^{\prime}}\mu_{r}=\rho$ und $\left(\begin{array}{l}H\\p\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\rho-1\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}H+1\\\rho\end{array}\right)$ . W. $z.b.z$ .

Zusatz 1. Wenn $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m\dot{h}n}}$ die Bestimmungszahlen eines exkon-
travarianten Extensors m-ter Stufe vom Grad $G_{p}$ in bezug auf
$a_{p}$ $(p=1,2, \ldots , m)$ sind, dann definieren die Grossen
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(12.5) $\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{m}i_{m}}=\sum_{\lambda\leftrightarrow 0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}(\prod_{p\Leftarrow 1}^{m}\lambda_{p}!)^{-1}$

$xT^{\alpha_{1}+\lambda_{1},\dot{q}}$ , ..., $\alpha_{m}+\lambda_{m},$ $i_{m}(H-\lambda)$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G_{p}-H$ in bezug auf $a_{p},$ wobe
$0\leqq H\leqq{\rm Min}(G_{p})$ .

Zusatz 2. Die Grossen

(12.6) $\mathfrak{S}^{H}T_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\prod_{p-1}^{m}\{\frac{(a_{p}+H-\lambda_{p})!}{a_{p}!}$

$x\left(\begin{array}{l}G_{p}-a_{p}-H+\lambda_{p}\\\lambda_{p}\end{array}\right)\}T_{\alpha_{1}+\dot{H}-\lambda_{1},i_{1},\ldots,\alpha_{m}+\dot{H}-)_{m}i_{m}}(H-\lambda)$

sind die Best,immungszahlen eines exkovarianten Extensors m-ter Stufe
vom Grad $G_{p}-H$ in bezug auf $a_{p}$ , wdhrend $\tau_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}}$ dieselben eines
Extensors derselben Art vom Grad $G_{p}$ in bezug auf $a_{p}$ sind, wobeti
$0\leqq H\leqq{\rm Min}(G_{p})$ .

Es ist klar, dass Satz 14 f\"ur unsere Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ auch erhalten
bleibt. D.h. die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ sind kommutativ, linear und asso-
ziativ.

54. Aus Satz 52 folgt sogleich
Satz 53. $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha_{m}i_{m}}$.

$\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}j_{m}$, seien die Bestimmungszahlen eines
gemuchten Extensors $(m+m^{\prime})$-ter Stufe, der beziehungsweise in bezug
auf $a_{p}i_{p}exkontravar\dot{\tau}ant$ vom Grad $G_{p}$ und auf $\beta_{q}j_{q}$ exkovariant vom
Grad $ G_{q}^{\prime}o\dot{e}t,\cdot$ dann sind die Grossen

(12.7)

$\mathfrak{S}^{H}T^{0k_{1}}..$ ; ... . . $G_{1}^{\prime}-H_{1},$ $l_{1},$
$\ldots,$

$ G^{\prime}-Hl\beta l\overline{m}^{\prime}+1\cdots$

$=\sum_{\mu=0}^{H}t-1)^{H-p}\left(\begin{array}{l}H\\p\end{array}\right)\rho!\sum_{()_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}(\prod_{p=1}^{m}\lambda_{p}])_{q=1}^{-1\overline{m}^{\prime}}1I\frac{\overline{G}_{q}^{\prime}!}{(G_{q}^{\prime}-H)!}\prod_{q\Rightarrow\overline{m}^{\prime}+1}^{m^{\prime}}\{\frac{\beta_{q}^{\prime}}{\beta_{q}}!\left(\begin{array}{l}G_{q}^{\prime}-\beta_{q}^{\prime}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$xT..J......j_{1}i_{1}\sim;$ .
(wobeI $a_{u}^{\prime}\equiv a_{u}+\lambda_{u}$ , $\beta_{v}^{\prime}\equiv\beta_{v}+H-\mu_{v}$ , $\overline{G}_{*}^{\prime}\equiv G_{s}^{\prime}-\mu_{s}$)

f\"ur ieden Wert von $H=0,1,$ $\ldots$ , $\overline{H}$ die Bestimmungszahlen eines ge-
$m\dot{r}s$chten Extensors $(m+m^{\prime})$-ter Stufe mit den kontra- $bzw$ . $\backslash kovarinnten$
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Indizes $k_{r}bzw$ . $l_{s}(r=1, \ldots.\overline{m};s=1, \ldots,\overline{m}^{\prime})$ , wobei $m\geqq\overline{m},$ $m^{\prime}\geqq\overline{m}^{\prime}$ ,
$\overline{H}={\rm Min}(G_{p}, G_{q}^{\prime})$ .

Auf \"ahnliche Weise bekommen wir nach (12.5) bzw. (12.6) den
exkontra- bzw. exkovarianten Extensor m-ter Stufe

(12.8) $\mathfrak{S}^{H}T^{0k_{1}\ldots 0k_{\overline{m}}\alpha_{\overline{m}+1}i_{\overline{m}\vdash 1}\ldots\alpha_{m}i_{m}}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{(\}_{p})}^{\lambda}(nm\lambda_{p}$ ] $)^{-1}$

$xT^{\lambda_{1}k_{1}\ldots)_{\overline{m}}k_{\overline{m}},\alpha_{\overline{m}*1++)_{m}i_{m}(H-).)}}\lambda_{\overline{m}+1},$
$i_{\overline{m}+1},$

$\ldots,$
$\alpha_{m}$ ,

bzw.

(12.9) $\mathfrak{S}^{H}T_{G_{1}-H_{1},l_{1},\ldots,G_{\overline{m}}-H_{\overline{m}},l_{\overline{m}}\beta_{\overline{m}+1}j_{\overline{m}+1}\ldots\beta_{m}j_{m}}$

$=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!())^{q\Leftrightarrow 1}$

$\times T_{G_{1}-)_{1}l_{1},\ldots.G_{\overline{m}}-\lambda_{\overline{m}},l_{\overline{m}},\beta_{\overline{m}+1}+\dot{H}-\lambda_{\overline{m}+1},j_{\overline{m}+1},\ldots,\beta_{m}+\dot{H}-)_{m}j_{m}}(H-).)$

der $\overline{\prime\prime l}$ kontra- bzw. kovariante Indizes besitzt und aus (12.7) durch
Setzung $m^{\prime}=0$ bzw. $m=0$ sogleich hergeleitet wird.

Zusatz 1. Die Grossen

(12.7a) $\mathfrak{S}^{H}T^{\%}$ ::: $ $. $i_{m,,G_{1}-H,j_{1},\ldots,G_{m}^{\prime},-H,j_{m}}$

$=\sum_{\rho=0}^{H}(-1)^{H-P}\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)\rho$ ! $\sum_{()_{q})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}(_{p}m\mathfrak{U}_{=I}\lambda_{p}!)^{-1}$

$x$ $\coprod_{\rightarrow,q^{-}1}^{m^{\prime}}\frac{(G}{(G}q’\frac{-\mu_{q})}{-H)}.!$

)

$11\cdot mm_{G_{1}^{\prime}-\mu_{1},j_{1},G_{m^{\prime}}^{\prime}-.\mu_{m^{\prime}},j_{m^{\prime}}}$

bilden einen gemischten Tensor $(m+m^{\prime})$-ter Stufe mit den kontra- $bzw$ .
kovarianten Indizes $i_{p}bzw$ . $j_{q}$ .

Zusatz 2. Wenn $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}}bzw$. $\tau_{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{m}i_{m}}$ die Bestimmungs-
zahlen enes exkontra- $bzw$ . exkovarianfen Extensors m-ter Stufe vom
Grad $G_{p}$ in bezug auf $a_{p}$ sind, definieren die Grossen

(12.8 a) $\mathfrak{S}^{H}T^{\mathfrak{R}_{1}\ldots 0i_{m}}’=\sum_{\lambda-0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}(Im\underline{I}\lambda_{p}$ ] $)^{-1}T^{\lambda_{1}i_{1}\ldots)_{m}i_{m}(H-\lambda)}$

$bzw$ .
(12.9 a) $\mathfrak{S}^{H}T_{G_{1}-H,j_{1},\ldots,G_{m}-H,j_{m}}=\sum_{\lambda=0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{(\lambda_{p})^{p}}^{\lambda}\prod_{=1}^{m}\frac{(G_{p}-\lambda_{p})!}{(G_{p}-H)!}$

$xT_{G_{1}-)_{1}}j_{1},$
$\ldots,$

$G_{m}-\lambda_{m},$
$j_{m}(H-\lambda)$
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einen kontra-bzw. kovarianten Tensor m-ter Stu $fe$ .
55. Betrachten $wIr$ einen gemischten Extensor $(m+m^{\prime}+1)$-ter

Stufe $T^{\alpha_{1}i_{1}}.;.:_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}}^{\alpha_{m}i_{m}\gamma k}$, und,setzen $\tau^{\alpha_{1}i_{1}}.\cdot.\cdot:_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m},j_{m}}^{\alpha_{m}i_{m}0k}$, ,
der in bezug auf die Indizes $k$ kontravariant ist, an Stelle von
$T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot u_{\iota}i_{m}..\cdot.\cdot.\cdot k}\beta_{1}\dot{j}_{1}\beta_{m}’ j_{m}$, in (11.34) ein, dann ergibt sich ein Extensor
mit einer kontravarianten Indizes $k$ f\"ur $\gamma=0$ ;

(12.10a) $\check{\tau}^{\alpha_{1}i_{1}}.\cdot.\cdot:_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m}}^{\alpha_{m}i_{m}0k}$,

$=_{q=}n_{1}\frac{(\beta_{q}+G^{\prime})!}{\beta_{q}!}\tau..:m^{\prime}....\beta_{1}+G^{\prime},j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+G^{\prime},$ $j_{m^{\prime}}$

,

wobei $\tau^{\alpha_{1}i_{1}}.\cdot:$ : in (11.34) mit $\check{T}^{\alpha_{1}i_{1}...\cdot.\alpha_{m}i_{m}\gamma.k}$. $\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}j_{m}$,
bezeichnet wird, um vom vorgegebenen Extensor zu unterscheiden.
Deswegen zeigen Satz 37 und Satz 49 uns die Extensoreigenschaft von

(12.11 a) $\mathfrak{U}T^{\alpha_{1}i_{1}}$ ::: $\alpha_{m}i_{m}\gamma k\beta_{1}j_{1}$

$.\beta_{m}j_{m}$,

$=\frac{1}{\gamma+1}\{T^{0}......\beta_{1}-\tau..:....\},$ ,

welcher vom Grad $G_{p}-G^{\prime},\overline{G}_{q}-G^{\prime}$ bzw. $G^{\prime}-1$ in bezug auf $a_{p},$
$\beta_{q}$

bzw. $\gamma$ sein soll. Dabei setzen wir einfachheitshalber 4

(12.12) $\tau^{0_{\alpha_{1}i_{1}}}..:::_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m}}^{\alpha_{m}i_{n}\gamma k}$,

$=\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}+G^{\prime})!}{\beta_{q}!}T^{\alpha_{1}i_{1}}.;::_{\beta_{1}+G^{\prime},j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}+G^{J},j_{m^{\prime}}}^{\alpha_{m}i_{m}\gamma k}$ ,

der auch ein gemischter Extensor und in bezug auf $\beta_{q}$ vom Grad
$\overline{G}_{q}-G^{\prime}$ ist. Nochmal setzen wir $\gamma=0$ in (12.11a), so folgt

$\mathfrak{U}T^{\alpha_{1}i_{1}}$ : $\cdots\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}=T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdots\alpha_{m}i_{m}1k}0.......$.
$\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}\dot{?}m^{\prime}}$

.–. $\check{T}^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}1k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

Andererseits bekommt man aus (11.34)

$\check{T}^{\alpha_{1}i_{1}}.;;;_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}}^{\alpha_{m}i_{m}1k}=\tau^{0_{\alpha_{1}\dot{q}}}..::$ :
.. . $\sum_{p=1}^{m}T^{0}..$ ; ;; $.....;;$ ;
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$-\sum_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}+1}{\beta_{q}}T^{0}..;;\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{q-1}j_{q- 1},$
$\beta_{q}-1,j_{q}\beta_{q+1}j_{q+1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

Somit ersehen wir die folgenden Beziehungen zwischen den beiden
Extensoren

$ q--1II(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}T^{\alpha_{1}i_{1}}.:::_{h+1,j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}}^{\alpha_{m}i_{m}\gamma k}m^{\prime}.\ldots.\cdot$

und
$\mathfrak{S}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha_{m}i_{m^{\gamma}}.k}0.....\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

derselben Art von denselben Graden $G_{p}-G^{\prime}-1,\overline{G}_{q}-G^{\prime}-1$ bzw. $G^{\prime}-1$

in bezug auf $a_{p},$
$\beta_{q}$ bzw. $\gamma$

(12.13 a) $q=1ITm^{\prime}(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}T..;\cdot\cdots\cdot\beta_{1}+1,j_{1},$
$\ldots.\beta_{m}’+1,j_{m}$’

$=\mathfrak{S}T^{0_{\alpha_{1}i_{1}..\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}0k}}......\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{J}}$

Deshalb bekommt man wieder den Extensor

(12.11 b) $\mathfrak{U}^{2}T^{\alpha_{1}\dot{q}}$ ::: $\alpha_{m}i_{m}\gamma k\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}j_{m}$

’

$=\frac{1}{\gamma+1}\{\mathfrak{S}\tau^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m},\gamma+1,k}}......\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{n^{\prime}}$

$-\prod_{q=1}^{m\prime}(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}T..;:\cdots\cdot\cdot\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}\}$ ,

welcher von den Graden $G.-G^{\prime}-1,$ $G_{q}-G^{\prime}-1$ bzw. $G^{\prime}-2$ in bezug
auf $a_{p},$ $\beta_{q}$ bzw. $\gamma$ ist.

Ferner setzen wir in (12.11b) $\gamma=0$ , dann ergibt sich der Extensor

$\mathfrak{U}^{2}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}0k}=\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}\mathfrak{S}T..$ ;$0_{\alpha_{1}i_{1}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$-(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}T^{\alpha_{1}i_{1}}q=1m^{\prime}.$.::. $\alpha_{m}i_{m}1k\beta_{1}+1,$

$j_{1},$
$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}1,’$

$=\frac{1}{2}\prod_{q\Leftrightarrow 1}^{m^{\prime}}(\beta_{q\prime}+1)\{T^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdots\alpha_{m}i_{m}2k}}...\ldots..\beta_{1}+1,$

$j_{1},$ $\ldots.\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$

$+\sum_{p=1}^{m}T..;;;.p_{-1},$
$\alpha_{p}+p\alpha p+1;;;^{\alpha.i.1k}0$

$+\sum_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}}{\beta_{q}+1}$

$xT^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}1k}}......\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{q-1}+1,j_{q-1}\beta_{q}j_{q},$ $\beta_{q+1}+1,j_{q+1},$ $\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$
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$-T^{0}..:\cdots\cdot\cdot\beta_{1}+1,j_{1},\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$

$-T^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}2k}}.....\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$

$+T^{\alpha_{1}i_{1}};;;_{\beta_{J}+1,j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}}^{\alpha_{m}i_{m}2k}\vee.....$.

$+\frac{1}{2}\mathfrak{S}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}1k}0..\ldots.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$=\frac{1}{2}\{\sum_{p=1}^{m}\mathfrak{S}T^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{p-1}i_{p.-1},\alpha_{p}+1,i_{p}\alpha_{p+1}i_{p+1}.\cdot..\cdot\alpha_{m}i_{m}0k}}.\ldots.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$+\sum_{q\Rightarrow 1}^{m^{\prime}}\frac{\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}+1}{\beta_{q}}\mathfrak{S}T^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdots\alpha_{m}i_{m}0k}}...\ldots..\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{q-1}j_{q-1},$

$\beta_{q}-1,j_{q}\beta_{q\vdash 1}j_{q+1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$+\mathfrak{S}T^{0}..$ : $\cdots\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}-(\mathfrak{S}T^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}0k}}..\ldots.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}})^{(1)}\}$

da nach (11.26) und (11.27)

$\prod_{q=1}^{m^{\prime}}(\beta_{q}+1)\check{T}^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{mY}k}\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}$

$=I^{m_{I(\beta_{1}+1)\{\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}+1,j_{1},..,\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}}^{\prime}}r\Rightarrow 1\check{\tau}^{\alpha_{1}i_{1;;;}\alpha_{m}i_{m},\gamma-1,k....\cdot...(1)}$

$-\sum_{p=1}^{m}T^{v}..:.\cdot.\cdot\cdot$ :$1i_{p}\alpha_{p,.+1}i_{p,.+1}.....\beta_{1}+1,j_{1},$
$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m\prime}$

$-\sum^{\underline{\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}}}^{m^{\prime}}$

$q=1$ $\beta_{q}+1$

$xT^{\alpha_{1}i_{1}}.;;;^{\alpha_{m}i_{m},\gamma-1,k}V\beta_{1}+1,j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{q-1}+1,j_{q-1}\beta_{q}j_{q},$ $\beta_{q\succ 1}+1,j_{q+1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+1,$ $j_{m^{\prime}}$

ist. Somit gibt es

(12.13 b) $\prod_{q\approx 1}^{m^{\prime}}(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}^{2}T^{\alpha_{1}i_{1}}.$ . : $\alpha_{m}i_{m}0k\beta_{1}+1,$
$j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m},+1,$ $j_{m}$,

$=\frac{1}{2}\mathfrak{S}^{2}\tau^{\alpha_{1}i_{1}}:.\cdot:_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}\dot{l}m^{\prime}}}^{\alpha_{m}i_{m}0k}0......$ ,

daraus bekommen wir wieder einen Extensor

(12.11 c) $\mathfrak{U}^{3}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}\gamma k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}j_{m}$

’

$=\frac{1}{\gamma+1}\{\mathfrak{S}^{2}T^{0_{\alpha_{1}i_{1}}}..$ : : : $T^{1,k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$
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$-2\prod_{q\Rightarrow 1}^{m^{\prime}}(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}^{2}T^{\alpha_{1}i_{1}}..:^{\alpha_{m}i_{m},\gamma+1,k}\beta_{1}+1,j_{1}$ $\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}\}$ ,

der von den Graden $G_{p}-G^{\prime}-2,\overline{G}_{q}-G^{\prime}-2$ bzw. $G^{\prime}-3$ in bezug auf
$a_{p},$

$\beta_{q}$ bzw. $\gamma$ ist.

56. ${\rm Im}$ allgemeinen behaupten wir den

Satz 54. Es sei $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha_{m}i_{m}\gamma k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}$

’ ein gemischter Extensor
$(m+m^{\prime}+1)$-ter Stufe, der von den Graden $G_{p},\overline{G}_{q}bzw$ . $G$ in bezug auf
$a_{p},$

$\beta_{q}bzw$ . $\gamma\dot{r}st$ , dann leiten die Operatoren $\mathfrak{U}^{H}$, welche durch die
Rekursionsformeln

(12.11) $\mathfrak{U}^{H+1}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}\gamma k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}$,

$=_{\gamma+1}^{1_{-}}\{\mathfrak{S}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}}$ .$;^{\alpha_{m}i_{m},\gamma+1,k}0.\ldots\ldots\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$-Hq=1a_{(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}..\cdot.\cdot.\alpha_{m}i_{m},\gamma+1,k}}^{\prime}......\beta_{1}+1,$
$j_{1},$

$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+1,j_{m^{\prime}}\}$

definiert sind, aus dem Extensor $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}\gamma k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}$

’
je \’einen

neuen Extensor derselben Art, der von den Graden $G_{p}-G^{\prime}-H$,
$\overline{G}_{q}-G^{\prime}-Hbzw$ . $G^{\prime}-H-1$ in bezug auf $a_{p},$ $\beta_{q}bzw$ . $\gamma\dot{\tau}st$ , her. Dabec
setzt man (12.12),

(12.11a) $\mathfrak{U}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot}$ : $\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}$’

$=\frac{1}{\gamma+1}[\tau^{0_{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\alpha_{m}i_{m},\gamma}}...\cdot\cdot..T^{1,k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$-\sum_{p-0}^{\gamma+1}(-1)^{P}\left(\begin{array}{l}\gamma+1\\p\end{array}\right)\rho$ ! $\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{\rho-\lambda}$ { $\prod_{p\Rightarrow 1}^{m}\lambda_{p}$ ] $\}^{-1}$

$x\{\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$\times\tau^{\alpha_{1}+\lambda_{1},i_{1},..\cdot.\cdot.’\alpha_{m}}0..T^{\lambda_{m},i_{m}0k\ldots.(\gamma+1-\rho)}\beta_{1}-\mu_{1},\dot{j}_{1},$

$..,$

$\beta_{m^{\prime}}-\mu_{m^{\prime}},j_{m^{\prime}}]$

und $G^{\prime}$ ist eine beliebige positw $e$ ganze Zahl nicht grosser als $G,$ $ w\delta$hrend
$H=1,2,$ $\ldots$ , $\overline{H}$ , wobei $\overline{H}={\rm Min}(G_{p}-G^{\prime},\overline{\overline{G}}_{q}-G^{\prime}, G^{\prime}-1)$ .

Der Beweis des letzten Satzes kann bez\"uglich $H$ induktiv du $r$ch-
gef\"uhrt werden, ber\"ucksichtigend die Beziehung
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(12.14)
}

$\mathfrak{U}^{H+1}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdot.\cdot.\cdot.\alpha_{m}i_{m}\gamma k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$=\sum_{\nu\Leftarrow 0}^{H}(-1)^{\nu}\frac{\gamma!H!}{(\gamma+\nu+1)!(H-\nu)!}\prod_{q\Leftarrow 1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}+\nu)!}{\beta_{q}!}$

$\times \mathfrak{S}^{H-\nu}T^{0_{\alpha_{1}i_{1}}}\ldots;$ ; . $\gamma+v+1,$
$k\beta_{1}+v,$

$j_{1},$
$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+v.j_{m^{\prime}}$

$+(-1)^{H+1}\frac{\gamma!H!}{(\gamma+H+1)!}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}+H)!}{\beta_{q}!}$

$\times\check{T}..;;\cdots\cdot\cdot\beta_{1}+H,$
$j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+H,$ $j_{m^{\prime}}$

$=\frac{1}{H+1}\sum_{\nu=0}^{H+1}\left(\begin{array}{ll}\gamma+ & \nu\\\nu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}H+1\\\nu\end{array}\right)\sum_{\sigma=1}^{\nu}(-1)^{\sigma}(\gamma\gamma I_{\sigma}^{\nu})\sum_{l\leftarrow}^{H+1-\nu}(-1)^{H-\nu-P\left(\begin{array}{l}H+1-\nu\\ p\end{array}\right)}$

$\times p$ ! $\sum_{()_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{\mu-\lambda}$ { $\prod_{p=1}^{m}:\lambda_{p}!\}^{-1}\prod_{q-- 1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}-H+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$xT^{0_{\alpha_{1T)_{1}i_{1},...\cdot.’\alpha_{m}+.\}_{m}\dot{\tau}_{m},\gamma+v,k...\cdot.\cdot..(H+1-v- p)}}}’\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}+H-\mu_{1},$
$j_{1},$ $.,\beta_{m^{\prime+H-|}}\prime\prime_{m},j_{m^{\prime}}$

$+(-1)^{H+1}\frac{1}{H+1}\frac{(H+1)!\gamma!}{(\gamma+H+1)!}\sum_{p\Leftrightarrow 0}^{r+H+1}(-1)^{P}\left(\begin{array}{l}\gamma+H+1\\\rho\end{array}\right)p$ !

$\times\sum_{(’ p)}^{\lambda}\sum_{x(1q)}^{p-\lambda}\{II\lambda_{p}]p=1m\}^{-1}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{ll}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}-H+ & \mu_{q}\\\mu_{q} & \end{array}\right)\}$

$x\tau^{0_{\alpha_{1}+\lambda_{1\prime}i_{1},\alpha_{m}}}...\cdot.\cdot.\cdot,T)_{m}i_{m}0k.\ldots.(\gamma+H+1-\rho)\beta_{1}+\dot{H}-\mu_{1},j_{1\prime},$
$\beta_{m^{\prime+\dot{H}-\}}}_{m^{\prime}},j_{m^{\prime}}$ ’

die wir. nach einiger Rechnung befinden k\"onnen. In der Tat setzen
wir in (12.14) $\nu+\rho=\sigma$ und $\gamma=0$ an, dann erhalten wir nach einiger
Rechnung

$\mathfrak{U}^{H+1}T^{\alpha_{1}i_{1}..\cdot.\cdot.\alpha_{m}i_{m}0k}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}$

$=\frac{1}{H+1}\sum_{\nu=0}^{H+1}\left(\begin{array}{l}H+1\\\nu\end{array}\right)\sum_{\sigma\Rightarrow\nu}^{H+1}(-1)^{H+1-\sigma}(H\sigma+-1\nu-\nu)(\sigma-\nu)$ !

$x\sum_{tb)}^{\lambda\sigma}\sum_{(\mu_{q})}^{-\nu-\lambda}$ { $\prod_{p\approx 1}^{m}\lambda_{p}$ ] $\}^{-1}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}-H+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$x\tau..\cdot.:0_{\alpha_{1}+\lambda_{1},i_{1},.,\alpha_{m}+)_{m}i_{m}\nu k..\cdot.\cdot.\cdot.(H+1-\sigma)\beta_{1}+\dot{H}-M,j_{1},,\beta_{zn^{\prime}}+\dot{H}-\mu_{m^{\prime}},j_{m^{\prime}}}$



100 A. Kawaguchi

$=\frac{1}{H+1}\sum_{\sigma-0}^{H+1}(-1)^{H-\sigma+1\left(\begin{array}{l}H+1\\\sigma\end{array}\right)\sigma!\sum_{\nu=0}^{H-\sigma+1}\frac{1}{k!}}$

$\times\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda\sigma}\sum_{(\mu_{q})}^{-\nu-\lambda}$ { $\prod_{p=1}^{m}\lambda_{p}!\}^{-1}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}-H+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$xT^{0_{\alpha_{1T^{\lambda_{1}},.}}}i_{1},$
$,.\cdot.\cdot$

,
$\alpha_{m}...\beta_{1}+\dot{H}-\mu_{1},$

$j_{1},,$ $\beta_{m^{\prime}}+\dot{H}-\sigma_{m^{\prime}},$
$j_{m^{\prime}}$

$=\frac{1}{H+1}$ { $\prod_{q-1}^{m^{\prime}}\beta_{q}\}^{-1}\mathfrak{S}^{H+1}T..;::_{\beta_{1}-1,j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}-1,j_{m^{\prime}}}0_{\alpha_{1}i_{1}\alpha_{m}i_{m}0k}$ .

Danach erkennen wir wegen Satz 37 die Extensoreigenschaft von
(12.11), worin $H+1$ anstatt $H$ gesetzt wird.

57. Auf ganz analoge Weise lautet der folgende Satz, welcher
eine exkovariante Indizes $\gamma$ betrifft:

Satz 55. Es sei $T^{\alpha_{1}i_{1}...\cdot.\alpha_{m}i_{m}}$. $\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m},\gamma k$
ein $gemi\epsilon gh\mathfrak{f}er$ Extensor

$(m+m^{\prime}+1)$-ter Stufe, der von den Graden $G_{p},\overline{G}_{q}bzw$ . $G$ in bezug auf
$a_{p},$

$\beta_{q}bzw$ . $\gamma$ ist, dann konnen wir mittels der Operatoren $\mathfrak{U}^{H}$, welche
durch die Rekursionsformeln

(12.15) $\mathfrak{U}^{H+1}T....=\mathfrak{S}^{H}T^{0}..;\beta_{1}jJ\cdots\beta_{m},j_{m}’\gamma k\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}’\gamma k$

$-H\prod_{q=1}^{m^{\prime}}(\beta_{q}+1)\mathfrak{U}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}..\cdot.\cdot.\alpha_{m}i_{m}}$.
$\beta_{1}+1,$ $j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m};+1,j_{m}\gamma k$

definiert werden, aus dem Extensor $T..;;\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m},j_{m},\gamma k$ je einen
anderen Extensor derselben Art, der von den Graden $G_{p}-G^{\prime}-H$,
$\overline{G}_{q}-G^{\prime}-Hbzw$ . $G^{\prime}-H-1$ in bezug auf $a_{p},$ $\beta_{q}bzw$ . $\gamma\dot{r}st$ , herleiten.
Hierbei werden gesetzt

(12.16) $T^{0_{\alpha_{1}i_{1}..\cdot..\cdot\alpha_{m}i_{m}}}...$

. $\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m}’ j_{m}’\gamma k=\frac{(\gamma+G-G^{\prime})!}{\gamma!}\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}+G^{\prime})!}{\beta_{q}!}$

$\times T..:\cdots\beta_{1}+G^{\prime},$
$j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+G^{\prime},$ $j_{m^{\prime}},$ $\gamma+G-G^{J},$ $k$

,

(12.15a) $\mathfrak{U}T^{\alpha_{1}i_{1}..\cdot.\cdot.\alpha_{m}i_{m}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m},j_{m}’\gamma k$

$=T^{0}..;\cdots\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}\gamma k-G$ ! $T^{V}..;\cdot\cdots\beta_{1}j_{1}\ldots J\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}\gamma k$ ,

(12.17) $T^{v}\alpha_{1}i_{1}.\cdot..\cdot.\alpha_{m}i_{m\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m^{\prime}}j_{m^{\prime}}\gamma k}=\frac{G^{/}!}{G!}\sum_{p=0}^{G^{\prime}-\uparrow}\frac{(-1)^{P}}{\gamma!(G^{\prime}-\gamma-p)!}$
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$x())\sum_{\varphi}^{\lambda}\iota\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}$ {. $\prod_{p=1}^{m}\lambda_{p}!\}^{-1}\prod_{q-1}^{m^{\prime}}\{\frac{(\beta_{q}-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{ll}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q} & +\mu_{q}\\\mu_{q} & \end{array}\right)\}$

$\times\tau^{0_{\alpha_{1}}}T)_{1}i_{1},$
$.\cdot.\cdot.\cdot,$ $\alpha_{m}T)_{m}i_{m\beta_{1}-\mu_{1},j_{1},\ldots,\beta_{m^{\prime}}-\mu_{m^{\prime}},j_{m^{\prime}}G^{\prime}k}(G^{\prime}-\gamma-\rho)$

und $G^{\prime}$ darf eine beZiebige $posit\dot{w}e$ ganze Zahl aber nicht $g\gamma 0sser$ als $G$

sein, w\"ahrend $H=1,2,$ $\ldots,\overline{H}$ , wobei
$\overline{H}={\rm Min}(G_{p}-G^{\prime},\overline{G}_{q}-G^{\prime}, G^{\prime}-1)$ .

Entsprechend (12.14), ergibt sich die Beziehung

(12.18) $\mathfrak{U}^{H+1}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdot.\cdot.\cdot.\alpha_{m}i_{m}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{m},j_{m},\gamma k$

$=\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{\nu^{m^{\prime}0}}\frac{H!}{(H-\nu)!}I1\frac{(\beta_{q}+\nu)!}{\beta_{q}!}\mathfrak{S}^{H-\nu}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{m}i_{m}}q=1\beta_{1}+v,j_{1},$

$\ldots,$
$\beta_{m^{\prime}}+v,$ $j_{m^{\prime}}\gamma k$

$+(-1)^{H+1}H$ ! $\prod_{q=1}^{m^{\prime}}\frac{(\beta_{q}+H)!}{\beta_{q}!}\grave{T}^{\alpha_{1}i_{1}};;;_{\beta_{1}+H,j_{1},\ldots,\beta_{m\int}+H,j_{m^{\prime}}\gamma k}^{\alpha_{m}i_{m}}’...$.

$=\frac{1}{H+1}\sum_{\nu\Leftarrow 1}^{H+1}\nu$ ! $\left(\begin{array}{ll}H & +1\\ & \nu\end{array}\right)\sum_{p=0}^{H+1-\nu}(-1)^{H+1-\nu-P\left(\begin{array}{l}H+1-\nu\\\rho\end{array}\right)\rho!}$

$\times\sum_{(\lambda_{p})(\mu_{q})}^{-\lambda}\lambda P_{-\urcorner}\grave{\rightarrow}t_{p\Rightarrow}^{m_{1}}II\lambda_{p}]\}^{-1}$ $\prod_{-,q1}^{m^{\prime}}-\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{ll}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}-H+ & \mu_{q}\\\mu_{q} & \end{array}\right)\}$

$xT^{0_{\alpha_{1}}}T)1’ i_{1},$
$.\cdot.\cdot..’\alpha_{m}+$

) $m’ i_{m}$ . ... . . .. $(H+1-v-\rho)$. $\beta_{1}+\dot{H}_{1}^{-v_{1},j_{1},\ldots,\dot{\beta}_{m^{\prime}}+H-\mu_{m^{\prime}},j_{m^{\prime}}\gamma k}$

$+(-1)^{H+1}\frac{H!G^{l}!}{G!}\sum_{p-0}^{G^{\prime}-Y}(-1)^{r^{J}}\frac{1}{\gamma!(G^{\prime}-\gamma-p)!}$

$\times\sum_{(\lambda_{p})}^{\lambda}\sum_{(\mu_{q})}^{p-\lambda}\{\prod_{p=1}^{m}\lambda_{p}!\}_{q=1}^{-1^{m^{\prime}}}II\{\frac{(\beta_{q}+H-\mu_{q})!}{\beta_{q}!}\left(\begin{array}{l}\overline{G}_{q}-G^{\prime}-\beta_{q}-H+\mu_{q}\\\mu_{q}\end{array}\right)\}$

$x\tau^{0_{x_{1}}}T^{\lambda_{1},i_{1},..\cdot.\alpha_{m}}$: $\cdot T)_{m},$
$i_{m}$ . . $(G^{/}-\gamma-p)$ .. $\beta_{1}+\dot{H}-\mathfrak{U}_{1},$

$j_{1},$
$\ldots,$

$\beta_{m^{\prime}}+\dot{H}-\mu_{m^{\prime}},$
$j_{m^{\prime}}G^{/}k$

Bemerkung. Wiederholte Anwendungen der Operatoren (12.11)
und (12.15), von denen jeder eine verschiedene Indizes betrifft,
werden uns solche Operatoren als die Verallgemeinerung von Satz
54 sowie Satz 55 angeben, die mehrere verschiedene Indizes betreffen.
Hierbei d\"urfen die betreffenden Indizes nicht nur exkontra- oder
exkovariant sondem auch ein Teil exkontravariant und die anderen
exkovariant sein. Z.B. $\mathfrak{U}^{H}T^{\alpha_{1}}..;i_{1}.\alpha_{r}i_{r}.k_{1}....k_{t}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{S}\delta_{1}l_{1}\ldots\delta_{u}l_{u}$

’ welcher
$t$ exkontra-und $u$ exkovariante Indizes $\gamma_{1},$

$\ldots$
$\gamma_{t}$ und $\delta_{1},$

$\ldots$ , $\delta_{u}$ be-
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trifft. Diese Operatoren leiten aus einem Extensor je einen anderen
derselben Art aber von verschiedener Graden her, dessen ausfUhr-
licher Ausdruck sehr kompliziert ist und dessen wirkliche Aufstel-
lung demgem\"ass hier nicht hingeschrieben wird.

\S 13. Die von einem Extensor h\"oherer Stufe abgeleiteten
gew\"ohnlichen Tensoren. Symmetrie und Schief-

symmetrie eines Extensors h\"oherer Stufe,

58. Es sei ein Extensor h\"oherer.Stufe z.B. $T_{\tau k}^{\alpha i\beta j}$ gegeben.
Dann haben wir schon die $ge$w\"ohnliche Tensoreigenschaft von $T^{0.\iota\omega_{G^{\prime}k}}$

eingesehen, w\"ahrend $G^{\prime}$ der Grad in bezug auf die Indizes $\gamma$ ist,
insofem seine Bestimmungszahlen $T^{0lW_{G^{\prime}k}}$ nicht alle gleich Null sind,

Wenn dagegen
$T_{Gk}^{0:0j}=0$ f\"ur $i,$ $j,$ $k=1,2,$ $\ldots$

$N$

sind, so ist $T_{G^{\prime}k}^{1l0j},$ $T_{G^{\prime}k}^{0i.1j}$ und $T^{0t0j_{G^{\prime}-1.k}}$ je ein gew\"ohnlicher Tensor.
insofern ihre $\cdot Bestimmungszahlen$ nicht alle verschwindend sind. ${\rm Im}$

allgemeinen bestatigen wir den
Satz 56. Von den Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors

$T^{\alpha_{1}i_{1}};.$ ; seien in bezug auf jeden Wert von $p=1,2,$ $\ldots$ , $r$

und $q=1,2,$ $\ldots$ , $s$

(13.1) $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot..\alpha\dot{n}_{r}}.=0\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$

f\"ur $a_{p}<A_{p}$ , $a_{1}\leqq A_{1},$ $\ldots\prime a_{p-1}\leqq A_{p-1}$ , $a_{p+1}\leq A_{p}1,$
$\ldots$ , $a_{r}\leq A_{r}$ ,

$\beta_{1}\geqq B_{1},$
$\ldots,$

$\beta_{s}\geqq B_{s}$ und $f\dot{u}r$ $a1\leqq A_{1},$
$\ldots$ , $a_{r}\leqq A_{r}$ , $\beta_{q}>B_{q}$ ,

$\beta_{1}\geqq B_{1},$
$\ldots$

$\beta_{q-1}\geqq B_{q-1},$ $\beta_{q+1}\geqq B_{q+1},$
$\ldots$ , $\beta_{s}\geqq B_{s}$ , es sei aber wenig-

stens irgendeine von den Grossen $T^{A_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot A_{r}\iota_{r_{B_{1}j_{1}\ldots B_{s}j_{\epsilon}}}}$. von $Nuuver-$

schieden, dann sind d\’ie Grossen $T^{A_{1}i_{1}}.;;^{A_{r}i_{\tau_{B_{1}j_{1}\ldots B_{s}j_{\epsilon}}}}$. die Bestimmungs-
zahlen eines $gew0hnlichen$ Tensors mit $r$ kontra- und $s$ kovarinnten
Indizes $i_{p}$ und $j_{q}^{\langle 1)}$ .

Der Beweis dieses Satzes ist nicht so schwer. In der Tat folgt
z.B. wegen der Transformationsregel des Extenso$rs$

$T^{A_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot A_{r}i_{r_{B_{1}j_{1}}}}\ldots B_{s}j_{\epsilon}=p1\underline{II}\frac{8x^{(A_{p})i_{p}}}{9\overline{x}^{(\alpha_{p})a_{p}}}\prod_{q-1}^{s}\frac{8\overline{x}^{(\beta_{q})b_{q}}}{8x^{(B_{q})j_{q}}}T^{\alpha_{1}}.;;r...\beta_{1}b_{1}\ldots\beta_{\epsilon}b_{s}$

$=\frac{8x^{i_{1}}}{8\overline{x}^{a_{1}}}II\frac{8x^{(A_{p})i_{p}}}{8\overline{x}^{(\alpha_{p})a_{p}}}p=2r\prod_{q-1}^{\epsilon}\frac{8\overline{x}^{(\beta_{q})b_{q}}}{9x^{(B_{q})j_{q}}}T^{A_{1}a_{1}\alpha_{2}a_{2}..\cdot..\cdot\alpha_{r}a_{r}}\beta_{1}b_{1}\ldots\beta_{\delta}b$,

(1) Es ist zu bemerken, dass dieser Satz in enger Beziehung mit Satz 37
steht.
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da nach der Voraussetzung (13.1) f\"ur $p=1$ die Glieder auf der rechten
Seite fur $a1=0,1,$ $\ldots$

$A_{1}-1$ alle verschwinden und nur die Glieder
fur $a_{1}=A_{1}$ nicht gleich Null bleiben m\"ogen. Weitergehend in der-
selben Wege der Reihe nach f\"ur $p=2,$ $\ldots$ , $r$ und $q=1,2,$ $\ldots$ , $s$ ,

l\"asst die Voraussetzung (13.1) uns schliesslich zur Gleichung

$\tau^{A_{1}i_{1}}:::^{A_{r}i_{r_{B_{1}j_{1}\ldots B_{s}j_{s}}}}=\prod_{p=1}^{r}\frac{8x^{i_{p}}}{9\overline{x}^{a_{p}}}\Gamma_{1}\frac{8\overline{x}^{b_{q}}}{9x^{j_{q}}}T^{A_{1}}.;q=1g$

gelangen, welche gerade die Richtigkeit der Behauptung des Satzes
aussagt.

59. Ausser den oben-erwahnten Tensoren ergeben sich noch
viele Tensoren, die von einem Extensor h\"oherer Stufe abgeleitet

werden, z.B. die Tensoren $\mathfrak{S}^{H}T^{0i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot m_{G_{1}^{\prime}-H,j_{1},\ldots,G_{\acute{s}}-H,j_{s}}}$ . Dieser
Zustand regt die Frage an, ob noch andere gew\"ohnliche Tensoren aus
dem Extensor erhalten werden k\"onnen ? Aber diese Frage beant-
wortet sich leider im allgemeinen mit nein. Damit solche gew\"ohn-
liche Tensoren sich ergeben, muss der urspr\"ungliche Extensor immer
irgendwelche Bedingungen erf\"ullen.

${\rm Im}$ Folgenden m\"ochten wir daf\"ur zwei Beispiele geben.
Als das erste Beispiel nehmen wir einen exkontravarianten Ex-

tensor zweiter Stufe $T^{\alpha i_{t}q_{j}}$ , fur den $T^{0i0j}$ in bezug auf $i$ und $i$

symmetrisch ist, d.h.
$T^{0:0\dot{g}}-I^{Wj\theta i}=0$ .

Diese Beziehu$ng$ ist mit der Tatsache gleichbedeutend, dass die Be-
stimmungszahlen des Extenso$rs$

$T^{[\alpha i\beta_{J}]}\equiv\frac{1}{2}(T^{\alpha i\beta j}-T^{3j\alpha i})$

f\"ur $a=\beta=0$ identisch verschwindend sind. Also kann man nach
Satz 56 auf die Tensoreigenschaft von $T^{[1i0_{J}]}$ schliessen. Wenn dazu
auch $T^{[1i1j]}=0$ f\"ur alle Werte von $i$ und $j$ seien, so soll $T^{[1i1_{J}]}$ und
$I^{[20g]}$ je ein gew\"ohnlicher Tensor sein. ${\rm Im}$ allgemeinen ist $T^{[A+1.iBj]}$

und $T^{IAi.B+1.j\rfloor}$ je ein gew\"ohnlicher Tensor, wahrend
$T^{[\alpha i_{\iota J}]}=0$ f\"ur $a\leqq A$ , $\beta\leqq B$ .

${\rm Im}$ Falle, dass die letzte Beziehung f\"ur alle Werte von $\alpha$ und $\beta$ gilt,
wird man unschwer den Begriff “ Symmetrie eines Extensors” er-
fassen.
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Wir sind somit jetzt im der Lage, die Symmetrie eines Extensors
zu dePnieren. Die Deflnition stellt sich so vor:

Ein exkontra- bzw. exkovarianter Extensor zweiter Stufe $T^{\alpha_{1}i_{1}\alpha i_{\underline{n}}}\underline{)}$

bzw. $T_{\beta_{1}j_{1}\beta_{2}j_{2}}$ heisst symmetrisch, f\"ur den die Beziehungen gelten

$T^{\alpha_{1}i_{1}\alpha_{2}i_{2}}-T^{\alpha_{2}i_{2}\alpha_{1}i_{1}}’=0$ $bzw$ . $T_{\beta_{1}j_{1}\beta_{0}\sim j_{2}}-T_{\beta_{2}j_{\underline{\mathfrak{n}}}\beta_{1}j_{1}}=0$ ,

die eInfachheitshalber als

2 $T^{[\alpha_{1}i_{1}\alpha_{0}.i_{2}]}=0$ bzw. 2 $T$
$[\beta_{1}j_{J}\beta_{2}j_{0}\sim]=0$

abgek\"urzt wefden. ${\rm Im}$ allgemeinen verstehen $w\ddagger r$ uriter einem sym-
metrischen exkontra- bzw. exkovarianten Extensor h\"oherer Stufe
einen solchen, $d^{\backslash }er$ die Beziehungen $erfUllt$

$T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{r}i_{r}}=T^{\alpha_{\gamma}.i_{x_{1)}}}1rr$
$\alpha i_{X}$

bzw. $T_{\beta lj_{1}\ldots*j_{r}}=T_{\beta_{x_{1}}j_{x_{1}}\ldots\beta_{r}j)(r}$ ,

worin $\kappa_{1},$ $\kappa 2,$ $\ldots$ $\kappa_{r}$ eine Permutation von 1, 2, . . . , $r$ bezeichhet.
Ein Extensor z.B. $T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}$ heisst dagegen schiefsymmetrisch,

wenn die Beziehungen bestehen

$T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha ri_{r}}=T^{\alpha_{(}i_{X}\cdots\alpha_{\nu_{r}}.i}11\gamma r$ oder $T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{r}i_{r}}=-T^{\alpha_{21}i_{x_{1}}\cdots\alpha_{r_{r}}i_{x_{r}}}$

je nachdem, ob $\kappa 1$ $\kappa_{2},$ $\ldots$ , $\kappa_{r}$ eine gerade oder ungerade Permuta-
tion von 1, 2, .. . , $r$ ist.

Man kann offenbar auch von der Symmetrie oder Schiefsymmetrie
von einem Teil der Indizes eines Extensors so reden, wie von der-
jenigen eines gew\"ohnlichen Tensors.

60. Betrachtet mah als das zweite Beispiel wieder $ein$en ex-
kontravarianten Extensor zweiter Stufe $T^{\alpha i_{I}8j}$, der die Bedingung
$e$rf\"ullt, dass die Determinante $|T^{\alpha\omega}|$ von Null verschieden ist. Dann
ergIbt $sIch$ bekanntlich ein solcher kovarIanter Tensor $T_{ij}$ , dass

(13.2) $T^{m\}j}T_{ik}=\delta_{k}^{j}$ und $T^{0\varpi j}T_{kj}=\delta_{k}^{i}$ .
Aus der Transformationsregel

$T^{1i0j}=\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}}\frac{8x^{j}}{9\overline{x}^{b}}T^{1a0b}+(\frac{8x^{i}}{8\overline{x}^{a}})^{\{1)}\frac{8x^{j}}{8\overline{x}^{b}}T^{Mb}$

folgt daraus sogleich
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(13.3) $T_{k}^{i}=\frac{8x^{i}}{\partial\overline{x}^{a}}\frac{\partial\overline{x}^{b}}{\partial x^{k}}T_{b}^{a}-\left(\begin{array}{l}8x^{i}\\--\\\partial\overline{x}^{a}\end{array}\right)\frac{\partial\overline{x}^{a}}{8x^{k}}$ ,

setzend

(13.4) $T_{k}^{i}=-T^{1i0j}T_{k^{j}}$ .
Es ist jetzt nicht schwer zu erkennen, dass

(13.5a) $T^{ij}=01T^{\theta i1j}+T\dot{\mathfrak{g}}T^{\triangleright i0k}$

und

(13.5b) Tllj $=T^{1i1j}+T_{k}^{j}T^{1ff)k}+T_{k}^{i}T^{0k1j}+T_{f\iota}^{i}T\dot{d}T^{0k0h}$

je ein kontravarianter gew\"ohnlicher Tensor ist. ${\rm Im}$ allgemeinen
lautet der

Satz 57. Wenn die Determinnnte $|T^{0i\mathfrak{U}}|,$ doe von den Boetim-
mungszahlen $T^{0i\omega}$ eines exkontravarianten Extensors zweiter Stufe $T^{\alpha lq_{j}}$

gebildet ist, nicht verschwindet, so sind

(13.5) $T^{ij}\alpha\beta\equiv\sum_{\tau=0}^{\alpha}\sum_{\delta=0}^{\beta}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\beta\\\delta\end{array}\right)T_{h}^{i}TiT^{rh\delta k}$

f\"ur jeden Wert von $a=0,1,$ $\ldots$ , $G_{1}$ und $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $G_{2}$ je ein kon-
travarianter gewohnlicher Tensor zweiter $Stu\beta e$ , w\"ahrend $G_{1}$ und $ G_{2}\lambda$

die Grade des vorgegebenen Extensors sind. Darin definieren stch $T_{h}^{l}$

durch die Rekursionsformeln
$\tau_{h}^{i}\equiv\delta_{h}^{i}0$ $T_{h}^{i}\equiv T_{h}^{i}=1-T^{0i0^{j}}T_{h^{j}}$ ,

(13.6)
$\lambda+1\lambda\lambda T_{h}^{i}=T_{h}^{1(1)}+T_{k}^{i}T_{h}^{k}$ , $\lambda=1,2$ , . .. .

Beweis. Es ist nicht unm\"oglich, den Satz unter Ber\"ucksichtigung
auf die Transformationsregel direkt zu beweisen, wenn man sich um
die Komplizierung sowie die Langeweile im Beweisgang nicht k\"um-
mert. Aber wir wollen ihn nun durch eine andere Methode beweisen,
die viel einfacher ist. Der Ausdruck (13.3) lernt uns, dass $T_{k}^{i}$ sich
bei jeder KoordinatentransformatIon wirklich eben so wie die affinen
\’Ubertragungsparameter ver\"andem. Daraus folgt die Vektoreigen $\cdot$

schaft von
$V^{i}=1V^{i\langle 1)}+T_{h}^{i}V^{h}$
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noch allgemeiner

(13.7) $V^{i}\alpha=\sum_{\tau=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)T_{h}^{i}V^{h(r)}$ , $a=1,2,$ $\ldots$

f\"ur einen beliebigen kontravarianten Vektor $V^{i}$ . Der Beweis von
(13.7) ist leicht. N\"amlich wir k\"onnen die Richtigkeit von (13.7) durch
InduktIon bez\"uglich $a$ so zeigen:

$V^{i(1)}+T_{k}^{i}V^{k}=\alpha\alpha\sum_{t-0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)\{\alpha-\tau\alpha-T$

$=\sum_{\tau=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)T_{h}^{i}V^{h(\iota+1)}+\sum_{\tau=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)T_{h^{i}}^{\tau+1}V^{h\langle\tau)}$

$=\sum_{\tau\rightarrow 1}^{\alpha*1}(\gamma-a1)^{\alpha-}i\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)T_{h}^{\dot{\iota}}V^{h(\tau)}$

$=\sum_{\tau\approx 0}^{\alpha+1}\left(\begin{array}{l}a+1\\\gamma\end{array}\right)$ :

$\equiv V^{i}\alpha+1$

was zu beweisen ist, da $ V^{i(1)}+T_{k}V^{k}\alpha\alpha$ der linken Seite die Bestimmungs-

zahlen eines Vektors geben, wenn $ V^{i}\alpha$ ein Vektor ist.
Der Ausdruck (13.7) enth\"alt die verschiedenen Ableitungen $V^{i\langle\cdot r)}$

der Bestimmungszahlen des Vekto$rsV^{i}$ , aber die Vektoreigenschaft
von (13.7) h\"angt nicht eigentlich von den Differentiationen selbst ab,
sondern von ihrem Transformationszustande. Ersetze man somit alle
$V^{i(\tau)}$ in (13.7) durch z.B. die entsprechenden Bestimmu $n$gszahlen $V^{\tau i}$

eines exkontravarianten Extensors $\alpha ster$ Stufe, die sich bei jeder
Koordinatentransformation auf gerade dieselbe Weise wie $V^{i(r)}$

transformieren, dann liefert (13.7) auch die gew\"ohnlichen Vektoren

(13.8) $V^{\alpha_{i}}=\sum_{\tau=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)\overline{T}_{h}^{\tau_{i}}V^{rh}$

Alle Bestimmungszahlen eines Extensors zweiter Stufe $T^{\alpha i\beta\dot{g}}$ ver-
\"andern sich nach eben derselben Transformationsregel wie die ent-
sprechenden Produkte $V^{\alpha_{i}}W^{\beta j}$ der Bestimmungszahlen von irgend
zwei Extensoren erster Stufe und deswegen folgt die Tensoreigen $\cdot$

schaft von (13.5) unmittelbar aus der Tensoreigenschaft von

$V^{i}\alpha W^{j}\beta=\sum_{r=0}^{\alpha}\sum_{\delta=0}^{\beta}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}\beta\\\delta\end{array}\right)T_{h}^{i}T_{k}^{j}V^{\tau h}W^{\delta k}$ ,
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da die Tensoreigenschaft von $ V^{i}W^{j}\alpha\beta$ nicht von der Tatsache “Produkt”
selbst sondem nur von ihrem Transformationsverfahren abh\"angt.

Der analoge Satz f\"ur einen exkovarianten Extensor besteht:

Satz 58. Es sei $T_{\alpha l\beta j}$ ein $ex$kovarianter Extensor zweiter Stufe
vom Grad $G_{1}bzw$ . $G_{2}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ . Wenn die Detemmimante
$|T_{G_{1}iG_{2}j}|$ von $Nuu$ verschieden ist, dann ist

(13.9) $T_{i\dot{g}}\alpha\beta\equiv\sum_{\tau=0}^{\alpha}\sum_{\delta\approx 0}^{\beta}\left(\begin{array}{l}G_{1}-\gamma\\ G_{1}-a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G_{2}-\delta\\ G_{2}-\beta\end{array}\right)j$

f\"ur jeden Wert von $a=0,1,$ $\ldots$ , $G_{1}$ und $\beta=0,1,$ $\ldots$ , $\alpha$ je ein
kovarianter $geu$) $\dot{o}$hnlicher Tensor zweiter Stufe, wobei $ T_{i}^{h}\lambda$ durch die
folgenden Ausdr\"ucke bestimmt werden:

$T^{ij}T_{G_{1}iG_{2}k}=\delta_{k}^{\dot{f}}$ , $T^{ij}T_{G_{1}kG_{2}j}=\delta_{k}^{i}$ ,

(13.10) $T_{h}^{:}=\delta_{h}^{:}0$ $1T_{h}^{;}=-\frac{1}{G_{1}}T_{G_{1}-1,hG_{2}j}T^{ij}$ ,

$\lambda+1T_{h}^{i}=T_{h}^{i\langle 1)}+T_{h}^{k}T_{k}^{l}\lambda 1\lambda$
$\lambda=1,2$ , . . . .

Der Satz wird auf die analoge Weise wie Satz 57 bewiesen,
$berUcksichtigend$ , dass $\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)V_{i}^{(G-\alpha)}$ die Bestimmungszahlen eines ex-
kovarianten Extensors erster Stufe sind, wen$nV_{i}$ ein kovarianter
Vektor ist, und dass $V_{i}^{(1)}+T_{i}^{h}V_{h}1$ folglich $\sum_{\tau\Rightarrow 0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)T_{i}^{h}V_{h}^{(\tau)}$ auch ein
kovarianter Vekto $r$ ist. Den ausf\"uhrlichen BeweIs des Satzes lassen
wir demgem\"ass hier aus, aber $wIr$ wollen nun die Bem $e$rkung hin-
zuf\"ugen, dass $T_{h}^{\dot{f}}1$ und $-T_{h}^{i}1$ sich bei jeder Koordinatentransformation
auf eben dieselbe Weise transformieren und ihre TransformatIonsregel
$i\Re$ nichts anderes als diejenige der affinen $\ddot{U}$bertragun$gs_{1}parameter$ .
Somit erhalten wir auch gew\"ohnliche Tensoren, wenn $T_{h}^{i}$ in (13.5)

$und-T_{h}^{i}1$ in (13.9) durch die affinen \"Ubertragungsparameter $\Gamma_{h}^{i}$ ersetzt
werden. Dieser Gedanke f\"uhrt uns zum

Satz 59. Wenn doe Funktionen $\Gamma_{h}^{i}$ vorgegeben sind, die bei jeder

Koordinatentramformmtion auf dieselbe $We\dot{r}se$ wie die affinen $Ubertra-$

$gungs\mu rameter$ sich $ver^{n}andern$ , dann k\"onnen wir aus jedem Extensor
$z.B$ . $T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha.\dot{n}_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$ immer die gewohnlichen Tensoren
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(13.11) $\beta_{1}.\beta_{s}\alpha_{1}.\cdot.\alpha_{r}\ddot{T}i_{1}\cdot.\cdot.\cdot.i_{r}j_{1}\ldots j_{\epsilon}\equiv\sum_{\gamma_{1}=0\gamma r}^{\alpha_{1}}\cdots\sum_{=0}^{\alpha_{r}}\sum_{\grave{o}_{1}=0\grave{o}s}^{\beta_{1}}\cdots\sum_{=0}^{\beta_{l}}\left(\begin{array}{l}a_{1}\\\gamma_{1}\end{array}\right)\cdot$ . $\left(\begin{array}{l}a\prime\\\gamma_{f}\end{array}\right)$

$\times\left(\begin{array}{ll}G_{1}- & \delta_{1}\\G_{1}-\beta_{1} & \end{array}\right)\cdots\left(\begin{array}{ll}G_{s}- & \delta_{s}\\G_{s}-\beta_{s} & \end{array}\right)$

$\times\Gamma_{h_{1}^{1}}\alpha_{1}-\gamma_{1}i\ldots\alpha_{r_{\Gamma^{\gamma r_{\dot{\psi}}}\underline{T}^{k_{1}}}^{-}}h_{r_{\beta_{1}\grave{o}_{1}}}j_{1}$
$\beta_{s}-\delta_{\epsilon}^{j_{s}^{s}}\Gamma^{k}$

$xT^{\gamma_{1}h_{1}};;$ ;

$aus\beta\dot{u}hren$ , wobei

$r_{h}^{0}:=\Gamma_{h}^{i}=\delta_{\dot{h}}0$ $\Gamma_{h}^{i}=1-\Gamma_{h}^{i}=\Gamma_{h}^{i}1$

(13.12)
$\Gamma_{h}^{i}=\lambda+1I_{h}^{1j(1)}+\Gamma_{k}^{i}\Gamma_{h}^{k}\lambda 1\lambda$

$\lambda+1\Gamma_{h}^{i}=\Gamma_{h}^{i(1)}+\Gamma_{h}^{k}\Gamma_{k}^{i}\lambda 1\lambda$
$\lambda=1,2$ , . . . .

61. Nach Einf\"uhrung der $Ten8oren$ von der Art (13.11) kann
man den folgenden wichtige$n$ Satz schliessen.

Satz 60. Es seien die Funuionen $\Phi^{i_{1}}..;$ : von einigm ex-
kontra-, exkovarianten oder $gem\dot{t}schten$ Extensoren $z.B$ . $T^{\alpha_{1}h_{1}\alpha_{2}h_{2}}$ und
$U_{\beta_{1}k_{1}\beta_{\underline{\theta}}k_{2}}$ gegeben, welehe ftir jede Koordinatentransformation die Ten-
soreigenschaft besitzen und deren Funktionalformen dazu auch erhalten
bleiben. Dann m\"ussen die Funktionen $\Phi^{i_{1}..\cdot..\cdot i_{r}}.j_{1}\ldots j_{s}$ nur von den aus
den Extensoren mittels $(13.fl)$ abgeleiteten $gew0hn^{\prime}Jichen$ Tensoren $z.B$ .
$\alpha_{1}\alpha r^{2}h_{1}h_{2}$ und $U_{k_{1}k_{2}}$ und nicht von anderem abh\"angig sein, und dab.ei sind

$\beta_{1}\beta_{2}$

ihre Funktionalformen ganz \"ahnlich, n\"amlich $z.B$ .

(13.13) $\Phi^{i_{1}}..;:_{j_{1}\ldots j_{S}}^{i_{r}}(T^{\alpha_{1}h_{1}\alpha_{2}h_{\alpha}},$ $U_{G_{1}-\beta_{1},k_{1},G_{2}-\beta_{2},k_{\underline{o}}})$

$=\Phi^{i_{1}\ldots\dot{u}}j_{1}\ldots j_{s}(T^{h_{1}h_{2}},U_{k_{1}k_{:}})\alpha_{1}\alpha_{0}\beta_{1}\beta*$

.

Bewebs. Nun wollen wir am Beispiel den Satz beweisen, $da$ der
Satz im allgemeinen Falle auf ganz analoge WeIse bewiesen werden
kann. Wir erhalten nach (13.11) durch Aufl\"osung in bezug auf
$T^{\alpha_{1}h_{1}\alpha_{2}h_{2}}$ oder $U_{G_{1}-\beta_{1},k_{1},G_{2}-\beta_{j},k_{2}}$
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$T^{\alpha_{1}h_{1^{\alpha}2}h_{2}}=\sum_{\gamma_{1}=0\gamma_{2}}^{\alpha_{1}}\sum_{=0}^{\alpha_{l}}\left(\begin{array}{l}a1\\\gamma]\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a_{2}\\\gamma_{2}\end{array}\right)h_{1}^{\alpha_{2}-v_{2}}h_{2}^{\gamma_{1}\gamma}i_{1}i_{2}$

(13.14)

$U_{G_{1}-\beta_{1},k_{1},G_{2}-\beta_{2},k_{\sim}}$,
$\backslash $

$=\sum_{\delta_{1}=0}^{\beta_{1}}\sum_{\delta_{2}=0}^{\beta_{2}}(G_{1}^{1}G--\beta_{1}^{1}\delta)(G_{2}G_{2}-\delta)_{\beta_{1}}\underline{\mathfrak{C}}^{jl}k_{1}\underline{\mathfrak{C}}^{j}k_{2}^{2}U_{j_{1}j_{2}}\delta_{1}\beta_{2}\delta_{2}\delta_{1}\delta_{2}$

wob$ei$

$\sum_{\tau=\delta}^{\alpha}\left(\begin{array}{ll}a & -\delta\\\gamma & -\delta\end{array}\right)\overline{\mathfrak{C}}_{\mathfrak{i}}^{h}\Gamma_{k}^{i}=\delta_{k}^{h}\delta_{\alpha\delta}$ ,

(13.15)

$\sum_{\tau=\delta}^{(:}\left(\begin{array}{l}\delta\beta-\\\beta-\gamma\end{array}\right)/t$

Wegen (13.15) m\"ussen $\alpha-\gamma \mathfrak{C}_{j}^{i}$ und $\beta-t\mathfrak{C}_{k}^{j}$ von der Form sein

$\mathfrak{C}_{j}^{i}=\mathfrak{C}_{j}^{i}=\delta_{j}^{i}00$

(13.16a) $\mathfrak{C}_{j}^{:}=\lambda-\Gamma_{j}^{i}+[\Gamma,\Gamma\lambda\lambda-1\lambda-2$ $\Gamma^{1}]$ ,

$\mathfrak{C}_{j}^{i}=\lambda-\lambda\Gamma_{j}^{i}+[F\Gamma$, . . . , $\Gamma]1$

wob $ei$ $[$ $]$ eine Funktion von $d$en In den eckigen Klammern enthal-
tenen $\Gamma be_{\lambda-1}deutet$ . Man erkennt leicht $dIeAusdr\text{"\""{u}"} ckbar_{\lambda}ke\ddagger t$ von $\Gamma_{\dot{f}}^{i}\lambda$

durch $\Gamma_{j}^{i}\lambda$

$\Gamma_{j}^{i},$

$\ldots$ , $\Gamma_{j}^{i}1$ somit soll jedes $\mathfrak{C}_{j}^{i}\lambda$ auch durch $\Gamma_{j}^{l}$ , $\lambda-\Gamma_{j}^{1_{i}}\ldots$ . ,
$\Gamma_{j}^{r}1$ ausdr\"uckbar sein, d.h.

(13.16b) $\mathfrak{C}_{j}^{i}\lambda=\Gamma_{j}^{i}+\lambda[\Gamma,\Gamma\lambda-1\lambda-2$ , $\tau^{1}]$ .
Setzen wir statt $T^{\alpha_{1}h_{1}\alpha_{2}h_{2}}$ und $U_{G_{1}-\beta_{1},k_{1}}G_{2}-\beta_{2},$

$k_{2}$
auf der

linken Seite von (13.13) die rechten Seiten von (13.14) ein, dann

werden $\Phi^{i_{1}.\cdot..\dot{u}}j_{1}\ldots j_{s}$ die Funktion vo$n$ den Tensoren
$\gamma_{1}\gamma_{2}Ti_{1}i_{2}$ ,

$\delta_{1}\delta_{2}U_{j_{1}j_{2}}$
und

von $\mathfrak{C}i\lambda\lambda$ folglich von $\Gamma_{j}^{l}\lambda$ wie $(13.16ab)$ zeigen.
$\Gamma_{j}^{t}$ bekommt andererseits bei einer Koordinatentransformation

die Ableitungen von $\underline{\partial x^{i}}-$ nach dem Parameter $t$ und die h\"ochsten

Ableitungen $(\frac{8x^{i}}{9\overline{x}^{a}})^{(\lambda)}sind9x^{a}$ darin in der Gestalt
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(13.17) $F_{j}^{\lambda}i=-(\frac{8x}{\partial\overline{x}^{a}})^{(\lambda)}\frac{8\overline{x}^{a}}{a\dot{\#}}+[*]$

enthalten, wobei $[*]$ die Glieder bedeutet, die nur die als $\lambda$ niedrIgen

Ableitungen von $\frac{8x^{t}}{9\overline{x}^{a}}$ enthalten. Da nach einer Koordinatentransform-

ation $\Phi^{i_{1}}..;$ : wegen seiner Tensoreigenschaft nur $\frac{9x^{i}}{8\overline{x}^{a}}$ aber

nicht ihre Ableitungen bekommt, so muss nach der Vo $r$aussetzung
und (13.17) die folgende Beziehung gelten:

$\Phi^{i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot i_{r}}.j_{1}\ldots j_{s}(T^{Y_{h_{1}h_{2}}}\gamma_{12}\delta_{1}\text{\‘{o}} U_{k_{1}k_{2}}r_{k^{j}}^{\lambda})$

$=\Phi^{i_{1}}...;_{j_{1}\ldots j_{s}}^{\dot{u}}(\frac{8x^{h_{1}}}{8\overline{x}^{c}1}\frac{a}{a}\frac{x^{h_{\underline{0}}}}{x^{c_{2}}\frac}T^{2}\gamma_{1}\gamma c_{1}c_{2}$

$\frac{8\overline{x}^{d_{1}}}{\partial x^{k_{1}}}\frac{8\overline{x}^{d_{2}}}{ax^{k_{2}}}U_{d_{1}d.)}\delta_{1}8_{2}$ $-(\frac{8x^{;}}{8\overline{x}^{a}})^{(\text{\‘{A}})}\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{k}}+[*])$

$=\frac{8x^{i_{1}}}{8\overline{x}^{a_{1}}}$ . . . $\frac{8x^{i_{r}}}{8\overline{x}^{a_{r}}}\frac{8\overline{x}^{b_{1}}}{8x^{jl}}$ . . . $\frac{8\overline{x}^{b_{\epsilon}}}{8x^{j_{\epsilon}}}$

$\times\Phi^{a_{1}};.:_{b_{1}\ldots b_{s}}^{a_{r}}(T^{Yz_{C_{1}C_{2}}}\gamma_{1}$

$6_{1}\text{\‘{o}}_{2}U_{d_{1}d_{2}},$

$\Gamma_{b}^{a})\lambda$

Wenn die gr\’osste Zahl $\mu$ von den oberen Indizes $\lambda$ von $l^{\lambda}f,$
$d\dot{\iota}\epsilon$ in

$\Phi^{i_{1}.\ldots\cdot i_{r}}../1$

$j_{s}$
enthalten sind, gleich 1 oder gr\"osger als 1 sei, di#eren-

zieren wir die letzte Gleichung nach $(\frac{8x^{i}}{8P})^{\langle\mu)},$ dann ergibt sich

$-\frac{a}{\mu}\Phi^{i_{1}..\cdot.i_{r}}\underline{3\overline{x}^{a}}....j_{1}\ldots j_{\epsilon}\approx\theta$

,$8x^{k}$ a $\Gamma_{k}^{j}$

folgli$ch$

$\frac{a}{8IB\mu}i_{1}..\cdot i_{r}j_{1}\ldots j_{S}$

d.h. $\Phi^{i_{1}.\cdot..\cdot i_{r}}.j_{1}\ldots j_{\epsilon}$ enthalten nicht $\Gamma i\mu$ nlml $i\epsilon hI^{\prime}t$ sowie ihre sukzes-
siven $Ableitung\alpha\iota$ . Demgem\"ass d\"urfen wir bei der Einsetzung von
(13.I4) in die linke Seite von (13.13) alle $\Gamma i\mu$ folglich wegen (13.16 ab)

aueh alle $\mathfrak{C}\not\in\#$ und $\mathfrak{C}_{k}^{j}\mu$
f\"ur $\mu>0$ gleich Null ansehen, in anderen
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Worten, $T^{\alpha_{1}h_{1}\alpha_{2}h_{2}}$ bzw. $U_{G_{1}-\beta_{1},k_{1},G_{2}-\beta_{2},k_{2}}$ auf der linken Seite von
(13.13) darf $durchT^{2}\alpha_{1}\alpha_{h_{1}h_{2}}$ bzw.

$\beta_{1}\beta_{2}U_{k_{1}k_{2}}$
ersetzt werden. Jetzt ist die

Richtigkeit von (13.13) bewiesen.
Gem\"ass diesem Satze schlIessen wir ohne weiteres
Satz 61. Der durch Uberschiebungen einiger $Ex$tensoren sieh er-

gebende Skalar ($bzw$ . Tensor) kann sich durch die Summe von solchen
Skalaren ($bzw$ . Tensoren) darsteum, die durch \"Uberschiebungen der
$gew\dot{0}$hnlichen Tensoren von der Art (13.11) erhalten werden, wenn
irgendwelche Funktionen $\Gamma_{h}^{i}$ gegeben sind, die bei jeder Koordinaten-
transformation eben so wie die affinen \"Ubertragungsparameter sich
ver\"andern.

Z.B.

(13.18) $T^{\alpha i_{\iota}^{q}j}V_{\alpha:}W_{\beta j}=\sum_{\alpha=0}^{G_{1}}\sum_{\beta=0}^{G_{2}}T^{ij}V:\alpha\beta G_{1}-\alpha G_{2}-\beta W_{j}$.

\S 14. Erweiterung der Operatoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$ auf die
Extensoren h\"oherer Stufe.

62. In \S 12 haben wir den Operator $\mathfrak{S}$ f\"ur die Extensoren
h\"oherer Stufe durch die Eliminationsmethode aus der Transforma-
tionsregel durchgef\"uhrt. Jetzt wollen wir eine andere Methode er-
z\"ahlen, die uns auch den Operator $\mathfrak{S}$ f\"ur die Extensoren h\"oherer
Stufe liefert. Zuerst wird insbesondere ein exkontravariante $r$ Ex-
tensor zweiter Stufe $T^{\alpha l\beta j}$ in Betracht gezogen, um das Verst\"andnis
zu erleichtern. NImmt man dazu eInen beliebigen kovarianten Vektor
$W_{j}$ an, so gibt $W_{\beta j}\equiv\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)W_{j}^{(G^{\prime}-\beta)}$ einen $exkovariant\dot{e}n$ Extensor er-
ster Stufe vom Grad $G^{\prime}$ , wie Satz 4 gezeigt hat. $G^{\prime}$ ist dabei kleiner
als die Gradzahl des Extensors $T^{\alpha i3j}$ in bezug auf $\beta$ . Wir haben
dann durch \"Uberschiebung eInen exkontravarianten Extensor erster
Stufe

(14.1) $V^{\alpha i}\equiv T^{\alpha:j}|1W_{\#j}=\sum_{\downarrow’=0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha i3j}|W_{j}^{(G^{\prime}-\beta)}$ .
Anwendend den Operator $\mathfrak{S}$ auf diesen Extensor, ergibt sich

(14.2) $\mathfrak{S}V^{\alpha:}=\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\{T^{\alpha+1\cdot i\beta\dot{g}}W_{j}^{(G^{\prime}-\beta)}-T^{\alpha ipj(1)}W_{j}^{1G^{\prime}-\beta)}$

$-T^{\alpha:\beta j}W_{j}^{(G^{\prime}-\beta+1)}\}$
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$=\sum_{(\rightarrow 0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\cdot\beta+1.j$

$-\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha i.\beta+i_{j}}\cdot W_{j}^{(G^{\prime}-\beta)}-\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha i\beta j}W_{j}^{(G^{\prime}-\beta+1)}$

$=W_{\beta j}\mathfrak{S}T^{\alpha i_{I}^{q}j}-\sum_{=\backslash 0}^{G^{\prime}+1}t_{\lambda}\{(\beta G^{\prime}-1)+\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\}T^{\alpha:\beta j}W_{j}^{(G^{\prime}+1-\beta)}$

$=W_{\beta j}\mathfrak{S}T^{\alpha_{i\beta j}}-\sum_{\{=0}^{G^{\prime}+1}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}+1\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha i\beta j}W_{j}^{\langle G^{\prime}+1-\beta)}$

Das zweite Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist
offenbar ein exkontravarianter Extensor erster Stufe, deshalb muss
das erste Glied auch $eIn$ Extensor sein. Andererseits ist $W_{\beta j}$ ganz
beliebig, deswegen soll

$\mathfrak{S}T^{\alpha_{i\beta j}}=T^{\alpha+1.i\beta j}+T^{\alpha:.\beta+1,j}-T^{\alpha i_{1}^{q}j\langle 1)}$

einen exkontravarianten Extensor zweiter Stufe geben. Daraus er-
halten wir den Operator $\mathfrak{S}$ f\"ur $d\ddagger e$ Extensoren zweiter Stufe. Um
die Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ zu erlangen, soll man das oben erz\"ahlte Verfahren
wiederholen. F\"ur $den_{\backslash }$ Extensor h\"oherer Stufe z.B. dritter Stufe
$T^{\alpha i.j\tau k}$ ist es gen\"ugend den Extensor

(14.3) $V^{\alpha i}\equiv\sum_{|’\subset 0}^{G_{2}}\sum_{\Gamma=0}^{G_{3}}\left(\begin{array}{l}G_{2}\\\beta\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G_{3}\\\gamma\end{array}\right)T^{\alpha i^{\mathfrak{g}}j\tau k}W_{j}^{\langle G_{2}-\beta)}U_{k}^{(G_{\uparrow 3}-\tau)}$

in Gebrauch zu nehmen, w\"ahrend $W_{j}$ und $U_{k}$ je ein beliebIger Vektor
ist, dann folgt $\mathfrak{S}T^{\alpha i\beta j\tau k}$ sogleich aus $\mathfrak{S}V^{\alpha_{i}}$ , wobei’ $G_{2}$ bzw. $G_{3}$ die
Gradzahl des Extensors $T^{\alpha l\beta j\tau k}$ in bezug auf $\beta$ bzw. $\gamma$ darstellt.

63. F\"ur die exkovarianten Extensoren h\"oherer Stufe sind die
Umst\"ande ganz analog. N\"amlich aus dem exkovarianten Extensor z.B.
zweiter Stufe $T_{\alpha i\beta j}$ bilden wir zun\"achst den Extensor $(\beta+1)T_{\alpha i.\beta+1.j}$

und danach gebrauchen wir den Extensor

(14.4) $V_{\alpha i}\equiv\sum_{\{\backslash =0}^{G^{\prime}-1}(\beta+1)T_{\alpha i,\beta+1.j}U^{j(\beta)}$ ,

wobei $U^{j}$ einen beliebigen kontravarianten Vektor bezeichnet und $G^{\prime}$

die Gradzahl des Extensors $T_{\alpha i\beta j}$ in bezug auf $\beta$ ist. Durch Anwen-
dung des Operators $\mathfrak{S}$ auf den Extensor $V_{\alpha i}$ trItt dann auf

(14.5) $\mathfrak{S}V_{\alpha i}=\sum_{\beta\Leftrightarrow 0}^{G^{\prime}-1}\{(G-a)(\beta+1)T_{\alpha i.\beta+1.j}U^{j(\beta)}$

$-(a+1)(\beta+1)(T_{\alpha+1.:.\beta+1.j^{(1)}}U_{-}^{j\langle\beta)}+T_{\alpha\dashv 1.\dot{\backslash }\beta+1.j}U^{j(P+1)})\}$
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$=\sum_{p\rightarrow 0}^{G^{\prime}\sim 1}$ {(G--a) $(\beta+1)T_{\alpha i.\beta+1.j}-(a+1)(\beta+1)T_{\alpha+1.*\beta+1.\dot{g}}11)$

$+(G^{\prime}-\beta)(a+1)T_{\alpha+Li\beta j}\}U^{\dot{g}(\beta)}$

$-\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}-1}(G^{\prime}-\beta)(a+1)T_{\alpha+1.i\beta\dot{g}}U^{j(\beta)}$

$-\sum_{-,\beta-0}^{G^{\prime}-1}(a+1)(\beta+1)T_{\alpha+l}$.:. $\beta+1.jU^{j(\beta+1)}$

$=U^{\dot{g}\downarrow\beta)}\mathfrak{S}T_{\alpha i\beta j}$

$-(a+1)\{:\beta G^{\prime}$

$=U^{j\{\beta)}\mathfrak{S}T_{\alpha:\beta j}-G^{\prime}(a+1)T_{\alpha+1.i\beta j}U^{j(\beta)}$ ,

wobei $G$ die Gradzahl des Extensors $T_{\alpha i\beta j}$ in bezug auf $\alpha$ sein soll.
Da das zweite Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung
offenbar ein Extensor erster Stufe und da $U^{j}$ ein beliebiger Vektor
$ist\backslash $ ’ k\"onnen wir die Extensoreigenschaft von
/

$\mathfrak{S}T_{\alpha i\beta\dot{p}}=(G-a)(\beta+1)T_{\alpha i.\beta+1.j}+(G^{\prime}-\beta)(a+1)T_{\alpha+1.i\beta j}$

$-(a+1)(\beta+1)T_{a+1i\beta+1.\dot{g}}^{\langle 1)}$

erkennen.
64. Nachstens gehen wir mit einem gemischten Extensor z.B.

$T_{u}^{li}$ um. Darum betrachtet man zwei Extensoren erster Stufe

$V^{\alpha i}\equiv\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}- 1}(\beta+1)T_{\beta+1.j}^{\alpha:}U^{j(\beta)}$ ,
(14.6)

$V_{\beta\dot{g}}^{G}\equiv_{\alpha}a_{=}^{\tau_{\beta j}^{\alpha i}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)T7_{i}^{7(G-\alpha)}}$
.

w\"ahrend $U^{f}$ bzw. $W_{i}$ ein beliebige $r$ kontra- bzw. kovarianter Vektor
sei. Danach ergibt sich erstens der Extensor

$\mathfrak{S}V^{\alpha i}=\sum_{\beta-0}^{G^{\prime}- 1}(\beta+1)\{T_{\mathfrak{l}^{+1j}}^{\alpha+1.i}.U^{\dot{g}(\beta)}-T_{\beta+1j}^{\alpha i.\cdot\cdot 11)}U^{JX^{\beta)}}-T_{\beta+1j}^{\alpha i}U^{j((+1)\}}$

$=\sum_{\mu=0}^{G^{\prime}-1}(\beta+1)\{T_{|+1j}^{\alpha+1i}-T_{\beta+1^{j}}^{\alpha i.\cdot\cdot(1)\}.p\oint}U^{j(1)}-\sum_{\beta-1}^{G^{\prime}}\beta T^{\alpha}.U^{j(\beta)}$

$=\mathfrak{S}T^{\alpha i_{\mathfrak{p}j}}.U^{j(\beta)}-G^{\prime}T_{0t}^{\alpha i}U^{j(\beta)}$ ,

$berUcksichtigend(12.3a)$ . Das zweite Glied des letzten Ausdrucks ist
bekanntlich ein $Extensor\backslash $, deshalb muss das $er8te$ auch $e\ddagger ner$ sein.
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Davon erkennt man die Extensoreigenschaft von $\mathfrak{S}T_{\beta j}^{\alpha i}$ , weil $U^{j}$ ein
beliebiger Vektor sein kann. Aus $V_{\beta j}$ erhalten wir auch $ dasselbe\sim$

Resultat, indem man hat
/

$\mathfrak{S}V_{\beta j}=(G^{\prime}-\beta)\sum_{\alpha- 0}^{G}\urcorner\lrcorner\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)T_{1j}^{\alpha i}Wi^{(G-\alpha)}$

$-(\beta+1)\sum_{\alpha=0}^{G_{t}}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)\{T_{\beta+1.j}^{\alpha i\cdot\cdot(1)}Wi^{(G-\alpha)}+T_{P+1.,j}^{\alpha i}W_{i}^{(G-\alpha+1)\}}$

$=\sum_{\alpha=0}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)(G^{\prime}-\beta)T_{\beta j}^{\alpha i}-(\beta+1)T_{\beta+1.j}^{\alpha i.\cdot\cdot(1)}+1\beta+1)T^{\alpha+1.i}\}Wj^{(G-\alpha)}$

$-\sum_{\alpha\approx 0}^{G^{(}}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)(\beta+1)T_{\beta\star 1.j}^{\alpha+1.i}W_{i}^{(G-\alpha)}$

$-(\beta+1)\sum_{\alpha=0}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)T_{(*+1.j}^{\alpha i}W_{i}^{\langle G-\alpha+1)}$

$L^{\backslash }$ $L$

$=\sum_{\alpha_{F}0}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)\cdot\}j$

\rangle

$-(\beta+1)$ { $\sum_{\alpha\Rightarrow 1}^{G+1}\left(\begin{array}{l}G\\a-1\end{array}\right)T_{\beta+1,j}^{\alpha i}W_{i}^{(G-\alpha+1)}+\sum_{\gamma^{=0}}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)T_{\beta+1.j}^{\alpha i}W_{i}^{\langle G-\alpha+1)}\}$

$=\sum_{-,\alpha-0}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{i}^{(G-\alpha)}\mathfrak{S}T_{\beta j}^{\alpha i}-(\beta+1)\sum_{\alpha-0}^{G+1}T_{(}^{\alpha i}\lambda+1.j\left(\begin{array}{l}G+1\\a\end{array}\right)W_{i}^{(G+1-\alpha)}$ .

Das $zweite\backslash $ Glied des letzten Ausdrucks ist nichts anderes $a[S$ der
$E\dot{x}$tensor erster Stufe, der durch \"Uberschiebung von den zwei Ex-
tensoren $(\beta+1)T_{\beta+1.j}^{\alpha i}$ und $\left(\begin{array}{l}G+l\\a\end{array}\right)W_{i}^{(G+1-\alpha)}$ erhalten wird.

65. Nun wende man den $O^{\prime}p$erator $\mathfrak{Z}$ auf den Extensor (14.1)
an, dann erh\"alt man nach Satz 17 den Extensor $(\backslash $

$\mathfrak{Z}V^{\alpha i}=\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\sum_{-\lambda-0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\lambda}(\lambda a)2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)(T^{\lambda i^{\tau}j}W_{j}^{\langle G^{\prime}-\beta)})^{(\alpha-\lambda)}$

$=\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\sum_{\lambda=0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\alpha\rightarrow\lambda}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\mu\end{array}\right)T^{\lambda i_{1}\circ i\{\mu\rangle}W_{j}^{(G^{\prime}-\beta+\alpha-\lambda-\mu l}$

$=\sum_{l^{-}\rightarrow 0}^{G^{\prime}}\sum_{\lambda=0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\lambda}2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\sum_{\nu=\beta+\lambda}^{\alpha+\beta}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\nu-\beta-\lambda\end{array}\right)T^{\lambda i_{1}^{q}j(\nu-\beta\leftarrow\lambda)}W_{\dot{f}}^{1^{\backslash }G+\alpha-\nu)}\rceil$

($\nu=\beta+\lambda+\mu$ gesetzt)

$=\sum_{\}=0}^{G^{\prime}}\sum_{\nu=(}^{\alpha+p}V\sum_{\lambda\Leftarrow 0}^{-}\beta(-1)^{\alpha-\lambda}2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\nu^{-\beta-\lambda}\end{array}\right)T^{\lambda iPj(\nu-\beta-\lambda)}W_{\dot{f}}^{(G^{\prime}+\alpha-\nu)}$

$=\sum_{v\yen 0}^{G^{\prime}+\alpha}\sum_{\beta=\nu-\alpha}^{\nu}\lambda 0\sum_{=}^{\nu-\beta}(-1)^{\alpha\rightarrow\lambda}2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)(1^{A}-a\beta-\lambda-\lambda)T^{\lambda ij(\nu-\beta-\lambda)}W_{\dot{J}_{rr}}^{(G^{\prime}+\alpha At};$

,
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$=\sum_{\tau\Rightarrow G-\alpha\beta}^{G\dashv G^{\prime}r}\sum_{=\uparrow-G}^{+\alpha-G}\sum_{\lambda\approx 0}^{\tau+\alpha-\beta-G}(-1)^{\alpha-\lambda}2^{\lambda\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\G+\beta-\gamma\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)}$

$\times T^{\lambda iR\dot{g}(\tau+\alpha-G-\beta-\lambda)}W_{j}^{\langle G+G^{\prime}-r)}$ ($\gamma=G+\nu-a$ gesetzt),

wobei man auf die Ansetzung $\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)=0$ f\"ur $\beta<0$ aufmerksam sein
soll. Da $W_{j}$ ein beliebige $r$ kovarianter Vektor sein kann, sollen die
Koeffizienten von $\left(\begin{array}{ll}G+ & G^{\prime}\\\gamma & \end{array}\right)W_{j}^{(G+G^{\prime}-\gamma)}$ im letzten Ausdrucke die Bestim-
mungszahlen eines exkontravarianten Extensors zweiter Stufe von
den $Gr$aden $G$ und $G+G^{\prime}$ sein, n\"amlich wir erhalten den

Satz 62. $T^{\alpha i\beta i}$ sei ein exkontravarianter Extensor zweiter Stufe
vom.Grad $Gbzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta,$

,
dann ist

(14.7) $\mathfrak{Z}\tau^{\alpha i_{I}j}=\left(\begin{array}{l}G+G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\sum_{\mu=\beta-G}^{\alpha+\beta-G}\sum_{\lambda=0}^{\alpha+\beta-\mu-G}(-1)^{\alpha-\lambda}2^{\lambda}$

$\times\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\ G+\mu-\beta\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\mu\end{array}\right)T^{\lambda i\mu j(\alpha+p-G-\lambda-\mu)}$

auch ein solcher vom Grad $Gbzw$ . $G+G^{\prime}$ in bezug aoff a $bzw$ . $\beta$ .
66. Das analoge Verfahren f\"ur $d$en exkovarianten Extensor

(14.8) $V_{\alpha\tilde{\iota}}\equiv T_{\alpha:j}\beta U^{j(\beta)}$

liefert wegen Satz 18 den Extensor vom Grad $G-1$

$\mathfrak{Z}V_{\alpha i}=\sum_{\nu=0}^{G-\alpha-1}(-1)^{\nu}V_{\alpha+\dot{\nu}+1.i}^{(\nu)}$
.

$=\sum_{\nu=0}^{G-a- 1}\sum_{\mu=0}^{\nu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha+\dot{\nu}+1.i_{1}\$j}^{(\nu-\mu)}U^{j(+\mu)}|$

$=\sum_{\nu=0}^{G-\alpha-1}\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\beta+\nu$

($\beta+\mu=\lambda$ gesetzt)

$=\sum_{-,\nu\rightarrow 0}^{G-\alpha-1}\sum_{\lambda\simeq 0}^{G^{\prime}+\nu}\sum_{=\beta\lambda-\nu}^{\lambda}(-1)^{\nu}(\lambda-b\beta)\cdot\cdots\langle\nu-\lambda+|2)$

$=\sum_{=0}^{G+G^{\prime}-\alpha-1}\sum_{v\lambda\rightarrow\lambda-G}^{G-\alpha-1},\sum_{\mu=0}^{\nu}(-1)^{V\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)\cdot\cdot(\mu)}T_{\alpha+\dot{\nu}+1\dot{\sim}\mu-\dot{\nu}+\lambda.j}U^{j(\lambda)}$

( $=-\lambda+\beta$ gesetzt),

wobei man auf die Ansetzung $(_{\lambda-\beta}\nu)=0$ f\"ur $\nu<0$ aufmerken soll.
Demgem\"ass k\"onnen wir schliessen, dass die Koeffizienten von $U^{\dot{g}(\beta)}$
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im letzten Ausdrucke einen exkovarIanten Extensor zweiter Stufe
vom Grad G-lbzw. $G+G^{\prime}-1inbezugaufabzw$ . $\beta$ bestimmen. D.h.

Satz 6.3. Ein exkovarianter Extensor zweiter Stufe $T_{\alpha i\beta_{\grave{f}}}$ vom Grad
$Gbzw$ . $G^{\prime}$ in $\cdot$ bezug auf a $bzw$ . $\beta$ sri gegeben, dnnn setzen

(14.9) $\mathfrak{Z}T_{\alpha i\beta j}=\sum_{\nu=\beta-G}^{G-\alpha-1},\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{\nu}(-1)^{\nu\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)\cdots(\mu)}T_{\alpha+\dot{\nu}+1\cdot l\prime r+\mu-V.j}$

einen Extensor derselben Art vom Grad $G-1bzw$ . $G+G^{\prime}-1$ in bezug
$ au\beta$ a $bzw$ . $\beta$ fest.

67. F\"ur den Extensor h\"oherer Stufe k\"onnen wir auch den
Operator $\mathfrak{Z}$ einf\"uhren, indem wir den Operator $\mathfrak{Z}$ auf den Extensor
erster Stufe $an$wenden, der aus dem Extensor h\"oherer Stufe und den
durch Differentiation einiger beliebigen Vektoren $e$rhaltenen Exten-
soren erster Stufe durch Uberschiebungen eingef\"uhrt wird.

Wiederholen wir das oben erkl\"arte Verfahren, so treten die
Operatoren $\mathfrak{Z}^{H}$ f\"u $r$ die Extensoren h\"oherer Stufe ein.

68. Es ist bemerkenswert, dass $\mathfrak{Z}T^{\alpha i\beta j}$ sowie $\mathfrak{Z}T_{\alpha i\beta j}$ in seiner
Form in bezug auf $a$ und $\beta$ nicht symmetrisch ist, wie (14.7) oder
(14.9) zeigt. Diese Tatsache lehrt uns $dIe$ Existenz der Operatoren
von zwei Arten, die Operatoren erster Art sind durch (14.7) oder
(14.9) gegeben und diejenigen zweiter Art sollen aus dem Extensor
$\mathfrak{Z}\{\sum_{\alpha=0}^{G}T^{\alpha i\beta j}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{i}^{(G-\alpha)\}}$ oder $\mathfrak{Z}T_{\alpha i\beta j}V^{i(\alpha)}$ erhalten werden, die sich so
darstellen:

(14.10) $\mathfrak{Z}^{[l]}T^{\alpha i\beta j}=\left(\begin{array}{l}G+G^{\prime}\\a\end{array}\right)\sum_{\lambda\approx\alpha-}^{\alpha+\beta-G^{\prime}}G\int\sum_{\mu-0}^{+\beta-\lambda-G^{\prime}}(-1)^{\beta-\mu}2^{\mu\left(\begin{array}{l}\beta\\\mu\end{array}\right)}$

$x(_{G^{\prime}+\lambda-a}\beta-\mu)\left(\begin{array}{l}G\\\lambda\end{array}\right)T^{\lambda i\psi j(a+\beta-G^{\prime}-\lambda-\mu)}$ ,

(14.11) $\mathfrak{Z}^{[2]}T_{ai\beta j}=\sum_{\nu=\alpha-G}^{G^{\prime}-\theta-1}\sum_{\mu=0}^{\nu}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha+-\nu}.::(\mu)\dot{\mu}uR+\dot{\nu}+Lg$ .

Um Operatoren von zwei Arten zu unterscheiden, m\"ochten wir oben
nach dem Operatorzeichen $\mathfrak{Z}$ die Bezeichnungen [1] oder [2] hinzufUgen,
wie $\mathfrak{Z}^{[1]}$ oder $\mathfrak{Z}^{[2]}$ F\"ur einen Extensor h\"oherer Stufe z.B. H-ter Stufe
existieren nat\"urlich Operatoren von $H$ Arten $\mathfrak{Z}^{[1]},$ $\mathfrak{Z}^{[2]},$

$\ldots$ , $\mathfrak{Z}^{[H]}$ , ent-
sprechend jedem Indizespaar, das bei der Ausf\"uhrung des Operators
mit dem Indizespaar des aus einem beliebigen Vektor abgeleiteten
Extensors nicht iiberschoben geworden $i\dot{s}t$ ,
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69. Von einem gemischten Extensor z.B. $T_{\beta j}^{\alpha i}$ betrachtet man
zwei Extensoren erster Stufe

$V^{ai}\equiv T_{\beta j}^{ai}U^{j(\beta)}$ und $V_{\beta j}\equiv\sum_{\alpha\approx 0}^{G}T_{\beta j}^{\alpha i}\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{i}^{(G-\alpha)}$ ,

w\"ahrend $U^{j}$ bzw. $W_{i}$ ei $n$ beliebiger kontra- bzw. kovarianter Vektor
sein kann. Aus diesen Extensoren ergibt sich erstens der Extensor

$\mathfrak{Z}V^{\alpha i}=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}\sum_{\mu=0}^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a-\lambda\\\mu\end{array}\right)T_{\beta j}^{\lambda i\cdot\cdot(\alpha-\lambda-\mu)}U^{j(\beta+\mu)}$

$=\sum_{\lambda=0}^{\alpha}\sum_{1=0}^{G^{\prime}\alpha}\sum_{\nu=(}^{+\beta-\lambda}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda a-\\\nu^{-\beta}\end{array}\right)T^{\lambda i_{q}\cdot(\alpha+p-\lambda-\nu)}U^{j(\nu)}|j$

($\beta+\mu=\nu$ gesetzt)

$=\sum_{\lambda=0}^{\perp}a\alpha\sum_{\nu=0}^{G^{\prime}-\lambda}\sum_{\beta=\nu+\lambda-\alpha}^{\nu}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\\nu^{-\beta}\end{array}\right)..U^{j(\nu)}}T_{\beta j}^{\lambda i\cdot\langle\alpha+\beta-\lambda- y)}$

$=\sum_{\nu=0}^{\alpha+G^{\prime}\alpha}\sum_{\lambda\Leftrightarrow 0}^{+G^{\prime}-V}\sum_{\beta\Leftrightarrow\nu+\lambda-\alpha}^{\nu}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\\nu^{-\beta}\end{array}\right)T_{\beta j}^{\lambda i\cdot\cdot(\alpha+\beta-\lambda-\nu)}U^{j\langle\nu)}$ ,

wobei man anmerken soll:

$\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)=0$ f\"ur $ a<\lambda$ und $T^{\lambda i_{pj}}=0$ f\"ur $\beta>G^{\prime}$ .

Schreibend $\beta$ in $\mu$ um, geht daraus der gesuchte gemischte Extensor
zweiter Stufe aus den Koeffizienten von $U^{j(\nu)}$ hervor. Zweitens erh\"alt
man den Extensor

$\mathfrak{Z}V_{j}’=\sum_{\nu\Rightarrow 0}^{G^{\prime}-\beta-1}(-1)^{\nu}\sum_{\mu=0}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)\sum_{\alpha=0}^{G}\tau_{\beta+\dot{y}+1_{J}}^{ai\cdot(\nu-\mu)\left(\begin{array}{l}G\\a\end{array}\right)W_{i}^{\langle G-\alpha+\mu)}}$
.

$=\sum_{\nu=0}^{G^{\prime}-\beta-1}\sum_{\mu=0}^{\nu}\sum_{=\tau G-1-\mu}^{G+G^{\prime}-\mu-1}(-1)^{\nu\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G & \\\gamma+\mu+1- & G^{\prime}\end{array}\right)}\backslash $

$xT^{\tau+\mu+1-G^{\prime},i_{p+\nu+1,j}(\nu-\mu)}Wi^{(G+G^{\prime}-1-r)}$

($ G^{\prime}-1+a-\mu=\gamma$ gesetzt)

$=\sum_{\nu=0}^{G^{\prime}-\beta-1}\sum_{\tau=G-1-\nu}^{G+G^{\prime}-1}\sum_{\lambda=G-1}^{G+G^{\prime}-1}(-1)^{\nu}(\nu)(’\lambda+1G-G^{\prime})$

$\times T_{\beta+\dot{\nu}+1^{\dot{j}}}^{\lambda+1-G^{\prime}.i(\nu\sim\lambda+T)}W;t^{G+G^{\prime}-1-\gamma)}$ ($\gamma+\mu=\lambda$ gesetzt)

$=G\sum_{\tau\Leftarrow\beta}^{-}\sum_{\nu\rightarrow G-1-\tau}^{G^{\prime}-\beta-1}\sum_{\lambda\approx G^{\prime}-1}^{G+G^{\prime}-1}(-1)^{\nu}(\lambda\nu-\gamma)\left(\begin{array}{lll} & G & \\\lambda & +1- & G^{\prime}\end{array}\right)$

$\times T_{\beta+\nu+L^{j}}^{\lambda+1-G^{\prime}\cdot i\cdot\cdot(\nu-\lambda+T)}W_{i}^{(G+G^{\prime}-1-\gamma)}$ .
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Die Koeffizienten des letzten Ausdrucks von $(^{G+G^{\prime}-1})W_{i}^{(G+G^{\prime}-1-\tau)}$

,

liefern uns die Bestimmungszahlen des gesuchten $Extensors\gamma$ zweiter
Stufe.

Zusammenfassend die obigen beiden Ergebnisse, lautet der
Satz 64. Ein gemischter Extensor zweiter Stufe $T_{\beta j}^{\alpha i}$ vom Ckad

$Gbzw$. $G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ sei vorgegeben, dann $id$

(14.12) $\mathfrak{Z}^{[1]}T_{\beta j}^{\alpha\tau}=\sum_{\lambda\approx 0}^{\alpha+G^{\prime}-p}$

}

$(\lambda^{\urcorner}(-1)^{\alpha-\lambda}\left(\begin{array}{l}a\\\lambda\end{array}\right)2^{\lambda}\left(\begin{array}{l}a^{-\lambda}\\\beta-\mu\end{array}\right)T_{\mu\dot{j}}^{\lambda i\cdot\cdot\langle\alpha-\beta-\lambda+\mu)}$

und
(14.13) $\mathfrak{Z}^{[2]}T_{\beta j}^{\alpha i}=(^{G+G^{\prime}-1}a)^{-1}\sum_{\nu=G-1-\alpha}^{G^{\prime}-\beta- 1}\sum_{\lambda=G-1}^{G+G^{\prime}-1}(-1)^{\nu\left(\begin{array}{l}\nu\\\lambda-a\end{array}\right)}$

$\times\left(\begin{array}{lll} & G & \\\lambda & +1- & G^{\prime}\end{array}\right)T^{\lambda+1-G^{\prime}.i\cdot\langle\nu-\lambda\perp\alpha)}\{+\dot{\nu}+1,j$

je auch ein gemischter Extensor zweiter Stufe. Der erste $rd$ vom Grad
$Gbzw$ . $G+G^{\prime}$ und der letzte vom Grad $G+G^{\prime}-1bzw$ . $G-1$ ’in bezug

auf a $bzw$ . $\beta$ .
Die Umst\"ande sind f\"ur $d$en gemischten Extensor h\"oherer Stufe

ganz gleIch, $bIs$ auf den Gebrauch mehrerer beliebiger Vektoren, und
betreffs des vorgegebenen Extensors kann man auch viele Operatoren
erhalten, deren Anzahl derjenigen der Stufe des Extensors gleicb ist.

Wiederholend das oben ben\"utzte Verfahren, bekommen wir
noch dazu die Operatoren von der Art $\mathfrak{Z}^{H}$ f\"ur die gemischten Exten-
soren h\"oherer Stufe.

70. Wenden wir den Operator $\mathfrak{Y}$ auf den Extensor

$V^{\alpha i}=\sum_{\triangleright-- 0}^{G^{\prime}}T^{ai\beta j}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)W_{j}^{\langle G^{\prime}-\beta)}$

an, w\"ahrend $T^{\alpha i\beta j}$ ein vorgegebener exkontravarianter Extensor zwei-
ter Stufe vom. Grad $G$ bzw. $G^{\prime}$ in bezug auf $a$ bzw. $\beta$ und $W_{j}$ ein
beliebiger kovarianter Vektor ist. Dann haben wir den Extensor
erster Stufe

$\mathfrak{Y}V^{\alpha i}=$ $\sum_{\Leftarrow,\mathfrak{d}\dagger 0}^{G^{\prime}}(G+1-\alpha)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha i\beta j}W_{j}^{\langle G^{\prime}-\beta)}$

$+\alpha\sum_{\beta\approx 0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)\{T^{\alpha-1i(j(1)}W_{j}^{\langle G^{\prime}-\beta)}+T^{\alpha-1i\}j}W_{j}^{(G^{\prime}-(s+1)\}}$

$=\sum_{\beta-0}^{G^{\prime}}\{(G+1-a)+a$

$+a\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha-Li\beta j}W_{j}^{\langle G^{\prime}-\beta+1)}$
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$=\sum_{\beta-1}^{G^{\prime}+1}\{(G+1-a)T^{\alpha i\beta-1^{j}}\cdot+\alpha T^{\alpha-Li\cdot\beta-l.j(1)}\}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta-1\end{array}\right)W_{j}^{(G^{\prime}+\iota-\beta)}$

$+a\sum_{\beta=\theta}^{G^{\prime}}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}\\\beta\end{array}\right)T^{\alpha-1.i^{\beta j}}W_{j}^{(G^{\prime}+1-\beta)}$

$=\frac{1}{G^{\prime}+1}\cdot\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}+1}\{|($

$+a(G^{\prime}+1-\beta)T^{\alpha-1\cdot iPj}\}\left(\begin{array}{l}G^{\prime}+1\\\beta\end{array}\right)W_{j}^{(G^{\prime}+1-\beta)}$ ,

davon erh\"alt man einen exkontravarianten Extensor zweiter Stufe
von den Graden $G+1$ und $G^{\prime}+1$

(14.14a) $\mathfrak{Y}\tau^{\alpha i_{1}^{9j}}=\beta(G+1-a)T^{\alpha_{i},\beta-1j}+a(G^{\prime}+1-\beta)T^{\alpha-1\cdot i\beta_{\hat{J}}}$

$+a\beta T^{\alpha-1,..\beta-1.j(1)}\eta$

aus den Koeffizienten von $\left(\begin{array}{ll}G^{\prime} & +l\\\beta & \end{array}\right)W_{j}^{(G^{\prime}+1-q)}1$ im letzten Ausdrucke.
Wied$erhole\eta d$ dieses Verfahren, kann man zum folgenden allge-

meinen Ergebnisse gelangen.
Satz 65. Die Gr\"ossen

(14.14) $\mathfrak{Y}^{H}\tau^{\alpha i_{c}6j}=\sum_{\lambda=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda$ ! $\sum_{\mu=0}^{\lambda}-=\frac{\beta!}{(\beta-H-\mu}t^{-}a-\overline{H}^{\frac{(X}{+}-}\lambda\overline{\mu)!}!\overline{)}$

]

$\times\left(\begin{array}{l}G+H-a\\\grave{A}-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}+H-\beta\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha-H+\lambda-\mu.\beta-H+\mu_{d}j(H-\lambda)}|$
.

sind $f?ir$ ieden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$ die Bestimmungszahlen eines
exkontravarianten Extensors zweiter Stufe vom Grad $G+Hbzw$ . $G^{\prime}+H$

in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ , wenn $T^{\alpha i\beta j}$ diejenigen eines Extensors derselben
Art vom Grad $Gbzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ sind.

Beweis. WIr benutzen die Induktion bez\"uglich $H$, um den Satz
zu beweisen. Unter der Voraussetzung der Richtigkeit des Satzes
f\"ur ein festes $H$ , erhalten wir, ber\"ucksichtigend die Gradzahlen $G+H$
und $G^{\prime}+H$ des Extensors $\mathfrak{Y}T^{\alpha i_{1}3j}$, den Extensor

/

$\mathfrak{Y}(\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha i\beta j})$

$=\mathcal{B}(G+H+1-a)\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha i,\beta-1,j}+a(G^{\prime}+H+1-\beta)\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha-1.ij}$

$+a\beta \mathfrak{Y}^{H}\tau^{\alpha-1}$ .:. $\beta-1\cdot j\{1$ )

$=\sum_{\lambda=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda]\{a\underline{a}!)$

!
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$x\left(\begin{array}{l}G-a+H\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(G^{\prime} & -\beta+H+\mu & 1\right)T^{\alpha-H+\lambda-\mu.*\beta-H-1+\mu.\dot{g}\{H-\lambda)}$

$+a(G^{\prime}+H+1-\beta)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a-1)!}{(a-H-1+\backslash \lambda-\mu)!}\frac{\beta!}{(\beta-H+\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{ll}G-a+H & +1\\\lambda-\mu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta+H\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu.\dot{\sim}p-H+\mu.\dot{g}(H-\lambda)\}}$

$+\sum_{\lambda\approx 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda$ ! $a\beta\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{(a-1\rangle!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\frac{(\beta-1)!}{(\beta-H-1+\mu}$

) !

$\times\left(\begin{array}{l}G-a+H+1\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta+H & +1\\\mu & \end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu.i\cdot i-H-1+\mu.i(H\rightarrow\lambda+1)}$

$=\sum_{\lambda\Rightarrow 1}^{H+1}\left(\begin{array}{ll} & H\\\lambda & -1\end{array}\right)(\lambda-1)$ ! $\{\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)!}$

$\times\left(\begin{array}{l}G-a+H\\-\lambda l-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta+H & +1\\\mu & \end{array}\right)(G+H+1-a)$

$+\sum_{\mu=1}^{\lambda}I\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)!}\left(\begin{array}{l}G-a+H+1\\\lambda-\mu\end{array}\right)$

$\times\left(\begin{array}{l}G^{\prime}-\beta+H\\\mu^{-1}\end{array}\right)(G^{\prime}+H+1-\beta)\}T^{a\cdot- H-1+\lambda-\mu}$ :. $\theta-H-1+\mu.j(H^{-\lambda\perp}1)$

$+\sum_{\lambda\Leftrightarrow 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda$ ! $\sum_{\mu\approx 0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)!}\overline{!}$

$x\left(\begin{array}{l}G-a+H+1\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta+H & +1\\\mu & \end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu_{\dot{b}}\beta-H-1+\mu.j(H-\lambda^{*}1)}$

$=\sum_{\lambda=1}^{H+1}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)(\lambda-1)$ ! $\{\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}(\lambda-\mu)+\sum_{\mu\approx 1}^{\lambda}\mu\}$

$x\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)!}\left(\begin{array}{l}G-a+H+1\\\lambda-\mu\end{array}\right)$

$x\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta+H & +1\\\mu & \end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu.|.\beta-H-1+\mu.j(H-\lambda+1)}$

$+\sum_{\lambda=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)!}$

$\times\left(\begin{array}{ll}G-a+H & +1\\\lambda-\mu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta+H & +1\\\mu & \end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu.i\cdot\beta-H-1+\mu.j(H-\lambda+1)}$

$=\sum_{\lambda\approx 0}^{H+1}\{\left(\begin{array}{ll} & H\\\lambda & -1\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\}\lambda$ ! $\sum_{\mu\Leftrightarrow 0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)^{1}}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)[}$

$x\left(\begin{array}{l}G-a+H+1\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G^{\prime}-\beta+H & +l\\\mu & \end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu_{\dot{h}}\beta-H-1+\mu.j(H-\lambda+1)}$
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$=\sum_{\lambda\Leftrightarrow 0}^{H+1}\left(\begin{array}{l}H+1\\\lambda\end{array}\right)\lambda]\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\frac{\beta!}{(\beta-H-1+\mu)!}$

$\times\left(\begin{array}{l}G+H+1-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{\prime}+H+1-\beta\\\mu\end{array}\right)T^{\alpha-H-1+\lambda-\mu..,\beta-H-1+\mu.j}(H^{\prime}41-\lambda)$

$=\mathfrak{Y}^{H+1}T^{\alpha ilj}$ . $Wz$ . $b$ . $z$ .
71. Auf \"ahnliche Weise hat man
Satz 66. Es sei $T_{\alpha iR\dot{g}}$ e\’in enkovarianter $Ex$tensor zweiter Stufe

vom Grad $Gbzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ , dann biuen die $G\gamma\dot{o}$ssen

(14.15) $\mathfrak{Y}^{H}T_{\alpha i\beta j}=\lambda\sum_{--}^{Pf}0\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu- 0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T\perp.i\beta-\mu.j^{t^{H-\lambda)}}$

einen $exkovar\dot{\tau}n$nten $Ex$tensor zweiter Stufe vom Grad $G+Hbzw$ . $G^{\prime}+H$

in bezug auf a $bzw$ . $\beta$, wobei man unter $T_{\alpha i\theta j}f\dot{u}ra<0,$ $a>G$ oder
$\beta<0,$ $\beta>G^{\prime}$ immer $Nuu$ verstehen sou.

Beweis. Es seien $V^{j}$ die Bestimmungszahlen eines beliebigen
kontravarianten Vektors, dann sind $V_{\alpha i}\equiv T_{\alpha i\beta j}V^{j(\{)}di\dot{e}jen$igen eines
exkovarianten Extensors erster Stufe. Wenden wir den Operator $\mathfrak{Y}$

auf diesen letzten Extensor an, so ergibt $sIcheIn$ Extensor erster
Stufe vom Grad $G+1$

$\mathfrak{Y}V_{\alpha;}=V_{\alpha:}^{(1)}+V_{\alpha-1.i}=T_{\alpha:\theta j}^{(1)}V^{j(\beta)}|+T_{\alpha:\beta j}V^{j\langle\beta+1)}+T_{\alpha-1.i\beta\dot{g}}V^{j(\beta)}$

$=\sum_{1\succ 1}^{G^{\prime}+1}T_{\alpha:.\beta-1.j}V^{j(\beta)}+\sum_{\beta=0}^{G^{\prime}}(T_{\alpha iPj}^{(1)}+T_{\alpha\sim 1:\beta j})V^{j\langle q)}$

$=\sum_{\beta-0}^{G^{\prime}+1}(T_{\alpha i.\beta-1\cdot j}+T_{\alpha-1.i\beta j}+T_{\alpha}|:\beta j11))V^{j(\beta)}$ ,

danach sollen die Koeffizienten von $V^{j\langle\beta)}$

(14.15 a) $\mathfrak{Y}T_{\alpha:\beta\dot{g}}=T_{\alpha_{l.\beta-1.j}}+T_{\alpha-1,:\beta j}+T_{\alpha:\beta j}^{(1)}$

die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors zweiter Stufe
vom Grad $G+1$ bzw. $G^{\prime}+1$ in bezug $au\overline{f}$

$a$ bzw. $\beta$ sein. N\"amlich
der Satz f\"ur $H=1$ ist wirklich richtig. Zun\"achst brauchen wir die
InduktIon bez\"uglich $H$, wie im Bewei@e von Satz 65.

$\mathfrak{Y}(\mathfrak{Y}^{H}T_{ai\beta j})=\sum_{\lambda=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu\approx 0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)\{\tau_{\alpha-\dot{\lambda}+\mu...\beta-i-\mu.j^{\{H-\lambda)}}$

$+T_{\alpha\sim 1-\lambda+\mu_{1}.\beta-\mu.j}:\cdot\cdot IF-\lambda)+T_{\alpha-\lambda+\mu.i.\beta-\mu.j^{(H-\lambda+1)\}}}$
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$=\sum_{\lambda<1}^{R+1}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda-1\end{array}\right)\{\sum_{\mu=1}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}-\lambda 1\\\mu-1\end{array}\right)T_{\alpha-\dot{\lambda}+\mu.\dot{*}q-\mu.j}\langle H-\lambda+1)’\cdot$

.

$+\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}\left(\begin{array}{l}\lambda-1\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha-\dot{\lambda}\}\mu...\beta-\mu.j^{(H-\lambda+1)\}}}$

$+\sum_{\lambda=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha-\dot{\lambda}+\mu.|\beta-\mu,j^{\langle H-\lambda+1)}}$

$=\lambda\sum_{=1}^{H_{\mathcal{T}}1}\left(\begin{array}{l}H\\i-l\end{array}\right)\sum_{\mu-0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha-\dot{\lambda}+\mu.\dot{i}\beta-\mu.j^{(H-\lambda+1)}}$

$+\sum_{\lambda-0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha-\dot{\lambda}+\mu,1.\beta-\mu.j^{(H-\lambda+1)}}$

$=\sum_{\lambda=1}^{II+1}\left(\begin{array}{l}H+1\\\lambda\end{array}\right)\sum_{=0}^{\lambda}\left(\begin{array}{l}\lambda\\\mu\end{array}\right)T_{\alpha-\dot{\lambda}+\mu.\dot{i}P-\mu.j^{(H+1-\lambda)}}$

$=\mathfrak{Y}^{H+1}T_{\alpha i\beta j}$ . W. $z$ . $b$ . $z$ .
72. Satz 67. Geben die $Gr\dot{o}$ssen $T_{\beta j}^{\alpha i}$ einen gemischten Extenuor

zweiter $Stu\grave{f}e$ vom Grad $Gbzw$ . $G^{\prime}$ in bezug auf a $bzw$ . $\beta$ fest, dann
bilden die Grossen

(14.16) $\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha}.\beta j=\sum_{\lambda\infty 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu\leftarrow 0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-H+\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{l}G+H-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)\frac{1}{\mu!}T^{\alpha-H+\lambda-\mu....(H-\lambda)}\beta-\mu.j$

einen Extemor derselben Art vom Grad $G+Hbzw$ . $G^{\prime}+H$ in bezug auf
a $bzw$ . $\beta$ , wobei man voraussetzt

$T_{\beta j}^{\alpha i}=0$ f\"ur $a<0,$ $a>G$ oder $\beta<0,$ $\beta>G^{\prime}$ .
Beweis. Wir beweisen die Richtigkeit des Satzes zuerst f\"ur $H=1$

und dann f\"ur beliebige Werte von $H$ durch Induktion. Nimmt man
den Extensor erster Stufe $T_{j\beta}^{\alpha i}U^{j(\beta)}$ auf, in dem $U^{j}$ ein beliebiger
kontravarianter Vektor ist, und wendet den Operator $\mathfrak{Y}$ auf den Ex-
tensor an, dann sieht man ohn $e$ weiteres $d\ddagger e$ Extensoreigenschaft von

$\mathfrak{Y}^{T_{\beta j}^{\alpha i}U^{j(\beta)}=(G+1-a)T_{\beta j}^{\alpha i}U^{j\langle \mathfrak{h})}+aT_{\beta j}^{\alpha- 1.i.\cdot\cdot(1)}U^{j(\beta)}+aT^{\alpha- 1i_{\mathfrak{p}j}}U^{j\langle\beta\vdash 1\rangle}}|$.
$=\sum_{\beta\Rightarrow 0}^{G^{\prime}}\{T_{j}^{\alpha i}|+a..\beta jU^{j1_{1}^{q)}}+\sum_{=,11}^{G^{\prime}*1}aT_{1}^{\alpha-1,i}-1.jl$

$=\sum_{1\beta\Leftarrow 0}^{G^{\prime}+1}\{T^{\alpha i_{pj}}+\alpha T_{pj_{1}}^{\alpha-F\dot{n}f1)}..l-1^{j}|$ ,
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ber\"ucksichtigend $T_{-Lj}^{\alpha i}=T_{G+1.j}^{\alpha i}=0$ . Da $U^{j}$ ein beliebiger Vektor
sein darf, k\"onnen wir daraus ersehen, dass die Koeffizienten von $U^{j\langle\beta)}$

(14.16 a) $\mathfrak{Y}T_{\backslash \cdot\beta j}^{\alpha i}=(G+1-a)T_{\beta j}^{\alpha i}+aT_{\beta- 1.j}^{\alpha-Li}+aT_{\beta j}^{\alpha-1,i\cdot\langle 1)}$

die Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors zweiter Stufe von
den Graden $G+1$ und $G^{\prime}+1$ sein m\"ussen, was die Behauptung des
betreffenden Satzes f\"ur $H=1$ ist: Wir wollen hier nur eine kleine
Bemerkung hinzuf\"ugen, $d_{\backslash }ass$ durch Anwendung des Operators $\mathfrak{Y}$ auf
den $exkovarianten*$ Extensor $\sum_{\alpha=0}^{G}\left(\begin{array}{l}G\\\alpha\end{array}\right)T_{\beta j}^{\alpha i}W_{i}^{\langle G-\alpha)}$ , wobei $W_{i}$ ein belie-
biger kovarianter Vekter ist, wir aus den Koeffizien,ten der Bestim-
mungszahlen des Extensors $\left(G & +1a\right)W_{i}^{(G+1-\alpha)}$ nichts anderes als (14.16a)

bis auf einen Zahlfaktor
$\underline{1}$

bekommen. Sodann gehen wir zum
$G+1$

Beweise des Satzes f\"ur jeden Wert von $H$ durch Induktion vor.
Unter der Voraussetzung de $r$ Extensoreigenschaft von $\mathfrak{Y}^{H}T_{\beta j}^{\alpha i}$ er-
halten wir sogleich nach Anwendung des Operators $\mathfrak{Y}$ den Extensor
von den Graden $G+H+1$ und $G+H+1$ :

$\mathfrak{Y}t\mathfrak{Y}^{H}T_{Qj}^{\alpha i})=\sum_{\lambda-0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\{\langle G+H+1-a)\frac{a!}{(a-H+\lambda-\mu)!}$

$\times\left(\begin{array}{l}G+H-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)\cdot\cdot i-\mu,j^{(H-\lambda)}$

$+\frac{a!}{(a-1-H+\lambda-\mu)!}(G-a\lambda+1+H)\frac{1}{\mu!}T_{(-i-\mu.j}^{\alpha-1- H+\lambda-\mu.i(H-\lambda)}$

$+\frac{a!}{(a-1-H+\lambda-\mu)!}\left(\begin{array}{ll}G-a+1+ & H\\\lambda-\mu & \end{array}\right)\frac{1}{\mu!}T_{\beta-\sim\mu.j^{(H-\lambda+1)\}}}^{\alpha-1-H+\lambda-\mu.i}$

$=\sum_{\lambda=0}^{H+1}\left(\begin{array}{ll} & H\\\lambda & -1\end{array}\right)(\lambda-1)!\{\sum_{\mu=0}^{\lambda-1}\frac{a!(\lambda-\mu)}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}$

$x\left(\begin{array}{l}G+H+1-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)\cdot|$

$+\sum_{\mu\Leftarrow 1}^{\lambda}\frac{a!\mu}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}\left(\begin{array}{l}G+H+1-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)-T^{\alpha-1- H+\lambda-\mu.i\cdot\cdot(H-\lambda+1)\}}a-\mu.j$

$+\sum_{\lambda=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)\lambda$ ! $\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-1-H+\lambda-}-\mu\overline{)}$

!

$x\left(\begin{array}{l}G+H+1-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)\cdot\beta-\mu.j$
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$=\sum_{\lambda\propto 0}^{H+1}\left(\begin{array}{l}H+1\\\lambda\end{array}\right)\lambda!\sum_{\mu=0}^{\lambda}\frac{a!}{(a-H-1+\lambda-\mu)!}$

$\times\left(\begin{array}{l}G+H+1-a\\\lambda-\mu\end{array}\right)\frac{1}{\mu!}T^{\alpha-H-1^{J}\lambda-\mu.i\cdot\cdot(H+1-\lambda)}\beta-\mu.j$

$=\mathfrak{Y}^{H\perp 1}T_{\beta j}^{\alpha i}$ .
73. Die vorhergehenden drei $\grave{S}$ \"atze k\"onnen. in dem folgenden

Satze $zusammengef\dot{a}sst$ und verallgemeinert werden:
Satz 68. Unter der Voraussetzung,$\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT} ssT^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\alpha_{r}i_{1}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$ ein

vorgegebener gemischter $Extens\alpha r(r+s)$-ter Stufe vom Grad $G_{p}(p=$

$1,2,$
$\ldots$ , r) $bzw.\overline{G}_{q}$ ($q=1,2,$ $\ldots$ , s) in bezug aoff $a_{p}bzw$ . $\beta_{q}\dot{u}t$ ,

miissen $d^{i}ieGr0ssen$

(14.17) $\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot...\cdot\alpha_{f}i}f\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$

$=\sum_{p\Leftarrow 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\p\end{array}\right)p!\sum_{I^{J}()_{pq})}^{P}\prod_{p=1}^{1}\{\frac{a_{p}!}{(a_{p}+\lambda_{p}-H)!}(\backslash G_{p}+\lambda_{p}H-a_{p})\}(i_{I\mu_{q}}])^{-1}$

$xT^{\alpha_{1}-H+\lambda_{1},i_{1},..\cdot.\cdot.’\alpha_{r}-H+)i_{\mathfrak{l}}...\cdot.\cdot.\cdot.(H-\rho)}r,.r\beta_{1}-\mu_{1},j_{1},,$
$\beta_{s}-\mu_{s},j_{s}$

f\"ur jeden Wert von $H=1,2,$ $\ldots$
$d\dot{w}$ Bestimmungszahlen eines ge-

mischten Extemors dersdben Art vom Grad $G_{p}+Hbzw.\overline{G}_{q}+H$ in bezug
auf a $bzw$ . $\beta$ sein.

Beweis. WIr setzen voraus, dass die Behauptung des Satzes
$fUr$ jeden Extensor $(r+s-1)$-ter Stufe $U^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r-1}i_{r-1}}$. $\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}$

oder
$U^{\alpha_{1}\dot{q}.\cdot..\cdot\alpha_{r}i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S-1}j_{l-1}$ immer richtig Ist, worin $r$ und $s$ irgend zwei
feste positive ganze Zahlen sind. Durch $\dot{A}nwendung$ des Operators
$\mathfrak{Y}$ auf die Extensoren $(r+s-1)$-ter Stufe $\sum_{\alpha_{r}=0}^{G_{r}}\left(\begin{array}{l}G_{r}\\a_{r}\end{array}\right)T..;\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\wedge}\uparrow 8$

$xTV_{\dot{\psi}}^{r\cdot(G_{r}-\alpha_{r})}$ oder $T^{\alpha_{1}\dot{q}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r\dot{k}}}..V^{j_{s}(\beta_{s})}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{S}$

’ haben wir dann aus dem
vorgegebenen Extensor $T..;;\ldots\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}$ den folgenden Extensor
$(r+s-1)$-ter $Stuf_{\wedge}e$ , w\"ahren$dV^{j}$ bzw. $W_{i}$ ein beliebige $r$ kontra- bzw.
kovarianter Vektor ist:

$\mathfrak{Y}\{\sum_{\alpha_{r}=0}^{G_{r}}\left(\begin{array}{l}G_{r}\\a_{r}\end{array}\right)T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{1}i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\epsilon}j_{s}W_{i_{f}}^{(G_{r}-\alpha_{r})}\}$

$=\sum_{\alpha_{r}=0}^{G_{r}}\left(\begin{array}{l}G_{r}\\a_{r}\end{array}\right)\prod_{p’=1}^{r-1}a_{p^{\prime}}\{\sum_{p=1}^{r-1}\frac{G_{p}+1-a_{p}}{a_{p}}$

$\times\tau.::\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\epsilon}j_{l}$
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$+\sum_{q\leftarrow 1}^{\epsilon}T..;;;\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}..\beta_{q-1}j_{q-1},$
$\beta_{q}-1,j_{q}\beta_{q+1}j_{q\vdash 1}\ldots\beta.j$.

$+T^{\alpha_{1}-1,i_{1},..\cdot.\cdot.’\alpha_{r\leftarrow 1}-1,i_{r.-1}\alpha_{r}i_{r}\cdots....(1)}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}W_{\dot{i}_{r}}^{(G_{r}-\alpha_{f})}$

$+\sum_{\alpha_{\gamma}=0}^{G_{r}}\left(\begin{array}{l}G_{r}\\a_{r}\end{array}\right)II^{1}a_{p\prime}T^{\alpha_{1}-1,i_{1},.\cdot.\cdot}$ ; $...W_{i_{r}}^{(G_{r}-\alpha_{1}+1)}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{*}$

$=\sum_{\alpha_{r}=1}^{G_{r}+1}\left(\begin{array}{l}G_{r}\\a_{r^{-1}}\end{array}\right)\{\sum_{p=1}^{r-1}\frac{G_{p}+1-a_{p}}{a_{p}}$

$\times T..;;;\cdot\cdot\cdots;;;\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta.j$.
$+\sum_{q=1}^{\epsilon}T.;;;\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{q-1}j_{q-1},$

$\beta_{q}-1,j_{q}\beta_{q+1}j_{q+1}\ldots\beta_{l}j$.
$+T*\cdot::\cdot\beta_{1}j_{1}.\beta_{s}j_{s}W_{i_{r}}^{(G-\alpha_{r}+1)}r$

$+\sum_{\alpha_{r}=0}^{G_{r}}\frac{1}{G_{r}+1}\left(\begin{array}{l}G_{r}+1\\a_{r}\end{array}\right)\frac{G_{r}+1-a_{r}}{a,}\prod_{p=1}^{r}a_{p^{\prime}}$

$xT..;;;....W_{i_{r}}^{(G_{r}-\alpha_{r}+1)}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s\dot{J}\epsilon}$

$=\frac{1}{G_{r}+1}\sum_{\alpha_{1}=0}^{G_{1}+1}\left(\begin{array}{l}G_{r}+1\\a_{r}\end{array}\right)I^{r}Ia_{p}’\{\sum_{p\Rightarrow 1}^{1}\frac{G_{p}+1-a_{p}}{a_{p}}$

$\times T..;;;\cdot\cdot\cdot\cdot;;;\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{l}j$.
$+\sum_{q=1}^{s}T..:::\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{q-1}j_{q-1},$

$\beta_{q}-1,j_{q}\beta_{q+1}j_{q+1}\ldots\beta_{*}j_{\epsilon}$

$+T.;.\beta_{1}j_{1}.\beta_{l}j_{s}W_{\dot{i}}^{(G_{r}+1-\alpha)}r$

$\approx\frac{1}{G_{r}+1}\sum_{\alpha_{r}=0}^{G_{r}+1}\left(\begin{array}{l}G_{r}+1\\a_{r}\end{array}\right)W_{i_{r}}\mathfrak{Y}^{\tau..:::_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\delta}j_{l}}}\cdot rj$

oder auf dieselbe Weise
$G_{s}^{\prime}+1$

$\mathfrak{Y}(T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r\uparrow.r}}.\beta_{1}j_{1}..\beta_{s}j_{S}V^{j_{s}(\beta_{s})})=\sum_{\beta_{S}=0}V^{j_{l}(\beta_{\epsilon})}\mathfrak{Y}\tau^{\alpha_{1}i_{1}}.\cdot::^{\alpha_{r}i_{r_{hj_{1}\ldots\beta.j}}}$ ,

daraus erkennt man, dass $\mathfrak{Y}\tau^{\alpha_{1}i_{1}}..\cdot.\cdot$ : ein gemischter Exten-
sor $(r+s)$-ter Stufe vom Grad $G_{p}+1$ bzw. $G_{q}^{\prime}+1$ in bezug auf $a_{p}$ bzw.
$\beta_{q}$ ist. Jetzt hat man durch Induktion die Richtigkeit des Satzes fur
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$H=\prime 1$ bewiesen. Der Beweis des Satzes f\"ur beliebigen Wert von $H$

stellt $sich\backslash durch$ Induktion bez\"uglich $Hvor_{1}$ indem wir den folgenden
Extensor in Betracht ziehen.

$\mathfrak{Y}(\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot...\cdot\alpha_{r}i_{r}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon})$

$\prime p=1=1rIa_{p}’\{\sum_{p=1}^{r}\frac{G_{p}+H+1-a}{a_{p}}p$

$\times \mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha_{1}-1.i_{1},.\cdot,\alpha_{p-1}-1,i_{p-1}\alpha_{p}i_{p},\alpha_{p+1}.-1,i_{p+1},...\cdot.\cdot,\alpha_{r}-1,i_{r}}::\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\cdot\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{\epsilon}$

$+\sum_{q=1}^{8}\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha_{1}-1,i_{1},..\cdot.\cdot.\alpha_{r}-1,i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{q-1}j_{q-1},$
$\beta_{q}-1,$ $j_{q}\beta_{q+1}j_{q+1}\ldots\beta_{\theta}j_{s}$

$+(\mathfrak{Y}^{H}T^{\alpha_{1}-1,i_{1},.\cdot.\cdot.\cdot.\alpha_{r}-1,i_{r}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon})^{(1)}\}$

$=\prod_{p\Rightarrow 1}^{r}a_{p\prime}\sum_{\rho=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)\rho!\sum_{\alpha_{q}()_{q})}^{p}[\sum_{p-1p}^{r}\prod_{*p}^{1,r}\{_{\overline{(a_{p\prime\prime}}-}(\frac{a_{p\prime\prime}-1)!\backslash }{1-H+\lambda_{p\prime\prime})!}\left(\begin{array}{ll}G+H-a_{p^{\prime\prime}} & +1\\\lambda_{p\prime\prime} & \end{array}\right)\}$

$\times\frac{(a_{p}-1)!}{(a_{p}-H+\lambda_{p})!}\left(\begin{array}{l}G_{p}+H-a_{p}\\\lambda_{p}\end{array}\right)(G_{p}+H+1-a_{p})(\prod_{q=1}^{s}\mu_{q}!)^{-1}$

$\times T^{\alpha_{1}-1,\dot{q},.\cdot.\cdot.\cdot,\alpha_{p-.1}-1,i_{p-1^{\alpha_{p}i_{p},\alpha_{p+1}^{\prime}-1,i_{p.+l},.\cdot.\cdot.\cdot,\alpha_{r}-1,i_{r}....\cdot.\cdot.\cdot.(H-\rho)}}^{\prime}}’.’\cdot\cdot\cdot\cdot’\cdot\beta_{1}^{\prime}j_{1}\beta_{\epsilon}^{\prime}j_{s}$

$+p=1IIr\{\frac{(a_{p}-1)!}{(a_{p}-1-H+\lambda_{p})!}\left(\begin{array}{ll}G_{p}+H-a_{p} & +1\\\lambda_{p} & \end{array}\right)\}(\prod_{q\Leftrightarrow 1}^{s}\mu_{q\prime}!)^{-1}$

$x\sum_{q=1}^{\#}T^{\alpha_{1}^{l}-1,i_{1},...\cdot..’\alpha_{r}-1,i_{r}\ldots..\cdot..\ldots\ldots.(H-\rho)]}’\beta_{1}^{\prime}j_{1}..\beta_{q-1}^{\prime}j_{q-1},$
$\beta_{q}^{\prime}-1,$ $j_{q}\beta_{q+1}^{\prime}j_{q+1}\ldots\beta_{s}^{\prime}j_{s}$

$+\sum_{p\propto 0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\p\end{array}\right)\rho!\sum_{()_{p},\mu_{0})}^{P}\prod_{p\Leftarrow 1}^{r}\{\frac{\alpha_{p}!}{(a_{p}-1-H+\lambda_{p})!}\left(\begin{array}{ll}G_{p}+H- & a_{p}+1\\\lambda_{p} & \end{array}\right)\}(\prod_{q\approx 1}^{s}\mu_{q}!)^{-1}$

$xT^{\alpha_{1}}..;.:’/..\beta_{1j_{1}}^{\prime}\beta_{\epsilon}^{\prime}j_{s}$

(wobei $a_{p}^{\prime}\equiv a_{p^{-H+\lambda_{p}}},$ $\beta_{q}^{\prime}\equiv\beta_{q}-\mu_{q}$).

Schreiben $wIrp-1$ statt $\rho$ im ersten Glied im letzten Ausdrucke und
dann $\lambda_{p}-1$ statt $\lambda_{p}$ bzw. $\mu_{q}-1$ statt $\mu_{q}$ im ersten bzw. zweiten Glied
in den eckigen Klammern, dann f\"uhrt sich der Ausdruck in die
Form \"uber:

$\sum_{p=1}^{H+1}\left(\begin{array}{l}H\\p-1\end{array}\right)(\rho-\backslash 1)!\sum_{\mu_{q}()_{p},\rangle}^{P}\prod_{p^{r}=1}^{r}\{(X_{p\prime}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{a,!}\left(\begin{array}{ll}G_{p\prime}+H & +1-a_{p\prime}\\\lambda_{p} & \end{array}\right)\}$



’
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$x(\prod_{q=1}^{s}\mu_{q^{\prime}}[)^{-1}\{\sum_{p=1}^{r}\lambda_{p}\dotplus\sum_{q=1}^{s}\mu_{q}\}$

$\times T^{\alpha_{1}-H.-1+)_{1}i_{1,;;;},\alpha_{r}-H-1+\grave{A}ri_{r_{f^{I_{1}-\alpha_{1},\dot{j}_{1},.,\beta_{S}-\mu_{s},j_{\epsilon}}}}...\cdot.\cdot.(H-\rho+1)}$

$+\sum_{p=0}^{H}\left(\begin{array}{l}H\\\rho\end{array}\right)\rho$ ! $x_{\mathfrak{l}^{\backslash })}^{P}$$\prod_{pt)_{p}\downarrow q-1}^{r}\{\frac{a_{p}\cdot!}{(\alpha_{p^{-1-H+\lambda_{p})!}}}\left(\begin{array}{ll}G+H+1- & a_{p}\\\lambda_{p} & \end{array}\right))(I^{s_{1}}I\mu_{q}!)^{-1}$

$\times T^{\alpha_{1}-H-1+)_{1},i_{1},.\cdot.\cdot.\cdot,\alpha_{r}-H-1+)_{r},i_{r}\cdot..\cdot.\cdot.\cdot(H-P+1)}\beta_{1}-\mu_{1},\dot{j}_{1},,$
$\beta_{s}-\mu_{s},$ $j_{s}$

$=\sum_{p=0}^{H+1}\left(H & +1\rho\right)\rho$ ! $\sum_{\sigma()_{p}q)}^{P}\prod_{p=1}^{r}1_{(-H+\lambda_{p}\overline{)!}}a_{p}^{-\frac{a_{p}!}{-1}\left(\begin{array}{l}G+H+l-a_{p}\\\grave{\Lambda}_{\mathcal{D}}\end{array}\right)\}(\prod_{q\Leftarrow 1}^{s}\mu_{q}!)^{-1}}$

$\times T^{\alpha_{1^{-H-1+)_{1},i_{1},..\cdot.\cdot.’\alpha_{r}-H-1+)i_{r_{I1}}\cdot.\cdot..\cdot.\langle H+1-\rho)}}}..r.r;-\sigma 1\dot{j}_{1\prime}\beta_{s^{-}1^{\prime}\cdot s},$
$j_{s}$

$=\mathfrak{Y}^{H+1}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r}i_{r}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{s}$

’

da $\sum_{p=1}^{r}\lambda_{p}+\sum_{q=1}^{l}\mu_{q}=\rho$ ist. W. Z. $b$ . $z$ .

\S 15. Einige Beziehungen unter den Operatoren
$\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$.

74. Wir gehen weite $r$ , die verschiedenen Beziehungen zu unter-
suchen, die unter den Operatoren $\mathfrak{S}^{H},$ $\mathfrak{Z}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$ bestehen. Daffim
beweisen wir zuerst als Vorbereitung den folgenden Satz, der die
Umkehrung von Satz 7 oder Satz 9 ist.

Satz 69. W\"ahrend $V^{\alpha i}$ die Baetimmungszahlen eines exkontravari-
anten rdativen Extensors mit der Charakteristik $(1, f, G, M)$ sind, sollen
$(_{H}^{a})V^{\alpha-H.i}$ diejenigen eines exkontravarianten relabiven $Exte\tau?sors$ mit der
Charakteristik $(1, f, G+H, M)$ sein, wobei man voraussetzt $(_{H}^{a})=0$ fatk
$a<H$. $Im$ augemeinen sonen die Grossen $p\underline{-}1IrI(a_{p}H_{p})T^{\alpha_{1}}-H_{1},\dot{q}$ , , $\alpha_{r}-H_{r},$ $i_{\tau}$

$f\dot{u}r$ behebige ganze Zahlen $H_{p}$ die Bestimmungsaahlen eines exkontra-
varianten relativen Extensors $r$-ter Stufe vom Gewichte $f$ und der
$Ord\eta ung$ . $M$, der vom Grad $G_{p}+H_{p}$ in bezug auf $a_{p}$ ist, sein, wenn
$T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}\gamma_{\tau}}$ diejenigen eines rehtiven Extenuors derselben Art vom $ Ge\rightarrow$

wichte $f$ und der Ordnung $M$ sind, der vom Grad $G_{p}$ in bezug $au\beta a_{p}$ ist.
Beweis. Es mag genug sein, den ersten Teil des Satzes zu be-

weisen, da der letzte Teil des Satzes auf eben dieselbe Weise
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bewiesen werden kann. Aus den Transformationsgleichungen folgt
bei jede $r$ Koordinatentransformation nach der Voraussetzung

$(_{H}a)V^{\alpha-H.a}=\Delta^{-f}(_{H}^{a})\frac{8\overline{x}^{(\alpha-H)a}}{8x^{(\triangleright)i}}V^{\beta i}$

$=\Delta^{-t}(aH)\sum_{\tau=H}^{\alpha}\frac{8\overline{x}^{(\alpha-H)a}}{\partial x^{(.\tau-H)i}}V^{\tau-H.:}$

$=\Delta^{-f}(\alpha H)\sum_{\rightarrow=H}^{\alpha}\left(\begin{array}{ll}a & -H\\\gamma & -H\end{array}\right)(\frac{8\overline{x}^{a}}{8x^{i}})^{\langle\alpha-\tau)}V^{\tau-H,i}$

$=\Delta^{-t}\sum_{\tau=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)(\gamma H)(\frac{\partial\overline{x}^{a}}{\partial x^{i}})^{(\alpha-T)}V^{\tau-H,i}$

$=\lrcorner^{-f}\sum_{\tau=0}^{\alpha}\frac{8\overline{x}^{\langle\alpha)a}}{\partial x^{\langle\tau)i}}(\gamma H)V^{\tau-H.i}$ ,

da $\left(\begin{array}{l}a\\H\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}-aH\\\gamma-H\end{array}\right)=\left(\begin{array}{l}a\\\gamma\end{array}\right)(H\gamma)$ ist. W. $z$ . $b$ . $z$ .

Entsprechend Satz 69 lautet die Umkehrung von Satz 8 oder
Satz 10:

Satz 70. W\"ahrend $W_{\alpha i}$ die Bestimmungszahlen eines exkovarianten
$relat\dot{w}$en Extenuors mit der Charakteristik $(1, f, G^{\prime}, M)$ sind, souen die
$N(G^{\prime}+H+1)Gr\dot{o}senW_{\alpha i}(a=0,1, \ldots , G^{\prime}+H)$ einen exkovarianten
relativen $Ex$tenuor mit der Charakteristik $(1, f, G^{\prime}+H, M)$ aufbauen,
wobei man setzt

$W_{\alpha i}=0$ ftir $\alpha=G^{\prime}+1$ , . . . , $G^{\prime}+H$ .
$Im$ augemeinen souen die $(_{y}^{\urcorner}r\dot{o}$ssen $T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}}(\beta_{q}=0,1,$ $\ldots$

$G_{q}^{\prime}+H_{d}$ und
$q=1,2,$ $\ldots$ , s) die Bestimmungszahten eines exkovarianten $relat\dot{w}$en
Extensors s-ter Stufe vom Gewichte $f$ und der $Ordnu7wM$, der vom
Grad $G_{q}^{\prime}+H_{q}$ in bezug auf $\beta_{q}id$ , sein, wobei $7mn$ setzt

$T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=0$ fiir $\beta_{q}=G_{q}^{\prime}+1$ , . . . , $G_{q}^{\prime}+H_{q}$ ,

wahrend $q$ je einen Wert von 1, 2, . . . , $r$ annimmt, wenn $T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\epsilon}j_{l}}$

die Bestimmungszahlen eines exkovarianten $relat\dot{w}$en Extensors s-ter
Stufe vom Gewichte $f$ und der Ordnung $M$, der vom Grad $G_{q}^{\prime}$ in bezup
auf $\beta_{q}$ ist.

Beweis. Man sieht leicht nach den TransformatIonsgleichungen
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$W_{\alpha a}=\sum_{\beta\leftrightarrow\alpha}^{G^{\prime}}\frac{8x^{(\beta)i}}{\partial\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\theta i}=\sum_{\beta\leftarrow\alpha}^{G^{\prime}+H}\frac{8x^{(\beta)i}}{8\overline{x}^{(\alpha)a}}W_{\beta i}$ fur $a\leqq G^{\prime}$

$=0$ fi\"ur $a>G^{\prime}$

und nach der Voraussetzung

$W_{\alpha a}=\sum_{\beta\approx\alpha}^{G^{\prime}+H}\frac{8x^{(\beta)}}{8\overline{x}^{(a)a}}W_{\beta i}$ fur $a>G^{\prime}$ .

Jetzt ist der.erste Teil des $S\dot{a}tzes$ bewiesen. Die Richtigkeit des
letzten Teils des Satzes kann auch auf dieselbe Weise bewiesen
werden. W. $z$ . $b$ . $z$ .

75. Bestimmen die Gr\"ossen $V^{\alpha_{i}}$ einen exkontravarIanten Exten-
sor mit der CharakterIstIk $(1, 0, G, M)$ , dann ist $\mathfrak{S}V^{\alpha_{i}}$ nach Satz 12
ein Extensor derselben Art mit der Charakteristik $(1, 0, G-1, M+1)$ .
Satz 69 lehrt uns alsdann, dass

(15.1) $\overline{\mathfrak{S}}V^{\alpha i}\equiv a\mathfrak{S}V^{\alpha-1.i}$

ein exkontravarianter $Extenso\dot{r}$ mit der Charakteristik $(1, 0, G, M+1)$

ist. Und man definiert $\dot{/}\overline{\mathfrak{S}}^{H}V^{\alpha_{i}}$ durch die RekursIonsformeln

(15.2) $\overline{\mathfrak{S}}(\overline{\mathfrak{S}}^{H}V^{\alpha i})=\overline{\mathfrak{S}}^{H+1}V^{\alpha i}$ .
Andererseits zeigt Satz 5, dass die $N(G+1)$ Gr\"ossen $\mathfrak{Y}V^{w}(a=0,1,$

$\ldots$ ,
$G)$ die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors erster
Stufe vom Grad $G$ liefern, da $\mathfrak{Y}V^{\alpha_{i}}(a=0,1, \ldots G+1)$ dIejenigen
des Extensors derselben Art vom Grad $G+1$ sind (vgl. Satz 21). Um
diese beiden Extensoren zu unterscheiden, wollen wir $de\iota 1$ ersten
$Exten8or$ mit $\overline{\mathfrak{Y}}V^{\alpha_{i}}$ bezeichnen.

Eliminierend die Ableitungen $V^{\alpha-1.i\langle 1)}$ aus den zwei Gleichungen

$\overline{\mathfrak{S}}V^{\alpha i}=a(V^{\alpha_{k}}-V^{a- 1\dot{r}\{1)})$ ,
(15.3)

$\overline{\mathfrak{Y}}V^{\alpha i}=(G+1-a)V^{\alpha i}+aV^{\alpha- 1,i\langle 1)}$ ,

haben wir den exkontravarianten Extensor erster Stufe vom Grad $G$

(15.4) $\overline{\mathfrak{S}}V^{\alpha i}+\overline{\mathfrak{Y}}V^{\alpha i}=(G+1)V^{\alpha i}$

oder

(15.4a) $\overline{\mathfrak{Y}}^{V^{\alpha i}=}(G+1)V^{\alpha i}-\overline{\mathfrak{S}}V^{\alpha i}$ .
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Wiederholt man dieses Verfahren, so tritt dann der exkontra-
variante Extensor erster $Stuf_{\backslash }e$ vom Grad $G$ ein:

(15.5a) $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}V^{\alpha i}=\nu\sum_{--}^{H}0(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu}V^{\alpha i}$

oder

(15.5b) $\mathfrak{S}^{H}V^{\alpha i}=\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{Y}}^{H-\nu}V^{\alpha i}$ ,

da wir z.B. durch Induktion bez\"u$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ich $H$ den exkontravarianten
Extensor erster Stufe vom Grad $G$ erhalten:

$\overline{\mathfrak{Y}}t\overline{\mathfrak{Y}}^{H}V^{\alpha i})=(G+1)\sum_{\nu-0}^{H}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu}V^{\alpha i}$

$-\overline{\mathfrak{S}}(\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu}V^{\alpha i})$

$=\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{H-\mathcal{V}}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu+1}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu}V^{\alpha i}$

$-\sum_{\nu-0}^{H}(-1)^{H-V}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu+1}V^{\alpha i}$

$=\sum_{\nu=1}^{H+1}(-1)^{H-\nu+1}\left(\begin{array}{l}H\\\nu-1\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu+1}V^{\alpha i}$

$+\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{H-\nu+1}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H-\nu+1}V^{\alpha i}$

$=\sum_{\nu-0}^{H+1}(-1)^{H+1-\nu}\{\left(\begin{array}{l}H\\\nu-l\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)\}(G+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{S}}^{H+1-\nu}V^{\alpha i}$

$=\overline{\mathfrak{Y}}^{H\vdash 1}V^{\alpha i}$ .
76. ${\rm Im}$ allgemeinen k\"onnen wir auf eben dieselbe Weise die

analoge Beziehung f\"ur einen exkontravarianten Extensor h\"oherer

Stufe auffinden. Darum liegt man einen exkontravarianten Extensor
$T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}$ r-ter Stufe vom Grad $G_{p}$ in bezug auf $a_{p}$ vor und danach
leitet nian den $Extensor\backslash $ derselben Art vom Grad $G_{p}+\lambda_{p}$ in bezug auf $a_{p}$

(15.6) $\mathfrak{B}^{[)_{p}]}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{r}i_{r}}=I^{r}I\underline{a_{p}!,-)i_{r}}T^{\alpha_{1}-)_{1}i_{1},\ldots,\alpha_{rr}}$

$p=1(a_{p^{-\lambda_{P})]}}$

her. Der $operat\dot{o}r\mathfrak{B}^{[)_{p}]}$ ist bekanntlich linear und genUgt der Be-
ziehung
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(15.7) $\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\mathfrak{B}^{[\mu_{p}]}=\mathfrak{B}^{[)_{p}+\mu_{p}]}$

wie leicht $verifizie\dot{r}t$ werden kann. Nehmen wir dazu nach (12.5)
den Operator

(15.8) $\mathfrak{B}^{[1]}\mathfrak{S}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}\equiv \mathfrak{S}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}$

$=\prod_{p=1}^{r}a_{p}\{\sum_{q=1}^{r}T^{\alpha_{1}-1,i_{1},\ldots,\alpha_{q-1}-1,i_{q-1}\alpha_{q}i_{q},\alpha_{q+1}-1,i_{q+1},\ldots,\alpha_{r}-1,\dot{\psi}}$

$-T^{\alpha_{1}-1,i_{1},\ldots,\alpha_{r}-1,i_{r}(1)}\}$

an $l$ dann ist

(15.9) $\overline{\mathfrak{S}}\mathfrak{B}T=IIp=1\{,a_{p}\frac{(a_{p^{-\iota)}}}{(a_{p^{-1)}}^{\prime}}!\}$

$\times\int\sum_{q=1}^{r}\frac{a_{q}}{a_{q}\prime}T^{\alpha_{1}-1,i_{1}}’$

$\alpha_{\acute{q}-1}-1,$ $r_{q-1}\alpha_{\acute{q}}i_{q},$
$\alpha_{q\vdash 1}-1,$ $i_{q+1},$

$\ldots,$

$\alpha_{\acute{r}}-1,\dot{\psi}$

’

$-T^{\alpha_{1}}’-1,$ $i_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{\acute{r}}-1,$
$i_{r}(1)$

$=\prod_{p\subset 1}^{r}\{\frac{a_{p}}{a_{p}}!a_{p}^{J}\}\{\mathfrak{S}T^{\alpha_{1}}\prime\prime i_{1}\cdots a_{r}\dot{u}$

.

$+\sum_{q^{\Leftarrow}1}^{r}\frac{\lambda_{q}}{a_{q}^{\prime}}T^{\alpha_{1}-1,i_{1},\ldots,-1,i_{q-1}\alpha_{\acute{q}}i_{q},\alpha_{\acute{q}+1}-1,i_{q+1}}’\alpha_{\acute{q}-1}$

, ... $\alpha_{\acute{r}}-1,$

$i_{r}\}$

$\downarrow$

$=\mathfrak{B}\mathfrak{S}T+\sum_{p}^{1}\lambda_{p}\mu_{p}\mathfrak{B}^{[\grave{\prime}_{p}+1-\mu_{p}]}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}(\sigma)$

(wobei $a_{p}^{\prime}\equiv a_{p}-\lambda_{p}$),

ber\"ucksichtigend (15.7), weil

$\sum_{(\mu_{p})}^{1}\lambda_{p}\mu_{p}\mathfrak{B}^{[\}_{p}+1-\mu_{p}]}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r\dot{b}}}$

$=\sum_{p=1}^{r}\lambda_{p}\mathfrak{B}^{[+1,\ldots)_{r}+1]}\prime_{p-1}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha\dot{n}_{r}}\lambda_{1}+\backslash .+\grave{\prime}.$
,

$\equiv\sum_{p=1}^{r}\lambda_{p}(\prod_{q=1}^{r}\frac{a_{q}!}{(a_{q}^{\prime}-1)!})\frac{1}{a_{p}\prime}$

$xT^{\alpha_{1}-1,i_{1}}$

’
, ... $\alpha_{\acute{p}-1}-1,$ $i_{p-1}\alpha_{\acute{p}}i_{p},$ $\alpha_{\acute{p}+1}-1,$ $i_{p+1},$

$\ldots,$
$\alpha_{r}-1,$$i_{r}’$ .

(15.9) darf auch $\ddagger n$ die Gestalt
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(15.10) $\mathfrak{B}^{[1]}\mathfrak{S}\mathfrak{B}^{[)_{p}]}=\mathfrak{B}^{[)_{p}+1]}\mathfrak{S}+\sum_{(\mu_{p})}^{1}\lambda_{p}\mu_{p}\mathfrak{B}^{[)_{p}+1-\mu_{p}]}$

umgeschrieben werden. (15.8) und (14.17) liefem sogleich durch Eli-
mination der Ableitungen $T^{\alpha_{1}-1,i_{1},\ldots,\alpha_{r}-1,\dot{\psi}(1)}$ die. Beziehung

(15.11) $\overline{\mathfrak{S}}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{r}i_{r}}+\overline{\mathfrak{Y}}^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha\dot{n}_{r}}=\sum_{(\mu_{p})}^{1}(G_{p}+1)_{\mu_{\Phi}}\mathfrak{B}^{[1-\mu_{p}]}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{r}i_{r}}$ ,

$wo\dot{b}$ei man setzt

$\overline{\mathfrak{Y}}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{\dot{d}r}}=\mathfrak{Y}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdots\alpha_{r}i_{r}}$

falls $a_{p}\leqq G_{p}$ f\"ur alle Werte von $p=1,2,$ $\ldots$ , $r$

$=0$

falls $a_{p}=G_{p}+1$ f\"ur irgendeinen Wert von $p=1,2,$ $\ldots$ , $r$ .
(15.11) ist die gesuchte Beziehung zwischen $d$en Operatoren $\mathfrak{S}$ und $\mathfrak{Y}$ .

77. Um die Beziehungen zwischen den Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$

durchzuf\"uhren, gen\"ugt es, das oben erz\"ahlte Verfahren zu wIeder-
holen. Dann erhalten wir die Beziehung in den Rekursionsformeln

(15.12) $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}\tau^{\alpha_{1}i..\alpha_{r}i_{r}}J\cdot=\sum_{(\mu_{p})}^{1}(G_{p}+1)_{\mu_{p}}\mathfrak{B}^{[1-\mu_{p}]}\overline{\mathfrak{Y}}^{H-1}\tau^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}$

$-\overline{\mathfrak{S}}\overline{\mathfrak{Y}}^{H-1}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}$

oder

(15.13) $\overline{\mathfrak{S}}^{H}T=\sum_{(\mu_{p})}^{1}(G_{p}+1)\mu_{p}\mathfrak{B}\overline{\mathfrak{S}}^{H-1}T^{\alpha_{1J}}$

$-\overline{\mathfrak{Y}\mathfrak{S}}^{H-1}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}$

Hierbei kann der Operator $\overline{\mathfrak{S}}\overline{\mathfrak{Y}}^{H-1}$ und folglich auch $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}$ Infolge (15.7)
und (15.9) durch die Operatoren der Form $\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\overline{\mathfrak{S}}^{K}(K=0,1, \ldots , H)$

mit $fe$sten von $a_{p}$ unabh\"angige$n$ Koeffizienten linear dargestellt wer-
den, wie man durch Induktion beweisen kann. In der Tat versteht
es sich von selbst f\"ur $\overline{\mathfrak{Y}}$ wegen (15.11). Wenn $\overline{\mathfrak{Y}}^{H-1}$ durch die Ope-
ratoren $\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\overline{\tilde{\epsilon}}^{K}(K=0,1, \ldots , H-1)$ linear ausgedr\"uckt werden k\"onne,
dann muss $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}$ infolge (15.9) ein linearer Ausdruck von den Operatoren
der Form

$\overline{\mathfrak{S}}\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\overline{\mathfrak{S}}^{K}=\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\overline{\mathfrak{S}}^{K+1}+\sum_{(\mu_{p})}^{1}\lambda_{p}\mu_{p}\mathfrak{B}^{[)_{p}+1-\mu_{p}]}\overline{\mathfrak{S}}^{K}$ , $K=0,1,$ $\ldots,$ $H-1$
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sein. Demgem\"ass zeigt (15.12) wegen (15.7) , dass $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}$ durch
die Operatoren der Form $\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\overline{\mathfrak{S}}^{K}$ $(K=0,1, \ldots , H)$ linea $r$ dargestellt
werden kann. Auf analoge Weise kann der Operato $r\overline{\mathfrak{Y}}\overline{\mathfrak{S}}^{H-1}$ folglich
auch $\overline{\mathfrak{S}}^{H}$ in (15.13) durch eine lineare Kombination von Operatoren
der Form $\mathfrak{B}^{[)_{p}]}\overline{\mathfrak{Y}}^{K}(K=0,1, \ldots , H)mIt$ festen von $a_{p}$ unabh\"angigen
Koeffizienten ausgedr\"uckt werden. Denn es ist

$\overline{\mathfrak{Y}}\mathfrak{B}^{[)_{p}]}T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha,i_{r}}=\mathfrak{B}^{[\lambda_{p}]}\overline{\mathfrak{Y}}^{T^{\alpha_{1}i_{1}\ldots\alpha_{r}i_{r}}}$

$-\sum_{(\mu_{p})}^{1}\lambda_{p\mu_{p}}\mathfrak{B}^{[\lambda_{p}+1-\mu_{p}]}T^{\alpha_{1}\dot{q}\cdot.\alpha_{r}i_{r}}$ ,

dessen Richtigkeit man leicht versichern kann.
78. \"Uber die exkovarianten Extensoren k\"onnen wir eine analoge

Formel affinden. N\"amlich man zieht einen exkovarianten Extensor
$T_{\beta_{1}j_{1}..\beta_{s}j_{s}}$ s-ter Stufe vom $GradG_{q}^{\prime}$ in bezug auf $\beta_{q}$ in Betracht und
leitet daraus mit Hilfe von (12.6) und (14.17) die folgenden zwei
Extensoren derselben Art von demselben Grad $G_{q}^{\prime}$

(15.14) $\overline{\mathfrak{S}}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=\mathfrak{S}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{s}}$

fall\S $\beta_{q}\leqq G_{q}^{\prime}-1$ f\"ur alle Werte von $q=1,2,$ $\ldots,$
$s$

$=0$

falls $\beta_{q}=G_{q}^{\prime}$ f\"ur irgendeinen Wert von $q=1,2,$ $\ldots$ , $s$

und
(15.15) $\overline{\mathfrak{Y}}^{T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}}=\frac{s}{q=\iota 1}(\beta_{q}+1)\mathfrak{Y}^{T_{\beta_{1}+1,j_{1’}}}1$

her. Nach der Definition erhalten wir dann

$\overline{\tilde{c}})T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}$

$=\prod_{p\Leftarrow 1}^{s}(\beta_{p}+1)\{-T_{\beta_{1}+1,\dot{j}_{1},\ldots,\beta_{S}+1,j_{s}}(1)$

$+\sum_{q=1}^{s}\frac{G_{a}^{\prime}-\beta_{q}}{\beta_{q}+1}T_{\beta_{1}+1,j_{1},\ldots,\beta_{q-1}+1,j_{q-1}\beta_{q}j_{q},\beta_{q\vdash 1}+1,j_{q+1},\ldots,\beta_{s}+1,j_{g}}\}$

$\overline{\mathfrak{Y}}^{T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}}$

$=\prod_{p\approx 1}^{s}(\beta_{q}+1)\{$ $T_{\beta_{1}+1,\dot{j}_{1},\ldots,\beta_{s}+1,g_{s}}$: (1)

$+\sum_{q=1}^{s}T_{\beta_{1}+1,j_{1},\ldots,\beta_{q-1}+1,j_{q-1}\beta_{q}j_{q}},$
$\beta_{q+1}+1,$ $j_{q’ 1},$

$\ldots,$
$\beta_{S}+1,$ $j_{s},$

$\}$ .
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Summierend dieselben Seiten dIeser letzten beiden Gleichungen, er-
gibt sich die Beziehung

(15.16) $\overline{\mathfrak{Y}}T_{\{;_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}+^{-}\cup^{c}\sim T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=\sum_{)t\}Jq}^{1}(G_{q}^{\prime}+1)\mu_{q}\mathfrak{B}_{[1-\sigma^{q}]}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{\epsilon}j}.$ ,

wobei

(15.17) $\mathfrak{B}_{[)_{q}]}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=\Gamma_{1}^{s}-(\beta_{q}+\lambda_{q})$
!

$T_{\beta_{1}+f1j_{1}}$ , ..., $\beta_{s}+$ ),$sj_{8}$
q- $\beta_{q}$ ]

folglich

(15.18) $\overline{\mathfrak{Y}}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=\mathfrak{B}_{[1]}\mathfrak{Y}\tau_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}}$ .
(15.16) ist nichts anderes als die gesuchte Beziehung.

WIr k\"onnen leicht weiter schliessen

(15.19) $\mathfrak{B}_{[)_{q}]}\mathfrak{B}_{[\mu_{q}]}=\mathfrak{B}_{[)_{q}+s\iota_{q}]}$

und

(15.20) $\mathfrak{S}\mathfrak{B}_{[)_{q}]}=\mathfrak{B}_{[)_{q}]^{\circ}}^{\sim}\cup+\sum_{q(1’.)}^{1}\lambda_{q}\mathfrak{B}_{[-\dagger x_{q}]}-$ ,

(15.21) $\overline{\mathfrak{Y}}\mathfrak{B}_{[)_{q}]}=\mathfrak{B}_{[)_{q}]}\overline{\mathfrak{Y}}-\sum_{(\sigma_{q})}^{1}l_{q}\mu_{q}\mathfrak{B}_{[a+1-\mu_{q}]}$)

Die letzten Beziehungen k\"onnen auf eben dieselbe Weise wie (15.9)
bewiesen werden. Unter Ber\"ucksichtigting auf (15.19) und (15.20)
oder (15.21) bekommen $wIr$ durch wIederholte Anwend.ung der Bezie-
hungen (15.i6) die Beziehungen zwischen den Operatoren $\overline{(}\mathfrak{S}^{H}$ und $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}$,
welche durch die Rekursionsformeln

(15.22) $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=\sum_{q}^{1}(t\cdot)(G_{q}+1)_{\mu_{q}}\mathfrak{B}_{[1-\mu_{q}]}\overline{\mathfrak{Y}}^{H- 1}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{\epsilon}}$

$-\overline{\mathfrak{S}}\overline{\mathfrak{Y}}^{H- 1}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}$ ,

(15.23) $\mathfrak{S}^{H}\tau_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}=\sum_{l(’ q)}^{1}(G_{q}+1)_{\mu_{q}}\mathfrak{B}_{[1-\mu_{q}]}\tilde{\overline{\mathfrak{S}}}^{H-1}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}\neg$

$-\overline{\mathfrak{Y}}^{-}\sim o^{H-1}T_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{s}}$

gegeben werden und die rechte Seite von (15.22) bzw. (15.23) kann
sich du $r$ch die Operatoren der Form $\mathfrak{B}[)_{q}]\overline{\mathfrak{S}}^{K}$ bzw. $\mathfrak{B}[)_{q}]\overline{\mathfrak{Y}}^{K}(K=0$ ,
1, $\ldots$

$H$ ) mit festen von $\beta_{q}$ unabh\"angigen Koeffizienten linear aus-
drucken.
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79. ${\rm Im}$ Falle $s=1$ d.h. f\"ur einen exkovarianten Extensor
erster Stufe wird (15.16) in die Gestalt

(15.16a) $\overline{\mathfrak{S}}V_{\beta j}+\overline{\mathfrak{Y}}V_{\beta j}=(G^{f}+1)V_{p_{\dot{9}}}$

umgeschrieben, und (15.22) bzw. (15.23) in

(15.22 a) $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}V_{\beta j}=\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{H-\nu}\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G^{\prime}+1)^{\nu}\overline{\overline{\mathfrak{S}}}^{H-\nu}V_{\beta j}$

bzw.

(15.23a) $\overline{\mathfrak{S}}^{H}V_{\beta j}=\sum_{\nu=0}^{H}(-1)^{H-\nu\left(\begin{array}{l}H\\\nu\end{array}\right)(G^{\prime}+1)^{\nu}\overline{\mathfrak{Y}}^{H-\nu}V_{\beta\dot{g}}}$ ,
$\backslash $

wobei gesetzt ist
$\mathfrak{S}V_{\beta j}=\mathfrak{S}V_{\beta j}$ f\"ur $\beta=0,1$ , ... , $G^{\prime}-1$

$=0$ fflr $\beta=G^{\prime}$ ,

$\overline{\mathfrak{Y}}V_{pj}=(\beta+1)\mathfrak{Y}V_{\beta+1.j}$ . /

80. F\"ur einen gemischten $Ex\check{t}$ensor k\"onnen wir das Gleiche
bekommen. In der Tat setze man

(15.24) $\mathfrak{B}_{[\mu_{q}]\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{S}j_{s}}^{[)_{p}]...i_{r}}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha r}.=_{p=1q=1}1^{rs}I\frac{a_{p}!}{(a_{p^{-\lambda_{p})!}}}1I\frac{(\beta_{q}+\mu_{q})!}{\beta_{q}!}$

$xT.$ ::: .
$\beta_{1}+\mu_{1},$ $j_{1’}(3_{s}+\mu_{S},$ $j_{s}$

(15.25) $\overline{\mathfrak{S}}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdot..\cdot..\alpha_{r}i_{1}}.\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}=\mathfrak{B}[10]\mathfrak{S}T^{\alpha_{1}i_{1}\cdot.\cdot..\cdot\alpha\dot{\mu}_{r}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{i}j_{\epsilon}$

falls $\beta_{q}\leqq G_{q}^{\prime}-1$ f\"ur alle Werte von $q=1,2,$ $\ldots$ , $s$

$=0$

falls $\beta_{q}=G_{q}^{\prime}$ f\"ur irgendeinen Wert von $q=1,2,$ $\ldots,$
$s$ ,

(15.26) $\overline{\mathfrak{Y}}\tau^{\alpha_{1}i_{1}}:::_{\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}}^{\alpha_{r}i_{r}}=\mathfrak{B}[01]\mathfrak{Y}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r}i_{r}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta_{s}j_{s}$

falls $a_{p,\prime}\leqq G_{p}$
f\"ur alle Werte von $p=1,2,$ $\ldots$ ’

$r$

$=0$

falls $a_{p}=G_{p}+1$ f\"ur irgendeinen Wert von $p=1,2,$ $\ldots,$
$r$ ,

dann erhalten wir
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(15.27) $\overline{\mathfrak{S}}T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r}i_{r}}\beta_{1}\ldots+\overline{\mathfrak{Y}}T^{\alpha_{1}i_{1}}..$ ;

$=\sum_{)()_{p’\psi q}}^{1}\{(G_{p}+1)\lambda_{p}+(G_{q}^{\prime}+1)_{\mu_{q}}\}\mathfrak{B}_{[1-M}^{[1-)_{\backslash p}}]T^{\alpha_{1}i_{1}.\cdot.\cdot.\cdot\alpha_{r}i_{r}}\beta_{1}j_{1}\ldots\beta.j_{*}$

und schliessen, dass der Operator $\overline{\mathfrak{Y}}^{H}$ bzw. $\mathfrak{S}^{H}$ durch einen linearen
Ausdruck der Operatoren der Form $\mathfrak{B}_{[\sigma_{q}^{p}]}^{[).]}\overline{\overline{\mathfrak{S}}}^{K}$ bzw. $\mathfrak{B}_{[\mu_{q}]}^{[)_{p}]}\overline{\mathfrak{Y}}^{K}(K=0$ ,
1, . . . , $H$ ) mit festen von $a_{p}$ und $\beta_{q}$ unabh\"angIgen Koeffizienten
dargestellt werden kann. Denn man kann $d\ddagger e$ Richtigkeit der
folgenden Beziehungen ohne Schwierigkeit versichern:

(15.28) $\mathfrak{B}_{[\mu_{q}]}^{[\lambda_{p}]}\mathfrak{B}_{[\mu_{q}]}^{[\lambda_{p}^{\prime}]}=\mathfrak{B}[\mu_{q}+\mu_{q}]\lambda_{p}+\lambda_{\Phi}^{\prime}]$

(15.29) $\overline{\mathfrak{S}}\mathfrak{B}_{[\mu_{q}]}^{[)_{p}]}=\mathfrak{B}_{[]}^{[)_{p}]}1^{\lambda q}\overline{\mathfrak{S}}+\sum_{\mu_{q}()_{p}’)}^{1}(\lambda_{p}\lambda_{p}^{\prime}+\mu_{q}\mu_{q}^{\prime})\mathfrak{B}_{[\sigma^{p}q}^{[)}\ddagger^{1-)J_{p}}$

]

(15.30) $\overline{\mathfrak{Y}}\mathfrak{B}_{[\sigma^{p}q]}^{[).]}=\mathfrak{B}_{[\sigma^{p}q]}^{[)]_{\backslash }}\overline{l\lrcorner}-\Sigma^{1}(\lambda_{p}\lambda_{p}^{\prime}+\mu_{q}\mu_{q}^{\prime})\mathfrak{B}_{[\mu_{q}}^{[)_{p}}\ddagger^{1-)_{p}}\cdot’$].
(’

81. Nun sind wir im $Sta\iota\iota de$ , die Beziehungen zwischen deh Opera-
toren $\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Z}^{H}$ zu untersuchen. Die Definition des Operators $\mathfrak{S}^{H}$

f\"ur einen exkontravarianten Extensor erster Stufe finden durch die
Gleichung

(4.1) $\mathfrak{S}^{H}V^{f_{l}}=\sum_{\lambda\Leftrightarrow 0}^{H}(-1)^{H-\lambda}\left(\begin{array}{l}H\\\lambda\end{array}\right)V^{\beta+\lambda.i(H-\lambda)}$

statt. Setzend $\nu=\beta+\lambda$ statt $\lambda$ und $ a=H+\beta$ statt $H$, gestaltet sich
die letzte Gleichung in die Form

$\mathfrak{S}^{\alpha-\beta}V^{\beta i}=\sum_{\nu\rightarrow f}^{\alpha}(-1)^{\alpha\leftarrow\nu}\left(\begin{array}{l}a-\beta\\\nu-\beta\end{array}\right)V^{\nu i(\alpha-\nu)}$ .
Schreiben wir dabei noch weiter $\mu$ statt $\beta$ , multiplizieren mit
$\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}$ die beiden Seiten und summieren dann in
bezug auf $\mu$ von Null bis $a$ , so ergibt sich

$\sum_{\mu=0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}\mathfrak{S}^{\alpha-\mu}V^{\mu i}$

$=\sum_{\mu\simeq 0}^{\alpha}\sum_{\nu\Rightarrow\mu}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}(-1)^{\alpha-\nu}\left(\begin{array}{l}a-\mu\\\backslash ^{b}t-\mu\end{array}\right)V^{\nu i(\alpha-\nu)}$

$=\sum_{\nu\leftarrow C}^{\alpha}\sum_{\mu\approx 0}^{\nu}(-1)^{\alpha-\nu}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}\left(\begin{array}{l}a-\mu\\\nu^{-\mu}\end{array}\right)V^{\nu i(\alpha-\nu)}$

$=\sum_{\nu\leftarrow 0}^{\alpha}(-1)^{\alpha-\nu}(\nu a)(1-2^{H})^{\alpha-V}2^{H\nu}V^{\nu i(\alpha-\nu)}$ ,
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da

$\sum_{\mu’ 0}^{\nu}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a^{-\mu}\\\nu^{-\mu}\end{array}\right)\langle 2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}$

$=\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)\sum_{\mu=0}^{\nu}\left(\begin{array}{l}\nu\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}$

$=\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)(1-2^{H})^{\alpha}(1+\frac{2^{H+1}-1}{1-2^{H}})^{\nu}$

$=\left(\begin{array}{l}a\\\nu\end{array}\right)(1-2^{H})^{\alpha-\nu}2^{Hv}$

ist. Infolgedessen erh\"alt man wegen (5.1) die Beziehung

(15.31) $\mathfrak{Z}^{H}V^{\alpha\dot{0}}=\sum_{\mu\approx 0}^{\alpha}\left(\begin{array}{l}a\\\mu\end{array}\right)(2^{H+1}-1)^{\mu}(1-2^{H})^{\alpha-\mu}\mathfrak{S}^{\alpha-\mu}V^{\mu*}$ ,

was wir gesucht haben.
82. Nun fahren wir fort, indem wir $dIe$ Beziehungen zwischen

den beiden Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Z}^{H}$ f\"ur einen exkovarIanten Extensoren
aufstellen. Zu dIesem Zweck beweisen wir als Vorbereitung die
folgende Identit\"at fur einen beliebigen Extensor erste $r$ Stufe

(15.32) $(-1)^{\mu}\left(\begin{array}{l}a+\mu\\\mu\end{array}\right)W_{\alpha+\mu.i}^{(\mu)}=\sum_{\nu-0}^{u}(-1)^{\mu- V}\frac{1}{\nu!}\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\\mu^{-\nu}\end{array}\right)\mathfrak{S}^{\nu}W_{\alpha i}$ .
Nach (4.3) erh\"alt man

$\sum_{\lambda\leftarrow 0}^{\mu}(-1)^{\mu-\lambda}\frac{1}{\lambda!}\left(\begin{array}{l}G-a-\lambda\\\mu^{-\lambda}\end{array}\right)\mathfrak{S}^{\lambda}W_{\alpha i}$

$=\sum_{\lambda\Rightarrow 0}^{\mu}(-1)^{\mu-\lambda}\left(\begin{array}{l}G-a-\lambda\\\mu^{-\lambda}\end{array}\right)\sum_{\nu=0}^{\lambda}(-1)^{\nu}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\\lambda-\nu\end{array}\right)W_{\alpha+\nu}.i^{(\nu)}$

$=\sum_{\nu=0}^{\mu}\sum_{\lambda\Leftrightarrow\nu}^{u}(-1)^{\mu+\nu-\lambda}\left(\begin{array}{l}a+\nu\\ a\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\lambda\\\mu^{-\lambda}\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G-a & -\nu\\\lambda-\nu & \end{array}\right)W_{\alpha+\nu.i}(\nu)$ .
$=\sum_{\nu=0}^{\mu}\sum_{\tau\Leftrightarrow 0}^{\mu-\nu}(-1)^{\mu-\tau}\left(\begin{array}{ll}a+ & \nu\\ a & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G^{-a-\nu}-T\\G-a-\mu\end{array}\right)(G-\tau a-\nu)W_{\alpha+\nu.i}^{(\nu)}$

($\tau=\lambda-\nu$ gesetzt)

$=t-1)^{\mu}(a+\mu a)W_{\alpha+\mu.i}^{(\mu)}$ ,

da man infolge (1.7) sieht

$\sum_{\tau-0}^{\mu-\nu}(-1)^{\tau}\left(\begin{array}{l}G-a-\nu\\\tau\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-\nu-\tau\\ G-a-\mu\end{array}\right)=0$ f\"ur $\mu\geqq\nu$

$=1$ fiir $\mu=\nu$ .
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Nun liefert (5.3) mittels (15.32)

$\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i}=\sum_{\nu=0}^{G-H-\alpha}\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)(a+\nu H+\nu)^{-1}\{(-1)^{\nu}(a+\nu H+\nu\rangle W_{\alpha+\dot{H}+\nu i}^{(\nu)}\}$

$=\sum_{\nu=- 0}^{G-H-\alpha}\left(\begin{array}{l}H-1+\nu\\ H-1\end{array}\right)\left(\begin{array}{l}a+H+\nu\\\nu\end{array}\right)$

$\times\sum_{\lambda=0}^{v}(-1)^{\nu-\lambda}\lambda!1\left(\begin{array}{l}G-a-H-\lambda\\\nu^{-\lambda}\end{array}\right)\mathfrak{S}^{\lambda}W_{\alpha+Hi}$

$=\sum_{\lambda\Rightarrow 0}^{G- H-\alpha}\frac{1}{\lambda!}\sum_{-\lambda}^{G- H-\alpha}(-1)^{\nu-\lambda\left(\begin{array}{l}H-1+\nu\\ H-1\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}\alpha+ & H+\nu\\ & \nu\end{array}\right)}\nu-$

$\times\left(\begin{array}{ll}G-a & -H-\lambda\\\nu-\lambda & \end{array}\right)\mathfrak{S}^{\lambda}W_{\alpha+Hi}$

Es Ist aber

$\sum_{\nu=\lambda}^{G-H-\alpha}(-1)^{\nu-\lambda}\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1 & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}a+H+ & \nu\\\nu & \end{array}\right)\left(\begin{array}{l}G-a-H-\lambda\\\nu^{-\lambda}\end{array}\right)$

$=\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \lambda\\\grave{\Lambda} & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G & -\lambda\\ a+H & \end{array}\right)1\left(\begin{array}{l}G\\\lambda\end{array}\right)\sum_{\nu=\lambda}^{c-H-\alpha}(-1)^{\nu-\lambda\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1+\lambda & \end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G & \\a+H+ & \nu\end{array}\right)}$ .

Der Summand rechts formt sich in

$\sum_{\nu=\text{\‘{A}}}^{G-H-\alpha}(-1)^{\nu-\lambda\left(\begin{array}{ll}H-1+ & \nu\\ H-1+ & \lambda\end{array}\right)\left(\begin{array}{ll}G & \\a+H+ & \nu\end{array}\right)}$

$=\sum_{\mu=0}^{G-H-\alpha-\lambda}(-1)^{G-(\alpha+H+\lambda)}\mu\left(\begin{array}{l}G\\\mu\end{array}\right)(G-Ha--11+\lambda-\mu)$

um, indem $G-(a+H+\mu)$ an Stelle von $\nu$ gesetzt wird. Differenzieren
wir andererseits die beiden Seiten der Identit\"at

$x^{G-(H+\lambda)}=x^{G}x^{-1H+\lambda)}$

{ $ G-(a+H+\lambda)\rangle$ -mal nach $x$ und dividieren mit $(G-a-H-\lambda)$ ! , so ent-
steht verm\"oge (1.2) nach einfacher Rechnung

$\left(\begin{array}{l}G-H-\lambda\\\alpha\end{array}\right)x^{\alpha}=\sum_{\mu=0}^{-\alpha H-\lambda}(-1)^{G-\langle\alpha\mp H+\lambda)-\mu\left(\begin{array}{l}G\\\mu\end{array}\right)()x^{G-\mu}x^{-(G-\alpha-\mu)}}c-|G-a-\mu-1H+\lambda\triangleleft$

da f\"ur $A>0$

$\underline{d^{\wedge}\vee}x^{-A}=(-1)^{(A+\underline{-1)!}}\sim.\tau x^{-(A+.)}\sim$

$dx^{\tau}$ $(A-1)$ ]

ist. Somit ist
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$\left(\begin{array}{ll}G-H- & \lambda\\ a & \end{array}\right)=\sum_{\mu\Leftarrow 0}^{G-\alpha-H-\lambda}(-1)^{G-\langle\alpha+H+\lambda)-\mu}\left(\begin{array}{l}G\\\mu\end{array}\right)(G^{-a}H-1-\mu)$ .

Daher ersieht man schlIesslich

(15.33) $\mathfrak{Z}^{H}W_{\alpha i}=\frac{H!}{G!}\left(\begin{array}{l}a+H\\a\end{array}\right)$

$\times G-H-\alpha\geq=0(G-H-\lambda)$ ! $\left(\begin{array}{l}H-1+\lambda\\\lambda\end{array}\right)\mathfrak{S}^{\lambda}W_{\alpha+H\iota i}$ ,

welches die gesuchte Beziehung zwischen den beiden Operatoren $\mathfrak{Z}^{H}$

und $\mathfrak{S}^{H}$ angibt.

83. Wir k\"onnen auch die Beziehungen zwischen den beiden
Operatoren $\mathfrak{S}^{H}$ und $\mathfrak{Z}^{H}$ f\"ur einen Extenso $r$ h\"oherer Stufe auf dieselbe
Weise durchf\"uhren, indem wir die sukzessiven Ableitungen von Be-
stimmungszahlen des Extensors eliminieren. Aber wegen ihrer sehr
$kom_{\backslash }$plizierten Gestalt schreiben wir sie hier nicht ausf\"uhrlich hin.

84. Wir m\"ochten die vorliegende Abhandlung unter Hinzu-
f\"ugung der Bemerkung abschliessen, dass man auch Beziehungen
zwischen den beiden Operatoren $\backslash 3^{H}$ und $\mathfrak{Y}^{H}$ f\"ur einen Extensor
beliebiger Stufe aufstellen kann. Wir gehen jedoch nicht weite $r$

darauf ein.

Januar 1940.
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