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Einleitung

Das wichtigste und jetzt lebenhafteste Gebiet in der neuen,
stirmsch fortschreitenden Differentialgeometrie scheint dem Ver-
fasser die Geometrie in verallgemeinerten Ridumen, in denen als
geometrisches Element nicht der Punkt sondern das Linienelement,
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2 A. Kowaguchi

Hyperflichenelement oder ein noch allgemeineres Flichenelement
von gewissen Dimensionen betrachtet wird. Diese verallgemeinerten
Ridume sind nicht nur rein.formale Gebilde, sondern haben wirklich
wichtige, neue Gedanken gezeigt und sind demgeméiss der dusseren
Entwicklung der Geometrle gewidmet, d.h. fugen durch produktive
Verallgemeinerung neue Fligel dem Gebiude der Geometrie zu. Die
Untersuchung dieser Rdume hat den Ursprung in einer Arbeit von
P. FINSLER? und gab in den letzten Jahrzenten Anlass zu einer
grossen Reihe von Arbeiten. Trotzdem war noch keine Abgeschlos-
senheit in diesem Gebiete erreicht und es steht jetzt noch ein grosses
Feld fiir die Untersuchung zur Verfiigung.

Zu diesen Riaumen gehort der so-genannte FINSLERsche Raum
sowie der CARTANsche. Der erste ist jene N-dimensionale Mannig-
faltlgkelt deren Geometrie durch ein Integral von der Form

f7(=

stiickes deﬁmert. Im CARTANschen Raume beherrscht dagegen ein
(N—1)-faches Integral die Geometrie, das die Oberfliche eines Hy-
perflichenstiickes angibt. Die Theorie des FINSLERschen Raumes, die
urspriinglich von P. FINSLER?® herrithrt und nachdem von L. BER-
wALD® und E. CARTAN® in einer neuen vollstindigen Gestalt wieder
begriindet worden ist, hat seitdem zahlreiche Forscher® beschiftigt
und hat dadurch wichtige Fortschritte gemacht. Im FINSLERschen
Raume mit Koordinaten z* (1 =1, 2, , N) ist es zweckmadssig, als
geometrisches Element das Llnlenelement anzunehmen, das sich durch
ein Paar eines Punktes 2° und eines kontravarianten Vektors p® bis
auf einen gemeinschaftlichen positiven Faktor im Punkt fest be-
stimmt. Im CARTANschen Raume ist andererseits das orientierte
Hyperflichenelement als geometrisches Element zu erwéihlen, d.h. die
Figur, die aus einem Punkt z° und einem kovarianten Vektor p; bis
auf einen gemeinschaftlichen positiven Faktor im Punkt besteht.

)dt beherrscht wird, das die Bogenlange eines Kurven-

(1) P. FINSLER [i]. Die Zahlen in eckiger Klammer beziehen sich auf das
Literaturverzeichnis am Ende der vorliegenden Abhandlung.

(2) L. BERwALD [i] [ii] [iii] [iv] [vi] [ix] [x] [xii].

-(3) E. CArTAN [iii] [iv].

(4) Von den zahlreichen Forschern moéchten wir hier nur erwahnen S. L. SYNGE
(il, J. H. Tavror [i] [ii], T. Hosokawa [i] {iij [iii] [iv], ST. GOLAB [ [ii] [iii) [iv] [v]
[vi] [vu], M. S. KNEBELMAN [v], M. Hammovict [i] [ii] [iii] [iv] [v] [vi] [vii] [viii],
J. A. SCHOUTEN und J. HAANTJES [i], G. VARGA [i], V. WAGNER [ii], P. DELENS [i]
[ii], H. HomBu [i] [ii] {iii], P. Funk [ii], S. HokARrI [i], J. M. WEGENER [i]. Uber die
bis zum Jahre 1933 erschienenen Arbeiten liegt L. BERWALD [ix] vor.
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Arbeiten iiber den CARTANschen Raum gibt es ziemlich wenig und
wir konnen dariiber, ausser der urspriinglichen Arbeit von E. CAR-
TAN®, nur einige Arbeiten von L. BERWALD® berichten.

Hier sollten wir unsere Aufmerksamkeit auf die sogenannte
Ubertragung Yon W. WIRTINGER® richten, in der das geometrische
Element ein Doppelvektor, d.h. die Figur, die aus einem kovarianten
Vektor w; mit einem inzidenten kontravarianten Vektor v* besteht
(wa* = 0), in einem Punkt ist.

Die oben-erwihnten Riéume sind wirklich alle in dem allgemeinen
Raume enthalten, der vom Verfasser zuerst eingefithrt worden ist®
und dessen geometrisches Element aus einer Reihe von irgendwelchen
nicht notwendig gleichartigen Affinoren teilweise im tangenten N-
dimensionalen affinen Raume und teilweise im anderen N-dimen-
sionalen affinen Raume adjungiert zu einem Punkt besteht. - Die
Annahme des K-dimensionalen Flichenelementes im N-dimensionalen
Raume als geometrisches Element findet man auch bei einigen
Arbeiten vom Verfasser®, wobei 1< K</N. Dieser Raum steht in
der Mitte zwischen dem FINSLERschen Raume und dem CARTANschen.
Fir K =1 reduziert sich nimlich der Raum zur direkten Verallge-
meinerung des FINSLERschen und fiir K = N—1 tritt der CARTANsche
als ein besonderer Fall auf. Die Theorie dieses Raumes moge in
Beziehung zu derselben des nicht-holonomen Gebildes gebracht wer-
den, die wir G. VRANCEANU® und Z. HORAK™ verdanken und die
sich durch viele Forscher weiterhin entwickelt hat®.

(1) E. CArTAN [1].

(2) L. BErwALD [1][2].

(3) W. WIRTINGER [i]. :

(49 A.KAwaGUcCHI [3][4]. Ein noch allgemeinerer Fall ist auch vom Verfasser
schon fruher betrachtet worden, nimlich ein abstrakter Raum, dessen Element der
Inbegriff jener Menge ist, deren Elemente je einer von den vorgegebenen abzihl-
baren oder nichtabzihlbaren Mannigfaltigkeiten adjungiert zu einem Punkt ange-
horen, wobei die. Mannigfaltigkeiten mit dem Begriff ‘ Umgebung ’> behaftet sind.
Dieser Raum enthilt wirklich alle bis jetzt von vielen Forschern eingefiihrten
Riume als seine besonderen Fille, Vgl. A. KawacucHiI [5] [6] [7].

(5) A.KawAacgucHI [11] [12] [18].

(6) G. VRANCEANU.[i] [ii] [iii] [iv] [v] [vi] [vu]

(7) Z. HorAx [i] [ii] [iii] [iv] [v] [vi] [vii].

(8) Von den vielen Forschern mochten wir nur die folgenden nennen: E.
CARTAN [ii], P. FRANKLIN und C.L.E. Moore [i], E. BORTOLOTTI [iii] [iv] [vii] [viii],
P. HULUBEI [i], V. HLAvATY [i] [ii] [iv], J. A. SCHOUTEN [i] [ii], J. A. SCHOUTEN und
E.R. vAN KAMPEN [i], Gr. C. MoisiL. [1], S. L. SYNGE [ii], V. WaGNER'[i], K.
YAno [i] [ii] [v], E. BOMPIANT [ii], ‘ST. GOLAB [viii), T. HosokAwaA [iii], J. L VAN-
DERSLICE [i], A. Maxia [i] [ii] [iii] [iv], A. WUNDHEILER [i].
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'Die Theorie des FINSLERschen sowie CARTANschen Raumes ver-
kniipft sich mit der Variationsrechnung sehr eng. Die Extremalen
xt = xi(t) bzw. x* = x¥(v!, v2, ..., v*"1) des Variationsproblemes

i dxt g, S i 0% g a2 " 3on1
SXF(x 7 )dt bzw. ;Sn_.l)lp(x, e )dv dv...dv

bei fester Berandung liefern uns diejenigen, welche wir die Bahnen
bzw. die minimalen Hyperflichen im FINSLERschen bzw. CARTANschen
Raume nennen. Die ersten sind die Verallgemeinerung der geodéi-
tischen Linien im RIEMANNschen Raume und definieren sich durch
die Gleichungen :

e i dat) _
0.1) (e, L) =0,

wiahrend die Funktionen 77 (t, xt, flf) in den %x; positiv homogen

von zweiter Ordnung sind.’ Die anderen geben eine Erweiterung der
minimalen Hyperflichen im RIEMANNschen Raume, welche durch die
Gleichungen '

2403 . . % :
(0.2) 0 @ + F&’;‘»(v\r’ x, ial") =0
B ov*ov’ v’

erklirt sind. Demgemaiss hatte dieser Zweig der Geometrie so enge
Beziehung zur Variationsrechnung, dass man einen grossen Teil des
Zweigs ohne weiteres als analytische Disziplin anzusehen berechtigt
ist. In der Tat konnen wir zahlreiche Beitridge in dieser analytischen
Richtung berichten®. .

Die andere wichtige Verkniipfung mit der Analysis zeigen die
Differentialgleichungen (0.1) und (0.2), daraus folgt das Problem, das
gewohnliche oder partielle Differentialgleichungssystem geometrisch
zu behandeln, d.h. die Geometrie von Bahnen oder von ¢ K-spreads’’,
die durch die Untersuchung der geoditischen Linien angeregt waren
und die urspriinglich auf die Schule von Prineeton  besonderes O.

(1) Vgl. TH. pE DonDER [1], J. GEHENIAU [1], V. PAQuEeT [1] (2] [3], A:
DuscHEK [i], L. KoscHMIEDER [i] (ii] [iii] [iv], E. KAHLER [i], L. BERWALD [v] [vii]
[viii], P. Funk [i], D.D. Kosawmsi [i] [ii] [iii}, A.DuscHEK und W. MAYER [i] (ii],
A.W. TUckeR [i], W. MAYER [i], J. H. TAYLOR [iii], W. WINTERNITZ [i]. Die bis
zum Jahre 1930 erschienenen Arbeiten werden in L. KOSCHMIEDER [v] aufgezihlt.
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VEBLEN, T. Y. THOMAS und J. M. THOMASY zuriick gehen soll. Dem-
nichst waren an ihrem weiteren Ausbau L. BERWALD®, J. DOUG-
LAS® E. BoRTOLOTTI® usw.® beschiftigt.

Die Rdume, die den oben-erzihlten verschiedenen Geometrien zu
Grunde liegen, haben alle als geometrisches Element das Element
erster Ordnung, in anderen Worten, die Figur, die aus einem Punkt

7

2 und den Ableitungen erster Ordnung -; von z‘ nach dén Para-

9v°

metern v*(@=1,2,..., K;1< K< N—1) lings einer K-dimension-
alen Fliche besteht. Unter diesen Umstinden nennen wir - diese
Riéume von erster Ordnung, um sie von den Riume hoherer Ordnung
zu unterscheiden, die sich nachtriglich in Hinsicht bringen lassen.

_ Auf der anderen Seite ergibt sich ein anderes System von

Differentialgeometrien, das unter den Begriff von F. KLEIN betreffs
der Gruppentheorie entwickelt worden ist. Unter denjenigen finden
wir jene Geometrien, in denen die Integralinvariante niedrigster
Ordnung der betreffenden Gruppe, die der Bogenlinge eines Kur-
venstiickes in der euklidischen Geometrie entspricht, ausser den
Koordinaten: vom Punkt auch deren Ableitungen hoherer Ordnung
enthilt. Die affine sowie projektive Differentialgeometrie macht sich
um das Beispiel verdient®. Wenden wir uns nun der natiirlichen
Geometrie zu, die anfangs von S. LIE und G. Pick” begriindet worden
ist, dann lehrt sie uns, dass die Integralinvariante niedrigster Ord-
nung gegeniiber irgendeiner endlichen kontinuierlichen Transforma-
tionsgruppe lidngs einer Kurve im allgemeinen nicht nur vom Punkt
sondern auch vom Kurvenelement K-ter Ordnung abhingt und das
von der Form sein moge '

(0.3) s = | P&, dat, &, ..., dMa)

(1) O. VEBLEN [i] [ii] [iii], O. VEBLEN und T.Y. THoMAS [i], O. VEBLEN und
J. M. THOomAS {i] [ii], T. Y. THoMmAS [i] [ii], J. M. THOMAS [i].

(2) L. BERWALD [xi]. '

(8y J. DoucLas [1] [i].

(4) E. BorTOLOTTI [1].

(5) L.P.EISENHART und M.S. KNEBELMAN [i], D. D. KosAaMmBI [iv] [v] [vi] [vii]
[viii}, V. SEETHARAMAN [i]), H. LEVY [i], J. HaaNTJES [i], J. H. C. WHITEHEAD [i] [ii]
[iii} [iv]l, A. DuUusScCHEK und W. MAYER [i], W. SLEBODBINSKI [i} [ii], E. CArRTAN [i],
L. P. E1seNHART [i}], K. YANo [iii] [iv]. .

(6) Vgl. W. BLASCHKE [i], G. FUBINI und E. CecH [i] [ii].

(7, Vgl G. KowaALEwSKI [i], A. KawaAcucHI [i] [ii] [iii] [iv].
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Diese Tatsache mag die Frage aufwerfen, ob die Geometrie sich
unter dem Ubertragungsprinzip begriinden lassen kann, indem man
die Metrik von dem K-dimensionalen Flichenelement M-ter Ordnung
abhingig wdihlt, oder, noch allgemeiner, ob die Theorie des Raumes
entwickelt werden konne, wihrend als geometrisches Element des
Raumes das K-dimensionale Flichenelement M-ter Ordnung ange-
nommen wird. Zur Beantwortung dieser Frage hat der Verfasser
den ersten Schritt” getan, indem es ihm gelungen ist, die méglichen
Gestalten der Parallelitbertragungen, Kriimmungstensoren usw. ge-
geniiber der Punkttransformationsgruppe im Raume mit dem Linien-
element M-ter Ordnung (z¢, d«?, ..., dMx?) als geometrischem Element
aufzufinden. Es moge bemerkt werden, dass der neu geschaffene
Begriff ‘‘ Grundubertragungen’ dabei eine hervorragende Rolle
spielt®. '

Trotzdem fand erst 1985 von H. V. CRAIG® und J. L. SYNGE®
die eigentliche Untersuchung iiber die allgemeine Metrik

©(0.4) s = (F(t, o, dof, ..., d¥a)

statt, wobei sie die sogenannten SYNGEschen Vektoren aus der Funktion
F hergeleitet haben, mittels derer sie die kovarianten Ableitungen von
einigen Arten auf Grund der Punkttransformationsgruppe gewinnen.
Aber ihre Theorie ist nicht wntrinsik, im Sinne, dass sie unter be-
liebiger Parametertransformation ¢ = #(¢) nicht invariant ist. Dem
Raum, der mit der allgemeinen Metrik (0.4) behaftet ist, haben H.-
V. CRAIG® und J. L. SYNGE® den Namen ‘‘der KAWAGUCHIsche
Raum” gegeben. Es ist viel zweckmaissiger, den KAWAGUCHIschen
Raum mit der den Parameter ¢ ausdriicklich nicht enthaltenden
Metrik (0.3) von demselben mit der Metrik (0.4) zu unterscheiden,

(1) A. KawAcgucHI (1] [2] [3] [4]. Noch friher hielt der Verfasser auf der
Jahresversammlung der Japanischen Mathematiko-Physikalischen Gesellschaft in
April 1927 einen Vortrag iiber das Thema ‘‘Untersuchung der Krimmung.des
metrischen verallgemeinerten BERWALDschen Raumes, in welchem die Bogenlinge
vom Kurvenelemente p-ter Ordnung abhingt’’. Nach 1931 hat H. V. Craic [2] die
Metrik von zweiter Ordnung F(x?, dxt, d%x¢?) als direkte Verallgemeinerung des
Ergebnisses von J. H. TAYLOR [i] iiber die FINSLERschen Metrik: F(x?, dx?i) unter-
sucht. Vgl. auch H.V. CralG [3] [4]. Die Erweiterung dieses Ergebnisses. zur
hoherer Ordnung findet man+in der Arbeit von H. HomBU [1].

(2) Vgl. A. KAwAGUCHI [2]. , .

(3) H.V.CraiG (5] [6]. Auch vgl. H.V. CraiG [3] [4].

(4) J.L. SYNGE [1]. '
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und der erste soll der spezielle KAWAGUCHIsche Raum . heissen®),
Dieser Raum fand in den letzten fiinf Jahren viel Beachtung und
gab Anlass zu einer grossen Reihe von Arbeiten, wie im: folgenden
kurz skizziert wird. An diese Untersuchung schloss sich zuerst die
bedeutungsvolle Arbeit von E. CARTAN® an, welche vom zwei-
dimensionalen speziellen KAwAGUCHIschen Raume zweiter Ordnung
unter der Beriihrungstransformationsgruppe handelte und von H.
HomBU zu demselben hoherer Ordnung verallgemeinert wurde®.
Aber die von CARTAN gebrauchte Methode ist leider auf den mehr-
dimensionalen speziellen KAWAGUCHIschen Raume nicht anwendbar.
Mit Hilfe einer anderen, ganz verschiedenen Methode konnte sodann der
Verfasser ein Ubertragungsschema im N-dimensionalen KAWAGUCHI-
schen Raume M-ter Ordnung gegeniiber der Punkttransformations-
gruppe festsetzen®, in dem als geometrisches Element des zu
Grunde gelegten Raumes das Kurvenelement (2M—1)-ter Ordnung
angenommen ist, d.h. die Ubertragungsparameter sind dabei vom
Kurvenelement (2M—1)-ter Ordnung abhingig. In delr letzten Zeit
konnte der Verfasser unter der steten Mitwirkung von Herrn Pro-
fessor H. HOMBU dasselbe derartig verbessern, dass die Ubertragung‘s—
parameter vom Kurvenelement M-ter Ordnung al_ohéngen“‘), indem
er einige Ergebnisse iiber die projektive Theorie eines Systems der
Bahnen hoherer Ordnung verwendete, die von H. HoMBU® selbst
begriindet worden ist. ; \
Aber diese allgemeine Theorie ist leider in einigen speziellen
Fidllen nicht anwendbar, z.B. wenn die die Metrik bestimmende
Funktion F' die hochsten Ableitungen dgﬂ;
miiss soll man dafiir entweder die Methode etwas modifizieren oder
eine ganz andere Methode gebrauchen. Mit dem letzten Problem

linear enthilt. Demge-

(1) Es mag nicht zutreffend sein, den Namen ‘‘ der metrische Raum hoéherer
Ordnung’’ fiir den KAWAGUCHIschen Raum einzufiihren, denn mit diesem Namen
dirfen wir nachtriglich einen anderen noch viel umfangreicheren Raum passend
bezeichnen.

(2) E. CArRTAN [2].

(3) H. Homsu [2] [4] [7]-

(4 A. KawacucHI [8] [9] [138] (14] [15]. Vgl. auch H. HomBU [11] und S.
HoxkARI [5] [6]. : : - '

(6) Vgl. H. HomBU [12]. Die ausfiihrliche Erzihlung dieser letzten Theorie
moéchte der Verfasser spiter in einigen Abhandlungen unter demselben Titel ¢ Die
Differentialgeometrie hoherer Ordnung >’ verdffentlichen.: ’

(6) H. Homsu [5] [6] (8] [9] [10]. '
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haben sich S. HokaRI®, T. OHKUBO® und M. HMMOV{CIG”- ausser
dem Verfasser® beschiiftigt.

Die Differentialgleichungssysteme (0.1) sowie (0. 2) liefern uns
das neue Problem, d.h. die Geometrisierung des gewohnlichen oder
partiellen Dif‘ferentialgleichungssystems

' A+ da My
0. + It x° y e =0
(0-5) dtH ( T dt CdM
oder
. 8M+1xj
.6 .
(0.6) IvMJvre, ., ML

o) e o

4] ' 8 )
+ I ‘,Mﬂ(v , P

M. ’ avplavﬁ‘-’ 2 a'u"M )
in anderen Worten; die Geometrie der Bahnen oder “‘K-spreads ”’
hdherer Ordnung zu begriinden. Die Geometrie der Bahnen hherer
Ordnung wurde zuerst von D. D. KosaMBI® entwickelt und ist
sodann von V. SEETHARAMAN®, S. CHERN®’, E. CARTAN®, T. OH-
KUBO® und S. HOKARI” untersucht worden. H. HoMBU hat ilber
die projektive Theorie des gewohnlichen Differentialgleichungssystems
gearbeitet, wie schon oben erwihnt. Dagegen ist die Grundlage
der Geometrie des partiellen Differentialgleichungssystems erst vom
Verfasser und H. HoMmBUY gegeben. ,
‘Den oben erwihnten Theorien liegt stets der Raum zu Grunde
dessen geometrisches Element das K-dimensionale Fldchenelement
M-ter Ordnung ist, wobei 1< K< N—1 ist. Den Raum mochten
wir den Raum héoherer Ordnung oder noch genauer den Raum M-ter
Ordnung nennen, und der Raum hoherer Ordnung heisst metrisch,

(1) S. HokARrI [3] [4] [7] [9].

(2) T. OHkUBO [1}.

(3) M. Hammovicr [1].

(4) A.KawacucHI [10] [17]).

(5) D.D.XosawmsI [1] [2].

(6) V.SEETHARAMAN [1] [2] [3].

(7) S.CHERN [1].

(8) E. CArTAN [3].

(9) T. OHKUBO [3] [5].

(10) S. HOKARI [8].

(11) A. KawAcgucH! und H. HoMBU [1] Vgl. auch T. OHKUBO [2] und H.
HasHIMoOTO [1]. : :
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wenn seine Geometrle durch ein K-faches Integral beherrscht wird,
das den K-dimensionalen Rauminhalt definiert.

Der Raum hoherer Ordnung kommt ‘auch nicht nur in der
Variationsrechnung sondern auch in ‘der Theorie der Kugelgeomet-
rischen Ubertragung von H. HoMBU® vor. Ausserdem steht ‘die
Geometrie hoherer Ordnung, d.h. die Geometrie im Raume hoherer
Ordnung, in enger Beziehung mit dem °‘ sistema assoluto’’ von G.
VITALI®?) Sowie mit der ‘‘ geometrie riemanniane di specie superiore’’
von E. BoMPIANI®).,

Die Geometrie hoherer Ordnung®, welche die metrische Geo-
metrie hoherer Ordnung und die Geometrie des Differentialgleichungs-
systems hoherer Ordnung enthiilt, wird auch der zu Grunde gelegten
Transformationsgruppe nach klassifiziert. Némlich man darf die Punkt-
transformationsgruppe, die Beriithrungstransformationsgruppe oder
die erweiterte rheonome Transformationsgruppe® in Betracht ziehen.

Das Hauptziel der Reihe von Abhandlungen mit demselben Titel
““Die Differentialgeometrie hoherer Ordnung’’ ist, die oben erzihlten
verschiedenen Geometrien hoherer Ordnung zu behandeln, und zuerst
mochte der Verfasser in der vorliegenden Abhandlung als Vorberei-
tung einige Eigenschaften von Extensoren versuchen. Der Begriff
von Extensoren, der zuerst von H. V. CRAIG® aufgefasst worden
ist, ist zur Untersuchung der Geometrie hoherer Ordnung sehr
zweckmaésssig und von einer grossen Bedeutung. Der Extensor ist
selbstverstindlich ein geometrisches Objekt(®. Wir konnen den Be-
griff von Extensoren unschwer auf den Fall von partiellen -Ablei-
tungen erweitern und dieselben Ergebnisse wie in der vorliegenden
Abhandlung herleiten®.

In der vorliegenden Abhandlung méchten wir hauptsichlich die
Frage erledigen, ob aus einem einzigen Extensor einige andere
Extensoren ohne weiteres hergeleitet werden konne, und uns mit

(1) H. HomBuU [3].

(2) G. VIraLn [i]. Vgl auch E. BorTovLoTTI [i] [v] [Vi].

(3) E. Bompiant [i].

(4) Eine Ubersicht der Geometrie hoherer Ordnung kann man finden in A.
KawagGucHI [20] [22].

(5) A. KAwAGuUcCHI [6] und S. HOKARI [1] [2]. Vgl. auch ST GOLAB [ix], A
WUNDHEILER [ii] [iii], V. HLAVATY [iii], V. HLAVATY und ST. GOLAB fil, E.
BorTtoLoTTI [ii].

(6) H.V.Cralg [7] [8]. Vgl. auch A. KawAGucHI [16] [19]. , ,
x] (7) Vgl. J. A. SCHOUTEN und J. HAANTJES [1], A. WUNDHEILER [iv], ST. GOLAB
X|.

(8) A. KawAaGuUcCHI [21].
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dem Problem beschiftigen, die Operatoren auszufiihren, die diese
Extensoren herleiten, wenn sie existieren. Wir mochten in §1 mit
der Darstellung der N-dimensionalen -Mannigfaltigkeit von Linien-
elementen bzw. Kurvenelementen hoherer Ordnung K@ bzw. K@
beginnén. Man soll das Kurvehelement vom Linienelement durchweg
streng unterscheiden, nidmlich das Kurvenelement ist éine Klasse von
‘allen Linienelementen in einem Punkt, von denen je zwei mittels
einer passenden Anderung der Parametrisierung auseinander her-
vorgehen und somit ist das Kurvenelement von der Parametrisierung
auf einer Kurve unabhingig.  §2 liefert die erweiterten Transfor-
mationen und die Erliuterung einiger nachtriglich gebrauchten
Identititen. Sodann definieren wir in §3 die Extensoren und es
werden einige Sitze iiber die Extensoren erster Stufe erwihnt,
wobei man einige eigentliche Unterschiede zwischen den Uberschie-
bungen von Extensoren und von gewohnlichen Tensoren erkennen
mag, z.B. es ergeben sich nicht eine sondern viele Arten der Uber-
schiebungen von zwei Extensoren erster Stufe, der eine exkontravariant
und der andere exkovariant, wihrend man nur eine einzige Uber-
schiebung zwischen zwei Vektoren hat. Auseinem Extensor erster
Stufe kénnen wir drei Arten von Extensoren erster Stufe durch
drei Systeme von linearen Operatoren S%(§4), 3#(§5) und 9#(§6)
erhalten. Die Operatoren SH geben Anlass zu den sogenannten
SYNGEschen Vektoren. Diese drei Arten der Operatoren stellen sich
als sehr wichtig und fundamental ‘heraus und konnen derartig
modifiziert werden, dass sie nicht nur auf den gewohnlichen Extensor
sondern auch auf den relativen anwendbar sind, womit man einen
relativen Skalar einfilhrt. Es handelt sich in §7 um die Produkte
und folglich die Vertauschbarkeiten der Operatoren G, 3% und 9¥
mittels: verhdltnisméissig umfangreicher Rechnungen. Es mag be-
merkenswert sein, den wichtigsten Satz behaupten zu koénnen: Jeder
Skalar, den eine Uberschiebung von zwei Extensoren erster Stufe, der
eine exkontravariant und der andere exkovariant, erzeugt, ist immer
durch die Skalarprodukte S(H, K) der Vektoren, die aus den betref-
Sfenden Extensoren eindeutig folgen, und durch die Ableitungen von den
S(H, K) darstellbar (§8). Diein §9 eingefiihrten Operatoren Jx sind
besonders wichtig und - zweckméssig bei der Untersuchung der intrin-
siken Theorie gegeniiber den Parametertransformationen, insbesondere
im speziellen KAWAGUCHIschen Raume spielen sie eine hervorragende
Rolle, wie in einigen nachfolgenden Abhandlungen gezeigt werden
moge. Die Frage, ob aus einem Extensor irgendwelchen Extensoren
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hoherer Stufe durch partielle Differentiation nach den Bestlmmung's-
zahlen eines Linienelementes hergeleitet werden kénnen, wird in §10
beantwortet und 8§11 zeigt uns einige Eigenschdften des Extensors
hoherer Stufe. Die Operatoren G lassen sich sogleich verallgemei-
nern, derartig, dass sie auf jeden Extensor hoherer Stufe _anwendbar
sind, wie in §12 bewiesen wird. Aber die Verallgemeinerungen der
anderen Operatoren 3% und 9¥ sind nicht so leicht und gelingen erst
in §14. Von einem Extensor hoherer Stufe konnen wir auch zahl-
reiche gewohnliche Tensoren ableiten. Trotzdem kann die analoge
Tatsache wie der oben erwihnte Satz leider im allgemeinen nicht
geschlossen werden, wenn irgendwelche Funktionen I nicht vorge-
geben sind, die bei jeder Koordinatentransformation ebenso wie die
affinen Ubertragungsparameter sich verdndern, was in §13 gezeigt
wird. Die Symmetrie sowie die Schiefsymmetrie iiber einen Extensor
hoherer Stufe kann auch geschaffen werden (§13). Schliesslich stellen
wir in §15 die verschiedenen Beziehungen vor, Welche unter den
Operatoren G¥, 3% und 9 bestehen sollen.

- §1. Die N-dimensionale Mannigfaltigkeit von Linienelementen
hoherer Ordnung K. Abgekiirzte Bezeichnungen
und einige Identitaten. :

1. Es sei Xy eine N-dimensionale: Mannigfaltigkeit, die auf ein
System von N Koordinaten (¢ =1, 2, ..., N) bezogen ist, und unter
einem Punkt verstehen wir ein System von N reellen Werten, welche
N Variable ¥ annehmen. In jedem Punkt in der Mannigfaltigkeit
X~ wird dann jedes System von N Differentialen dzi der Koordinaten
als eine Richtung im Punkt aufgefasst. Fithren wir irgendeinen Para-
meter ¢ ein, der alle reelle Werte annimmt und vorldufig festgelegt
ist. Dann wird jede Kurve in Xy mittels N passend gewdihlter
Funktionen xi(t) dieses Parameters ¢ durch die Glelchungen 2t = x“(t)
fest bestimmt. Einem Werte £, von ¢ entspricht dann ein Punkt mit
den Koordinaten «i(t,) auf der Kurve. Einfachheitshalber und zur
Vermeidung schwieriger analytischer Erorterung, setzen wir voraus,
dass die Funktionen xi(¢) fiir alle Werte vom Parameter ¢ in einem
den betreffenden Wert ¢ enthaltenden Bereich analytisch regulir und
die Werte der Ableitungen dxi/dt fiir t = ¢ nicht.alle verschwindend
sind. Jedes System der 2N Werte von ¢, dxi/dt, die lings jeder
Kurve angenommen werden, wollen wir in der -vorliegenden Ab-
handlung durchaus ein Linienelement erster Ordnung nennen. Jedes
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Linienelement erster Ordnung (z¢, dx‘/dt) bestimmt stets eine Rich-
tung® im Punkt 2¢. Die Richtung hingt aber nur von den Verhilt-
nissen der Werte von dz‘/dt ab und nicht von den Werten von dx/dt
selbst, d.h. sie bestimmt sich wesentlich durch 2N—1 Werte, N
Werte von ¢ und N—1 Werte von den Verhiltnissen von dz‘/dt.
Da ein Linienelement erster Ordnung (z¢, dx'/dt) dagegen von 2N
Werten, N Werten von z* und N Werten von dx‘/dt selbst, abhingig
st, muss man zwei Linienelemente erster Ordnung (x¢, dx‘/dt) und
(x%, dxi/df), denen dieselbe Richtung % =0 %t—% in demselben Punkt
2’ entspricht, streng unterscheiden, soweit o ==1. In anderen Worten,
man ordnet jedem Linienelement erster Ordnung nur eine Richtung
in einem Punkt zu, dagegen jeder Richtung in einem Punkt unendlich
viele Linienelemente erster Ordnung. Diese Tatsache folgt aus der
Beliebigkeit der Wahl von Parametrisierung auf jeder Kurve, und
jede zwei Linienelemente erster Ordnung mit derselben Richtung in
demselben Punkt entsprechen zwei verschiedenen Parametrisierungen
auf jeder Kurve, die den Punkt durchliuft und die Richtung im
Punkt besitzt. Man darf ein Linienelement erster Ordnung als eine
mit einem Mass behaftete Richtung (oder einen Vektor) in einem
Punkt ansehen. Wir nennen die Mannigfaltigkeit Xy die Mannig-
faltigkeit erster Ordnung K%, wenn zu jedem Punkt in Xy jedes
System von N nicht sdmtlich verschwindenden Werten von dxi/dt
sich adjungiert. Die Mannigfaltigkeit erster Ordnung K¢ besteht
aus.allen Linienelementen erster Ordnung in einer N-dimensionalen
Mannigfaltigkeit und deshalb soll sie wesentlich von 2N Dimensionen
sein. :

Es ist wohl zu beachten, dass der FINSLERsche Raum keine
Mannigfaltigkeit erster Ordnung K ist, da jedes Raumelement im
FINSLERschen Raume eine Richtung in einem Punkt in der Mannig-
faltigkeit Xy ist.

2. Im allgemeinen nennen wir ein System von (M+1)N Werten

von 2° und ihren Ableitungen nach ¢ bis zur M-ten Ordnung, fltz
20t Mopi
cz—;, ey ddtff , welche in einem Punkt auf einer Kurve af = xi(¢)

(1) Eine Richtung in einem Punkt wird nachher in- Betracht gezogen, der
manche Verfasser den Namen ‘‘ Linienelement’’ geben. Aber in der vorhegenden
Abhandlung wollen wir sie als ¢ Kurvenelement erster Ordnung *’ zitieren, um von
dem oben-erwihnten Linienelemente erster Ordnung zu unterscheiden. Vgl. H.
HomBu [9], 8. 140. ,
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und ldngs derselben Kurve berechnet werden, ein Linienelement M-
ter Ordnung, wobei wir voraussetzen, dass die Werte von dzi/dt
nicht simtlich gleich Null sind und dass die Funktionen 2(¢) in einem
Bereich um den betreffenden Wert ¢, von ¢ analytisech regulédr sind,
wie oben. Man legt dabei den Parameter ¢ fest vor und Lisst vor-
ldufig seine Anderung nicht zu. Der Parameter ¢ spielt somit hier
eine wesentliche Rolle und soll nicht durch anderen Parameter ersetzt
werden. D.h. im allgemeinen verwandelt sich ein Linienelement
M-ter Ordnung bei einer Anderung der Parametrisierung in ein
anderes Linienelement M-ter Ordnung.

3. In einem Punkt auf einer Kurve ergeben sich zwei Linien-
elemente M-ter Ordnung entsprechend zwei verschiedenen Paramet-
risierungen, und in diesem Falle sagen wir, dass diese zwei Linien-
elemente dasselbe Kurvenelement M-ter Ordnung besitzen. - Ein
Kurvenelement M-ter Ordnung diirfen wir als eine Klasse von allen
Linienelementen M-ter Ordnung in einem Punkt erkldren, von denen
je zwei mittels einer passenden Anderung der Parametrisierung
auseinander hervorgehen, und somit ist das Kurvenelement mit der
Kurve intrinsik, d.h. von der Parametrisierung auf der Kurve
unabhingig verkniipft. In einer Klasse der Linienelemente M-ter
Ordnung, die uns ein Kurvenelement M-ter Ordnung liefert, ergibt
sich immer ein Linienelement M-ter Ordnung mit den Bestimmungs-

zahlen
dxt d2xt dMyxi

1‘1 7:7 ’ y e oo e
(1.1 T TaE T ae dtM

damit man eine von den Koordinaten, z.B. % statt des Parameters
t annimmt, und das Linienelement ist das ausgezeichnete der Klasse,
d.h. die Klasse wird von dem Linienelement eindeutig bestimmt,
wenn ein Koordinatensystem fest gelegt ist, wie wir leicht ersehen
kbnnqn. Da :

da* d?xt aMyt " .
== , = e e e — = f =
dx™ (dxf" )? (dx™yM ur ¢=N

sind, bestimmt sich ein Kurvenelement M-ter Ordhung durch ein
System von
‘ R=N+(N—-1)M=NM+1)—M

Werten, und wir konnen unter dem Linienelemente M-ter Ordnung
mit den Werten (1.1) ein Kurvenelement M-ter Ordnung verstehen.
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4, Adjungieren wir zu jedem Punkt von Xy jedes Wertsystem
de’ dgz * 0 i’ ‘
sionen (M +1)N zustande, die aus allen Linienelementen M-ter Ordnung
in Xy besteht. Diese Mannigfaltigkeit heisst die Mannigfaltigkeit
M-ter Ordnung K@, mit derselben wollen wir uns vorlidufig beschif-
tigen. Ausser der Mannigfaltigkeit K@ ergibt sich eine andere
Mannigfaltigkeit &, die aus allen Kurvenelementen M-ter Ordnung
besteht und die wir spidter in Betracht ziehen werden. Ihre Dimen-
sionszahl ist nichts anderes als R, da jedes Kurvenelement M-ter
Ordnung durch ein System von R Werten eindeutig bestimmt wird.

so kommt die Mannigfaltigkeit von Dimen-

5. . Einfachheitshalber beniitzen wir die folgenden Bezeichnungen
fiir die Ableitungen von Koordi_naten nach dem Parameter ¢, wie von
H. V. CRAIG? eingefiihrt : o

ar' i B e A
dt Codt ’ CodM ’

oder noch ausfiihrlich

dx*
dt

o 2 i M,
= o0it), TL — gy, ..., DT — onngy,

wenn der Parameter ¢ ausdriicklich vorgestellt werden soll. Ausser-

3

dem schreiben wir die Ableitungen ‘einer Funktion F(f) vom

dat®
Parameter ¢ nach t_in der Gestalt
: d°F ‘
F®®f) =—"—, =01, ...,.M,
O = 8

wobei man setzt FO(t) = F(t). Wenn kein Missverstindnis entsteht,
lassen wir ferner (¢) aus und bezeichnen das mit F(")
Die Bezeichnungen

JF d’z’
Floy = rer /8( )
noch allgemeiner
dar( JF 9 d*F 9
Foy; ® = = aw(“’i> und F®,,= ( = F®

i\ d* /T gx@

(1) H.V.CralG [5].
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werden auch fiir eine Funktion F von ¢, af, 2%, ..., ™) gufge-
nommen.

6. Hier wollen wir einige Tdentitdten vorstellen, die im folgenden
vielmals anwendbar sind.

Seien A und B zwei beliebige Funktionen von einem Parameter
t, so bestehen

—_— = ("‘)‘V-_—:‘ k‘p" e A VY BME=Y) S (-v) B(v)
.2 _dt“ ‘(AB) (AB) P ( - )A Be— = 31(#)aep
und - i '

(1.3) A YB

dt*

— AB(") p— 2( 1)"( )(A(")B)(” v)

Die erste Identitdt ist nichts anderes als die wohlbekannte
LEiBN1zsche Formel. Der Beweis dieser Identititen kann man leicht
durch Induktion beziiglich x bekommen®,

7. Es bestehen weiter die folgenden Identititen.

(14) v-p (V_P) Y ( ) (,,4. p) ’ w—p

oder : " ,,;up (;)(":) = (’;)2“"’ fir »>p,
(15) | ( 1yl (u_p) ( ) —0 fir > p
= (—1)Pu! fir p=p

oder .
1.5) - fi(—l)v(”; )(’:) =0 far w>>p

= (—1)¥ fur ©=p,

0 5B,

(17) ?;0 (—1)“( ": )(v —Fl)' l) = (.._1)»;':% (— ])v(/:)(l +;L:—-v>
=0 fir u>p

= (—1)“(,,_2_,0 fuir p<p.

(1) Vgl. A. KawacucHI und H. HomBu [1], S. 25.
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Beweis. Differenziert man p-mal nach y die Identitit
73
A +y)y = Z(“ )y””

v=0 \ ¥

—_ (y—1+ 1)uyx+u

— E‘ F’) At+p=-v

=5(4

und setzt y = 1, so erhalten wir sogleich nach (1.2) die Identitiit (1.6).
Nach Anwendung desselben Verfahrens auf die Identitit

1—y)"y* = ,i:o(—l)\‘('l:)yk.ﬂkv
' = (y l—1)"y***
= (—1)* g (__1)»</:)yx+u—v

geht die Identitdt (1.7) hervor. (1.4) bzw. (1.5) ist ein spezieller Fall
= 0 von (1.6) bzw. (1.7). ' W. z.b. z.

§2. Erweiterte Transformation fiir Linienelemente.

8. Wir fiihren eine Koordinatentransformation Z* = z*(x%) in die
Mannigfaltigkeit Xn ein, wobei wir uns auf solche Transformationen
beschrinken, deren Funktionen Z%x?) im geeigneten Gebiete einein-
deutig und hinreichend oft stetig differenzierbar sind. Somit ist ihre
Determinante im Gebiete von Null verschieden. Nach dieser Trans-
formation findet dann eine erweiterte Transformation fiir Linienele-
mente z.B. M-ter Ordnung

9x*

7o = Ea(x’b) , E(l)a — 3 - x(l)’i ,
. x

— 2_
2.1) g@e = 0% gy OB ayigmy
o ax* 2x'9x?

- 2._
FMe = ___ax“. MY+ M _ow* .xa _gM-1yipMd 4
ox* 9x*9x?

statt, bei welcher ein Linienelement M-ter Ordnung (z%, 2%, . .. , xM))
in das Linienelement (%, ™=, ..., #M)) {ibergeht. (2.1) wird durch
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vielmalige Differentiationen von #® = Z(x*) nach dem Parameter ¢
gerade erhalten. :

Die Transformation (2.1) fithrt die Mannigfaltigkeit M-ter Ord-
nung K in sich selbst iiber und alle solche Transformationen bilden
eine stetige Gruppe ®,. Die Gruppe ®,, ist die grosste von den
Gruppen von stetigen Transformationen, welche K in sich selbst
stetig iiberfiihren.

9. Uber diese erweiterten Transformationen bestehen die fol-
genden Sitze®. :

Satz 1. FE's besteht

(22) 857(;)“ = (M)(ﬂ) = (E)W) .
: dx® oxt ox*
Beweis.
: (e _ 3 di(¢-Da — 0 aﬁ(a*l)ax(su)j
2t 3zt dt ?x® =0 8:6(3).7'
-1 AZz(e-1 -1 -
=5 2B ey ST @ (0 .1)“):1:‘3“”‘

=0 dxax(® =0 ™I\ x?

dt\ ox°

9x®

d aﬁ(cr-«l)a. ) aﬁ(a—l)a )(1)

Daraus folgt die Behauptung durch Wiederholung dieses Verfahrens
ohne weiteres. :

Satz 2. In (2.1) besteht die Identitiit Jur a, B=7 >0

\ AT _ al (B—y)! 9z-Va
(2.3) ™ Bl (a—y) ! BaC-TF

und fir vy =28

(2.4)

azz(d)a ( a ai(a-ﬂ)a @)
—-
8

Py 9x*

Beweis. Differenzierend die beiden Seiten der Beziehung

.,i.(a-kl)a.: di(“)“ = o j‘z(a)_afxﬁﬂ)j
dt =0 Jx(*V

(1) Diese Sitze sind schon in noch verallgemeinerer Form bewiesen. Vgl.
A. KawAGucHI und H. HomBu [1}; S. 27. " o

(2) Die Identitat (2.4) sowie (2.5) ist schon von H.V. CRAIG gefunden worden.
Vgl. H. V. CraiG [5], S. 457.
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nach xz®9, erhalten wir durch Induktion beziglich «

a@(a +Da 353(«)“ ] 32:}—;((1)«1.
228 oD {50 gap®rigaty

_ a \xl¢-P+Da K 9 {aﬁ(“)“) (t+1)7
o (B—l) B’ + T;., S ANE YO0 e
_( )ax(a g+1l)a ( ) 3 {aw(u Bla )w“_u”
B—1 B0 ax™i\  axt
_ < Iy )ai(a—ﬂﬂ)a +< a d (a@(a—ﬂ)a)
B—1 o ﬂ) dt ox
1337(« 8+1)a
={(e21)+(2),

a+1 9zl*t+Da
ot

(1+1)7

wegen Satz 1. Andererseits ersehen wir leicht im Falle a = 8

Gl R -
9Py LA

®

”
da #*e die Form

—a . . 3 - .
e = ——gi’” 2+ @*(xf, 2V, ..., 27D

hat, wie gleich aus (2.1) folgt. Daraus bekommen wir die Identitit
(2.4) fir jede nicht negative ganze Zahl « und g, insofern a = 8.
Fiir jede nicht negative ganze Zahl v(X a, B) besteht wegen 2. 4)

8x(°° Ta ax(a ﬁ)a.
am((‘l TANB-T ) axz T

Somit geht (2.3) durch Verglelchung der letzten Beziehung mit (2. 4)
hervor. W.z. b. z.
10. Satz 1 und Satzv 2 liefern uns sogleich
Satz 3. Fir a=8=0 besteht
f | 9x()e
@5 rred (ﬁ’)

(e-8)
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Da in (2.1) % von hoheren Ableitungen von 2* als a nicht ab-
hédngig ist, so ist ‘

2Ee _ L
(2.6) B 0 fir B> a.

Nach (2.5) und (2.6) erkennen wir die Gestalt der Matrix

( 3l
( alon )) der erweiterten Transformation?, die ist
GE": 0 0 cees ’ 0 0
.ox*
o )@ Gl 0 |ooen o | o
0z / ax* .
GE“)“” [P aa-c“>“> 9z°
(2.7 o A 9x° :
ceeeeaas oz* 0
ox*
@\ (1 )‘M‘z’ ........ M—1 ) 2z
( ) ( ) 9’ | ( ) ot ?x®

wobei (z)a und (B): die Werte (0)1, (0)2, ..., (ON; (1)1, (12, ...,
(DN;...; (M-1)1,..., (M—1)N durchlaufen. Die Determinante

3xX* M
, der

nicht verschwindend ist. Deswegen ergibt sich stets ihre umgekehrte

(8)z
ox )) Es besteht dann

Transformation mit der Matrix (( Py

’c)az(")i 8@‘“"" = §88i Gx“’)i B:E(T)b — 81-81,
FF®e (i T T galne 3p@X ¢’

(2.8)

(1) Die lineare Transformation mit der Matrix von dieser Form ist von dem
Verfasser zuerst betrachtet worden. Vgl. A. KAWAGUCHI [6] und S. HoKARI [1] [2].
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VALl '35(“)“
wobe1 wir das Summationszeichen z. B. Z} Z in dem Glied ——+— ———
=0 a=1 3T (*)a  gop(v)d

auslassen, wie iiblich in der Tensor-analysis®,

§ 3. Extensoren und ihre Uberschiebungen.

11. Unter dem Extensor® verstehen wir den Tensor in bezug
auf die erweiterte regulire Transformation (2.1). Z.B. die Bestim-
mungszahlen des exkontra- bzw. exkovarianten Extensors V* bzw.
W.; erster Stufe vom Grad® G transformieren sich bei der erwei-
terten regulidren Transformation folgendermassen :

(s)a ‘
B v paw. W =

@.1) Ve = xPr 55(7)75

2, 8=01,...,G; i,i=12 ..., N.

Ein Beispiel des exkontravarianten Extensors erster Stufe vom
Grad M ist durch die Bestimmungszahlen des Linienelementes (3 +1)-
ter Ordnung z©*Y(¢==0,1, ..., M) gegeben und dasselbe des ex-
kovarianten Extensors erster Stufe vom Grad M durch die Grossen
Foy; -—-—-Fa?i): (@=0,1, ..., M), wobei F' eine skalare differenzierbare

AR .
Funktion mit den Argumenten ¢, f, 2%, ..., 2™” jist.

Die Bestimmungszahlen des gemischten Extensors 7%, dritter
Stufe, der in bezug auf «i exkontravariant vom Grad G, auf Gk
exkovariant vom Grad G’ und auf 7 kovariant ist, werden nach der
Regel transformiert : ’ A
. ab CY A B S L P -5
Ta_ .. fc a;ia ax(T)J a@(ﬂ)c 2 -6k

a,fy-?o,l,...,G;B,5=0,1,.',.,G’.

(1) Durch diese Abhandlung lassen wir durchweg das Summationszeichen aus,,
wie in der TenSor-analysis, wenn dieselben kleincn Buchstaben als Indizes gerade
zweimal d.h. einmal oben und ein anderermal unten erscheinen, soweit nicht
anderes gesagt wird. Von den grossen Buchstaben wird dagegen jedes Ghed nicht
summiert, wenn das Glied das Summationszeichen nicht bekommt. :

(2) Der Name ‘ Extensor’’ ist zuerst von CRAIG eingefiihrt worden Vgl
H. V. CrAIG [T].

(3) Statt ‘“Grad’’ hat der Verfasser friiher den Ausdruck ‘ Ordnung ”’
gebraucht. Aber den' Ausdruck ¢ Ordnung’ wollen wir in der vorliegenden Ab-
handlung in anderer Bedeutung beniitzen. :
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Wie oben gesehen, gibt es in bezug auf jede griechische Indizes
eines Extensors immer eine Gradzahl. Fiir einen Extensor hoherer
Stufe ergibt sich somit mindestens eine grosste Gradzahl und die
grosste Gradzahl nennen wir die Gradzahl des betreffenden Extensors.
Z.B. wenn oben G = G’ ist, dann heisst der Extensor vom Grad G.
Ein Extensor vom Grad Null ist nichts anderes als ein gewdhnlicher

Tensor. _
12. Im allgemeinen definieren wir den relativen Extensor®.

A B
Definition. Die II Gi II G/ N4*B Grossen
: A=1 =1

T“ljl °‘2j2 °‘A .7A
et 8, kiBe ko ... BBEB

(jk! ku.=1’ 2’ ...,N; fl}‘=‘0, 1, ...,G;'B,L=O, 1, ...,G,)

werden genannt die Bestimmungszahlen eines relativen gemischten
Extensors (A + B)-ter Stufe vom Gewichte f, der in bezug auf a.j\
bzw. B.k. exkontra- bzw. exkovariant vom Grad G, bzw. G, ist,
wenn bei jeder reguliren erweiterten Transformation die Grossen sich

transformieren nach der Regel:
Talala2a2 e xATA

Tt e s BibyBebe ... BBBB

= g-tpYihYsie...vaia dx(onar B 3wl
e S G180 8533 X219 )in -1 ax(ﬁu)bu

Trgs

wéihrend 4 die Determinante ! 22: ‘ bedeutet. Die grosste Zahl G von

G, und G} heisst die Gradzahl des Extensors. Wenn die Bestim-
mungszahlen des Extensors Funktionen von den Argumenten ¢, a7,
e ..., 2% gind, dann sagen wir, dass die Ordnung des Extensors
M 1st

Emfachheltshalber bezeichnet man den relativen Extensor (A + B)-
ter Stufe vom Gewichte f, vom Grad G und von der Ordnung M als
den relativen Extensor mit der Charakteristik (A+B, t, G, M). Ein
im Punkt «¢ definierter Skalar ist ein relativer Extensor mit der
Charakteristik (0, 0, 0, 0) und ein relativer Extensor mit der Charak-

(1) Statt “relativer Tensor’’ wird von einigen Verfassern den Wort ‘ Affi-
nordichte >’ beniitzt. Z.B. J. A. ScHOUTEN und D.J. STRUIK, Einfihrung in die
neueren Methoden der Differentialgeometrie, Groningen, 1935-38.
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teristik (A+ B, 0, 0, M) ist ein Tensor, der zum Lihienelemente M—ter
Ordnung adJunglert ist.

- 13. Fir einen kontravarlanten Vektor v* und einen kovarlanten
Vektor w; haben wir eine und nur eine Art der ﬂberschlebung d.h. des
Skalarproduktes p = v'w;. Es ist bemerkenswert, dass dagegen fiir
einen exkontravarianten Extensor V* erster Stufe vom Grad G und
einen exkovarianten Extensor W,; erster Stufe vom Grad G nicht
eine sondern G+1 Arten der Uberschiebungen vorhanden sind :

@2 =3 () Ve, T=01,..., G0,

Wenn V* bzw. W,.; ein relativer Extensor vom Gewichte f bzw.
f’ ist, so sind pt™l relative Skalare vom Gewichte -+ V.

Satz 4. Vibzw. W; seien die Bestimmungszahlen eines kontra- baw.
kovarianten Vektors, dann sind Vi bzw. (f) W;6-g=0,1,..., G)

die Bestimmungszahlen eines exkontra- bzw. exkovarianten Extensors
erster Stufe vom Grad G.

Beweis. Aus Ve = g 5

tion durch Differentiation nach ¢ wegen (1.2)

Vi folgt bei einer Koordinatentransforma-

a \@-B) Az
Vo) — ( ) Y Py = 38D prum |
6o \B/\ 9x° )
In analoger Weise erkennen wir aus W, = 8—"W wegen (1.2)

(G =) e
“ -0
_EG‘: ((D( g:$ X”g%)ma) WG (8 = G-y gesetzt)

— 2( ) Gx‘ )‘*‘“f(?)wﬁ;(é—r)

G p(*) (G
= W;(G-D), .z. b. z.
Tza ax(“)“ w z g

(1) Vgl. A, KAWAGUCHI [16].
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Die Uberschiebungen (3.2) von zwei Extensoren Vi® und
(G)W (G-9) Jjefern uns ‘ -

P = Z(?)Vi(ﬂ—l‘)(G‘ Wc;(G-B)

T-o (P'*"Y)V'L(T)( G )W(G r-1) (8—T" = v gesetat)
( ) (G )V'(T)W (G-T-7)
=0
?”)(Vi Wi)(G' " | (nach (1.2)),

daraus kann man die Skalareigenschaft von p!'! in diesem speziellen
Falle leicht versichern. )

In Satz 4 setzen wir an Stelle von V* die Variationen der Ko-
ordinaten dx?, so erhalten wir soglelch den folgenden Zusatz, da
(da¥)® = da*” ist.

Zusatz. Die Variationen eines Linienelementes M-ter Ordnung
de®i(@a=0,1, ..., M) sind die Bestimmungszahlen eines exkontra-
varitanten Extensors erster Stufe vom Grad M.

Diesen Zusatz kann man auch direkt beweisen. Néamlich, da

Flola — 3:7;(“)“x(s+1)~;
LA

ist, sieht man

- 2 -
die e = 0B poeini . PEDT g

—_— a‘i(a)a dx(ﬁ“"l)‘l: + ’ax( o (I:ix(T)j
() ax(m

(e¢+1~7)
" et

9x* )(" “B)dx(ml)i
9"

B {‘j‘ {(v—l)+( LG 2 )(dnﬂndx“” (B+1 = v gesetzt)

_ a+1 (a+ 1)( >(¢—T+1)dx(”i — 3¢+ e Aot
N F AR ’

deshalb ist die Behauptung des Zusatzes richtig.
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14. Um die Skalareigenschaft von ™! in (3.2) zu zeigen, wollen
wir zunichst einige Sitze iiber die Extensoren vorstellen,

Satz 5. Die N(G+1) Grossen V*(a=0,1, ..., G) seien die Be-
stimmungszahlen eines exkontravarianten relativen Ewntensors mit der
Charakteristik (1, t, G, M), dann sind die N(K-+ 1) Grossen V* (a =
0, 1, ..., K(XG)) die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten
relativen Extensors mit der Charakteristik (1, t, K, M).

Das folgt unmittelbar aus den Beziehungen (2.5) und (2.6).

Satz 6. Lassen wir die N(G+1) Grossen Wa.i(a=0,1, ... , @)
die Bestimmungszahlen eines exkovarianten relativen Extensors mit der
Charakteristik (1, t, G, M) sein, dann bilden die N (K+1) Grossen

_ ) _ 1 .

G §+V>WG—K+T-.1' oder Bre-x) WriE(—‘G%—JL We-k.vi (v =0,1,
e, K(S )@ die Bestimmungszahlen  eines exkovarianten relativen
Eztensors mit der Charakteristik (1, %, K, M). '

Bewets. Der Satz wird aus den Beziehungen (2.5) und (2.6) be-
wiesen. In der Tat kann man sogleich aus den Transformations-
gleichungen des Extensors

_ aj(ﬁ)r
WG~K+¢,:] _ *é:t‘(é;m‘)j“ pr

wegen der Beziehung (2.6) ersehen, dass man B = G—K+a setzen

darf. Setzen wir somit v = 8—(G—K), dann kénnen die Trans-

formationsgleichungen des Extensors folgendermassen umgeschrieben

werden :
AF(G-K+7)r
Wekre; = FpG—Kray; || G-K+t.rs

(1) Diese Sitze iiber die Extensoren erster Stufe konnen leicht zu denjenigen
uber die Extensoren beliebiger Stufe erweitert werden, z.B.

Satz 6/. Die N*G+1XG’/+1) Gréssen U®ii(@=0,1,...,G;8=0,1,...,G’)
seien die Bestimmungszahlen eines relativen Extensors zweiter Stufe vom Gewichte
f, der in bezug auf «i exkontravariant vom Grad G und auf Bj erkovariant vom '
Grad G’ ist, dann sind die N2(K-+1)(K’+1) Grossen (Gl—f +Y) U _griy,;&=0,
1,..,.K;vy=0,1,...,K; K< G; K< @) die Bestimmungszahlen eines relativen
Extensors zweiter Stufe vom Gewichte Y, der in bezug auf «i exkontravariant vom
Grad K und auf vj exkovariant vom Grad K’ ist.

@ (C~E+)we gir; und (_G:%’#rﬂ

Bestimmungszahlen eines Extensors, da (G_‘f'*‘“f

We-k++,5 sind gleichzeitig je die
O L 1
)=E%k% ist und G—K

eine bestimmte von y unabhéngige Zahl ist.
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die nach der Beziehung (2.5) in

}1:3 (G=K+v)---(v+1) 9z
= (G—K+a):--(a+1) 3z

W(;—K+¢,j = G-K+T,r

iibergehen. Daraus geht he'rvor

(G—K+a)!
(G—K)! a

1 XY (G—K+v)! 3
= 3w (G—K)! oyl = G Emro

WG K+e,5 =

was die Rlchtlgkelt des Satzes besagt.
Wegen Satz 5 und Satz 6 erkennen wir ohne Schw1er1gke1t dass
die Griossen pi™ in (8.2) Skalare sind.

15. Satz 7. Wenn die N(G—K) Bestzmmungszahlen Ve (o =
0,1, » G—K—1) eines exkontravarianten relativen Extensors mit
der Chm-aktemstzk 1,1 G, M ) alle gleich Null sind, so formen die

N(K+1) Grossen (G ~K+Y ) VeKni (y =0, 1, , K), welche aus

den ubrigen Bestzmmungszahlen des Ewxtensors gebzldet werden, die
Bestimmungszahlen eines exkontravarianten relativen Extensors mit der
Charakteristik (1, ¥, K, M).
Beweis. In den Transformationsgleichungen des Extensors
Ao _

o« Br
V T 9zt v

diirfen wir annehmen, dass 8= G—K ist, denn die Glieder, in denen
die Gréssen V(8 =0, 1, , G—K—1) enthalten sind, sind in der
rechten Seite wegen der Hypothese des Satzes alle verschwindend.
Somit konnen wir auf Grund der Beziehung (2.6) a = G—K setzen.
Setzen wir daher ¥ = a—(G—K) und & = B8—(G—K), dann sind

‘ad,((; K+7)i

VG~K+T.i —_ G-K+96,r

ax(G K+8)r

=S (G—K+75)--- (Y+1) 32" o, ¢ g5,
0 (G—K+8)---(8+1) 2z

’

d.h.

v! (G—K)! G-K+%,i — %‘ 9x("” 3! (G =K)! YV G-K+é.r
G—K+m1 " =207 (G—K+9)! '

Die letzten Beziehungen beweisen die Richtigkeit des Satzes.
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Satz 8. Die N(G--K) Bestimmungszahlen Wei(a = K+1, ..., G)
eines exkovarianten relativen FEutensors mit der Charakteristik (1, £,
G, M) seien alle gleich Null, dann sind die iibrigen N(K+1) Bestim-
mungszahlen We(a=0,1, ..., K) des Euxtensors die Bestimmungs-
zahlen eines exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik
1, t K, M).
~ Der Satz folgt aus der Beziehung (2.6). In der Tat, wir diirfen
wegen der Hypothese des Satzes in den Transformationsgleichungen

35
)

Wa'i =

so ansehen, dass 8 < K. Somit erhalten wir von (2.5) und (2.6) auch
e < K, und die Behauptung des Satzes ist demgemaiss richtig.

16. Zusammenfassend Satz 5 und Satz 7 bzw. Satz 6 und Satz
8, lauten die Sitze :

Satz 9. Wenn die N(G—K) Bestimmungszahlen V (a=0,1, ...,
G—K—1) eines exkontravarianten relativen Extensors mit der Charak-
teristik (1, %, G, M) alle gleich Null sind, so bilden die N(G+1)

Grossen (G K+ 7) VK ni(y=0,1, , G(Z K)) die Bestimmungs-

zahlen eines exkontravamanten relatwen Extensors mit der Charak-
teristik (1, t, G, M). :
Satz 10. Die N(G— K) Bestimmungszahlen Wai(a = K+1, ..., G)
eines exkovarianten relativen Ewxtensors mit der Charakteristik (1, I,
, M) seien alle gleich Null, dann sind die N (G +1) Grossen

(K_—(T-FV)WK Gers(¥=0,1,..., G(ZK)) die Bestimmungszahlen
e'mes exkovarianten relativen Extensors mat der Charakteristik (1, ¥,

G, M). o

Satz 9 und Satz 10 liefern uns ohne weiteres

Satz 11. Es seien V* bzw. W,; die Bestimmungszahlen eine
exkontra- bzw. exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteris-
tik (1,8, G, M) bzw. (1, ¥, G/, M) und die N(G—K) bzw. N(G'—K’)
Bestimmungszahlen V* (a=0,1, ..., G—K—1) bzw. Wy(8=K'+1, ..
G') alle verschwindend, dann ist

p[K’—L](K’ K’) — » ; H)VJ_H zWM
(3.3) : Sfur G—K < K-—L,
P[G—»K](K’ K') — > (H’) Ve . H, g

fir G—K=K—L
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ein relativer Skalar vom Gewichte t+¥, wobei L eine beliebige ganze
Zahl mit der Beschrinkung 0 < L < Min (K, K') ist, und wir setzen
H=K+K'—G—L und H = G+L—K—K’. : .

Beweis. Aus Satz 9 und Satz 10 9rkennen wir sogleich, dasg die
Grossen <G_£{+'y) IVG"K”'*' bzw. (K —,YL+'7 Wk _£.v;(v=0,1,...,
- L) die Bestimmungszahlen eines exkontra- bzw. exkovarianten Ex-
tensors mit der Charakteristik (1, f, L, M) bzw. (1, ¥/, L, M) sind.
Somit ist ‘

o = é (G—£{+ 7)-1(1{1__5 + 'Y)VG—KHJWK,_LfT’i

T=0
ein relativer Skalar vom Gewichte f+§f. Nun setzt man
a=y+K—L - fir G—K < K'—L
=v+G—K fuir G—K>K'—L,

dann ergibt eine leichte Berechnung

- Ig:}%)‘lp[x—L](K, K - fur H=0
= (g5 )pomw k) fur H=0.

Der Satz ist jetzt bewiesen.
(3.3) ist eine Erweiterung von (8.2). Denn, setzen wir

K=K’=G, G*L=F, a-"=5,

dann wird der relative Skalar (8.3)
1 _ G (B\ys-r.iwr
NG, G) =53 (F) VT W,

was nichts anderes als (3.2) ist.

§4. Die Operatoren G2 und die SYNGEschen Vektoren.

17. Aus einem exkontravarianten oder exkovarianten Extensor
erster Stufe konnen wir die Extensoren erster Stufe vom niederen
Grad mittels Differentiation nach dem Parameter ¢ herleiten, ausser
denselben in Satz 5 oder Satz 6.
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- Die Bestimmungszahlen V* eines exkontravarianten Extensors mit
der Charakteristik (1, 0, G, M) transformieren sich der Regel nach:

ea Lo 3:1:" — ( ) )(a B) B‘i
4 ax"" 2 B/ \ 3

( (G)V(h (ax >(d D lz+ (l(a'“l){ ax (a- 2)V2¢ ,
ox® 2 _

in analoger Weise

verte = (22 )“”’VM( + (B yny a(a+1)(axz J e

;*— LN

Wir differenzieren die beiden Seiten der ersten Gleichung nach ¢

(e¢+1)
) aus der erhaltenen mithilfe

und, dann eliminieren wir (ax*

der letzten Gleichungen. Dann ergibt sich

Vetlha Y sal) — ( gz: (“)(Vli__ V()i(l)) +a(_2:_: (“~1)(.V27:___ Vh‘(l)) + oo

(B)( 8-’1?% ) (VP pri)

( )
— Zﬂv(ﬂ)@(vﬂﬂ i PRy a=20,1,...,G—-1,

was zeigt, dass die Grossen SV* = V¢ Li— V%D die Bestimmungs-
zahlen eines exkontravarianten Extensors mit der Charakteristik
(1,0,G—1, M+1) sind. Durch nochmalige Wiederholung dieses Ver-
fahrens erhalten wir einen exkontravarianten Extensor mit der
Charakteristik (1, 0, G—2, M+2):

SEVY = Yotz i gy etLidl) 4 o)

Im allgemeinen behaupten wir

Satz 12. V*(a=0,1, , G) seien die Bestzmmu'ngszahlen eines
exkontravarianten Extensors mzt der Charakteristik (1,0, G, M), dann
definieren die Grossen :

@y erve=F (- (4 )vw SN -
. B = o 1, . G—H
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fur jeden Wert von H=0,1, ..., G einen exkontravarianten Extensor
mit der Charakteristik (1,0, G—H, M+ H).

(8+MNa
Bewetis. Da V‘*“ ¢ = %Gn -y, dndert sich bei de;’ erweiterten
Transformation
H (H ax('u MNa .)(H—A)
Hy/ba -V H Te
V=2 (—1"(] )( sV
H N H H—2\ /[ 3z*+2e )‘"’ e
—_ H 174L i(H- w)
—E( 1) ( ) ( )( ™

5% i22<¥1>’f-’(i’>(3 (052

-~ (A+p =" gesetzt)
=3 (—1yH (H )M [Sh—ne(2)(FHe =) (2E)* My,

v=0 ox*

Wegen (1.7) erkennen wir
N1yl ¥ Brv—p\ _ 4 . _
Py 1)u(#)( ; )_o | fir v <v
—( 8\ :
—('Y‘—-u>> fir v =>v.

Somit setzen wir v—v = 3 (= 0), dann bekommt man

@HVB"‘ — ii‘ é 897:"' )(ﬁm 6)(_ l)H—v( H)Va+v.i(H—v)
v=0 6=0 ax”' }%)
aﬁ(ﬂ)a H 78 )
=W® Vz, 8=O,1, .-.,G—H,

und V* sind dabei H-mal nach ¢ differenziert. Daraus folgt die
Behauptung des Satzes.

Dieser Satz kann auch durch Induktion beziiglich H bewiesen
werden. Es mag interessant sein, einige speziellen aber wichtigen
Fille dieser Extensoren vorzustellen :
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VY= B ,v
@Vﬂi j— Vﬂ+l,'i__ Vﬁi(l) ,
SV = YB+2i__9 Vel i 4 Vﬁi(2)’

Fir Vi = ¢+ yerschwinden alle ¥ V% (H=1,2, ..., G) iden-
tisch.

Nach Satz 5 erhalten wir

Zusatz. V°® seien die Bestimmungszahlen eines exkontravariamten
Extensors mit der Charakteristik 1, 0, G, M), dann sind die Grossen

' H
4.2) SHVY = S (— 1)H~x( 121 )'VM'(H-—A)
=0
fir jeden Wert von H=0,1,...,G die Bestimmungszahlen eines

gewohnlichen kontravarianten Vektors von der Ordnung M+ H.

18. Fir den exkovarianten Extensor erster Stufe gilt ein ana-
loger Satz. In der Tat, W.; seien die Bestimmungszahlen des exko-
varianten Extensors mit der Charakteristik (1, 0, G, M), dann sind

Wem oo = 5(5)(2) "w
_ (G)( o )«; ) W +(G 1) o’ )‘G-“-”Wc_w‘....,
o= ()N s () Wi

Somit erhilt man
(G—=a)Wo—(a+1) W,y 0

- WG

1

o
= Eaiu)c{(G B)Wm——(ﬁ +1)W$+1 ) } 2

daraus sfnd die Grossen

A @Wa‘z = (G—a) Wm""(a+ 1) W¢+1 z
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die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors erster Stufe
vom Grad G--1 und seine Ordnung ist um eins hoher als diejenige
von W,;, da W, einmal nach ¢ differenziert wird. Wiederholung
dieses Verfahrens fiihrt zu

Satz 13. Die Grossen
@3  eWu=H! 3 (-1 (F ”)(g ) | AN
a=0,1, ..., G—H
bilden fiir jeden Wert von H= 0,1, ..., G die Bestimmungszahlen eines

exkovarianten Extensors mit der Charakteristik (1,0, G—H, M+ H),

wenn W,; die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors mit der
Charakteristik (1, 0, G, M) sind.

Beweis. Bei einer erweiterten Transformation verdndert sich
SHW.; folgendermassen nach (1.7):

—y— , (8)e \ (v’)
@HWa = H' \_1( 1)\‘ (fl+ V)(g i‘_{_’) a;:(i-l—v)a WBi)

o Ee a+v><G—a—v>H< )

=H!§(——1)“»<a:y>(g Iq{_——’))A o( )

( )( d? )"’ ~e-2) Wi
[3 u,.l.y a+V i

(»—p = 2 gesetzt)

()= (0

G A i \(T-e)
x 'Y+l)( 850 ) T;)“.()‘),

‘r=u+v A a+V

Mm

H
S
A= ye=

>

(8 = 7+ 4 gesetzt)
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-1 R 5w () -
(o (OO
X(Z)( g;: (TEG)WT;A.Q('\) , H—v=p gesetzt)

= ZE (U EF(EE) ™ wanies

= %@H Wi . W.z. b. z.

Aus diesem Satze folgt sogleich wegen Satz 6

Zusatz. Die Grossen

V=0

4.4) SHWe m,=H! S (—1(C5 H*")WG iren i O
G .
= (—1)X -— ! Ll (1 -K)
D5 (~1rH! ()W,

wobet K = G—H und u= G—H-+v gesetzt sind, sind fiir jeden Wert
von H=0,1,...,G (oder K=0, 1, » @) die Bestimmungszahlen
eines gewohnlichen Fkovarianten Vektors von der Ordnung M-+ H,
wenn W.; die Bestimmungszahlen eines exkovarianten FExtensors mit
der Charakteristik (1, 0, G, M) sind®. . .

Es ist bemerkenswert, dass im speziellen Falle Wa, = Fl); diese

Vektoren sich zu den sogenannten SYNGEschen Vektoren E reduzieren®,
d.h.

(4.5) SM-KF g = (—1)X(M—K) | B,

wobei F eine skalare Funktion von den Argumenten ¢, o, g%, | . x @)
ist.

(1) Dieser Zusatz ist von H.V. CRAIG nach einer langwierigen Berechnung
direkt bewiesen worden. Vgl. H. V. CrAaiG [5], S. 778.

(2) Diese Vektoren sind von SYNGE nach Anwendung der Variationsrechnung
mittels einer sehr schénen Methode abgeleitet worden. Vgl. J. L. SYNGE [1], S. 684.
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Fiir K= 0 ist der Vektor S¥F,); nichts anderes als der soge-
nannte EULERsche Vektor und filr K = M erhalten wir den Vektor
Sy = Fani - ’

19. Uber die Operatoren GH besteht der folgende Satz, wie
leicht verifiziert werden kann. ‘

Satz 14. Die Operatoren GH sind vertauschbar, linear und asso-

ziativ, d.h. fur jede zwei nicht megative ganze Zahlen H, H' ergeben
sich stets

@H@Hl Ve = @HI@HVMZ = SH+HI| o ,
SHV+V*) = AV 4 SHT,
®H@H, W = @H,@HWai = @H"’H’Wai ’
@H( Wi+ Wai) =¥ Wi+ @HWM' ’

wihrend H+H' <G und V% und V% bzw. Wa und Wa; beliebige
exkontra- bzw. exkovariante Extensoren mit der Charakteristik @1, o,
G, M) sind.

20. Die Operatoren S¥ konnen durch kleine Modifizierung der-
artig erweitert werden, dass sie auch auf den relativen Extensor
erster Stufe anwendbar sind. Némlich seien V* bzw. W.; die Be-
stimmungszahlen ' eines exkontra- bzw. exkovarianten relativen Ex-
tensors mit der Charakteristik (1, f, G, M) und sei f ein relativer
Skalar vom Gewichte f und von der Ordnung M, d.h. eine Funktion
von den Argumenten ¢, &%, 2%, ..., ™% dann geben f-1V% bzw.
S 'W.; die Bestimmungszahlen eines Extensors mit der Charakteristik
(1,0, G, M). Lassen wir somit auf den Extensor f-'V* baw. S IW o
den Operatoren SH wirken, dann ergibt sich fur H = 0,1,... wegen
Satz 12 und Satz 13

(V) = f1V,
S (f V%) = f1 Verli(f-1 V) = f1 {@Vci_'_ fu)@O(f-lvai)}, ,
SHS V) = f-1 {@2V oi g 2f WS (fF-1 V) — FOSO(fF-1 Vui)} ,

@O(f—l Was‘) = f_l Wei,
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S (f W) = (G—a) 7 Waui—(a+ 1) (F Werr, )P
= 1 {@Wat @+ D) FOS(  Wesnd) 5

GHFIWa) = £ {S Wait 2a+ 1) F O S W,
—(a+1)(@+2) SO Wers I} -

Somit lautet
Satz 15. Die Grossen, die durch die Rekursionsformeln

(4.6) C*HV% = fSH(f1V™)
. H-1 .
—_ @Hvas_ ;‘E_;') (__l)H-A (fj{)f—lf(l-l—)t)@*l Vat
bzw.

4.7) SHHW,; = fSH(f W)
. H !

= eaW.a—3) (—(F et s, , |

=1 a!l .
bestimmt sind, sind fir jeden Wert von H = 0,1, ..., G je die Bestim-
mungszahlen eines exkontra- bzw. exkovarianten relativen Extensors mit
der Charakteristik (1, t, G—H, M+ H), wenn V* bzw. W.; die Bestim-
mungszahlen eines .exkontra- bzw. exkovarianten Ewtensors mit der
Charakteristik (1, %, G, M) sind und wenn f ein relativer Skalar vom

Gewichte t und von der Ordnung M 7ist.
Bewets. Z,uerst ersehen wir wegen Satz 12 und Satz 13, dass

SHIVH = fSH(f1VY) und S HW. = fSHE(f W)

je einen relativen Extensor mit der Charakteristik (1, {, G—H, M+ H)
definieren. Durch Induktion beziiglich  H lehrt dann Satz 12

ST = FR(FIV)
= f{@H(f-1V¢+r,i)_ (@H(f_rva,;))(l)}

— @*Hvaﬂ..i_(@*l{vui)(l) + @*HV aif—lf(l)
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— @Hvau.i_(@HVui)(l)-
_ X .y (D)
_Hzl‘l(“l)H—A<-FAI)f(H_,\){@A(f-1Va+1,i)_(@A(f—lvm)) }
‘=0 _
H-l H - : y A Tred
__1\H-X —1 FH-2+1) %A ] %4 *H Y7 ei£-1£(1)
+ 33 (—1) (R)ff SH VU4 SHE Y f-1f

—_ @H-#lzvai_'i (_1)H—A+1( I_{ )f(H—A+1)@A(f—1va-i)

Hil( l)H A(H)f lf(H‘“'l)@*)‘ Vaz_*_@*}lvazf lf(l)
@H+1V¢z 2-1( 1)H+1— (H+1>f(H+1 A)@*AVM

und nach Satz 18 folgt

SHHAW,; = FSH(f W,
_ ~H (1)]
= 1[G H—a)@"(f W) — @+ 1) (51 Wy a9) )

- (G—‘H‘a)@*HWai—(a + 1)(@*HW<1+1, 1‘)( 1
@+ 1)S* Wy, f 1O
= (G—H—‘a)@H Wm’“ (a + 1) (@H Wa+ 1, 1:)(1)

~ 5 ()ro{G-r—0 @D gupaw,,,

(@a+2+1)! A o
_( +1) ( +1)Y (@H (f lWa+1+A z)) } .

(et o gy,

+ (@ DSHEW, o f 17O

' B ' H\ (a+2)! 4,0 ‘ H—A+
—_ H +1 ”7 e Y (o A o 1 £(A)x*x 1”7 .
S x f:l( 1) (3) a!l Free b

H+1
-+ 2 (—l)l_l(ﬂI—i-l) (a +7vz_)“!%f—lf“)g*ﬂ—l-HWGJ.—)‘-kl.i
A=1 al

= SHHW,; 2( 1) (H +1) (a-hi) ! f lf(x)@*Hn-AWa”.i .



36 A. Kawaguchi

Es ist jetzt klar, dass die Gewichte der Extensoren S*2V* und
S*HW,; beide t sind, und dass beider Ordnung M+ H ist. W.z. b. z.

Aus Satz 5 und Satz 6 kann man den folgenden Zusatz sofort
herleiten.

Zusatz. G*EVY% bzw. S*HWe_g, ; sind die Bestimmung‘szahlen eines
kontra- bzw. kovarianten relativen Vektors vom Gewichte T und von
der Ordnung M+ H.

21. Da bei einer erweiterten Transformation

(8+1)
(a+ 1)f(¢+1)a. = A—-f(a_’_ 1) :x(a+1)a ﬁs+1), a = 0, 1, e o0y M—-1
= d- 24 _ai‘,)a(ﬂ 1) fis 1

ist, ersehen wir, dass f.;= (2+1)f..1; einen exkovarianten Extensor
mit der Charakteristik (1, ¥, M—1, M) definieren. Wegen des letzten
Zusatzes konnen wir deswegen behaupten

Satz 16. f sei ein relativer Skalar vom Gewichte t und von der
Ordnung M, dann sind die Grossen

M-1 »
(4.8) S*Efixy=(—1)*'H !u=§_1(‘1)u(Kf'— 1)(,,,_}_ 1) fop iay; @ KD
—_ 2 .__ A K—'1+1 —~1 £(2) H-2
A§=:1( 1) (H— 3)!( )f S OS2 finy

Siir jeden Wert von H=10,1, ..., M—1 die Bestimmungszahlen eines
kovarianten relativen Vektors vom Gewichte ¥ und von der Ordnung
M+ H, wobet K= M—H.

Diese relativen Vektoren S*#fx); sind wesentlich n1chts anderes
als die verallgemeinerten relativen SYNGEschen Vektoren (65, , die von
S. HOkARI?? zuerst gefunden worden sind, d.h.

S*H f; = (—1)EK - H! G; .

Denn diese relativen Vektoren S*Hf k) werden in die Gestalt umge-
schrieben :

(1) Vgl. S. HoKAR! [4].
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S* i = (—FK- H! 3 (—10( &) £ 0%

224 K—1+2 “1£0 A
g ()

= (—-1DXK-H! { ;2‘; (— 1)1( I‘{)f(m' -
K+ 2\ (—1)&+> FLFO) @*H—Aﬁx+)‘)‘}

SN 2 S ) TETH)!

=(—1)XK-H! {EM](—-I)"(;{)ﬁi)i(.“K)

=2 Gy e )

§5. Die Operatoren 3H,
22. Nun behaupten wir

Satz 17. Wenn V* die Bestimmungszahlen eines exkontravarian-

ten Extensors mit der Charakteristik (1 0, G, M) sind, dann definieren
die Grossen

: Hyei — s @ o] _oH\e-2 1 rita—2) —_
61 3V gb(a)z (1—2H)= 2 PrE-D, 4 =0,1, ..., G

fur jeden Wert von H=1, 2, ... einen exkontravarionten Extensor mit
der Charakteristik (1, 0, G, M+ G).
Beweis. Wir wollen zunichst den Satz fiilr H = 1 beweisen. Bei

einer Koordinatentransformation gehen die Bestimmungszahlen 8V
iiber in

(5.2) 8Ve= é}(_naq( a )2* 9EM® 1 )(«~A)

ax('r)z

0.0 I

grﬁ-og —1)%- x( )( )(3:3) (aw1 )(V-T)V'ri(a'_v)

(A4 ¢ = v gesetzt)

>
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= 52,2006 )(“"‘) (Ge) v

(a+y—v = p gesetzt).

<_z_‘ A T [ A P o A a P+_)_L_-;¢
22 > =32+ 3 =3 )
A=0T=0p=c p=A 7=0 p=a—A T=0

wa (2)(2)(22 ( )( )( 0 wird (5.2)
SVW':P_O( )(am1 )(°= P)Tp:;i:T( 1)*- A( ><l 'f;)zlvn(l’ 1)

( ) >(a ) p 2( 1) o(p)(a—p>2c+TVY‘i(P-T).
lp-O awz T=0 06=0 id |

Wegen der Identitit
C=p — (1)~ & 1\ G o
=1 = (=) 5 (0 (* P,

s‘chliessen wir leicht

1= (—1)“-P°§(—1)°(“;‘P)2°,

setzend y = 2. Deshalb tritt ein

— SE(aW [
= S8V

8V6 mag die hochsten Ableitungen von 7 d.h. xM+GY% enthalten, so
ist die Ordnung des Extensors M+G. Jetzt ersiecht man deswegen
die Richtigkeit des Satzes fiir H=1. Nichstens setze man die
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Richtigkeit des Satzes fiir einen bestimmten Wert H voraus, so
miissen die Grossen 33H2V* nach Obigem bekanntlich auch einen ex-
kontravarianten Extensor bestimmen. Andererseits gehen die Grossen
38HYV* iiber in
88H Vai —_ i (__1)(:—1( (/] )21(8[1 V)«i)(a—)\)
i E;:‘( l)a )2A+H|a.(1 2H)A u( )( )Vm(a w®)
=0 w=
= > (=nr2ma—2m s ea—27( 7 )( 4 )VW .

Es folgt aber aus der Identitit (1—y)* = A20‘; (—1)* ('j )y* durch #-malige
-0
Differentiation nach y

— a —a\®— — < __1)> a. A N
(- p)a—wry = 20 (5) (5
deshalb bekommt man
(=1 2) @ =1 r2ra—28y = 2( 172} (1—2%) ( &)
setzend y = 2(1—2H). So ist
SSHVai = 2“3 (_l)u-u 2(H+1)p.(2H+1__ 1)u—u( a)V}Li(a—p.) ,
w=0 ‘ P .
was nichts anderes als 871V * jst. Jetzt ist die Extensoreigenschaft
von 32V * durch Induktion beziglich H bewiesen. Die hochsten
Ableitungen von 27, welche in 32V * enthaltend sind, sind offenbar

x®+9)i, g0 ist die Ordnung des Extensors 32V “ M+ H. Somit haben
wir jetzt den Satz bewiesen.

Bemerkung. Fiihren wir 2@+ fijr V'* in Satz 17 ein, dann ist
8H¢(a+1)i — é ( ; )(l_zﬂ)a_xz.\ﬂx(au)i = gl
ey

d.h. 3Hx©+Di jst nichts anderes als 2@Vi_ (5.1) wird in die folgende
Form umgeschrieben :

(5.1a) BEY ?'E(Z)Z?Hg(— 1)9-1(‘2’)‘/”@_;) .
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23. ..Satz 18. W,; seien die Bestimmungszahlen eines exkovarianten
FExtensors mat der Charakteristik (1, 0, G, M), dann sind

~H-a
(5.3) 87 =" E 0 (T Wi,

" a=0,1, ..., G—H

Jur jeden Wert von H=1, 2, ..., G die Bestimmungszahlen eines ex-
kovarianten Extensors mit der Charakteristik (1,0, G—H, M+G—H).

Beweis. Es wird leicht erwiesen filr H = 1 die Rekursionsformeln

(5.4)  BWani= Wu—(BW)W.
Voraussetzend
5.5) BWa=S5 20" gy
f~e gF(*)e

bekommt man durch Induktion beziglich «

_ ax(b)z 1 ap) a__ (7Y \ ()
8Wa—l.a = W : —1_2 _(a)a(rS W) Tg ~(¢)a.) 8Wﬁ
(8)2 G-1 (*) G- z\ (T- a+1)
= e W= 2 e Wu—8 W) -5 (TN Wi
9z (e T=o (M i=

x(Gn We:+ 2.-( )(8 " a) Wi

ox(*)e
7——1)( 3t )“ %)
‘= G-.-l( T_lbi

s ownce £, (-2 (22) e

ox® T=a+1
1) 9t ‘T‘“’
= ( T—l.i
'r-a
ax(r-l)i
= WS T-1,4

Wegen 8Weg.1,; = Wei, ist es selbstverstidndlich klar, dass (5.5)
fiir « = G—1 besteht. Deswegen sind 8W.; die Bestimmungszahlen
eines exkovarianten Extensors vom Grad G-1. Zunichst wollen wir
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den Satz fiir einen beliebigen Wert von H durch Induktion beziiglich
H beweisen. Darum setzen wir voraus, dass 8%W,; einen exko-
varianten Extensor vom Grad G—H aufbauen, und ersetzen statt
W in 83W.; die entsprechenden Bestimmungszahlen des Extensors
8HW «;, dann ist

G-H=-o-1
88HW¢1'= 2.!10 (—1)v(8HWa+l+v.i)(V)

G-(H+1)-«c G-H-a-1-v ’
= ;Z'go (—1)y '2% (- 1)”(#+H 1)Wa+1+v+H+u z( M

G (I{+1) e G- (H+1) o« —
= > > (= 1)A(A V+H 1)Wa+(H+1)+A; M

V=0 Amy
(Z—V'I"H 1)‘Wa+(H+1)+A t( )

G-Eh-e H+a
% (g

=0

G (H+ 1)-a

= A vy

v=(0

=

Wa+(H;l)+A,';3(” = 8H+1W¢1' ’

die nach dem vorhergehenden Beweise die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Extensors vom Grad G—H—1 sein miissen. Die
Ordnung des Extensors (5.3) ist bekanntlich M+ G—H, weil 32W,; als
hichste Ableitungen xM+G-H)i enthilt. W. z. b. z.

An Stelle von Wy; in (5.3) setze man f(;:, wobei f ein Skalar von
der Ordnung M andeutet, dann ergibt sich

Zusatz. [ sei ein Skalar von der Ordnung M, dann sind

4!‘ 8—~-H-¢o - _1 . (3=FH -
(5.6) SHf(a)i =3=%¢(“1)‘ H (BHa_]_ )f(ﬂ)i(‘ Hoo)
' ' a=0,1, ..., M—H

Sfur jeden Wert von H=1,2,..., M die Bestimmungszahlen eines
exkovarianten Extensors mit der Charakteristik (1, 0, H, 2M—H )W,

24. Es ist eine notwendige Bedingung fiir Invarianz der Form
der Funktion f bis auf einen Faktor di/d¢ bei jeder Transformation
des Parameters ¢, dass

(5.7 Bf @iz V= f, B @i = 0 (H=2)
erfiillt sind®.

(1) Fur H=1 hat H. V. CRAIG diesen Zusatz bewiesen. Vgl. H. V. CrAIG [7],
S. 771 und J. L. SYNGE [1], S. 688.

(2) Vgl. A. KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnung (1900), S. 195.
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Bemerkung. Von (5.3) kann man die analogen Rekursionsformeln
wie (5 4) herleiten :

8) ’8 W“ 1,2 +(8HW“1)(1) = 'SH—IW% y a = 09 19 see G—H’
5. '
SEWe-p: = 3T We_mi15 -

Der Beweis ist aber hier ausgelassen, da er nicht so. schwer ist.

25. Der Beweis von Satz 17 und Satz 18 liefert uns ohne
weiteres

Satz 19. Die Operatoren 3% sind vertauschbar, linear und asso-
ziativ. .

26. In analoger Weise wie Satz 15 schliessen wir

Satz 20. V™ bzw. W.; seien die Bestimmungszahlen eines exkon-
tra- bzw. exkovarianten relativen Extensors mit der Charakteristik
1, t, G, M) und f set ein relativer Skalar vom Gewichte ¥ und von der
Ordnung M, dann sind die Grossen

(6.9) V== fBf1V™)

= 87V — 2 (&) 1—2Ayf gy e,

a=0,1, ..., G(ZG)
bzw. .

(5.10)  B*HW,, = fSH(f W)
— SHWM:_ G H-o (—1)° (H—1+P>f 1f(e) JeH4e 7
. =1
a—‘O, 1, AT G—H

Jur jeden Wert von H=1,2, ..., G je die Bestimmungszahlen eines
exkontra- bzw. exkovarianten relativen Extensors mit der Charalkteristik
aQ,t, G, M+G’) bz2w. (1, Y, G—H, M+G—H).

Beweis. Da f1V* bzw. f~1W,; einen exkontra- bzw. exkovarian-
ten Extensor mit der Charakteristik (1, 0, G, M) bilden, so sind
S3E(f1V*) bzw. f3H(f'W,) auch die Bestimmungszahlen eines
Extensors mit dem Gewichte £. Wir haben

8*H Vai — fza]( a )2AH(1_2H)a—A(f-1 Vki)(a-x)

—_— 8HVG'L+fx$_J( )2AH(1 2H)a Az' a;l)(f—l)(u)vli(a—l—u)
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_ H Vi e @ \orH(1__oHya-2
= 3uv=i—s3 ()2 Ha—2m
x 53(%, L e
— RHY__ v @\ (1_oHYr £-1 ()
8V~ 31( 8 )a—2y sy
x gj’ a_P)le(l__zH)ob-p—k(f—lVli)(«—p—A)f
o\ 4 ,
= BHYs_ ( a)(l__zH)Pf—lf(P)S*H Ve-r
p=1\ P
weil
— A\( £-1\(1) [ (e -A-n)
L Y yesi |
— Sfa—2 -1 (uu)‘”)\“‘JL a—R2— p W) £-117 2} (e=2-p~V)
= (LR (T oy

alal

(a— Z) a— 2 f“’)f(p B(f-Y)®(F- IVM)(a A-p)

=1pu

i(a— l)( )f(P (L)) F -1y 2)(e-2-p)

a—2A

)|
>

I

o l)f—lf(P)(f—l Vli)(a~k—9) .
In analoger Weise bekommt man
8 W= f o1 (D (FGLE ) Wermen d®

_—8HW¢|+f§}G( —1) H 1+x)> I")(f 1)(“‘)I/V’ewlanv 1,( v-#

s AT ()

v=1

x E( )f"lf(")(f_l Weibzev.d (v-p)

G-H-¢
= 8HWas‘_ f_lf(P)

G~H-
x 2]

v=p

o

(T ) () W d OO F
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= 3 Wo— "3~ (Bl T e)rtre

p=1

G-(H+p)~¢ —_
x »\223 (-=1? Hg_ﬁpi-i-a)(f—lw¢+ﬂ+p+l.i)()‘)f

= 8 WS 1y (HgLt p)papmgee,,.

p=1

Jetzt ist der Satz bewiesen.

§ 6. Die Operatoren 9Z.

27. Im obigen haben wir zwei Arten von linearen Operatoren
SH und 3H eingefithrt. Ausser den zwei Arten von Operatoren G
und 3% ergibt sich noch eine andere Art von linearen Operatoren 9%,
die auch auf jeden Extensor erster Stufe anwendbar sind und die
durch die folgenden zwei Sitze vorgestellt werden.

Satz 21. Die Grossen
PV = @V 1 (G*—a+1)V* fir a=1,2, ..., G*,
6.1)
PV = (G*+1) V%, PVELi = (G*+1)VE D

definieren einen exkontravarianten Extensor mit der Charakteristik
1, 0, G*+1, M+1), wihrend V* die Bestimmungszahlen eines exkon-
travarianten Extensors mit der Chamlcterzstzk 1, o, G M) sind, wobei
G* < G; im allgemeinen sind .

6.2) PHV = H! 2( )(G* H—a V-
flil‘ a=H, H+1, ..., G*

= H! Z( )(G I'I"if:a)va-v,i(v)
fir «a=0,1, ..., H

_ H a \ G*+H*—a a-v, §(v
o H!v=§G*(V) H—y )V k )
fir a= G* G*+1, ..., G*+H

Sur jeden Wert von H =1, 2, ..., G* die Bestimmungszahlen eines ex-
kontravarianten Extensors mit der Charakteristik (1,0, G*+ H, M+ H).
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. 9z (e
Beweis. Da bei einer erweiterten Transformation V' = POWTY Ve,

folgt, setzend Vii= YG*li=,

ag(* e

- ()
+;‘2%{a(z:i)w*l-we*—a+1>(:;)V“‘} o)

BT A

ax )(a m{ﬁvrs—l ’(1)+(G*—B+1)V‘”}

PV = a o) +(G*—at+ 1)y

Faled

B"O

9x(®)e 8
Py @V *.

Deswegen sind (6.1) die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten
Extensors, dessen Grad G*+1 und Ordnung M-+1 ist. Nun beweisen
wir den Satz durch Induktion beziiglich H. Darum ersetze man
PEV* an Stelle von V* in (6.1), dann sind

a: 1)(G’* + H—a—l)va—u~1, #(v+1)

HY o Y Z,
PNV S = H {a§ A

+(G*+H——a+1)2( )(G }I"f:“ V“-”-““)}

v=0

— {Hﬂla( G*+H—a+1

- v—1/ H—y+1

‘ G + H—a @ ~v, 1(V)
+ @ rE-ar (5 )(TEET) Y

_ B a\(G*+H—a+1\1ra-v, iv

= (H+1)! yz-(](v> H—y+1 )V

— @H+1 ch'

die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors, wobei wir

unter V-%* und V¢é**i(8=1,2,..., H+1) immer Null verstehen.
Die Ordnung sowie der Grad von 9H*1V* sind beide um eins hoher
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als dieselben von 9#V *, wie man leicht nach dem Verfahren ersieht.
Somit ist jetzt der Satz bewiesen.

Bemerkung. Im speziellen Falle V* = x®+*V¢ reduziert sich
D HL Dy m“””" bis auf einen Zahlfaktor, da

S(NFEE = (TFH)  tr e*zezH,
6.2) 2(‘,(:) G*ﬁf;a>=(G*§H) fr «sH,
ﬁia(:) G*I}-i_a) = (G*I';H) fur G* ga.

Diese letzten Beziehungen erhilt man sogleich aus der Identitit
Y& *H = y*yG**H-* durch H-malige Differentiation nach y und dann
durch Setzung y = 1.

28. Satz 22. Wenn W.; die Bestimmungszahlen eines exkovarian-
ten Extensors mit der Charakteristik (1, 0, G, M) sind, dann bestimmen
die Grossen

(6.4) VHW., = i(?)w H-Y fir a=H H¥1,...,G

=2°0(Ij)wa;,,;<ﬂ-” fir a=0,1, ..., H

BT
' Sir a=6G,G+1, ..., G+H

fur jeden Wert von H =1,2,..., G einen exkovarianten Extensor mit
der Charakteristik (1, 0, G+ H, M+ H).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Richtigkeit des Satzes fiir H = 1.
(8)i
Aus W¢a= ko W, folgt

F(@a

+(8)s (€)) (8)e
— W@ = (" ks ;
DWee = WO+ Wiy, = 27 W,”) + e Vb

_ 3x®r W B8 A S 4 0% :
= 2o Wi+ DDA (G5) T W S W

S:Tc“
am(ﬂ)i - +1 s’ 8- ¢+1)
- s 5 (57)(22)

ox™)= Bw-1
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2x8) G+1 ax(%)z

.= — W @ 4 Z.J - B—l.'t
9 x(%a = ax( )a
G+1 ax(ﬁ)'b

(8)e
(m%z()"' WB 1, z) oz @Wm’

x%)e

f=s 9Z(*)e

setzend W_y,; = Wgs1,: = 0. Das zeigt, dass 9W.; einen exkovarian-
ten Extensor mit der Charakteristik (1, 0, G+1, M+1) bilden. Vor-
aussetzend die Richtigkeit des Satzes filr H, geht auf ganz dleselbe
Weise wie oben hervor

VAW o = (DH Woa)® + VEW,_y.a

af(a)ag Wﬁ‘i + ai(a;l)a @ Wﬂ‘i

G+H+1 3x(ﬂ)i

>

f=s Z(*)e

{(?)H W) D+ Y Wy, i}

Der Grad sowie die Ordnung des Extensors 9#'!'W,; sind beide um
eins hoher als dieselben des Extensors 9% W,.;. Jetztist der Satz
durch Induktion beziiglich H bewiesen.

. Bemerkung. Fiir W.; = F(s;, wird (6.4) -

(6.5) @HF(O;).' = F({ﬂ(u)i ’

H
da ﬂH(a), E(H)F(a'_v)é(ﬂ'—v) ist.

Nach dem Beweise von Satz 21 und Satz 22 kann man ohne
weiteres behaupten

Satz 23. Die Operatoren HH sind vertauschbar, linear und asso-
ziativ.

29. Fiir einen relativen Extensor gilt

Satz 24. Sind V* bzw. W,.; die Bestimmungszahlen eines exkon-
tra- bzw. exkovariamten relativen Extensors mit der Charakteristik
1,t, G, M) und f ein relativer Skalar vom Gewichte t und von der
Ordnung M, so bilden die Grossen
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(6.6) PHHY = fFPE(f-1 V) |
= PHY M( >p (H)f LF OV GRE-po-pd

bzw.

6.7  PEW.= FY(f W)
= W= 5 (H) 110w,

Sur jeden Wert von H=1,2,..., G je einen exkontra- bzw. exkovari-
anten relativen Extensor mit der Charalyteristik 1,t, G+H, M+H).

Beweis. Es ist offenbar genug aus demselben Grunde wie im
Beweise von Satz 20, die Gleichungen (6.6) und (6.7) zu beweisen.
Wir dirfen hier sowie auch im folgenden stets auf die Berechnung
hin, ohne Schaden an der Richtigkeit, setzen

(g = fir 0<a<B oder 8O0,
V=W, =0 fir «a<<0 oder a >G.

(6.8)

Die Beniitzung dieser Bezeichnung wird uns das Schfeiben langer
Ausdriicke bei der Berechnung ersparen. In der Tat wird (6.2) dann
in einem Ausdrucke von der Gestalt dargestellt :

(6.2a) PEV S = H! i(s)(G-i'H—-a Ve-veitn |

v=0

Nun erhalten wir
?)*Hvai = H!I ”2( )(GH__” )(f—lVa-v.i)(v)f

=prverH () (CHE ) 2( : )@y g

s
= ?)HV“_HI“ZZII(:)(G-;IIE: >P=1( )f—1f(p)(f-1 Yo-vi)o-o £

= g)HVaa‘__H! i(;)f—lf(” .

i (a—-p G+ H—a

2=\ H=, )UTVeens
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= NHY*__ 11 L(ara )
PIVE—HI S Sr
p=1\pP -
e (a— G+H—a) —p-A
) P ~1 7 e-p-A,4)(})
xS TG EDD ey

~2)1{"7 ]! L( ) (H>f 1f(p)g)*H Py e-r.i

p=1

da
520 s
= g ( ; ) f ‘1)(u)§‘;)"(v—;l">ﬂx)(f—1 Poeved)v-n=2)
= Evj ( v )(f—l)(!-'-) g(z:ﬁ) f:(P—l-‘) (f1Ve-viy-
P=1( ){ pl(z)(f—1)(u)f(9—u)}(f—1 ye-vi)ov-e)

= — ;-:‘1( 0 )f"lf(P)(f -1y e-v, i)(v—P) .

In derselben Weise geht hervor
oW =5 (0) S (E )

> (H— “)f"’(f Wiy, ) H RS

=9 Wt = (IS (H 7)o

v=0

w=0

x Z;u (H )f(P—")(f‘l Wiy, JE-Rf
- v SVE ()

. ~ ,,2;(/1' )(f—l)(?«)f(?-ﬂ)(f—lWa__v.i)(H—v—p)f
= @HWM- P}i(Ig )f'lf(P) g(H: P) (f“W¢-g,;)‘H‘P‘”’f

= @H‘Wa’,; PEZ (jil)f—lﬂp)?)*H—PWai .
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§7. Die Produktoperaj:oren von S, 3% und Y~

30. Wir haben in den vorigen Kapiteln drei Arten von linearen
Operatoren &%, 383X und P’ definiert, die alle auf jeden Extensor
erster Stufe anwendbar sind. Dazu liefert uns irgendein Produkt
von je zwei Operatoren dieser drei Arten einen neuen Operator,, z.B.

@H8KV ef — é(_l)ﬂ—i(?>(8xvu+x, i)(H—A) .

Dieser neu erhaltene Operator, Produktoperator, kann aber von der
Reihenfolge der Faktoroperatoren abhingig sein. Satz 14, Satz 19
und Satz 23 haben uns schon gezeigt, dass, wenn die beiden Faktor-
operatoren derselben Art angehioren, die Multiplikation kommutativ
ist, d.h. die Faktoroperatoren miteinander vertauschbar sind. Uber
die Multiplikationen der Operatoren verschiedener Art konnen wir
die folgenden zwei Sitze beweisen. | '

Satz 25. Fiir einen exkontravarianten Extensor erster Stufe ist
der Operator Y& mit den Operatoren S und 3X vertauschbar, d.h.

@D PEGHVS = GHYLVE, PEBEVS = BEYV,

aber die Operatoren SH und 8% sind miteinander nicht vertauschbar,
sondern die folgende Beziehung fur die Produktoperatoren besteht :

7.2) SHBKV* = 2K GKSHY %,

Beweis. Hier wollen wir den Beweis abkiirzen, indem die Fest-
setzung (6.8) aufgenommen wird.

(i) Aus den Definitionen der Operatoren (4.1) und (6.2) geht
erstens hervor

o= £(2)(C 40 )

{ ) (—‘1 )H"*(H)ch-w;, i(H_)‘)}fV)'

A=0
V»L' i?, : (' 1)a-> (H)(x—-p JEZL Ty

(» = A—y gesetzt)
1.3) =L ‘éz, {;5' (—1 )H_A(Ij)(ziﬂ) Gzlj;r Lo\l yrern s,
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da SHV* ein Extensor mit der Charakteristik (1, 0, G—H, M+ H) ist,
wihrend V* ein Extensor mit der Charakterlstlk (1 0, G, M) ist.
Die Charakteristik des Extensors 9LSHV * ist dann (1, 0, G—H +L
M+H+L). Zweitens haben wir

% {L! ELI a-l-2)<G+L—_a—R)V;“_u,i(u)}(&'”
Y ,

. ye=Q L—V

_ E, "2( 1)H- (H)(a_i_'“ (G+£:ﬁ;3)vc+u,i(H—v@- |

o w=2x

(v = A—yp gesetzt)

(7.4) =L'u2_IH-L{ (—1)H- (H)(Zi‘:) GZE;:!;/I }Va+u.i(H~u).

Nun wollen wir beweisen, dass die in den zusammenfassenden
Klammern von (7.3) und (7.4) stehenden Ausdriicke einander gleich
sind. Dann folgt die erste Beziehung von (7.1). Zum Beweise
differenziert man die Identitit '

H
(e—g)HarySrioie = 53 (—1yuor (B Yareeyoes-a-s

(2+p)-mal nach x und (G—a—p)-mal nach y, dann erhilt man

2 erizn)

() G L) ey

_L+“_ (H G+L~Z—-a g A —ry LA+
e () o ) O

Daher ist klar, setzend x =y =1,
e (H a G+ L—H—a
E(-I)H A( A )(ﬂ—#) L+p—2
B o mo(H G+L—2—a
’_A%"( 1)# ( )(a+lb G—a—p )

Zum Schluss kann man das Summationszeichen Z auf der hnken Seite
der letzten Gleichung vermoge der Festsetzung (6 8) mit S‘ ersetzen,
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da die in der Summe E stehenden Glieder fiir solchen Wert von

A immer gleich Null smd dass entweder L+u<A< a+u oder
L+u=2>a+u. Jetzt ist die Beziehung bewiesen.
(i) Analog bekommen wir nach (5.1) und (6.2) den Extensor

NREV o = L’2<3)<GZ—I::

a-v - . v)
x { }Z( 2 )2AK(1__2K)u—v—A Vlz(a—v-k)}
=0 :

(';5) =L !é ( ;)ZAK(I_ZK)(:-A
{ § a— l)(G+L )(1 2K )~ } Prite-n)

dessen Charakteristik (1, 0, G+ L, M+ G+ L) ist, wenn V* der Ex-
tensor mit der Charakteristik (1, 0, G, M) ist. Vertauschend die
Reihenfolge der Operatoren, tritt ein ' :

SKQ)LV«:.' — éo(j)zuc(l_zx)a_x{L ! g(ﬁ)(G-}iIe: 3) V*—v.i(v)} (x-2)

=L 5 50T

x 2(,,+,,)K(1_2K)a—u—v Ywile-w) (# = 2A—v gesetzt)
(76) =0L! Z( ”)2”‘(1—2")“"
o\ 4

{ (a — 2) (G+L-——2—v ovE (1 _2K)—v} Y ile-2)
(# = A gesetzt) .

(G—74)-malige Differentiation nach x fithrt uns aus der Identitit

2G+L- u(1+x)a -A >_| 6!""2)%G+L A-vy

zur Beziehung

—Z)<g )(1+x)°‘ A-igL-o+htu

(a—z><G + L— A—u)xL_-v ’
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somit ergibt sich, setzend x = 2-X(1— 2%),

—A G+L—a tp—o
@7 )(L+A+,w—a 2

(a —1)(G+L— _”)ZVK(I—ZK)"" .

Das Summatlonszelchen 2 auf der linken Seite der letzten Gleichung
kann mit 2 ersetzt werden, da die in der Summe stehenden

Glieder fiir solchen Wert von » wegen der Festsetzung (6.8) immer ver-
schwinden sollen, dass entweder G—i<pu<a—2i oder a—A<p<
G—2. Daher leiten wir aus (7.7)

a*l)(G-!-L )(1 —gK)-v Z a-—/l G+£_:_V)2yK(1;_2K)—v

v=0

her, indem auf der linken Seite » = g—i—pu¢ gesetzt wird. Die letzte
Gleichung zeigt, dass die in den zusammenfassenden Klammern von
(7.5) und (7.6) stehenden Awusdriicke einander gleich sind. Daraus
folgt die zweite Beziehung von (7.1).

- (ifli) Auf dieselbe Weise wie (i) und (ii) folgt erstens aus (4.1)
und (5.1) der Extensor mit der Charakteristik (1, 0, G—H, M+ G)

BESHV* = go( 3)210(1__21{)0:—;\{ i (—1)H_”(IpI)V“"-""(H—“) l(a—x)

v}; é_“‘( I)H—v(H)( >2K(u v)(]_ 2K)a-y-+va(H+¢ ®)
oo =FreolE o))

X 2K(H—~V)(1_2K)u—u+\'} Y wiH+e-n) ,
indem A+v = u gesetzt wird. Zweitens erhilt man
H
SHBKY % = Z (—1)H- (H>
{‘Hy(a-*-v)zx;(l 2K)a+v A7 Milo+v- J\)}( -V

H avry

=>) 2( I)H V(-{{)(a -;-V 2Kk(1_2K)a+v~Avn(H+¢._;‘)

v=0 A=
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N

(7.9) ‘ =G§IZK|:.{§H‘J\ (__1)H—v<H)(a+ Yy (1__2K)a+v—y.} Vpi(HJ,a_,,,) ,
=0 v=0 4 ., y72 ‘ | |
indem wir statt 2 den Buchstaben p schreiben. Andererseits gibt
uns die Identitit ,
. - I
1 —m)Hxa = z; (_1)\:( 5 >xa+v

auf ganz dieselbe Weise wie (ii) durch r/t-mélige Differentiation
nach # und dann durch Setzung von x = 1—2X die Beziehung

& cap(H)(, 2, )zmra—gmyee

v=0

— xﬁ (__1)\«(-{'-)[)(0!‘:9 (1—2K)=+v-r

deshalb sind die in den zusammenfassenden Klammern von (7.8) und (7.9)
stehenden Ausdriicke einander gleich. Somit ist (7.2) jetzt bewiesen.

31. Satz 26. Die Operatoren SH, 83X und 9* fur einen exkova-
rianten Extensor erster Stufe sind miteinander stets vertauschbar, d.h.

SH BEW o = BESHW.;, BEY W = P85Wa,
?.)L@HWai = @H@LWai .

(7.10)

Beweis. Die Methode des Beweises ist ‘analog wie dieselbe in
Satz 25.
" (i) Zur Vorbereitung differenzieren wir die Identitét

(x+1)P~A(x+y)¢+K+Ay—(a+1)

— i(a'l‘ v>xu(x+1)P—>(¢+y)K-1+z_v(1) ,
v=0

d.h.

a+ K+ A

a+ K+2 P-2,v, K+i-v~1
( Y )(w+1) x'y v

v=0

L) k—1+k—v ey — :
— 2 a'l' V) 2 <K+ Z_P v l)xv(x+ 1)P-—A+ p(y___l)K—hA—v-p
p=0

v=0

(1) Aus der Beziehung
y-(e+1) = {(x+y)—a}-@+D = ) (a-l-y)xu (x+y)-(o+v+1)
. v=o
folgt diese Identitidt unmittelbar.
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H-mal nach # und (K—1)-mal nach y, und setzen dann =0 und
y =1, so ergibt sich die BeZIehung

@ Zl a+K+aXH )(K—FR—,U.—].

= E (a+ v)(H )(K+R—v——1

Wegen der Definitionen der Operatoren (4.3) und (5.3) erhilt man
den Extensor

SHSKWai = H! % (-‘—:1)"‘(0‘ +”)(G—;I:uy—K

G~K~-a- v )
* X { Z 1)“(K ! +P)T/Va+v+K+u i (u)} .

w=0

H! écé; —~1) (a+v)(K+l—-v—1
Bl G E L AT

HU ST (— 1)A

A"{ (++) K+z—u—1>(G—§:i—K>} Wosioors® |

setzend p+v = A D1eser Extensor besitzt die Charakteristik (1, O,

G—H—K, M+G—K). Andererseits gibt die Vertauschung der
Reihenfolge der Operatoren

BESHW,, = HIG-HE_K— (—1) (K 1+ x«)

v=0

{E( 1)p(a+K+v+,u,>(G—a-—K-;/.b VW e irciunn, ‘(u)}m

= H! Z —H}‘i(_“ —1)* (K—-1+l—p)

x (a + K+2)<G_?I:I§_ A)Wwi{u. PO R :'\v-

G-

MN

(7.12)

A

]
o

iM-

(7.13) =’HfGXS__‘Ig‘0a( 1)x{§0 a+K+/1)

K—1 +2—-,u,) G——Ia{:l{{-—l }Wa}ku’;% ()«)..-
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Wegen (7.11) ist der in den zusammenfassenden Klammern von (7.12)
stehende Ausdruck dem entsprechenden Ausdrucke von (7.13) gleich,
d.h. die erste Beziehung (7.10) geht hervor.

(ii) Die zweite Beziehung von (7.10) kann man leicht herleiten.
In der Tat bekommt man wegen Wg,e; = 0(¢>0) aus den Defini-
tionen der Operatoren (5.3) und (6.4) den Extensor

— o+ . -p)
928W = 5 (IS o (B Wi}

LG KgrL S L\(K—1+» _—
= § (=1 (p, ) K—1 Waskiv-u, i "’
G-K-o+L L ' o )
= ( 1) K— 1+D){ Z(L)Wa-}K-;-V-—!&.‘;:(L—u)}
v=0 p=o \ M
= ZEY W, .

Dieser Extensor besitzt die Charakteristik (1, 0, G—K+L, M+ G-—
K+ L).

(iili) Um die dritte Beziehung von (7.10) zu beweisen, differen-
zieren wir zuerst die Identitit

L
(x—y)la*tryG-*-* = E (-1)1«( {: )ma+A+L-vyG~a—x+v

(L+2)-mal nach # und (H—A)-mal nach y, und danach setzen wir
x =y =1, so bekommt man

(ST (51 A)( NG

=g(___1)y(f)<a+211}— )(G—a a+y>

Nach (L + 4)-maliger Differentiation nach # und (H—A)-maliger nach
y geht dazu aus der Identitit

(x_y)Lx—(a+1)y-(G+L o-H+1) — 2.1( 1)v<E)x—(a~v+1)y‘(c—¢+v—ﬂ+1)

v=0

die Beziehung
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L L\(a+2+ G+L—o—A4—
7 -0 ()(*3) ¢
(-15) ,?__30( 1) N A+ p H—2—u
_ & o L\ (e—v+L+2 G-—a+v-—/l
-5 ()OO

hervor, setzend # =y = 1. Die rechte Seite von (7.14) ist nichts
anderes als diejenige von (7.15), somit ist

a0 Seo(GEH(DE
=S (DT EETT).

Andererseits geben (6.4) und (4.3) den Extensor mit der Charakteris-
tik 1,0, G+L—H, M+ L+ H)

rema-5(2)
N A G L e

- m B

=0 p\ogut
(v—p = A gesetzt)
= H1 3 (- 1)*{ SOV GENGe T e,

w=0

SHEYLW,; = H! i (_1)v(a :V)(G_—;I:’;-I-L

8 {g(ﬁ)Wm%;(L-u,}m

= HI 2<L) 2( 1)1+p(a+1+#')

‘=0 A=—p

G+L—a—i— . @
+II;_ a__# “)Wuu (L2 (v—p,=&gesetzt)

=Hai;—w{i<—1>w<L><“ti;“

=0

x

H‘A"‘M Wa+l
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Deswegen zeigt (7.16) die Richtigkeit der Beziehung Y9LSEW,; =
CHYLW o . Jetzt sind wir mit dem Beweise vollig fertig.

Bemerkung 1. Satz 26 kann uns die auf die Ableitung eines
Skalars F' angewandten Operatoren GHEF @), und ZXF®),, in die
auf F' selbst angewandten umschreiben lassen, in der Tat hat man
nach (6.5) wegen Satz 26 '

(7.17) @HF(L)( a)i = ?)L@F(a)‘ und ,8F(L(¢) = ?JL,8F(¢),: .

Bemerkung 2. Die Operatoren &H, 3X und P~ fir einen exko-
varianten Extensor erster Stufe mit ihren Produktoperatoren zusam-
men bilden eine ABELsche Gruppe, wie Satz 26 uns unmittelbar zeigt.

§8. Ausdriickbarkeit der Uberschiebungen von Extensoren
durch die von Vektoren.

32. Zunidchst wollen wir die Frage erledlgen, ob die Skalare
Pt in (8.2), die durch Uberschiebungen von zwei Extensoren Ve,
Wi, der eine exkontravariant und der andere exkovariant, erhalten
werden, durch die Skalarprodukten der aus den Extensoren abgelei-
teten Vektoren vollig ausdriickbar sind ?

Aus einem exkontravarianten Extensor V¥ mit der Charak-

teristik (1, 0, G, M) konnen wir G+1 kontravariante Vektoren Ilf’i,
H=0,1,..., G mittels Satz 12 herleiten :

H H .
(4.1a) Vi=e=SEY® = zzo (.__.]_)H—A<I§)VM(H—A) .
Umgekehrt kann man die Bestimmungszahlen des Extensors V* durch

diese Vektoren und ihre Ableltungen nach dem Parameter ¢ dar-
stellen, d.h. ‘

(8.1) | V= g(g)‘}““'”-

A - ‘
Beweis. Ersetze man V* auf der rechten Seite von (8.1) mit
(4.1a), dann ist

A5 -2 (D

- Bl E (v
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. E 8¢ Vm(a w) —_— Vu

da ;lach (1.5)’ R:‘Zw(—l)A “( )( ) = & ist. | W.z.b. z.

33. Die analoge Formel fiir den exkovarianten Extensor Waq
hat man in derselben Weise. (4.4) liefert uns ndmlich G+1 kovariante
Vektoren '

H

(4.4a) W= & Wo.n,
&, G—H+y

= 2 (—1) G—H WG-f;H-v. 1. (v),
| ' H=01,...,G

fiir jeden exkovarianten Extensor W,; mit der Charakterlstlk a, o,
G, M). An Stelle von (8.1) steht dann

(8.2) W =5 (a+f" Wie

w=0

‘Beweis. Die rechte Seite von (8.2) wird gemiss (4.4a)

=3 G-e-p —¢ G-a-p
g(a‘;lﬁ) W = 2_. > (— 1)»(a+/b>(a+;:+v>waﬂl+v’;(uw)

p=0 v=0
—a G-a
S S~ u(”/‘) ;‘j’f Wein,i®
(n+v = 2 gesetzt)

T O e
=SB ()

(A—p = v gesetzt)
G—-a
= ?:oa?)Wa-'M.z:(n = Wai ’

_ A B ‘
da na.ch 1.7) § (—1y a+i “)(“;H> = §) Iist. W. z. b. z.

34, Nun konnen wir den folgenden wichtigsten Satz beweisen:

Satz 27. Jeder Skalar p, welchen eine Uberschiebung von zwei
Extensoren erster Stufe V** und W.;, der eine exkonmtravariant und
der andere exkovariant, hervorbringt, ist immer durch die Skalarpro-
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dukte S(H, K) der Vektoren II%' und ﬁ’f%, die wegen der Extensoren
Vo und W,y; vollig fest bestimmt werden, und durch die Ableitungen
von S(H, K) darstellbar :

(8.3) o EGi;f(f FHvwLL
<P+z> (F+'r S, G I'—r)o—D

Beweis. Beriicksichtigend (8.1) und (8.2), kann man p'? folgender-
massen umschreiben :

=S TR ()

ST

(¢ = A+ gesetzt)
-S E (I
-p.k=lb '
I' x—p

0 »
_< Gi S F+P+I"> I'+« )(P'*'M)f}i(?)aﬁrf"-z(n—?—u)
= A p+p J\e—p—p/\ p

»

(p = A—pu gesetzt)

S UL ) ]
R0 x=p P!/.a!(lc—p)!lﬁ) P 4 W J

E;J (F+p)<F+rc)S( G— I—)*» |

da wir nach (1.2) haben

p{(ate Vi W e = (VI Jom = S(u, G— I —i) .
p=0
W. z. b. z.

Der letzte Satz weist auf eine wichtige Tatsache hin. Nimlich
man braucht nicht die Extensoren in Betracht zu ziehen, sondern
braucht nur die gewodhnlichen Vektoren zu beniitzen, insofern nur
solche Skalare allein in Frage kommen, die aus endlich vielen Ex-
tensoren erster Stufe aufzubauen sind®. Diese Tatsache ist uns sehr

(1) Uber die Formen der Skalare, die aus einer endlichen Zahl von Extensoren
erster Stufe aufzubauen sind, siche die Arbeit: A, KAwAcGucHI [19].
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bequem, denn wir sind in Béhandlung von gewdidhnlichen Vektoren
viel erfahrener als in derselben von Extensoren.

§9. Die Operatoren Ax.

35. f sei eine von ¢ und dem Linienelemente M-ter Ordnung
abhiingige Funktion. Dann betrachten wir die Operatoren Jx fiir f,
welche sich definieren durch :

9.1) dxf = 5 (E) fowatxmi,  K=1,2 M
. K. )::JKK (2\)J ) y Ly ooy .

Da nach Satz 5 und Satz 6 z¢**2 bzw. (K: a)f(K+a)j (e=0,1,...,M—K)

einen exkontra- bzw. exkovarianten relativen Extensor vom Grad
M—K in bezug auf «j bilden, ersehen wir, dass Jdxf ein relativer
Tensor derselben Art wie f ist, wenn f ein beliebiger relativer Tensor
ist. Noch allgemeiner kénnen wir behaupten

 Satz 28. dif ist fur K> H ein relativer Extensor derselben Art
wie f, wenn f ein relativer Extensor vom Grad H 1ist.
Weiter setzen wir wegen der Bequemlichkeit der Schreibweise

: M .
9.2) dof = ;_%flmx‘“‘” ,

dann ist selbstverstindlich 4of = f®, wenn f den Parameter ¢ aus-
drﬁcklich nicht enthilt. Somit ist 4of ein Skalar, wenn f einer ist.
Aber 4of ist kein Tensor, selbst wenn f ein Tensor ist.

36. Wegen der Beziehungen
duf or = (def )y »

(9.3) —
dafore = (duaf )(a)k—(H+ﬁ' 1).f(H+a—l)k (e=1),

die man leicht verifizieren kann, erhalten wir

9.4) drdelf = dugdxf—dx duf

Y. (2 i (A H-+1) 5
= 2 orsamer9i= S £ ) osamarons,
daraus folgt
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Die Formeln (9.4), die von H. HoMBU(" gefunden worden sind, gelten
wegen (9.3) auch fir H, K=>0, wenn wir 0! =1 und

M+1 3
A f® =;§1¢(;I>f(p‘”"x“—m D
setzen, da Co o
[uddf = dafO—(daf)D = du_f ,®

[dodo)f = dof V—(df )V =@.

37. In analoger Weise erhalten wir wegen Satz 13 die Opera-
toren ‘

o I T = (A-—K+1)iH WA +v (M—'i"“ . e (V)
O def = H1 3 (g )e- xS (10 (* 1) (FEoE) i
H=0,1,..., M; K=1,2, ..., M—H,

(9.6)

die nicht auf den Tensor sondern nur auf den Skalar f anwendbar.
smd und JKf ist eln Skalar fiir jeden Wert von H und K. Fir
H = 0 reduziert AK sich zu Jx. Wir bestitigen aber

08  af=m S (ETNIEE D txan.

D.h. man kann die Operatoren gx durch Differentiationen nach ¢ und
Summationen mit konstanten Koeffizienten aus den Operatoren Jdx
erhalten. Jetzt wollen wir (9.8) beweisen. Unter Anwendung von
(1.3) lautet

H M_HE vaeaf A A+ vy M—2i—yp
def = HU 3y 53 Sy =0 () () () (=i
[% (x(A—K+a+1)'if()‘H’)i)(u—a)
H H-¢ \
_ _ pta\( A (Z+;L+a> M—2—p—a
=H! 3 > 2 0 (o (&) M—~H—2
x (x(l—K+a+l)if(A+_“+a)i)(g) .
' H H-v M-H ' '
_ _ pra\( A\ (A+p+a\(M—2A—p—a
=Hl > ) (0 (73 [ Gl | G '

®=0 =0 A=K
x (x(A—K+¢+l)zf})‘+p“a)i)(u)

(1) Vgl. H. HoMBU [10], S. 45.
(2) Uber Beweis sieche H. HomBU [10], S. 61. Diese Bez1ehungen gelten
auch, selbst wenn f den Parameter t ausdricklich enthilt, wie wir wegen

Ayf = f(ﬂ——%—{ und Ay g’;

(AHf ) unmittelbar verifizieren koénnen.
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H H—IL M-H+p+o e
-m G E ()
®=0 = o v=Krp+a y—p—a

M—y = K+1)i
M—H—v+p+a (@ DL )™

= HI 3 (—-1*S] ﬁ T N mr—a)

o= 0 veK+p+a

1 IIW( 1) K+H
I ;L2='(‘) ) {v=%iuK! p! (v—p—K)!

G e o) e

P
N ' v! {H Vi (v—p ——K M—vy (
+ ,=I§H+1 K!p! 0—p—K) !\ S ( )( —‘M"a)>
x (m(V—-lL—K-H)if(v)i)‘u)} B
M M—p— K
= H! » #
H u%('l( 1) v=%uK' ! (v——p-—K) H—p

x (V¥ K+1)zf( ).)(u-)

- 0 G (5) 5 (e SR s

= H! gj(_l)u(K‘*' #)(M__ K)(Awa)(u)

w=0

38. Zusatz von Satz 18 liefert uns die anderen Operatoren
H M-H M-H-o
(9.9) Al*(f — g (Ig)x(l~1{+1)s ,Z (__1) H 1 +v)f(A+H+v)m

die auch nur auf den Skalar f anwendbar sind und JKf ist ein Skalar

filr jeden Wert von H und K. Diese Operatoren AK werden auch
durch Differentiationen nach ¢ und Summationen mit konstanten
Koeffizienten aus den Operatoren 4dx gebildet, in der Tat, '

H M-H-K _ A
(9.10) Gef =" 5 (P MmO

Um (9.10) zu beweisen, fasst man (5.8) ins Auge, dann ist
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M H+1
SR B s = 3 ()8 E B i (3 Finnd )
+ (M -II{1 + 1) pM-H-KABHE
M—H
= R s+ @O~ 5 (Y8

¢=K._

(e-K 28 QH .
a=K- (K — ) 23 f(a)z+(dl*{f)(l) .

" Somit ist

H-1 H H
(9.11) df = dg1f +(dzN)D .

Die letzte Gleichung zeigt, dass (9.10) filr H—1 besteht, wenn sie
fir H giltig ist. (9.10) ist aber sicher richtig fir H= M—1 und
M—2, wie es sich von selbst versteht. Jetzt ist (9.10) durch Induk-
tion bezilglich H véllig bewiesen.

39. Nach (6.5) erhalten ‘Wir noch weiter die Operatoren
H Aé—ﬂH A\, - K+ 1ig H
(012)  Bef = 31 (f YA o

M=E () . & (H
— (- K+1)i - (H-V)

) H
die auch nur auf den Skalar f anwendbar sind undHA}’;f ist ein Skalar

fiir jeden Wert von H und K. Diese Operatoren 4%f, die nach (6.5)
A f®) gleich sind, werden auch aus den Operatoren Jx gebildet :

9.13) gef = 53 () tyemn.

Bewets. Erstens be{:rachten wir den Fall H =1, dann ist nach
(9.6)
Aef® = dg_1f + ()P .

Also ist (9.13) tatséichlich giiltig fir H=1. Voraussetzend die
Richtigkeit von (9.18) fiir H, ergibt sich wegen (9.6)

H+1
Lif = A fED = dg 1 fE + (dg fE)O

= é(ff)(dx—l—vf)(fl"v) + i (iI)(dK.yf)(H'”D
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S {EANC) P

H+1

— %(Hj 1>(AK_vf)(H—1.-v) .

M&:

f

Also ist (9.18) durch Induktion beziiglich H bewiesen.

§10. Herleitung von Extensoren hoherer Stufe aus einem
Extensor durch partielle Differentiationen.

40. Im vorigen haben wir gezeigt, dass die Grossen F.); die
Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors bilden, wenn F'
eine skalare differenzierbare Funktion von den Argumenten ¢, x*, 2%,
cee, MY st Wir bestitigen jetzt die analogen Sitze iiber Exten-
soren und gewdohnliche Tensoren. '

Satz 29. Wenn V* bzw. W.; die Bestimmungszahlen eines exkon-
tra- bzw. exkovarianten relativen Extensors mit der Charalteristik
(1, t, H, M) sind, wobei H <M ist, dann bilden die Grossen

+1)! +H+1)!

(L—’%l)‘ﬁ W Wdi(T+H+1)j (a = 0’ ]-) ceey H;
: : — |
v=0,1, ..., M—H—1) oder noch allgemeiner M BK'-'_B) -V (u-x+0)5

- Y :
bzw. (M BI’{'+B).W¢,;(M_K+5)_,' (a = O, 1, cee s H; B = O, 1, ceey K) f’d'r
jeden Wert von K=0,1, ..., M—H—1 die Bestimmungszahlen eines
relativen Extensors zweiter Stufe und vom Gewichte t, welcher exkontra-
bzw. exkovariant vom Grad H beziiglich ai und exkovariant vom Grad,
M—H—1 oder K beziiglich vj oder Bj ist.

Beweis. Bei einer erweiterten Transformation folgt aus V** =
aﬁ(d)a

4= = Bz
4 ax(ﬁ)t V *

V??(T+H+l)j bzw.

7(®)a (%)j
Vea — -t 9% R Ve
(10.1) Sermeng = d 9B gpCrH+Dp (8

32x(*)a 9a®s .%i)
Qx(®Vig (B g (v+H+1)b :

Fir 6 > H ist

a2§(¢)a a 3 E® («—B) 0
g = (8) g () =0
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(%)
da 0< e, B H folglich a—B < H <8 ist. Und man weiss 5%%%—1%—

= 0 fur & < H, somit verschwindet das zweite Glied auf der rechten
Seite von (10.1) immer und wir schliessen damit durch Ersetzung
von 8 = ¢+ H+1 nach Satz 2

M H-195(Me 92 (e+ H+1) Lyros
=V .. (e+H+1)j 5

(y+H+1) !y =4
7! ~ (T HEAUD i=x QP 9gp(™P e!

1o, .
d.h. L”:ilrf';l)—'V‘i‘?(ﬂ z.n; sind die Bestimmungszahlen des im Satze

genannten Extensors zweiter Stufe. In analoger Weise erkennen wir

: : B (s
fiir den exkovarianten relativen Extensor W.; aus Wua = WWM
6Y () 2,,(8)
. —tO% x o —t I )
Ww(T+H+1)b =J7 (Ve dFp(T+H+b WM‘”-’ +4 9T+ H+Dbgxm(¥)a Be <

Da B8—a < H ist, soll das zweite Glied auf der rechten Seite der
letzten Gleichung fiir alle Werte von v gleich Null sein, deswegen
ist durch Ersetzung von 8 = ¢+ H-+1

(y+H+1! W M H1950 35V (g4 H+1)!

- J W s(2- - "
v ! ca(t+H+1)b = 89‘0(“’“ 35}””" el Bi(e+ H+1)5

Das zeigt die Richtigkeit der Behauptung des Satzes. Zum Schluss
zeigt Satz 6’ uns, dass

v! M—H—1—Kty)| | - -HI-KrH

_ (M—K+ «¥)!
- !

V3 r-revi

bzw. analog Waiim-x+1y; fur jeden Wert von K=0,1, ...,

(M—K+v)!
ry'

M—H—1 die Bestimmungszahlen eines Extensors zweiter Stufe sind,
welcher exkontra- bzw. exkovariant vom Grad H beziiglich « und
exkovariant vom Grad K beziiglich 7 ist. W.z.b.z

Ein spezieller Fall H =0 dieses Satzes liefert uns den sehr
wichtigen

Satz. 30. Die Grossen (M_/§'+B )!V?(M.-ij bzw. (M—;{'"'B)!

x Wim-x:.5); bauen einen relativen Extensor zweiter Stufe auf, der kontra-
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bzw. kovariant erster Stufe und exkovariant vom Grad K ist, wenn V*

bzw. W; die Bestimmungszahlen eines kontra- bzw. kovarianten relativen
Vektors sind.

41. Zusammenfassend Satz 4 und Satz 30, erreichen wir ohne
Schwierigkeit

Satz 31. Seien Vi bzw. W, die Bestimmungszahlen eines kontra-
bzw. kovarianten relativen Vektors und X° dieselben eines anderen
kontravarianten Vektors, dann sind

Y K'. : K —_— - -
(10.2) D (V)X = Z;(‘) (Ju g + :3) Vi s s X5
. ) |
—_ 04 i Yilx-M+K)
b N T=§~-K(M—K) Vi X?
ZW.
K N M .

(10.3) DAWIX? = 31 (37 1) Wi XI0 450

Sfur jeden Wert von K=0,1,..., M—1 die Bestimmungszahlen eines
kontra- bzw. kovarianten relativen Vekt‘g)rs“).

Dieser Satz, der vom Verfasser frither schon bewiesen worden
ist®, ist besonders niitzlich und schenkt uns viele wichtige Ergebnisse,

z.B. bei der Anwendung auf die Geometrie der verallgemeinerten
Bahnen

T% =™ Hi(t, 27, 209, ..., 2™) =

gibt der Satz uns den Vektor

~M-K

DX = (M x5 (™ g ) H o X020

oder, dividierend durch ( MZE K) ,

-1 M-1

FAT)X = xoo+( M) S ) HE @i XM

a-M—K M“"
Der letzte Operator reduziert sich fiir K =1 zu

ﬁ_g._l_ﬂf(M_mXi,

1
4%5(T)X? =
5(T) dt M

(1) Dieser Satz kann noch verallgemeinert werden. Siehe A. KAWAGUCHI und
H. HomBu (1], S. 27.

(2) Vgl. A. KAwAGUCHI [8].
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das von D. D. KosaMBI schon eingefithrt worden ist®. Andere An-
wendungen wird man nachher vielmals finden.

42. Satz 29 wird sofort verallgemeinert und wir schliessen.

Satz 32. V... seien die Bestimmungszahlen eines beliebigen Ex-
tensors mit der Charakteristik (I, t, H, M), dann sind die Grossen
— 1 . . .
(M 2{'4_8)' Vimzgni(B=0,1,..., K) fur jeden Wert von K =
0,1, ..., M—H—1 die Bestimmungszahlen eines FEuxtensors mit der
Charakteristik (I"'+1, t, Max (H, K), M), welcher dem urspriinglichen
Extensor V:.: beziiglich aller Indizes dhnlich und exkovariant vom Grad
K beziiglich neuer Indizes BJ ist. \
Aus diesem Satze bekommen wir eine kovariante Differentiation
eines Vektors X* nach Satz 4. "

Satz 33. V::: seien die Bestimmungszahlen eines Tensors, die von
dem Linienelemente M-ter Ordnung abhdngen, und X* dieselben eines
kontravarianten Vektors, dann sind

(10.4) I%"‘-(V)X"— ﬁ’; ( v )V"'( X i(v—M+K)
',”J K M_K s () ;

=M~

die Bestimmungszahlen eines Tensors von derselben Art wie V% fur.
jeden Wert von K=0,1, ..., M.

Setzen wir dx® an Stelle von X* in Satz 33, dann tritt der fol-
gende Satz wegen des Zusatzes von Satz 4 ein, der noch in allge-
meinerer Gestalt schon bewiesen ist® :

Satz 34. Ist V... ein Tensor, der von dem Lintenelemente M-ter
Ordnung abhingt, so transformieren sich unter jeder erweiterten Trans-
formation die PFAFFschen Ausdricke |

(10.5) %:::(V)E % (M'Y K)V:::(T)jdx(T-M+K)9'
T=M-K -

wn derselben Weise wie V...
43, Wir fiigen einen Satz noch hinzu, der schon bekannt ist® :
Satz 35. Wenn die PFAFFschen Ausdricke

Poo= P ,;dx®”

(1) Vgl. D.D. Kosamsi [1].
(2) Vgl. A. KawacGucHI und H. HomMBU [1], S. 28.
(38) Vgl. A. KawagucHI und H. HoMBU [1], S. 30.
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in den Veridnderlichen x* 2%, ..., x™M¥ sich unter der Koordinaten-
transformation wie ein relativer Tensor verdndern, dann transformieren

' H H — 5
(10.6) Dua@Xi= 3 (M H D poyy g a(xi)
A=Q
+ P lpia-mea )a‘Xj(l)dx(u)i}

sich fur jedeﬁ Wert von H=0,1, ..., M—1 gernau so wie P:.., wobei
X* etnen kontravarianten Vektor angeben.
Zusatz. Wenn die PFAFFschen Ausdriucke

PBF = dap® 4 Ps, da(® (@=0,1, ..., M—1)

sich unter der Koordinatentransformation wie ein relativer Vektor
verdndern, dann geben uns

(10.7) Do?a'(és)Xj = M(dX"*+ P i X* dxt)

eine kovariante Differentiation fir einen Vektor X¢.

§11. Einige Sitze iiber Extensoren hoherer Stufe.

44. Es sei V* bzw. W% irgendein exkontravarianter Extensor
erster Stufe, dessen Grad G; bzw. G; ist, dann definiert V*W® einen
exkontravarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad G; in bezug
auf « und G; auf B. Satz 5 lehrt uns hierbei, dass die Grossen
VW (a=0,1,...,Ki; 8=0,1, ..., K») einen exkontravarianten
Extensor zweiter Stufe vom Grad K; bzw. K: in bezug auf a bzw.
B bilden. Andererseits transformieren sich die Bestimmungszahlen
T** jedes exkontravarianten Extensors zweiter Stufe vom Grad G:
bzw. G: in bezug auf « bzw. 8 bei jeder Koordinatentransformation
gerade ebenso wie VW%, Somit miissen die Grossen T*% (¢ =0, 1,
e, Ki; B=0,1, ..., K3) die Bestimmungszahlen eines exkontra-
varianten Extensors zweiter Stufe vom Grad K; bzw. K. in bezug
auf « bzw. 8 bauen. :

Analog definieren nach Satz 6 die Grossen (G‘_‘Ilfl""“)( Gz"gz"'ﬂ)
XTG K +ai, G—Ko+8,j (@=0,1,:.., Ki; 8=0,1, ..., Kz) einen ex-

kovarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad K; bzw. K in bezug
auf « bzw. 8, wenn die Grossen T.;; die Bestimmungszahlen eines
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beliebigen exkovarianten Extensors zweiter Stufe vom Grad G: bzw.
G2 in bezug auf a« bzw. B sind.
Verallgemeinernd diesen Gedankengang, kdonnen wir schliessen

Satz 36. Die Grossen T™U*% :“”"’"Bl G B, SEVEN die Bestimmungs-
zahlen eines Ewtensors (r-+s)-ter Stufe mit r exkontra- und s exkovari-
anten Indizes, dessen Grad beziehungsweise G, oder G, in bezug auf ay

oder B, ist. Dann bestimmen die Grossen

(11.1) qH(Gq— Kq)) BN g T s e

G K +Bq Tzl’l,l oc,.@,. .
G —KI+B17 .71 20y GS"_KS+B8’ Js

(ap=o, L ..., Kp; Ba=0,1, ..., K))

q-l

auch einen Eaxtensor derselben Ari®W, dessen Grad beziehungsweise K,
oder K’ in bezug auf a, oder B, ist.

45, Auf ganz dieselbe Weise liefern Satz 7 und Satz 8 ohne
Schwierigkeit

Satz 37. Die Grossen T™%: %#1 G Bejs S€len die Bestimmungs-
zahlen eines Extensors (r-+s)-ter Stufe mit r exkontra- und s exkovari-
anten Indizes, dessen Grad beziehungsweise G, oder G, in bezug auf
a, oder B, ist. Wenn fiur jedes p oder q die Bestimmungszahlen
%% - Mr@m e ST @=0,1, ..., Gp—Kp—1 oder B,=K,+1, ..., G}
alle verschwindend sind, dann definieren die Grossen '

(11.2)

ﬁ Gp—Kp'*'ap)_lTGl—Kl‘l' %y, By, oory Gr—Krtor, ir )
ap . e ess . Ji1e+-BsJs

p=1

(@p=0,1, ..., Kp; B.=0,1, ..., K2)

einen Euxtensor derselben Art, dessen Grad beziehungsweise K, oder
K/ in bezug auf a, oder B, ist. :
Wegen des letzten Satzes kann man unmittelbar behaupten

Satz 38. E's seien zwer Extensoren derselben Art

%1 ’Ll “r’&r L . “1’61 7/1' .
T. 51.71 - BsJs und T “Brjr-- Bsds?’

(1) Zwei Extensoren heissen von derselben Art, wenn sie beide von derselben
Stufe sind und auch gleiche Zahlen von exkontra- und exkovarianten Indizes
besitzen. .
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deren Grade (G, G)) in bezug auf jede entsprechenden Indzzes immer
gleich sind, und fir gedes p oder q stets

O — “17'1 arz,. ) )
T I <% R <P P T. *ByJr---Bsls

Jir a=0,1, ..., G—K,—1 oder B,=K,+1, K;+2,...,G],
dann formen die Grossen

T (G,—K, +ap -1 Gi—K 4oy, 1, .. Gr—K'r"‘a'ra ir
(11.3) g}( ey e Kt da Budh - - Bad

G — K+, 1 poe G——K +op, 7

__T 1 1 1 “ ; r r r r@l.h ﬂsjs}
einen Extensor derselben Art vom Grad K, oder K’ in bezug auf die
Indizes a, oder B, beziehungsweise.

Insbesondere braucht man vielmals

Zusatz 1. Von den Bestimmungszahlen von zwei exkontravarianten
(bzw. gemischten) Ewxtensoren T*% und T% (bgw. T3;% und T.;%)
zweiter Stufe von denselben Graden G; und G seien die entsprechenden
Jur 8=0,1, ..., Ga—K—1 alle gleich, dann bilden die Grossen

(11.4) (Gz‘g + B)"l{Taz‘, Ga=K+5, j_ i, Ge— K+, 5)

<bzw <G2 K+/3) Gg—K—}—B i T.:Gg—K+l3,.7'})

ai
(a=0,1, e, Gi; 8=0,1, ..., K)

einen Extensor derselben Art vom Grad Gy bzw. K in bezug auf a bzw. B.

Zusatz 2. Wenn die Bestimmungszahlen von zwei exkovarianten
(bzw. gemischten) Extensoren Tuys; und Taiy (bzw. T o und T* 85)
zweiter Stufe von denselben Graden Gy und G2 Jur 8= K+1, K+ 2, ...,
G2 alle gleich sind, so formen die Grossen Tass; — Tazs; (bzw. T% s5— T % 55)
einen Extensor derselben Art vom Grad Gy bzw. K in bezug ouf a bzw. B.

46. Wir betrachten nun z.B. einen exkontravarlanten Extensor
T zweiter Stufe vom Grad G; bzw. G: in bezug auf « bzw. 8.
Bei jeder Koordinatentransformation transformieren sich die Bestim-
mungszahlen des Extensors so, dass

9x(¥e (s .
aah Ay
(11.5) T = i ax“""T I

’
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daraus folgt

3F(*+Da 7
ax(k)‘i aw(l")j

Z": (a >( )(u—)) aE(B)b' A Ling axa (c+1)a-x—(ﬂ)b. roiw
o\ oxt

dx(») 3xz dx(®)i

Adpg

(11.6) T“*l; ath —

= axe z*® TH+Livd 4 2( )( az® )(“ A0 ax(%)b T iv
20 B L 3zt e

Andererseits erhidlt man, differenzierend die beiden Seiten von (11.5)
nach ¢ '

(11.7) Teasbt) — 9x(*a f7z(P)b P rindco
ax(}‘)i ax(l‘-)f

Adng

)(a_-,\ +1) ax(m

(/3)3:1:‘“’“( (b u+l)THM'
u-o ) ax’ :

Subtrahierend (11.7) von (11.6) und nach einigen Rechnungen, be-
kommt man

(11.8) Te+1as_ Teassd) — 3z 3F™? (T +1 5 — Trini)
ax()‘)i ax(l‘-){l

(B)ﬁm(“)“ (B-p+1) Mg
®=0 aw('\”< x? ) T

(e F(B+1)b . —
= 9z 9z oy, iwd__ P AindD) 9Z° N gy
3z | gptw+ni oz’

—pb -
_E #+1 g;:((‘:))‘:( 2:; )(P u)(Tu, mld 4 PA+Livi_ Privi())

das sich gestaltet :

' = A(B+1)b
(11.9) *ea. 5+1,b — 323(“)“. 393(5”)' * 7TV Min g
oz ()

= x(*)e (6-1)
- E <;L+ 1) 3w()‘)z( 2% > (*T“ wt+lg 4 2 ml,g)

setzend
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*ei, 8415 — o+, edsd(1) (B =01, ..., Gz),

| (11.10) E
e L

Die Transformationsgleichungen (11.9) zeigt uns die Richtigkeit des
folgenden Satzes.

Satz 39. Die Grossen *T*% in (11.10) fiir einen Extensor T **
zweiter Stufe vom Grad Gi bzw. Gz in bezug auf a bzw. B formen einen
exkontravarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad Gy—1 bzw. Gz+1
wn bezug auf a bzw. B, wenn und nur wenn

(11.11) Ko, B+LG g o 8417 = ()

fir a=0,1,...,Gi—1 und B8=0,1, ..., Ge—1 bestehen®.

47. Die letzten Gleichungen (11.11) liefern vermoége (11.10)
(11.12) o b+l = Pt Porlitg

die wir als die Rekursionsformeln fiir 7T°*+?+19 beziiglich 8 ansehen
diirfen, dann ergeben sich nach (11.12) die Beziehungen

witi — <o (__13y8-r{ B \re+s-2, ioien)
(11.13) T% = 53 (~1) *(&)T B=2. S05(A) |

Somit kann man ohne weiteres behaupten

Satz 40. Es seien T*Y die Bestimmungszahlen eines Extensors, der
i bezug auf ot exkontravariont vom Grad G und auf j kontravariant
ist. Dann formen die Grossen

(11.14) Teiss — g(_l)l(g)r_ran.w-n

einen exkontravarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad G—G’ bzw.
G’ in bezug auf a bzw. B, wobei G’ eine beliebige positive ganze Zahl
sein kann. '

48. Satz 39 und Satz 40 werden ohne Schwierigkeit folgender-
massen verallgemeinert : '

Satz 41. Wenn ein exkontravarianter Extensor T®*iti---omimBj

(1) Diese Beziehungen bleiben bei jeder Koordinatentransformation unver-
dndert, da *Teits -T«iti die Bestimmungszahlen eines Extensors sein sollen, wie
wir nachher wegen Satz 51 ersehen werden. Vgl. (12. la).
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(m+1)-ter Stufe vom Grad G, bzw. G’ in bezug auf a, bzw. B gegeben
1st, so bilden die Grossen

*T“lil .-.amwﬁj . Talil"'ami?n’ B—I,J(l)
(11.15) . i‘ Tocl’l:l . -o%—lip—-l, ap+1 ’ ’l:pap+1ip+1o-.“m7:m, B"—l,j
Jur 8=1,2,...,G +1,

*Txl?:l eee amimOj _— leil oo am’b.m Oj

einen Extensor derselben Art vom Grad G,—1 bzw. G'+1 in bezug auf
a, bzw. B, wenn und nur wenn die Relationen

(11.16) #iye e Gmim, BHL, 5 poatyes - Omim, B+1, 5

SJur ap=0,1,...,G,—1 und 8=0,1, ..., G’ immer bestehen.k

Satz 42. T%"%:-*m'm) geien die Bestimmungszahlen eines Extensors,
der beziehungsweise in bezug auf a,i, exkontravariant vom Grad G, und
auf 7 kontravariant ist, dann formen die Grossen

a!
())11'22 ceodm!

(11.17) Tty -+ - %mim BJ — ?A( 1) (/3)
X T“l+)‘l ’ 7/1 ’ a2+)21 ?'2 9 *ccy “m+)"m,, ’imj(ﬁ—A)

etnen exkontravarianten Extensor (m+1)-ter Stufe vom Grad G,—G’
bzw. G’ in bezug auf a, bzw. B, wobei wir einfachheitshalber setzen :

A “Ag A—Al—"""“lm-ﬂ

A A=2y A—14
=2 2 2 - >, Atk teecdia=1,0!=1,
(lp) /11=0 A2=0 13=0 Am—]_:‘o

und G’ eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet.

Es ist nicht so schwer den letzten Satz zu beweisen, in der Tat
kénnen wir nach einigen Rechnungen ver1ﬁz1eren, dass (11.17) die
Beziehungen (11.16) erfiillen.

Bemerkung. Die Ordnung des Extensors 7% ---®m'mbJ igt Af+ G’ ,
wenn diejenige des Extensors T % -*mmJ Jr ist. .

49. Analog erhalten wir die folgenden Sitze fiir einen exko-
varianten Extensor.

Satz 43. Die Grossen
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1 A
*Taiﬁj = 57__—/8—_'*_—1 {(a + l)Ta+1. ig,-(l)—(G—-a) T«iﬂj}
(11.18) fir 8=0,1,...,G
+1 ;
= é‘,‘;_l‘Tawl. iG’5 Jur B8=G+1

fiir einen exkovarianten Extensor T.;; zweiter Stufe vom Grad G bzw.
G’ in bezug auf a bzw. B formen einen exkovarianten Kxtensor zweiter
Stufe vom Grad G—1 bzw. G’+1 in bezug auf « bzw. B, wenn und
nur wenn

(11.19) * Ty = 251

Ta+l. % B-LJ

fur a=0,1,...,G—1 und B=1,2, ..., G bestehen.
Beweis. Aus den Transformationsgleichungen des Extensors

ai()\)a ai(l‘-)b

(11.20) Toits = — &7 g

Aawd »

ergibt sich, durch Differenzierung nach dem Parameter ¢, wegen (2.5)

(a+1)Tuis ;@

A+1 b
E A Jo ax™) )

= (a+ ) Ty, anb

2 +1)¢ 2z (8)7
G (A—a) ax(u)b
-+ (a + 1){ E (a+ 1 a.’l}t ) 8:76("’)’

A=a+1
(x—p+1) T
ax’ ) } Aaprb

G’. ax(l)a
ax(a+1)z( )(

. Gz1gz(Me 3z(mb G 3z(Ma (e
= ( . o
=a ax(d)i am(ﬁ)j \Z + 1) T)\"‘lo (I.sz E ax(a)z ax(ﬁ)’ ( a)TA(M‘-b

G 1 G’+1 (Ma — (- %)
+ oz (IL 1)( l)TA+1.a..l&—l,b

=a ll--ﬁ+1 ek

G-1 g7(Me gzr)b

T oo 9 gpeh {(/H_]‘)T”l and —(G_I)T)xa,ub}

G azMa gz
x ox

- (G—a)Traus

T Vo L P AR

G-1 G’+*1 a—-(l)a. ()b .

x ox
B2 288+ DETET s -
A=o p=p+1 ' QM w

-+
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Deshalb erhétl‘t man nach (11.18), (11.19) und (11.20)
1 { &, 3g™e g
G'—B+1 Lizs 3x(*¥ 3tV
' G'41 gmp(Na gz(wb
u-fgs-.-—] aw(“)i ax(ﬂh’

*Taipi = (G'—p+1)*Trops

(46— 8)* Taso)

F(R)a azm(R)b
= Qa"—. ?x—.*TAap‘b . Wo Z. bo Z.

Ausgehend von (11.19) oder

(11.21) (a+1)Toiyi,p-1,5 = G,—__%ﬁ{(a'l'l)Tall.iéj (1)—(G—-a)Tam'}
als die Rekursionsformeln fiir T, beziiglich 8 und setzend T.;; an
Stelle von T.i¢;, bekommt man

Satz 44. FEs seien T.;; die Bestimmungszahlen eines Extensors, der
in bezug auf ai exkovariant vom Grad G und auf 3 kovariant ist. Dann
Jormen die Grossen

,——
(11.22) Tosrs = “+B) S (- 1)’((22?-6 :

—_G —
X(G GZ a+a)T¢+é1_}'é{}(G"ﬁ_)\)

einen exkovarianten FExtensor zweiter Stufe vom Grad G—G' bzw. G’
wn bezug auf a bzw. B, wobei G’ eine beliebige positive ganze Zahl sein
kann. '

Beweis. Setzen wir die Grossen (11.22) in die rechte Seite von
(11.21) ein, wobei G in (11.21) durch G—G’ ersetzt sein soll, dann
wird die rechte Seite von (11.21)

B [(a+1)(a+f-;1)a,2_6(—1))‘ a+1+ G —2

_B+1l at+B+1
X(G—G’-—Aa+l—1>Td+l+.G; (GI A+1-8)
tO— (A B afat G —4
(G—G' a)( a )Ago( 1)( at+ B

v
= (G-—a—a G + R>Ta+c"—l. PGl A)}
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=_i__(a+/8) E ( 1)1{(a+;8+1) a+G —2a+1

G511 a+/3+1
G—G'—a+a—1 atG 1+l
x( 2 Jre—e—a(*T
G—a;Gl.HI“l)} Toigrin,if G020
— a+,3 s Bﬂ et G —i+1 )
(« +1)< ( 1)( at+p
x(G G_;la+2-1 Torg et e
. = (@+1)Toi1, i 5-1,5
. _
a+G'—2+1\(G—G' —a+i—1
(a+/8+1)( a+8+1 )( A )
a+ G —1+1)(G—G —a+i-1
+(G—G’—a)( a+ 8 )(

(a+G —24+1)! (G—GF —a+i1+1)!
Al (@+B8)! (G'—pB—2A)! (G—G’—_a-—l)!
(0+G—2+1D! (G—G —a+2—1)!
@—1D! (@+8) ! (G'—B—2+1)! (G—G'—a—1)!
_ (@+G—2+1)! (G—G'—a+21—1)!
A @+PB)! (G'—B—2+1)! (G—G —a—1)!

a+Cj’;—ﬁZ+ 1><G—-G’—;a+l—1)(G1_B+ 1).

A+G'—B—a+1)

D.h. die Grossen (11.22) erfiillen die Beziehungen (11.21). Andererseits
konnen wir die Invarianzeigenschaft der Beziehungen (11.21) fiir jede
Koordinatentransformation ersehen®”, daraus erkennen wir ohne
weiteres die Richtigkeit der Behauptung des Satzes.

50. Entsprechend Satz 41 und Satz 42, bestehen die folgenden
Siitze als die Verallgemeinerungen von Satz 43 und Satz 44:

Satz 45. Wenn ein exkovarianter Extensor Teyi;...ocmimbi (m—+1)-
ter Stufe vom Grad G, bzw. G' in bezug auf a, bzw. B gegeben ist, so
bilden die Grossen '

(1) Der Beweis der Invarianzeigenschaft. der Beziehungen (11.21) fir jede
Koordinatentransformation folgt nach Satz 51 unmittelbar.
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: 1 @
b 3
(1128 *To, . opimti= = g1 SO V| Terit, 6, e b1, i
_Eijo_”q 1 L e e a1 g 1 B'}
i1 aq+1 x+1,2, ..., ag—1+1, 29-1%gtq, %g+1+ ’.'L¢1+1’ cees ®mtl, tmB)

SJiur 8=0,1, ..., G

=6'—ﬁn(%+1) a1, i, amt ], GGy JUT 8= G'+1

einen Extensor derselben Art vom Grad G,—1 bzw. G'+1 in bezug auf
ap bzw. B, wenn und nur wenn die Relationen

(11.24) *Taﬂ:; . O B _E H (ap+1) o +1,%, e, @pt+1, 9y, 8—1,7

Jur a=0,1,...,G,—1 und 8=1,2, ..., G’ immer bestehen.

Der Beweis dieses Satzes ist zu demselben von Satz 43 ganz
analog.

Satz 46. Tag,...aminj seien die Bestimmungszahlen eines Extensors,
der beziehungsweise in bezug auf ayi, exkovariant vom Grad G, und
auf 3 kovariant ist, dann formen die Grossen :

G’~B (—1)*
(1.25) To. . apinsi = = B' (G'—B—2)!

x { G, —G’ —ap -}-)p\ (ap+G'—2p) ! }
(lp) »=1 Ap ap !
x ~ . . (@=5-2)

a3+ G/—2, %y, .- “m+G’—)my mJ

etnen exkovarianten Extensor (m+1)-ter Stufe vom Grad Gp,—G’ bzw.
G’ in bezug auf a, bzw. B, wobei G’ eine beliebige positive ganze Zahl
bedeutet.

. Beweis. Erstens wollen wir ersehen, ob die Grossen (11.25) die
Beziehungen (11.24) erfiillen oder nicht? Wegen (11.23) ergibt sich
nach einiger Rechnung, setzend G,—G’ an Stelle von G,

*T.

02y o . Oy BF ) :
_ 1 (—1)*
G—gri Lt )[EB'(G’ Ty
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S 7 (Go—G —ap+ Ap—1 (a,,+G'—2,,+1)!}
x(if) {( Ap (ap+1)!

. . - (GY-B8—A+Y)
x Td1+1+G,_ll’ 7:l 9 sy “m+1+G,'—Am; ?/m]

GG = (D g+ 1
1l g+l i GG —B—p)! G—G —a

% {(G —G' —aptppy—IWN\ap+ G’ —pp+1) 1l Gge— G —ag+ #4
(m p=1 o )7 (D) S et G —pet1

, - . , s, - . . —B—pp)
x Ty 1L, 4, o, ag-1+1, ig-1 %g g %gr1t+1, ":q+1:'- amt1, 7'm.7(G ' "]
(wobei a)=a,+ G —p,)

1 1 rGi“ (—1)*
—B+1 BIL = (G—B—)!

A A (Go—G —ap+ 2p—N\(ap+ G'—2p+ 1)!}
x

(/12,;) pI=Il{ A (ap+1)!

g (—1* 2 Gp— G —ap + 2,—1
+ \ Ag ST [q] { » D D
S (G—B—2+D! 1 (1) pI-Il ( A

H (apr +1)

(a +G,‘—2 +1)! . . - (G/-B=2+1)
= (ap+1’;' Lot G/ byt 1,5 - Ot G —domt 1, i 1,

ndem wir p, = i,—1, p#, = 2, (p=Fq) und g = i—1 ansetzen, wobei

Y 2—12=2—1 A=dy— ee.—dgeg A—dg— ... —dg A—N—...—dgp 2

ZIQ]E. 2 Z e e e E Z e oo
(») 2=0 2,=0 rg=1 2q+1=0 Ip-1=0

ist. Denn es ist
S, Z["] S =13
a=1  (ip) =1 (Ap) ()
Somit erhilt man | |
—B+1

o n (=1
Talu...am‘lm@J B lgl(aq-*. 1 E Bl (G'—BL—i+1)!

Go—G' —ap + dp—1
x {(G'—B— a+1)+2}(% pI_I{( » z(:,p p
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x(a,,,+G'-x,,+1)!

T ,_'_ P G,—- e (G’-B=r+1)
((lp‘l"l)! al+G ll+1’ Ugs ooey Opt lm‘|'1:7'm.7

1 m
= EI;I (ap+1)T“1+1,'l:1,' cees Cpt1, 4y, B—'lyj.

D.h. die Grossen (11.25) erfiillen wirklich die Beziehungen (11.24).
Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

51. Die analoge Beweismethode liefert uns die folgenden allge-
meinsten Sitze fiir die gemischten Extensoren :

Satz 47. Wenn ein gemischter Extensor T™:::%m i’"ﬁl i (51;‘,3;,‘,7’“
(m+m'+1)-ter Stufe, der in bezug auf apt, exkontravariant vom Grad
Gp, auf B.d, exkovariant vom Grad G, bzw. auf vk exkontravariant
vom Grad G’ ist, gegeben ist, so bilden die Grossen

Ty« o » i k
(]126) *Tc.‘l.l... .. 31.71 Bm:jmy

_m Ty G - e e . y—1, k)
= IL B+ D T i b oLy o

1""17/1 mz‘l—-l’ﬂp 1, °"p+1 ’Lpap+1’¢pr1 “Cmim - . . . 'Y‘—l k
b d -t Bl+17.71’ ey Bm’+1 Jm
2 Gy—Bq

=1 B.+1

174 amzm . . .. . Lo e . 1Lk

x T © ot Byl .71, «vvy Be1+1, Jo1BqJas Bor1t+1, Jar1, - - oy B’ +1, Jme }
Jur v=1,2,...,G+1,

*T“lil . plom - - .. . 0k

Bl.?l ﬁm' Im’

m’ . . )
_ R O . . ee . . 0k
= IL(Ba+ DT U0 g Ly o b 4L, da

einen Extensor derselben Art vom Grad G,—1, G,—1 bzw. G'+1 in
bezug auf ap,, B, bzw. v, wenn

o1 oz.,,,_zm R S B
(11'27) T nl ﬁl?l'--ﬁm'jm’ :

.. +1, k
= II Bat DT o, Ly b,

fur a,=0,1,..., G,—1; B,=0,1,...,G,—1; v=0,1,..., G'
tmmer bestehen.
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Fir m =0 und m’ =1 erhilt man den Extensor

*T;; 7% = (B+1)Thiy ; T *O— (G—R) Ty 71,

(11.28)
*T POk = (B+1)TB+1 J ’
wenn
(11.29) *Toi "% = (B+1)Tpiy,; 05
fir 8=0,1,...,G=1lund vy=0,1, ..., G’ sind.
Satz 48. Wenn ein gemischter Ewxtensor T%1%:::%mim

?‘1.71 BmImk
(m+m/ +1)-ter Stufe, der in bezug auf ay, exkontravariant vom Grad

Gy, ouf Bgj, exkovariant vom Grad G, bzw. auf vk exkovariant vom
Grad G’ ist, gegeben 1ist, so bilden die Grossen

%1%y -+« Comom
(11.80) *Toh . omime .

_ 1 az amzm . .es . . ..
T G+l Iy {Totunsein o Gir 7 B Ly G vl

— Z T“ﬂl “p—l ’ﬂp—l s °‘p+ 1, ’Lp “p+1’Lp+1 c‘m’&m .
) 61""‘1,.717 cecy gm""‘l,}m"?k

_q*ﬁq
-1 B,+1

x T°‘17:1-~-°‘m7:m . . . ) ]
Tttt .B]+1’]1,""BQ—1+1;.7‘1—13¢1.70’ Bq+l+19.70+1""r Bm'+1,.7m"Yk
Sfir y=0,1, ..., G

— 1 0‘1% Oim’l,
- G'—l—l éu.—l(ﬂq'*' 1) T l . mﬁ]'*‘l .7“ cee, Bm"l‘l,jm'G,k

Jir y=G+1

einen Extensor derselben Art vom Grad G, —1, G,—1 baw. G'+1 in
bezug auf a,, B, bzw. v, wenn ’

* 1%yt “m’&m *
AL L) R i Bt e

1 m %4ty - - « Kyl
- VQI‘II-(‘BQ+1)T. Tttt .Bl+19jl","; ﬁm”"']-’jm'r’(—lrk‘

Jur a,=0,1,..., G~1; B=0,1,..., G,—1; v=0,1,...", G
tmmer bestehen.
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Fir m = 1 und m/ = 0 gibt dieser Satz den Extensor

. 27 —_ 1 ag - - e+l 2
*T--Tlc - m{T..Tku)—T .1 -Tk}
(11.32) fir y=0,1,...,G,
o 1 o3
*T %41, k = G+1 T
wenn o

(11.83) | *T% L, = le‘?T 1ok
o o v

fir a=0,1,...,G—1und vy=0,1,..., G’ immer bestehen.

Satz 49. T*“: “?"”’”‘91 i Sm'g - * seien die Bestimmungszahlen eines
Extensors, der beziehungsweise in bezug auf ayi, exkontravariant vom
Grad G,, auf B.j. exkovariant vom Grad G, und a'uf k kontravariant

ist, dann formen die Grossen

’l,m ;. ceee o N '(IG
“Bidre- B Im’

-—éiz(—lr(},’)p' SIS (T4

=0 (Ip) (6 * -1
< Bt {@—m (PO (B L)

0‘1+31; By -5 Omtim, im . . eee k(’Y——P)
x ™ : "B+ G s J1e - Bt + G/ — i, Gom?

(11.834) T o

einen gemischten Extensor (m-+m’+1)-ter Stufe vom Grad G,—G’,
G,—G bzw. G’ in bezug auf ap, By bzw. v, wobei G’ eine beliebige
positive ganze Zahl bedeutet. '

Satz 50. T“4: .'.'“.”"’:""31 Giee Buejmek S€t€n  die  Bestimmungszahlen
eines Extensors, der beziehungsweise in bezug auf api, exkontravariant
vom Grad G,, auf B, exkovariant vom Gmd G, und auf k ko'vamwnt
1st, dann formen die Grossen

“ 1 m":m
(11 35) 1 Xz * Bid1-- @m’]m'?k

. —_G’-—T ( l)p A p—=2
| =TT (G'—'Y—p)'(xp)%) (

Tat)™

p=1
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< B (G =) (Gr G'— /sr+m)(ﬂ,.+(;——m)}

r=1 Mr
“l + Al » ?/1 , “m"*" Am 9 'Z;m . . - (G/._.Y__p)
xT ) i ol ELd .71; ceey 3m'+G,—Pm’:jm’k

einen gemischten, Extensor (m-+m’+1)-ter Stufe vom Grad G,—G’,
G,—G' bzw. G’ in bezug auf ay, B, bzw. v, wobei G' eine belwbzge
positive ganze Zahl bedeutet.

Setzend m = 0,1 und m’ =0, 1, konnen wir nach den beiden
letzten Sitzen aus dem Extensor Tsi®, T, T bzw. T, den
Extensor

(a1342) Ty =3} (~1(7)p! (@ —p)!

" (@__GIP_B + P>(B+%’-—P)TMG.,_P;J;MT—P) ,

L2 ___G'_T ( 1) P' % +-p, 3 (G —T—p)
(11.35a) T*., P}:Ew'(G,__'Y p)'T * % R

aq:--_Tk=§T* N7 ! S ! g— !
(11.84b) T = 33 ( 1)(p>p.§oz.(a p+4)!

C" G'— B"\LP J B"'G,“‘P’*"2 %+ A, © k(T—P)
p—A T ﬁ+("—P+l

bzw.

(11.850) Ty = 31— 0D S aG'—p+a)!
? =0y 1 (G'—7v—p)! 1

(G G'— ﬁ+P——d)(ﬂ+Glﬁ—P+R)TGT)".§B+G;—>P+LJ:I;(G,—T_P)

p—2
erhalten.

§12. Die Operatoren G fiir Extensoren hoherer Stufe.

52. Nun wollen wir fortfahren, die Operatoren S# in Satz 12
und Satz 13 solchermassen zu verallgemeinern, dass sie auf einen
Extensor hoherer Stufe angewendet werden kénnen. Darum betrach-
ten wir zunichst einen Extensor zweiter Stufe, dann lautet

Satz 51. Es sei T*%, T.y; bzw. T%,; ein exkontravarianter, ex-
kovarianter bzw. gemischter Extensor zweiter Stufe von den Graden G
und G’ in bezug ouf a und B, dann definieren die Grossen
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(12.1) ©SHT™Y = Z( —1)H-2 (H) ( )T¢+u.i.($+,\--u‘.j(H—A) ,

u-o

(12.2) SHT,u; = 2( 1)H- <H>2' Qle+tH—2+p)! B+H—p)!

! 31
G—a-—H+1-—-p, G'—B8—H+pu
x( A—p X M )
X Tarrraemi i, B+ EH- ”(H—A)
bzw.
‘ 0“w H — H (3+H—p)'
LY~ .
x (G B#‘ H+ ﬂ)TG+l.—[L,EB+I}_u.;(II—l)

Jur a=0,1,...,G—H und 83=0,1, ..., G'—H einen Extensor der-
selben Art von den Graden G—H und G'—H in bezug auf a und 8.
Die Ordnung des erhaltenen Extensors soll im allgemeinen M+ H sein,
wahrend diejenige des vorgegebenen Extensors M ist. H st hierbetl
eine positive ganze Zahl unter Beschrinkung H< G, G’.

Bewets. Zuerst zeigen wir die Richtigkeit des Satzes im- Falle
H =1 und beweisen dann den Satz fiir jeden Wert von H durch
Induktion beziiglich H.

(i) Nach (11.6) und (11.7) erkennt man sogleich

97 3z . . - .
Te+1l.atb 4 Trea, 8+Lb__ Peasd(l) — (TA+1. g 4 AL e+l g lea(l))
B VAL G- YO ' ’

daraus folgt, dass fir «a=0,1,...,G—=1 und 8=0,1, ..., G'—1
(12.1a) ST = Te+1.48 4 ei, 6+15__ Peisi(l)

die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors zweiter
Stufe vom Grad G—1 bzw. G’—1 in bezug auf a bzw. 8 sein miissen.
Die Ordnung dieses Extensors ist bekanntlich um eins hoherer als
dieselben des vorgegebenen Extensors.

Unter Voraussetzung der Richtigkeit des Satzes fiir eine positive
ganze Zahl H, ergibt sich, wie man gerade oben bewiesen hat, ein
exkontravarianter Extensor & (SET*Y) zweiter Stufe vom Grad
(G—H)—1 bzw. (G’—H)—1 in bezug auf « bzw. 8 und von der Ord-
nung (M+ H)+1, indem man SHT*% gtatt T*% annimmt. Es ist
aber andererseits



Die Differentialgeometrie hoherer Ordnung I 85
@(@HTuisj) = SHP=+1L iﬁj+@HTai,ﬂ+l.j_(@HTa;Zﬁj)(l)
— f‘_“ (___1)H—A(H) L\( A )Ta+1+u, % B+ A=, G(H-X)
- A=0 A ®=0
H H
+3) (_l)H—A( ) ( )TeHu i, B+ A—p+1, F(H-2)
A=0 A w=0 \

_ZI!-':, (_I)H—l(?>§(#>f[w+u. i b4A-p, SH 2D

setzend A—1 an Stelle von 2 in den ersten und zweiten Gliedern und
weiter u—1 statt x4 in dem ersten Glied,

= %1(__1)H+1—)\(.H Z 2 -_ I)Ta+p., % B+ A—, F(EH+1-2)
A=1 Ai—1

ul/‘—

S l i—1
+>_; (—1)HE+1- *(2 1) ( >T¢+u % B+ A=, G(H+1-2)

+Z( 1)H+1 A(H) ( )T¢+u,z B+A—p, J(H+1-2)

=I:2:( 1)H+1 AI(Z 1) ( ) (H) ( )}Tawus B+A- ku HEH+1-2)
=Hz+:1(-_1)H+1 1(H+ 1) ( >Ta+u % B+ A—w, J(H+1- A)
=0

was nichits anderes als SH*1T*% jgt,

(i) Aus der Transformationsgleichung geht durch Differenzie-
rung nach dem Parameter ¢ hervor

(a+1)(B+1)Teiy,i 541,57

(A +1a m(e+1)0
= (a+1)(8+1)-2% az”

)
ax(a+1)i ax(ﬂ" 17 A+l an+1,b

(A—0a) az“”l)b
Aa, 1+1, b

+(a+1)(6+1){ 3 ()

A=o+1 ox®

G' aa.(ul)a( )(u B) }
+u 21 ) Tagee 3+1) e Txrs1,amp

G-1G21 azla  3z(v)bd

= { . . < -(D
- ;E Eﬂ ax(®  Jp) \z+1)(/“+1)TA+1.a.u+l.b

ax(3+1)j

G G’'-1 85(”“ . Bs‘c(”b
+20 21— —
XTe p=p Q)i [yl

(p+1)RA—)Tss, 41,5
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G__‘l G’ 85(;‘)“‘ aﬁ(i&)b

( —
K=o w=p 9N @+ D=8 T 1. a0

G-1G1gzlle gk C e
g 2 3z Jxe) {(/H-1)(M+1)T”1"’"“1'b(1)

~(G=D(p+ DT s p11,5— @+ DG =) Tr s,

\Bm Nea ax("‘”)b
3x(®)  Jps+DJ A, w+1, b

+(G—a)(B+1)

37 +Da  gz(r
’ )}
+ (a+ 1) (G B a (a 1) am(‘;)j A+l,apb »

da
=(A+1a =a \(A—a)
(a+1)-§3;——. = (a+1) A+1 (%)
x‘l«

am(a-rl)z at+1l
z* \*- g
'z ) 7= arnZE L

ist. Daraus ersieht man

(12.23a) CTuis; = (@+ ING' —B)Tosy,ins+ (G—a)(B+1)T s 541, 5
—(a+ 1).(,3 +1)Toi1,i 69150

axMe gpd
T g gp®s

Aapd o

d.h. ST,y sind die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors
zweiter Stufe vom Grad G—1 bzw. G’—1 in bezug auf « bzw. 8 und
von der Ordnung M-+1. Somit ist der Satz im Falle H =1 richtig.
Um den Satz im allgemeinen Falle zu beweisen, beniitzt man die
Induktion beziiglich H. D.h. es muss. & (8HT.;;) ein exkovarianter
Extensor zweiter Stufe von den Graden G—H—1 und G’—H—1 sein,
wihrend &#T,;; einer von den Graden G—H und G’'—H ist, wie man
gerade. oben bewiesen hat. Andererseits ist & (S#T.;p;) nichts an-
deres als ©H'1T,;q;. Beriicksichtigend, dass die Grade des Extensors
SHT,in; G—H und G’'—H sind, ergibt sich in der Tat nach (12.2) und
(12.2a)

®(@HT¢iﬂj) = (a+ 1)(G’—H-—B)@HT¢+1, i )
+ (G—H—-a)(B+1)SHT,; 511, i— @+ 1)(B+1)(EFT 1, 4,541, )V
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= @)@ —H=p) 3~y (§u 3 AL A b

 B+H—p)! (G—a—H—1 +/I—;;,>(G'—-,8—H+ ,L)
B! \ A—p ©

H
X Tosprai-ain,d, prir—p 30V + (G——H-—q)(ﬂ +1) E’ (—1H*

x(Hy g ot H=a)! @1+ H—p)!(G—o—H+i—p

at B+1)! A—p
x( '—8 ;lll"‘H-f‘/“ Toitrim i pr Bl 8D
- A (e H\; 1 (a+1+ H—2+p)!
(a+1)(,3+1)AE_( 1) (2)3 E AE
x B+ 1+ H—p) | (G—a—1— H+z—,,,>

(B+1)!

""" — —
X(G B ; H+F’ T“+1+H—)‘+P‘1I3+1+H- (H—A+1)

Setzend A—1 anstatt 2 in den ersten zwel Gliedern auf der letzten
rechten Seite und auch x—1 anstatt # im ersten Glied, folgt

S o) = 2 (0" E Ya— 1 (e + DG~ H—8)

2 (a+H+1—2+u)! (B+H+1—pu)! {G—a——(H+1)+l-—;L)
i1 (a+1)! B! \ A—p

x( —B—(H1+1)+p +(G— H_a)(ﬁ+1)2(a+H+1 A+ p)!
| al

(B+H+1—-/.(.) ! {G—a—(ﬂ+1)+2——p)(G'—/3 (H+1) +/J.)}
B+1! A—p—1 p

1 : H+1=2 & a2 H
X Torgrei-aen, i oemrt-p, 5707 >+(a+1)(/9+1)§(——1) ’ ( )1!

X 2

S;\“ (a+ H+1—2+ p)! (,8+H+1—,u) ! (G——a—-(H+ 1)+1—M)

=0 (a+1)! B+1)! A—p
x( —B—(5+1)+# Ty sreios s sobvion L A). »

wegen der Beziehung
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(G'—H— B)(G —-a-—-(1;I +1)+2a— ,,,)(G’—-B— (£{1+ 1)+ ,u)

—p
—— — — ’———
+(G——H——a)(G a R(_{f:_lm ;»)(G B— (f“’*"
— R(G—-a—(H+1)+R—-/J,)(G’-—B—-(H+1)+,u
N wo
—_ !
&S o) = 3 (— 1y (B 1)+(H>}m2(a+ﬂ+a1' i+ p)!
N (B+H+1—,L).(G a—(H+1)+- ~,L>
8! A—p
,-— —
X(G 8 (H+ 1)+M Ta+H+1 A+p, '. B4 H+1- #, 3 JH1I=M)
ro
— "H+1T¢W ,

weil (,7)+(8)=(FF1). Jetat ist (12.2) vollig bewiesen.

(iili) Die Beweismethode ist ganz analog wie in (ii). Wegen der
Transformationsgleichung lautet

Iaw(a)i axplw+1? ra - o)
| 3zMa ggp+ns — "rErLD

8.761 (e—~2+1) ) A(r+1)b
B s

93+

(‘ ()i (p+1>< )(u B+1) )‘
u.-ﬁ ax(”a‘ B+1 *1+1,b
G’-1 ax(G)t ax(l&) |

- a - @
HZB ax()‘)a a ("X)‘) ]‘)T F‘"P‘lb

+zéw“>gox I ey

w=p A=0 dx

S (M EN)(Z )T e,

=83

B+1DT%,;,;P=(B+1)

Setzend A+1 anstatt 4 im zweiten Glied und auch anstatt pu+l
im' letzten Glied auf der letzten rechten Seite, erhilt man
G/=1 (@) am(v-)b

o e () =
(ﬁ+1)T-.[‘}+]'J “2;_‘:‘ ai(l)a a (")J

Gt Do O— (e D2y
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ax(aﬂ)i aE(PWl)b il a

- kL b

—(E =T+ (B+1) 2

pRpapt ai()ﬂ.—l)a am(5+l)j

aﬁ(”)b ‘

+(G—B) 2 e

azNa  gp®s — M

Somit erkennen wir leicht unter Beriicksichtigung auf (12.3) sowie
die Transformationsgleichung des Extensors T*,;

. Jap(*)i
ST, = X .
35()‘)“‘ ax(ﬂ)a

Pl _
x @ T}:‘-lpb 9

wobei |
(12.3a) STy = (B+1)T* iy ;+ (G —B) T — (B+1)T41, ;7

Nun verwendet man die Induktion beziiglich H zum Beweise des
allgemeinen Falles (12.3) Unter Voraussetzung, dass SHT % ; ein ge-
mischter Extensor zweiter Stufe von den Graden G—H und G'—H
ist, muss S (SHT%;;) auch ein solcher von den Graden G—H—1 und
G’'—H-1 sein, wie man oben bewiesen hat. Andererseits erhalten wir

S(SHT*,;)
= (B+DSHT* 24,1 ;4 (G — H—R)SHT™ ;— (B+1)SHT %, ;0
H fH\,y & (B+1+H—u)!
= 1 —1)H-* Al =
B+1) 2 (=1) (x) ;-_":)(,8+1)!(/1—~Il')!
‘ X(G’—B—‘-l—H"{‘/& Tac+1+.)\—u.i (H=2).

Cp1+H-w,
n

+@—-H-8 3 (e (g j’(f:;;)"

D) . (H-X)
B+H-p 3

x (G,‘—B;H“}'[L)Ta-b%—u.

u (H\yy & (B+1+H—p) !
—(B+1 —1)H-> )z! K
“B+1) 2 (=1 ¢ 2B ) !
)<(G,_’s—i—H+/">T¢+>_~"u.'fw_l;H_uh;_(H—)\-kl) .
Setzen wir 2—1 an Stelle von 2 in den ersten und zweiten Gliedern

der letzten rechten Seite und auch #—1 an Stelle von # im zweiten
Glied ein, dann ist :

. H+1 _ ' ' .
e = Fwr (Yo ety
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G'—B—H+1)+p\, 2 B+H—p+1) ! (G—B—H—1+pu
o Gl )+ 2 Bla—pm! \ u )e}

oL+ A—®, T . . +1~ H - H 2 (ﬂ+H+1_ )!
A, - (H+1-1) __1\H+1-2 1 ol
< T g 50 33 (= (D 5 S

x( '—B— (H+ 1)—'/-")T¢+A Koty i s L)
ol (e
x( '—B— (f-i—l)-l'#)Tau R S

— H+1reg
—_— @ T.?(;j .

Der Beweis von Satz 51 ist nun 'vbllig beendet.

53. Satz 51 kann man in der folgenden Form verallgemeinern,
die mittels eines analogen Verfahrens bewiesen werden kann.

Satz 52. T4 a?”@mgl .71-.-Bm' , seien die Bestimmungszahlen eines
- gemischten FExtensors (m+m’)-ter St'ufe, der beziehungsweise in bezug
auf ayi, exkontravariant vom Grad G, und auf B,j, exkovariant vom
Grad G} ist, dann sind die Grossen

7, “m’tm = 3 -o(H
(12 4) @HT#I L *Bidiee B T [§ (—1)H P( P )P '

x ﬁ P}: <H zp -1 ﬁl { (Bq+gT#'q) ! G;“BQ;;H’*'IMI }

x Ta'l+)'1’ i, ey °‘m+)m; ’lm . (H_P)
e B1+H—Pl,.71,-- B+ H—bm?s jm

fir jeden Wert von H=0,1, ..., H die Bestimmungszahlen eines ge-
‘mischten Ewtensors derselben Art vom Grad G,—H bzw. G{—H in
bezug auf a, bzw. B,, wobet H = Min (G, , G.).

Beweis. Es ist nicht schwer zu beweisen, dass (12.4) fiur H=1,
d.h. ' '

Gy Ty o o« Bl
(12.4a) ST 5 Borims

m’ m . . . . .
= alll'-'“p-l’Lp—I,°‘p+1,2p°¢p+1’&p+1...amzm . .
g1(3q+1){p§‘:11~...... R R T W
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-

/4
'1G Br “1'&1
+,§J1 a1 Lo LG Br1+ L, 1 Ere1t L, Grets oo B+ 1

oL . tee . .

— T ..“T"zmpl_*_l A bm'-i-l,jm'(l')}

einen gemischten Extensor derselben Art vom Grad G,—1 bzw.
G/—1 in bezug auf o, bzw. B, mit dem vorgegebenen Extensor
/ “?'”””‘Bl R gibt. Der Beweis lisst sich nach einem analogen
Verfahren wie der von Satz 51 ausfithren. So geben wir ihn hier
nicht ausfiihrlich, und als nichstes wollen wir deshalb den Satz fiir
jeden Wert von H mittels der Induktion nach H beweisen. Unter
Voraussetzung der Richtigkeit des Satzes filr H, hat man bereits oben
erkennen, dass die folgenden Grossen einen gemischten Extensor vom
Grad (G,—H)—1 bzw. (G,—H)—1 in bezug auf «, bzw. 8, bilden:

%t um'z,
@(@ T -l .1 . mBl ]1 Bm'jm’)

o4 am’tm . ees . . (i)
= H(:Bq_*_l)f—@HT ! l o ﬁl—l-l _71, ey Qm""l, jm’

“SH Y - - Op-1ip-1, % + 1, ipapi1iper - -+ Ol . L
+S @ T. v Bl+1>.71j"', B +1, Jm’
, ,
+33 G H—

r=1 Br'l" 1

H “121 °‘m7fm . ‘ . . . .
x @ T. *c Bi+1, 51,05 Braa+1, Jrabrir, Brart+1, Jret, - ooy B +1, ]m’}

m’ H
= 1T (8, + D[ 3~ (H)or 2 S (1
-1 p=0 (Op) (ve) 7

[(B+D! G’AB—I} a1 e, e S (H-p+1)
,;IL{(B‘;H),( Y T i

B CHRRE “ﬁ'{:zi:;; e g

%%y ... Gp1ip1, apt1, ’ip“;*liml am%m , . . (H—p)
x IV e . . . - N < e Bi+1, ]1, ’@m,+1 Jm’

Cl—H—B G ( ] -1
+3 G—H—B, 11 4,
M B+l ozp)(pq) ”)
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1[’{{ B+ ! (G—B;—1 ] ﬁr (G,—Br)
(Be+1) ! Fa
@1y . . g o , e e e C e e, e . . (H—p)
* T Bl+1,9.17---, B:—1+1,.7'r—13r.7.r, Br+1+1,jr+l,-- ,Bm'-i-l ]m }]
(wobei a,=a,+4,, B.=Bs+H—pu,) .

Setzend p—1 anstatt p im zweiten Glied in den eckigen Klammern
[ 1und 4,—1 bzw. u.—1 anstatt 2, bzw. u, im ersten bzw. zweiten
Glied in den geschweiften Klammern { )}, liefert die letzte Beziechung

02y o+ « Cgpl — S et H
S(SH MM -+ * %Bljx---ﬂm’jm') = E(—I)H P l<p)P! ‘

2 R Y (Bt H+1— po)! (Go—Bo— (H+1) + pq
>0 S IT 4! a .
8 G L Ba! \ a )

°‘1+7~1,i1;-'-,°‘m+)~m;'im . c . (H—I-l'—'P)
x IR CBiF HA L1, Gis ey B+ HA L=, o

(G R (R EES VI SPRD ST

A ezAsm (Bq+H+1—”’)'{G’-—B ——(H+1)+l" }
) T : ‘ !
5 o Lo ) R oM )

%gFDgy Tygeees cxm-l-)m,zm . ' (H+1-—p)
x I @1+H+1-91,.71:- ,5m’+H+1—Pm’v.7m’ |

e A

p=0 () (PQ)
{ B+ H+1—p,)! G,—‘Bq“'(H'i' 1)+,u-q>}
q-l B! Ha
x T 4505 - o5 @mtdm s tm . (H+1—p)

BI+H+1—'!"'1’.71v ;6m’+H+1—Pm sjm

— H+1 “17'1 “m’lfm :
S ™ . B -

. H) )= (H1
da Z_‘,lxp+ Z]lﬂr—- p und ( +(p_1 ( ) W. z. b. z.
Zusatz 1. Wenn T*™%-%wim gio Bestzmmungszahlen eines exkon-

travarianten - Extensors m-ter Stufe vom Grad G, in bezug ouf
ap(p=1,2,...,m) sind, domn definieren die Grossen
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H ai...amim=H _ a-H 'l m '_1
(12.5) SHT > (-1 (a)"(% pglzp.)

DY T“1+11 ’ 7:1: coey @mtAm, ’I:m(H""A)

etnen FExtensor derselben Art vom Grad G,—H in bezug auf a,, wobei
0 < H < Min (Gp). :

Zusatz 2. Die Grossen

| i _ H) {(a +H—2,)!
SH . . = —1)H | D D,
(12.6) @M o, =2 (—1) ( popis =
Gp—ap—H+2 . H—2)
x( ? apap p)} Ta1+H—'Al‘) ily .- °‘m+H —dm, "'m(

sind die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Ewtensors m-ter Stufe
vom Grad G,—H in bezug auf a,, wihrend Tai,...cmin dieselben eines
Extensors derselben Art vom Grad G, in bezug auf a, sind, wobei
0 < H < Min (G)y). ‘

Es ist klar, dass Satz 14 fiir unsere Operatoren S¥ auch erhalten
bleibt. D.h. die Operatoren S# sind kommutativ, linear und asso-
ziativ. ~

54. Aus Satz 52 folgt sogleich

Satz 53. T%%::;:% z”"pl i By €€ die Bestimmungszahlen eines
gemaschien Extensors (m-+m’)-ter Stufe, der beziehungsweise in bezug
ouf az, exkontravariant vom Grad G, und auf B.J, exkovariant vom

Grad G} ist, dann sind die Grossen
12.7)

@HTOkl Okm“mfl 7*m+1 a'mim . o . .
t G/I—IL ’ ll 3ty G’m"'H'ITI" lm'Bm'-*—!]'m'-l-l oo Bm’]’m'

o H N1 Gyl = [ B! (Gi—AB
= 1)H-+ ! 1 4,! o -k U
2 ( ) ( )P ;p) (pzq) »=1 P ql[l (G’—H)' q=£¢I’+1{ Bq Fq }

)y kl ka m+1 ’&mﬂ c’-’m ’L'm — - .. . (H—P)
x T"% m® ot (,/ lx G 'lm gmﬂj;,;'ﬂ gm,]m,
(WObei a:, = au,+1u ’ /sv = Bv+H“—l"v ’ G: = Gs_ﬂ's)

Jur jeden Wert von H=0,1, ..., H die Bestimmungszahlen eines ge-
mischten Extensors (m+m’)-ter Stufe mit den kontra- bzw. “kovarianten
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Indizes k, bzw. l;(r =1, ..., m; s=1, ..., m"), wobet m =m, m' =m’
H = Min (G,, G)). \ ‘

Auf &dhnliche Weise bekommen wir nach (12.5) bzw. (12.6) den
exkontra- bzw. exkovarianten Extensor m-ter Stufe

H Okl"‘Okﬁaﬁ+li;n_+l ces dm’l:m — H — H-X H 1 2 m 1 -1
12.8) &"T >1(—1) AL > IT 4!
=0 27760 \e=1
xc Thiks -+ Yinkim , Gme1H Rty Gmeds -, %mAPm s G H—2)

bzw.

H
(12‘9) @ TGl—Hl > ll 9. Gm Hm, lmBm+1.7m+1 ﬁm]‘m

H-) H (Gq zq) I(,Gq'f‘H—zq)'{G _Bq H'*'za
—b ()"o};ﬁ}lw P Wy )

... i . (H-)
—, ll:“ Gm —Am» lm, ﬁm+1+H_3m+l,.7m+1, -'-,.ﬁm"l‘H—‘)-m, Jm ) »

X TG1

der e kontra- bzw. kovariante Indizes besitzt und aus (12.7) durch
Setzung m’ = 0 bzw. m = 0 sogleich hergeleitet wird.

Zusatz 1. Die Grossen

H 07’1 07’ ’ .’
(12.73) SHT &nl__H Jiseees Gu—H, jp

H H-p H 1
=5 (D1 S ()
p=0 () (vg) »
m (G, M ) 2t )m@m ;. ae . (H"P)
x ql—‘Ii (G’ 1;)' T ! 1 - Gl‘—p'ls.'h’ .. Gm’—P'm" ]m’
bilden einen gemischten Tensor (m-+m')-ter Stufe mit den kontra- bzw.
kovarianten Indizes i, bzw. j,.

Zusatz 2. Wenn T™%*mm pow. Toagi,...omim die Bestimmungs-
zahlen eines exkontra- bzw. exkovarianten Extensors m-ter Stufe vom
Grad G, in bezug auf a, sind, definieren die Grossen

(12.8a) SHT% % = f](——l)”"(H)l'Z {1 4, ) T Fmim(H—2)
. . A=0 a

p) p=1
bzw.
‘ < o H m (Gp—2Ay) !
H . . = —1)H = "2
A2.92) TG, g j,..., GuH i = 2D (% ) S e—m)1
' . H—2
x TG,—-)l, Jis-- Gm—lm; ]m( )
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einen kontra- bzw. kovarianten Tensor m-ter Stufe.

55. Betrachten wir einen gemischten Extensor (m+m’+1)-ter

°‘1'I«1 “m"mﬂk “111 amszk .
Stufe T* “Byjre. Bmrjme Und .setzen T S By Gy e e Bt G ?

der in bezug auf die Indizes k kontravariant 1st an Stelle von
Tt - - "‘jm"“mﬁﬂ']“‘ém, j;,,,k in (11.34) ein, dann ergibt sich ein Extensor
mit einer kontravarianten Indizes % fiir vy = 0:

(12.10a) T4 Smim0k -

ﬁl.?l 3m’jm’
= ﬁ: M_ alzl amszk )
a=1 B! . B+ G - o B+ G/, G’ ?
% "1 “m"m . . %y 7»1 “m’mek o
wobei T G di Bt R 1n (11.34) mit T B, Gy -- - Bt

bezeichnet W1rd um vom vorgegebenen Extensor zu unterscheiden.
Deswegen zeigen Satz 87 und Satz 49 uns die Extensoreigenschaft von

%y amzmk
(2.118) ATHacpintly o

1 {f’“f"f‘:::“t”i?” r+1, &

. — 17'1 “m’Lmy Y+, k
v+1 Bidr- - Bmidm Ta :

—
P —

“Bidie- Bt } ’-

welcher vom Grad G,—G’, G,—G’ bzw. G’'—1 in bezug auf s Bq
bzw. v sein soll. Dabei setzen wir einfachheitshalber

. 0

| (12.12) T o Bidi--Bmdm’

m(’e_’_G)' %47 amz 'yk

g—qB;I——T 11 m Bl'l"G’;.?l"": Bm’+G,’jm’ ?

der auch ein gemischter Extensor und in bezug auf B8, vom Grad
G,—G’ ist. Nochmal setzen wir v = 0 in (12.11a), so folgt

9A T“l"l “mz.mOk L 1()7“1@1 amzmlk

Bidr---Bm/Im’ Bt - ﬁm’ Tm’

— “111 am@mlk .
T © o Budie e Bmdme t

Andererseits bekommt man aus (11.34)

r “17:1 amq,mlk A “1@1 amszk _. S ¢
T : *B1d1 - BIme T . oo BmlIm’

__ﬁ T°‘1i1 certp1ip-1, ap+1, ipaptitpsl - - - %yt O . A

. . ST e B e B
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_2 G —G’ —Bq.+ 17 T“lzl o‘m"m()"’ . o .
= ﬂq “B1J1- - By-1dg-1, Bg—1, JgBq+1dg+1 - - BmsIm’ o

Somit ersehen wir die folgenden Beziehungen zwischen den beiden
Extensoren

.4 oyt “m’&m k . :

LB+ AT L, Gy B L, i

und

o‘121 “m%mYk . .
®T By B

derselben Art von denselben Graden G,—G’—1, G,—G’—1 bzw. G'—1
in bezug auf a,, B, bzw. v '

(12.18 a) H (B +1)AT* “’”q""OkBIH Firens B+, G

alzl amszk : .
= @T “Bidre - BmImr °

Deshalb bekommt man wieder den Extensor

(12.11b) RT*% ;- - “mimyke

B BmsTm

__; a1z1 amzm,y+1 k -
'Y+1 {6T *Bidr-- - Bmdm’

_ oy e Omim, Y+ Lk |
T B+ DUT o omim TH L e bt ) 7

welcher von den Graden G,—G’—1, G,—G’—1 bzw. G’ —2 in bezug
auf «,, B, bzw. v ist.
Ferner setzen wir in (12.11b) v = 0, dann erglbt sich der Extensor

Qe ik = e mink

“Bids - - BmsIme B B

m’ :
_ ozl?,, . am@mlk
' (Bq—l’l)%[T' vttt ‘Bi+1, .71;' 'yﬁm'+1’j’ln'-

q=

g.a

Il

N P zm2k ‘
(/sql+1){T 11 m Bl_{_l .71""’ m’+1,jm’

4
%O

%ty - - - ap_1ip-, ap+1, '&pamﬂml amzmlk .
: Bi+1,515005 B+ 1, 0

x f;‘“l"l -%mimlk e . .
° T @1_{'1 .71! *y BQ—1+1a.7q~1‘3q.7q, qu-l +1:.7Q+1’ seey Bm”'l'l,.?m’
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0 .
— alzl . ammlk . (1)
T : B +1, .715 ;?'m“i‘l ]m'

_onalil...“m'&mzk .
e .. ..Bl+1’]1,...,3m’+1,jm’

Y oclil...am’imZk . ]
+ T “BitL iy s B 1, i |

alll am@mlk :
T @T ’ “Bidr- e Bmsdms ,

= _% {E @T"‘l’h -%p-1lp-1, @p+1, Tp%p+1ip+1 - - im0k -

p=1 . ?’1.71 ﬁm'jm’
- m @ Bq +1 “17'1 amszk
» + q§=]1 ’ /8 @T 31.71 Bq—qu—l, B(I—ly quq fqu+1 LR Bm’j'm.’
aq . .
0
’ alll “mzmlk “1@1 am@mok . (1)
+ ST ; B Bt — (@T e rine ) f

da nach (11.26) und (11.27)
m’ ) v'd . k .
(:1|::=Il (Bq_l_ 1)T ‘11:1 a’mzm.r Bl+1 ]1 3 2y Bm’+1) jm'

._’ m [ e am'tm,y 1,k . ... . . Q)
=1 (’3*+1)1T’1'1 B LG L B L, G

_— “1?'1 m112—1’610 1, %+1 7409‘1a+1749+1 am'bm, y—1,k
ZT . ° BI"I"I .71’"‘) Bm’+17jmf

— <4 GG—G —lgq
S Bl

x Ta]’lz] am?zm, 'Y 1 k . R . . .
Bi+1,5,-- -, Bg-1+1, ]q—lpq]q: Bq¥1+1;]q+11 coos B +1, G

ist. Somit gibt es

(12.13) El (B, + AT % - w,moxcwr1 i %,H, i

2 CCIZ] ocm’l,mOk .
@ T ' Bwtim ?

daraus bekommen wir wieder einen Extensor

z “m’bm k
(12.11¢) AT 5 Bt

1 (el mim, v+, ,
= «-y-(—]_ \@ T e e ? . "ﬁ1.7'1-°-3m’jm'
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— m 2 “12'1 “m’l«m, 'Y+1 k \
23;[1 (Bq+1)%1 r o Bl+1:.71’ ,Bm"'*‘l»j'm'l ’

der von den Graden G,—G’'—2, G,—G’—2 bzw. G’—38 in bezug auf
ap, By bzw. 7 ist.

56. Im allgemeinen behaupten wir den

Satz 54. Es sei T4 *mimk By B jue €T gemischier Extensor

(m+m’ +1)-ter Stufe, der von den G'raden Gy, G, bzw. G in bezug auf
ap, By bzw. v ist, dann leiten die Operatoren AH, welche durch die
Rekurstonsformeln

(12.11) yEATW ek L

— H d"bl %im, 'Y+1, k . .
—'y+1{@ T : : '91.71--'Bm’.7m’

_gX Hoy iy -Smim, 11, k \
H B B+ DT 0 Ry w41,

%y - - Smbmyl . SR,
definiert smd aus dem FEuxtensor T T By B Gy € EUMETE

neuen Extensor derselben Art, der wvon den Graden G,—G'—H,
G,—G'—H bzw. G'—H—1 in bezug ouf a,, B, bzw. v ist, her. Dabei
setzt man (12.12), ' '

(12.118) ATy o

_ 1 10-# “m@m,'\‘l‘lk

v+ 1 T *Bidr- B I

— S -1y v“) IS fia)
p=0 P (Xp)(flq) »=1

p—A

{ f:I Mq) _!_‘(Gq— G’:Bq + m) }

% i’al'*:xly ?1’ T °‘m+lm, 'mek . (Y+1—P)]

Bl—y‘l ’ .71 ’ :': Bm’_.'l"“m' ) jm'»
und G’ st eine beliebige positive ganze Zahl nicht grosser als G, wihrend
H=1,2,..., H, wobet H= Min (G,—G’, (n}q——G’, G'—1).

Der Beweis des letzten Satzes kann beziiglich H induktiv durch-
gefilhrt werden, beriicksichtigend die Beziehung
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% a.m m ke
(12.14) , YHATHGomimtk

=& 1y v! H! (Bg+v) !
?:73( z ('y+v+1) (H—»)! qI=Il Bq!

H-v am “mMrY+V+1 k .
X @ T Bl+v .71’ veny Bm"l‘vo Jm’

N 'H! m (B, +H)!
4+ (—~1)H1 Y q i
) v B Hl By !

) "am °‘m©m;Y+H+1 k .
X T . Bl‘f‘H .719' .y BM'+H;]m’

- A ST (U B () B ()

LS n (B.,+H-— D Go—G —B—H +p
xp!(;zp)(%,:{I=I } ql{ B, ! 8 #: q)}

0y 2y Ty - vy EmtPans Gy YV, K . . . (H+1-v-p)
X T : toTte : : B+ H—uy, J1 - ,Bm"*‘H_Pm’ .7m

a1 (H+1! gl v+ H + 1)
+ __1 H+1 _1 [ !
(=1) H+1@+H+1)! 2 )( p p

11 (Bat+H—pq) ! G —~G'—B,— H+
x%(%{glllp' 1{ B! = ( HMaq F'q}

0 .
ay 41, Uy -- ey °‘m~i-)«m, ’LmOk . (Y+H+1*P)
x T e Byt Emtiy for - B+ H—tion’s Gon?

die wir nach einiger Rechnung befinden kénnen. In der Tat setzen
wir in (12.14) v+p = ¢ und v = 0 an, dann erhalten wir nach einiger
Rechnung

H+1 °‘1’L1 “m'l,m Ok )
A T *PB1dr - B o

= .__1.4_H+1(H+ 1)}§:\1( 1)H+1-0 H+1 —‘V)(o_

H+1 v=0 G=Vv
A G—v—2 m m’ . 1 s o _
xS (T4} {(Ba*-H'ua)-(Gq el B Ht )]
Op) (ng) "»-2 a=1 Ba q |
x 120:1:{-11 ’ ":_1; ot am+)m, zmuk . e . . (H+1—0)

BI+H—P‘1 ’ .71 y vy Bm'—i‘H—‘(lm’ ’j‘m'
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& Cayrmen(HH D) P L
3(=1)

CF

H

V= 0 1,’
X éo_z { H R 1\ -1 H I(lsq+H_llfq) !(G-q_G,_Bq'*H'*‘ll'q 1
) () ' 971 1L g1 Fa f
Oa +A ’ ?' 29" am+)m; @mvk . (H+1—'6)
x T ! * ' .1 °tt BI+H—'[‘L1y.71: . Bm’+H—P-m’,.7m
_ 1 ™ “1 s B +1 ATy -+« Gl OF
_H“+1{£16q} SH AP0 Fmi ','ij"—'lyjn---,Bm’—l,jm"

Danach erkennen wir wegen Satz 37 die Extensoreigenschaft von
(12.11), worin H+1 anstatt H gesetzt wird.

57. Auf ganz analoge Weise lautet der folgende Satz Welcher
eine exkovariante Indizes v betrifft:

Satz 55. Es sei T .“."‘@mﬁl Gy Bt Gyl €N gEMIBCHEET Extensor
(m+m' +1)-ter ‘Stufe, der von den Graden G,, G, bzw. G in bezug auf
ap, B, bew. v ist, dann konnen wir mittels der Operatoren UH, welche

durch die Rekursionsformeln

H+17poly - - - Ol . HP 0 S, :
(12 15) A T < By Bm'ymryk =& T nH ﬁ;]l---?’m’]m’ 1k

m’ - .
_ H %yl oo - Fnlon . .
HqI___I]_(Bq-*—l)g‘)I T. + see o 'Bl+1,.71y"'9pm'+1'y.7m”rk

definiert werden, aus dem Extensor T".‘l".:l.'.'I"‘.”":.m@,1 Guee B e vl J€ €TTEN
gnderen Extensor derselben Art, der wvon den Graden G,—G'—H,
G,—G'—H bzw. G’—H—1 in bezug auf % B, bzw. v 1ist, herleiten.

Hierbetr werden gesetzt

T“ﬂ; i _ @+G=G)! ¥ (B+G)!

(12.16) "Byt B Fmr vk vl a- 1 Ba!

c‘17'1 ,
x T BI+G ’.719"-’ pm’+G,;jm', 'Y‘I"G""G,,k’

%yly -« » Enim N
(12.153.) AT “Bidy B Jmr vk
0 . . v -
— Uyly - Omlm . YAl B Y “m%m .
T.l.l‘.,. . -31‘71.._;3"‘,]1"‘, Yk G. T_I_l. . Bl]l Qm’jml‘rk’
i mim Gy (—1)
(12.17) T. e e . 61]1-"Bm’.7m'7k G! = '}'! (G,—*')’_P)!
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A p—2A m _ym’ ' r__
x 3251 2,17 B {Bempm (Gom G hia )

02) () #71 1l B,!
x 10"“1;!‘)-1,’5_1,:: “m-!-)m,zm . . . (G —y— P)

Bi—tis s Gy -+ » ', Bt Jm'G’k
und G’ darf eine beliebige posﬂitige ganze Zahl aber nicht grosser als G
sein, wihrend H=1,2,..., H, wobei
. H = Min (G,—G’, G.—G', G’—1). '
Entsprechend (12.14), ergibt sich die Beziehung

H +177 %321 « - « %pnllon
(12.18) AHATHh:omimy o ok

._.H —1)\W H! (Bq+V)' H-v 0‘1@ “m@m
—\‘Z(;( 1) (H—V)'QI]EI Bq . @ T 1 : BI+V!.719"', 9m’+anm’Yk

m (Byt+H)! - Smt
+( 1)H+1H| -I gﬂv_ Taltbl,.,a_ %pI+H,j1,o--,Bmf+H’jm’Yk

Iﬁ; <H+1)H“ (1) p<H+ 1—*’),,1

H
El: o} { H Ap !} H I(Bq+H—#’q) (Gq G’-—-,G H+/"a)\
() (b) 1l
O F21y Uy oo ey %t lamy T . .. . . (H+1—v—p)
x AT % - . z B+ H—uvy, j1, - - ,ﬁm"l‘H—l"m ]mryk F
' H' G ! .1
+ 1 H+144 < 1 o :
(—1) Sy IR
Xﬁpi{ﬁip!}l {(,Bq H'“I-’“q) G, —G'—Bq, H+l‘a]
G 1T e By #a S
x f""l"!'zla ’i}y T o"WL"I')'»'L, ’Lm . . (G/—Y—P)

BI+H Y1y .71’ . B’m’+H Y’y Jm’ G/k

Bemerkung. Wiederholte Anwendungen der Operatoren (12.11)
und (12.15), von denen jeder eine verschiedene Indizes betrifft,
werden uns solche Operatoren als die Verallgemeinerung von Satz
54 sowie Satz 55 angeben, die mehrere verschiedene Indizes betreffen.
Hierbei diirfen die betreffenden Indizes nicht nur exkontra- oder
exkovariant sondern auch ein Teil exkontravariant und die anderen

exkovariant sein. Z.B. QHET %4 - %rirnky - .. vike . welcher
“ B -Badsdily ... Sulu?

t exkontra- und u exkovariante Indlzes Y1, «ve., Y. und &, ..., 8, be-
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trifft. Diese Operatoren leiten aus einem Extensor je einen anderen
derselben Art aber von verschiedenen Graden her, dessen ausfithr-
licher Ausdruck sehr kompliziert ist und dessen wirkliche Aufstel-
lung demgemiss hier nicht hingeschrieben wird.

§13. Die von einem Extensor hoherer Stufe abgeleiteten
gewohnlichen Tensoren. Symmetrie und Schief-
symmetrie eines Extensors hoherer Stufe.

'58. Es sei ein Extensor hoherer .Stufe z.B. T*% _, gegeben
Dann haben wir schon die gewohnliche Tensoreigenschaft von T%%,
eingesehen, wihrend G/ der Grad in bezug auf die Indizes v 1st
insofern seine Bestimmungszahlen T%%., nicht alle gleich Null sind,
Wenn dagegen :
T% o =0 fur ¢,7, k=12, ..., N

sind, 50 ist T%% i, T%Y cp, und T%% ¢y je ein gewdhnlicher Tensor.
insofern ihre ‘Bestimmungszahlen nicht alle verschwmdend sind. Im
allgemeinen bestitigen wir den

Satz 56 Von den Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors
T4 - Bl oo Be ja seien in bezug auf jeden Wert von p=1,2,..., r
und q =1, 2, , 8

2gly - - Gy =
(13.1) T°x2: TBydy. - Beds — 0

f?:l’r (lp<Ap» algAl,--.,ap—léAp—-_ly ap+1gA1? 1,...,(1,-§A1.-,
Bi=>Bi, .., Be=B, und fir e L Ay, ..., ar < A,, B¢> By,
Bi=Bi, ... Ba-1= Bqg-1, /Sq+12Bq+1, evv s Bs = B,, es sei aber wenig-

stens irgendeine von den Grossem Tt A Byj,... Bsjs V0T Null ver-

schieden, dann sind die Grossen 7414 - 4'” Byjr ... Bsjs die Bestimmungs-
zahlen eines gewohnlichen Tensors mit r Icontra- und s kovarianten
- Indizes i, und j,M.

Der Beweis dieses Satzes ist nicht so schwer. In der Tat folgt

z.B. wegen der Transformationsregel des Extensors

TAl?’I Ar?/;- . = ﬁ ax(Ap)ip 8 35'7((3‘1)()‘1 Zﬂlal...arar
C By Bafe T 0y am@p)as ooy gg(Bade T 7 T 7 Babi. .. Babs

— ax'il LA r’ax(Ap)’ip ;" GE(BQ)b"’ T ‘4]%0‘2“2 -yt
%2 p=2 9z(%0)a» g1 gp(BdJa B1by.. . Bsbg’

h(1) Es ist zu bemerken, dass dieser Satz in enger Beziehungv mit Satz 37
steht.
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da nach der Voraussetzung (13.1) fiir p=1 die Glieder auf der rechten

Seite filr @1 =0, 1, ..., A;—1 alle verschwinden und nur die Glieder
fir a3 = A; nicht gleich Null bleiben mogen. Weitergehend in der-
selben Wege der Reihe nach fiir p=2,...,r und ¢=1,2,...,s
ldsst die Voraussetzung (13.1) uns schliesslich zur Gleichung
TAl’il---Ar’ir ) R 4 ax’p 81 9%° qTA1a1 Arafr
S B o Bade = M azaw L Bada « " “Bby...Bsbs

gelangen, welche gerade die Richtigkeit der Behauptung des Satzes
aussagt.

59. Ausser den oben-erwihnten Tensoren ergeben sich noch
viele Tensoren, die von einem Extensor hoherer Stufe abgeleitet
werden, z.B. die Tensoren SHTY:: Oeri— H, j1rr Go—H, o " Dieser
Zustand regt die Frage an, ob noch andere gewohnliche Tensoren aus
dem Extensor erhalten werden kionnen? Aber diese Frage beant-
wortet sich leider im allgemeinen mit nein. Damit solche gewohn-
liche Tensoren sich ergeben, muss der urspriingliche Extensor immer
irgendwelche Bedingungen erfiillen.

Im Folgenden mochten wir dafiir zwei Beispiele geben.

Als das erste Beispiel nehmen wir einen exkontravarianten Ex-
tensor zweiter Stufe 7°%, fir den 7% in bezug auf ¢ und jJ
symmetrisch ist, d.h.

T%0i 0% — () ,

Diese Beziehung ist mit der Tatsache gleichbedeutend, dass die Be-
stimmungszahlen des Extensors

Tleisil — %(Tdiﬁj — 33 .

filr «a = 8 =0 identisch verschwindend sind. Also kann man nach
Satz 56 auf die Tensoreigenschaft von T1%9 schliessen. Wenn dazu
auch TW =0 fiir alle Werte von ¢ und j seien, so soll Tuasl ynd
T2 je ein gewﬁhnlicher Tensor sein. Im allgemeinen ist 714+
und 714%B+Lil je ein gewodhnlicher Tensor, wihrend

Tl = () fir «a< A, BXB.

Im Falle, dass die letzte Beziehung fiir allé Werte von « und 8 gilt,
‘wird man unschwer den Begriff ‘‘ Symmetrie elnes Extensors er-
fassen.
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Wir sind somit jetzt in der Lage, die Symmetrie eines Extensors

zu definieren. Die Definition stellt sich so vor: o

Ein exkontra- bzw. exkovarianter Extensor zweiter Stufe 7 *"1%%
bzw. Tﬁl 71 Bade heisst symmetrisch, fir den die Beziehungen gelten

T°‘1’51°‘2":2 — T“z’&:z“ﬂf]

=0 bzw. T@lﬁﬁ&?ﬁ_T

B27eB1 1 = O»’

die einfachheitshalber als

loinais] _ g =
2 THin™tl = () bzw. 2T[31.7]ﬁ2.73]—0

abgekiirzt werden. Im allgemeinen verstehen wir unter einem sym-
metrischen exkontra- bzw. exkovarianten Extensor hoherer Stufe
einen solchen, der die Beziehungen erfiillt

ocl'il...a.r’ir —_ chliyl...c:,ri-x,r . - . .
T T bzw. Ty v Brdr Tﬁnhl---ﬁxrhr’
worin «1, k2, ..., k, eine Permutation von 1, 2, ..., » bezeichnet.

Ein Extensor z.B. T™" %' heisst dagegen schiefsymmetrisch,
wenn die Beziehungen bestehen

Tal?:l oo ar'ir —_ Ta)(l’i’nl e “xr’l:y,,. Oder Tali] ce “r'i'r —_ Tﬁnl’ixl coe a;gr?:xr

je nachdem, ob «i, «z2, ..., «, eine gerade oder ungerade Permuta-
tion von 1, 2, ..., r ist.

Man kann offenbar auch von der Symmetrie oder Schiefsymmetrie
von einem Teil der Indizes eines Extensors so reden, wie von der-
jenigen eines gewohnlichen Tensors. '

60. Betrachtet mah als das zweite Beispiel wieder einen ex-
kontravarianten Extensor zweiter Stufe 7'*%, der die Bedingung
erfiillt, dass die Determinante | T%%| von Null verschieden ist. Dann
ergibt sich bekanntlich ein solcher kovarianter Tensor 7;;, dass

(18.2) T%% Ty = & und T%% Ty, = 5 .

Aus der Transformationsregel

o 852 (3272 g
9x* °x oz GE

folgt daraus sogleich
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: 3xt 3z’ 3zt \® ax“
13.3 Tz = ( : ) ’
(13.3) f= e e T
setzend
(13.4) Ti= —TwYiT,,;.

Es ist jetzt nicht schwer zu erkennen, dass

(13.5a) %’ij = T 4 Ty itk
und »
11 : - . ‘
(13.5b) Tii = T3 4 T P10k 4 03 Tk 15 4 73 7 TOkOR

je ein kontravarianter gewohnlicher Tensor ist. Im allgemeinen
lautet der

Satz 57. Wenn die Determinante | T*% |, die von den Bestim-

mungszahlen T %Y eines exkontravarianten Extensors zweiter Stufe T°**%
gebildet ist, nicht verschwindet, so sind

*

N R N AYE A L o
(13.5) Té=3 §<7>(8)TthT
Jur jeden Wert von a =0,1, ..., G, und 8=20, 1, , G2 je ein kon-

travarianter gewohn’wher Tensor zwetter Stufe, 'wahr(md G, und G2

die Grade des vorgegebenen Extemsors sind. Darin definieren sich T,,
durch die Rekursionsformeln :

0 1 .
Ti(: = 8;; ’ T}t = Tf: = _TC'LOa Thj ’
(13.6) |

. .
T,, T“’+T,§T,{‘, A=1,2 ....

Beweis. Es ist nicht unmoglich, den Satz unter Beriicksichtigung
auf die Transformationsregel direkt zu beweisen, wenn man sich um
die Komplizierung sowie die Langeweile im Beweisgang nicht kiim-
mert. Aber wir wollen ihn nun durch eine andere Methode beweisen,
die viel einfacher ist. Der Ausdruck (18.3) lernt uns, dass T% sich
bei jeder Koordinatentransformation wirklich eben so wie die affinen
Ubertragungsparameter verindern. Daraus folgt die Vektorelgen-
schaft von

1
Vi= Vi Tiv
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noch allgemeiner

4 % — o @ \'mi yraen —
(13.7) v E(V)ThV , «=1,2, ...

fiir einen beliebigen kontravarianten Vektor Vi, Der Beweis von
(13.7) ist leicht. Nimlich wir kénnen die Richtigkeit von (13.7) durch
Induktion beziiglich « so zeigen : ﬁ

o L@ o . G—T., G-—T' . o a—T
vio s 7pve = (@ )T vaen L Tio vrol e T3 ( 2 ) TRV

T=0

- 32w (5 i

a+l a e—7 A a a—1+1
=51 2,) TV + 2( N

=1\Y— T=0\7

a+]1

= a—i(; 1)“%;:'th(7)
=0

o+1

=V,

was zu beweisen ist, da V®+ T¢V* der linken Seite die Bestimmungs-

zahlen eines Vektors geben, wenn TG/“ ein Vektor ist.

Der Ausdruck (13.7) enthilt die verschiedenen Ableitungen V(™
der Bestimmungszahlen des Vektors Vi, aber die Vektoreigenschaft
von (13.7) héngt nicht eigentlich von den Differentiationen selbst ab,
sondern von ihrem Transformationszustande. Ersetze man somit alle
Vi in (13.7) durch z.B. die entsprechenden Bestimmungszahlen V'™
eines exkontravarianten Extensors erster Stufe, die sich bei jeder
Koordinatentransformation auf gerade dieselbe Weise wie V"
transformieren, dann liefert (13.7) auch die gewohnlichen Vektoren

(18.8) L Vi= 20 ( “ )“fi’}' Vo

Alle Bestimmungszahlen eines Extensors zweiter Stufe T*% ver-
dndern sich nach eben derselben Transformationsregel wie die ent-
sprechenden Produkte V*W?® der Bestimmungszahlen von irgend
zwei Extensoren erster Stufe und deswegen folgt die Tensoreigen-
schaft von (13.5) unmittelbar aus der Tensoreigenschaft von

v = 5 55 (§) Ty
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a 8
da die Tensoreigenschaft von V:iW7 nicht von der Tatsache ‘‘Produkt’’
selbst sondern nur von ihrem Transformationsverfahren abhidngt.

Der analoge Satz fiir einen exkovarianten Extensor besteht :
Satz 58. Es sei Tuy; ein exkovarianter Extensor zweiter Stufe

vom Grad Gi bzw. Gz tn bezug auf a bzw. B. Wenn die Determinante
| Tericeil vom Null verschieden ist, dann ist

Gl—*'y k
8.9 Tu=5 (G TINE8) T T Tor, 6ok
Sfur jeden Wert von a=0,1,...,G und B8=0,1,..., G2 je ein

kovarianter gewohnlicher Tensor zweiter Stufe, wober T? durch die
A
folgenden Awusdricke bestimmt werden :

T9TGue =8,  TTGre, = %>
1810) Ti=8, Ti=——-Tg 1, 16,77,
1

_'\Tl,.—-T,:“)—i—T,{‘Tk, A=1,2, ....

Der Satz wird auf die analoge Weise wie Satz 57 bewiesen,
beriicksichtigend, dass (E)V;‘G‘“) die Bestimmungszahlen eines ex-
- kovarianten Extensors erster Stufe sind, wenn V. ein kovarianter
Vektor ist, und dass V;‘1’+f€£’ V. folglich g}(z)ﬁ’;V,;“’ auch ein
kovarianter Vektor ist. Den ausfiihrlichen Beweis des Satzes lassen
wir demg'em:'a;ss1 hier aus, aber wir wollen nun die Bemerkung hin-
zufiigen, dass T% und — 7% sich bei jeder Koordinatentransformation

. . 1 - . .
auf eben dieselbe Weise transformieren und ihre Transformationsregel
ist nichts anderes als diejenige der affinen Ubertragungslparameter.

Somit erhalten wir auch gewohnliche Tensoren, wenn T in (13.5)
und —T" in (18.9) durch die affinen Ubertragungsparameter I} ersetzt

werden. Dieser Gedanke fihrt uns zum

Satz 59. Wenn dze F’unktzonen I’y vorgegeben sind, die bei jeder
Koordinatentransformation auf dieselbe Weise wie die affinen Ubertra-
gungsmrameter sich verdindern, dann konnen wir aus jedem FEaxtensor

z.B. T™": ‘m"ﬁ] ji-. Bajs bmmer die gewohnlichen Tensoren
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as.1n) e S ( ). (&
N Ve
X

Gg) 8:;32)

%Y1, Ly —Yr ..
x I z1 N & ;'Lr I 7;1 .o 7
=87 Bs—3s"°

Tihy - vrh '
X T TG =8, ky,y ..., Go—bs, ks

ausfuhren, wobet

1
Ii=Ii=8&, Ii=-—-LL=1I},
(13.12) 0 v

A+1 A

. . 1A - . ‘
[F=I1704TE0r%k, [}= 1;;:(I>+I',{°F,: , A=1,2, ....
A+l Py )

61. Nach Einfithrung der Tensoren von der Art (13 11) kann
man den folgenden chhtlgen Satz schliessen.

Satz 60. Es seien die Funktionen ®%: ‘jl js VO einigen ex-
kontra-, exkovarianten oder gemischten Extensoren 2.B. TxPhs ypq
Uﬁlklﬁnkz gegeben, welche fur jede Koordimatentransformation die Ten-
soretgenschaft besitzen und deren Funktzonalformen dazu auch erhalten
bleiben. Damn miissen die Funktionen @“:: TGy j. PUT vOon den aus
den Extensoren wmittels (13.11) abgeleiteten gewohnlz’chen Tensoren z.B.

[~

%o,
Thb: g BU ke, UNd micht von anderem abhingig sein, und dabei sind

thre Funktzonalformen ganz dhnlich, namlzck 2.B.

Tyeeot oy By dohs
(13'13) oL 'rjl---js(T o ’ UG1_317 ki, Go—Bs, k:.')
’ . . oLy 0ty
= gh . . hihy
P, (T ’J{’ﬁ"ﬂ)'
» 102

Beweis. Nun wollen' wir am Beispiel den Satz beweiseh,' da der
Satz im allgemeinen Falle auf ganz analoge Weise bewiesen werden:
kann. Wir erhalten nach (13.11) durch Auflssung in bezug auf
Tohezhe oder U |
Gl p]’ klt G2 ﬁ"” k"
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o Ay — Ve, Y112
T°‘1h1°‘2h2_.__2 Z )( ) e IZ;I hoT?;l'Z2

11=07,=0

(13.14)
UGI—QI 9 kl » Gg—ﬁo ’ kn .
By G1— &1\ (G2 — & -
- (y J2
5,=0 a.,go Gi— :31) Gz — £ Bl(—&:ﬁlk‘ Br»E 5,2 BI?SIJ 172
wobei ‘
— a—-T T—‘B
b (IYICIFEE T

(13.15)

3 —_ i
(820 ap oy =5 -

B—T 16

a—=7

Wegen (13.15) miissen G} und ﬁ@,{ von der Form sein
‘ -7

o T
G=C=8,

. A A—12-2 1
(13.162) cGi=—ri+[nr ..., 17,
CG=-ri+[ .. r],

DY a1 - 1

wobei [ ] eine Funktion von den in den eckigen Klammern enthal-
tenen 1: bedeutet Man erkennt leicht die Ausdruckbarkelt von F;

A
dlurch ri, F;, cees I“;', somit soll jedes g&* auch durch 77, Fj, ..
I'; ausdriickbar sein, d.h.

- ‘ A-12-2 1
(18.16D) C; = n+[ rr, ..., r].
Setzen wir statt T*%"z ynd UG1 8, k,, Go—By, ky Buf der
linken Seite von (13.13) die rechten Seiten von (13. 14) ein, dann
Y1Ye.
werden o“:; %" ji...j, die Funktion von den Tensoren T e U;, j, und
] 8 8]52 1J2

l > . )‘ s - -
von (SZ,Z folglich von I, wie (13.16ab) zeigen.
' F'I bekommt andererselts be1 einer Koordmatentransformatlon
d1e Ableitungen von Ba’ nach dem Parameter t und die hochsten

i \(»_9%°
Ableitungen —8_—) sind darin in der Gestalt



110 A. Kawaguchi
i\ (A)
(13.17) Cni= ()

enthalten, wobei [*] die Glieder bedeutet, die nur die als 4 niedrigen

Ableitungen von %% enthalten. Da nach einer Koordinatentransform-
. . %

ation @27, j, ‘Wwegen seiner Tensoreigenschaft nur %% aber

nicht ihre Ableitungen bekommt, so muss nach der Voraussetzung

und (13.17) die folgende Beziehung gelten :

. . Y1Ye Ay
P} hih j
¢-1“.:rj]_"'j8( T 1 2’ Uklkﬁ’r[g)
. 83,
_ g (3ah 97 e,
T gi-Js\ gzl 9ze
azt axd2 *) 3ze
o1 Bk ( ) ol ])
oxt 3% 26,5

3t . B3ar 3z 3z0s

9EM 3zer dx’r 9z Js
Yle P
x w“."l:::"f”bl. ( T e NUdldg, Pz?)

Wenn d1e grosste Zahl # von den oberen Indizes 4 von P;Z dte in

oh:: i ... j. enthalten sind, gleich 1 oder grosser als 1 sei, differen-

32\ (») o e
25e) dann ergibt sich
9ax* 9 By eeely :
— —— @ i e
Eh”k ajﬁg I W/ (),
folglich
3 ; ;
1 . o=
a]'z ¢ ..“7, O 4
d.h. @4 . . enthalten nicht I%: , nimlieh /] sowie ihre sukzes-

Jr1-+-Js
siven Ableitungen. Demgemiiss diirfen wir bei der Einsetzung von

(18.14) in die linke Seite von (13.13) alle I&;Z, folglich wegen (13.16 ab)
»
auch alle €/ und €7, fir ¢ >0 gleich Null ansehen, in anderen
[
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Worten, Tehiache bzw. Ugq _ auf der linken Seite von
' G1—By, ks, Ga—B2, K2
(13.13) darf durch T"’lh“ bzw. U e ersetzt werden. Jetzt ist die

Richtigkeit von (13.13) bew1esen
Gemiiss diesem Satze schliessen wir ohne weiteres

Satz 61. Der durch Uberschiebungen einiger Extensoren sich er-
gebende Skalar (bzw. Tensor) kann sich durch die Summe von solchen
Skalaren (bzw. Tensoren) darstellen, die durch Uberschiebungen der
gewdhnlichen Tensoren. von der Art (13.11) erhalten werden, wenn
irgendwelche Funktionen I} gegeben sind, die bei jeder Koordinaten-
transformation eben so wie die affinen Ubertragungsparameter sich
verandern.

Z.B.
. . Gy Gy af
(13.18) TV W= > TY Vi W;.
a=0B=0 Gi—a Gy—B

§14. Erwei'terung der Operatoren S, 37 und 97 auf die
Extensoren hoherer Stufe.

62. In §12 haben wir den Operator S fiir die Extensoren
hoherer Stufe durch die Eliminationsmethode aus der Transforma-
tionsregel durchgefithrt. Jetzt wollen wir eine andere Methode er-
zdhlen, die uns auch den Operator S fiir die Extensoren hoherer
Stufe liefert. Zuerst wird insbesondere ein exkontravarianter Ex-
tensor zweiter Stufe T** in Betracht gezogen, um das Verstidndnis
zu erleichtern. Nimmt man dazu einen beliebigen kovarianten Vektor

’
W; an, so gibt W;;= G )W,-‘ (@’-# einen exkovarianten Extensor er-
ster Stufe vom Grad G’, wie Satz 4 gezeigt hat. G’ ist dabei kleiner
als die Gradzahl des Extensors 7%% in bezug auf B. Wir haben

dann durch Uberschiebung einen exkontravarianten Extensor erster
Stufe ‘

(14.1) V“i_E T W, = (G )T“‘l:‘.’lW (G'-p)

3= 0

Anwendend den Operator S auf diesen Extensor, ergibt sich

(14 2) GV* = 2( ) T‘”l AP (G =) S PG -0
_ T‘G‘BJ Wj'(G’_B+l)}
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¢ G’ - Lo S oo
— 2 ( pA )Wj-((y -8) {Tcﬂ, i85 Pos B -vl.a__leﬂ.?(l)}
3=0

__g (%’)Tai: ﬁ+:1,j Wj.(Gr_m_ :Z’o (%,)TaiﬁjWa:(G" 8+1)

=0

‘ : LG+l ’ ’ .
| e (2 (G i

= W& Tuiﬁj_f;il((;’ + 1)Taiajo-(G'+1— M
=0 B ,
Das zweite Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist
offenbar ein exkontravarianter Extensor erster Stufe, deshalb muss
das erste Glied auch ein Extensor sein. Andererseits ist W, ganz
beliebig, deswegen soll

ST = T“*i'"‘"j+ e, 1.5 i)

einen exkontravarianten Extensor zweiter Stufe geben. Daraus er-
halten wir den Operator & fiir die Extensoren zweiter Stufe. Um
die Operatoren S# zu erlangen, soll man das oben erzihlte Verfahren
wiederholen. Fiir den. Extensor hoherer Stufe z.B. dritter Stufe
T *#5k jst es geniigend den Extensor

(14.3) V= :éi % %2> (?Ys)Tairsjrk W ;(G1=9) [J; (G5=7)
in Gebrauch zu nehmen, wihrend W; und U; je ein beliebiger Vektor
ist, dann folgt ST *%* gogleich aus SV *, wobei’' Gz bzw. G: die
Gradzahl des Extensors 7% in bezug auf 8 bzw. v darstellt.

-63. Fiir die exkovarianten Extensoren hoherer Stufe sind die
Umstidnde ganz analog. Niamlich aus dem exkovarianten Extensor z.B.
zweiter Stufe T.; bilden wir zunidchst den Extensor (8+1)Tus 41,5
und danach gebrauchen wir den Extensor :

Gr=1 . . P
(14.4) Vi Eg(])(ﬁ+ 1)Tos, 541, U®

wobei U’ einen beliebigen kontravarianten Vektor bezeichnet und G’
die Gradzahl des Extensors T..;; in bezug auf @8 ist. Durch Anwen-
dung des Operators © auf den Extensor V., tritt dann auf

G’—1

(14.5) @Vu=3 {(G—a)(B+1)Tus, 1, U

B=

—(a+1)(B+1)( Ty, é,"ﬁ%;,}m U+ Toin,45415 Uj(””)}
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Gr~1

=S { (G—a) B+ 1) Tui, i1 s— (et 1) (B+1) Tuir.i g1, 50
+(G'—B) (a+1) Tass, ins ) U

— 5 (6 —8) @+ DT, s U

&-1 : '
o § (@+1) B+ 1) Tous, i, 041, UMY
= UIOST,,
B GI . G[ . .
—(a + 1)_{ G =B Tery, U~ 3 BT, wU ) |
= UIPSToipi— G a+ 1)Tasy, 10U ,

wobei G die Gradzahl des Extensors T.;; in bezug auf « sein soll.
Da das zweite Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung
offenbar ein Extensor erster Stufe und da U? ein beliebiger Vektor
1st konnen er dle Extensorelgenschaft von ‘
-J ‘ @Tﬂgﬁ:) (G—a\(ﬁ+1)Tm g+1, _1+(GI B) (a+1)T¢+l 287

-—(a+ 1) (B+ 1)T¢+1 4, 5+1 .1( 2
erkennen

64. Nichstens gehen wir mit einem gemischten Extensor z.B.
T%, um. Darum betrachtet man zwei Extensoren erster Stufe

V=S (B DT ;U
(14.6)
G
V=3 Tty & )i,

wahrend U’ bzw. W; ein be]iébiger kontra- bzw. kovarianter Vektor
gsei. Danach ergibt sich erstens der Extensor

g . . .
@fo-i'=' rg)(/3+1),{T“T1"”-.a+1.jU’(m“T‘-“-. QUM T U +1)} ‘.
=T , _ , .
= g»(ﬂ_,_ 1)I.T°‘f'"‘.ﬁ+1,,- — e ﬁ_-H‘J-_(I)} Ua(l*)__ﬁzq BT % ;U™

=@T¢i Ua(ﬂ) G'T‘“ U"("‘),

beriicksichtigend (12.3a). Das zweite Glied des letzten Ausdrucks ist
bekanntlich ein Extensor, deshalb muss das erste auch einer sein.
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Davon erkennt man die Extensorelgenschaft von &T %;, Well U’ ein
beliebiger Vektor sein kann. "Aus Vy; erhalten wir auch dasselbe

Resultat, indem man hat’
/

G‘\ G aq | . -
eVu=@—0 33§ )THuWio™
G‘» G og - e . - a" ((G—0+
—(B+ D) (G NI g VWO Ty W)
G (G ’ ag e - (1) ) | me+l,i ) (G—
= 2( ) (G "‘,3)T-z-r%j""(18+1)T-z-ﬂ+1.o‘( +(l3+ 1)T°F'J-r '1-'6+1.5j Wi( “

“'0( >(B+ 1) T, l.j'W,{(G'—-a)

a=0

, —‘(,8+1)2( )T" VV (G—a+1)

' "_-_— G)W (G- u)@Tw ' oy
aw—o ‘ ‘ o

G+1

1 __(B+1){2 1>Ta 61, ‘/’W (G- GP1)+ Z<G>Tmﬂ ]_,W (G~ a+1)}

(G)W (G=) ST %~ (B:fl)ET““ﬂ J<G+1>W (Gr1ma)

d——‘O
Das zweite  Glied des letzten Awusdrucks ist nichts anderes als der
Extensor erster Stufe, der durch Uberschiebung von den zwei . Ex-
tensoren (B8+1)T %, ; und <G+1>W (G+1-9) arhalten wird.

65. Nun wende man den Operator 3 auf den Extensor (14 1)
an, dann erhidlt man nach Satz 17 den Extensor “

BV =31 31y *( 1\2> ')(TWWs(G'-Bi)w—n

p=0 K= | |
= E é( 1)“ A( >2>‘ (a— 2>Ti"¢~’*zacw)W (G B4 a—A-p)
f=0 X=
e 4 o R
aA—APA N B 238, (V B”"l) (G"i o V)
’Z ) 2( )< )v (i+)\ V—B )T ! W

(v = B+ 4+ pu gesetzt)
‘G’ a+B VB G’ S
_E}E}E} A Ti'v—- 'Wf ’ro—Vv
' - (—=1)*" A2)\( ) )(u—aﬂ—v?) A j(G )

B=0v=8 A=0
v v

=__ C : ﬁ( I)uvxZ).< ) )( B )Thﬁg(v S-«A)W (("+a4u)~~
. . u——

©¥=0 B=y-o A=0 RO v %0
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T (e
_~T=G—a B=Zr ¢ =0 ( A G+/3—-’7
x T ribi(r+e—G-p- ))W (G+G’ =) (ry = G+y—a gesetzt),

‘ , :
wobei man auf die Ansetzung (G =0 fiir 8< 0 aufmerksam sein

soll. Da W; ein beliebig;er kovarianter Vektor sein kann, sollen die
Koeffizienten von (G'fy— G )W,‘-(G“G"“ im letzten Ausdrucke die Bestim-

mungszahlen eines exkontravarianten Extensors zweiter Stufe wvon
den Graden G und G+G’ sein, nimlich wir erhalten den

Satz 62. T sei ein exkontravarianter Extensor zweiter Stufe
vom. Grad G bzw. G’ in bezug auf a bzw. B, dann 1ist

(147) 3T = G0 I IR -

w=3—-G A=0

{6 [ChmI (AL

auch ein solcher vom Grad G bzw. G+G' in bezug auf a bzw. 8.
66. Das analoge Verfahren fiir den exkovarianten Extensor

- (14.8) ; Vi == Tin; U7

liefert wegen Satz 18 den Extensor vom Grad G—1

G—a~

BV = 2= Veiioni®
G-¢-1 v ‘ /
= 21 2> (*1)”(’))T“,;H.%:{;’:(v—u)(]j(am) -
v=0 pn=0 ‘

G~a 1 G B+v

14 Co. e (V=24 B) TTIH)
§ 32("))23( 1) (R 18>Taw+l.13.7 U
(B+p = 2 gesetzt)

G—a—-1 G/ +v A 1 v f‘)U o) .
_ ) T . + 3
% 220 i
G+@-a-1G—-0—1 v
= Z Z 1) ( )Ta+v+l % B v+} ;W U:)(M
):0 V=A—-G’ r=0

(v = - y—A+ 83 gesetzt) ,

wobei man auf die Ansetzung ( 2 _” ,3) = 0 fir »< 0 aufmerken soll.
Demgemiss kénnen wir schliessen, dass die Koeffizienten von U7®
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im letzten Ausdrucke einen exkovarianten_ Extensor zweiter Stufe
vom Grad G—1 bzw. G+G’—1 in bezug auf « bzw. 8 bestimmen. D.h.

Satz 63. Ein exkovarianter Extensor zweiter Stufe To;; vom Grad
G bzw. G’ in bezug auf a bzw. B set gegeben, dann setzen

' ' . —G-~a-1 Y 1y V) T e e e (W)
(14.9) | STG'ZBJ _v=ﬁZ—G" P'%( 1) (F’ 1a+v+].1.ﬂ+Vo—Vt.‘i ¥
cinen Ewxtensor derselben Art vom Grad G—1 bzw. G +G’—1 in bezug
auf a bzw. B fest. '

67. Fir den Extensor hoherer Stufe konnen wir auch "den
Operator 3 einfithren, indem wir den Operator 3 auf den Extensor
erster Stufe anwenden, der aus dem Extensor hoherer Stufe und den
durch Differentiation einiger beliebigen Vektoren erhaltenen Exten-
soren erster Stufe durch Uberschiebungen eingefiihrt wird.

Wiederholen wir das oben erklirte Verfahren, so treten die
Operatoren 3¥ fiir die Extensoren hoherer Stufe ein.

68. Es ist bemerkenswert, dass 37*" sowie 3T;s; in seiner
Form in bezug auf « und B nicht symmetrisch ist, wie (14.7) oder
(14.9) zeigt. Diese Tatsache lehrt uns die Existenz der Operatoren
von zwei Arten, die Operatoren erster Art sind durch (14.7) oder
(14.?) gegeben und diejenigen zweiter Art sollen aus dem Extensor
8{ < Taiﬁj(?j) W;‘G‘“)} oder 3T.; Vi erhalten werden, die sich so

a=0 .
darstellen : ' o
. I\ -1 a+B~G/ &+ B—A-G/ A
aa.10)  garsn = (FF )T S (—yree(#)

A=a~G u=0

(gt Y Greme e,

. G’-—{i—
(14°11) 8[2]T¢i[*j A Z ( 1) ( )Tu+u—v q,.[s+v+1,1 )-

~G w=0

Um Operatoren von zwei Arten zu unterscheiden, mochten wir oben
nach dem Operatorzeichen 3 die Bezeichnungen [1] oder [2] hinzufiigen,
wie 31 oder 82. Fir einen Extensor hoherer Stufe z.B. H-ter Stufe
existieren natiirlich Operatoren von H Arten 311, g . 8H] ent-
sprechend jedem Indizespaar, das bei der Ausfiihrung des Operators
mit dem Indlzespaar des aus einem belleblgen Vektor abgelelteten
Extensors nicht ilberschoben geworden ist,
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69. Von einem gemischten Extensor z.B. T%,; betrachtet man
zwei Extensoren erster Stufe

) ) . @ /G
Ve T4, U und V,=3T%, j( G )W (G-%)
a=0

widhrend U’ bzw. W; ein beliebiger kontra- bzw. kovarianter Vektor
sein kann. Aus diesen Extensoren ergibt sich erstens der Extensor

BV = ( 1) ( )zx a—l: Z)T.A.iﬁ'j'(“'k"‘)U"(“*“)
—_ i %'ﬂél( —1)*" A( )21( '2>T“ «(a+B—A— v)Ug(v)
|  (B+p = v gesetzt)
=3 STy (e p) e e

_‘= 2 i} (_l)a—x(?)zx(j:é Tu c(@+p-A— v)Ug(v)

v=0. A=0 B=V+Ai-—

wobei man anmerken soll :
(;) =0 fir a<i und T¥, =0 far 8> G’ .

Schreibend B in # um, geht daraus der gesuchte gemischte Extensor
zweiter Stufe aus den Koeffizienten von U/ hervor. Zweitens erhilt
man den Extensor

l..-_.

e ()1 -7)
= w=0 T=G7~1-p )\‘ 'Y+F"+1"'G,
(—u)W (G+G’-1-7)
(G’ —1+a—,u, = gesetzt)

~H A B ) )

xx TA+17Gni o o v~ ””W (GHEIIT) (Y = 4 gesetzt)

= S 1’"(& i G)

><T}\+1.~G','B+%L1 s (v— l+T)W (G+G7— 1—*)

TT+p.+1 G’y 1 .
ﬁ+v +1,5
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Die Koeffizienten des letzten Ausdrucks von <G+G *1>W (G+G-1-7)

liefern uns die Bestimmungszahlen des gesuchten Extensors zw’e1ter
Stufe.

Zusammenfassend die obigen beiden Ergebnisse, 'lautet der

Satz 64. Ein gemischter Euxtensor zweiter Stufe T vom Grad
G bzw. G m bezug auf a bzw. ,(:? set vorgegeben, dann st

(14.12) 8[11T73m.= sz— —1)* A( )2;((1——2)11“ (@B At p)

o A=g p= *+l
u
(14.13) 30T, (G+G'_1> 16G7=8-1 G+G’- ( 1y (Z*()

V=G' —1-a A= G’

(z+1 G')T“l Ol O

je auch ein gemischter Extensor zweiter Stufe. Der erste ist vom Grad
G bzw. G+G' und der letzte vom Grad G+G’'—1 bzw. G—1 in bezug
auf a bzw. B.

Die Umstinde sind fiir den gemischten Extensor hoherer Stufe
ganz gleich, bis auf den Gebrauch mehrerer beliebiger Vektoren, und
betreffs des vorgegebenen Extensors kann man auch viele Operatoren
erhalten, deren Anzahl derjenigen der Stufe des Extensors gleich ist.

Wiederholend das oben beniitzte Verfahren, bekommen wir
noch dazu die Operatoren von der Art 3¥ fiir die gemischten Exten-
.soren hoherer Stufe. :

70. Wenden wir den Operator 9 auf den Extensor
. e o .
Vu'z, — 2 Ttmﬁ_q( )W_-(G’—ﬂ)
' =0 B ?

an, wiahrend 7T*% ein vorgegebener exkontravarianter Extensor zwei-
ter Stufe vom Grad G bzw. G’ in bezug auf « bzw. 8 und W; ein
beliebiger kovarianter Vektor 1st Dann haben wir den Extensor
.erster Stufe : \

PV = Z(G+1—a)(G')TMW (@)

+a2(G’)IT¢ 1, I*J(I)W (G'— ‘)+TG 1, 'L(k’lW (G~ i*'*l)}

B=0

o
= 20 { (G+1—a)T*¥ 4 gT*" wa(p (G )W,f (G -1)
B

. +a2 )T“ l«uﬁaW (G’ ~ B+1)

=0
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_Gl+1 ral I ag; -1, ; e—1, %, B—1, '(1) G’ < (G’ +1-B)
= S{G+1—a7 T ; (B__1>W,

+a 2 (Gl)TG 1, 1I‘JW (G’ +1-B)

G'+1 ‘
G/]_]:I Z {B(G-i-l—a)T‘” B ”+a,3T“ L 81, 5(1)

+a(G +1— )T 1%} (G o 1>‘Wa’ @10

davon erhilt man einen exkontravarianten Extensor zweiter Stufe
von den Graden G+1 und G’ +1

(14.142) @T“if‘f = B(G—*‘1——a)T"""‘1"'+a(G’+‘1——,3)T°"1_' ibg
+aBTa 1, 4, 8-~1, 5(1)

. /
aus den Koeflizienten von (G g 1 W ;¢ 1-% im letzten Ausdrucke.
Wiederholend dieses Verfahren, kann man zum folgenden allge-

meinen Ergebnisse gelangen.
Satz 65. Die Grossen

Hraisy H - a' — 4,,,#@1 _
(14.14) Y*T ( )z' D e H T (G—H)

G+H—u )(G"‘I‘H B)Ta H+X-w, 4, 8—H+wsj(H- l)

% A_

sind fur jeden Wert von H=1,2, ... die Besmmmungszahlen eines
exkontravarionten Extensors zweiter Stufe vom Grad G+ H bzw. G'+H
in bezug auf a bzw. B, wenn T*% diejenigen eines Extensors derselben

Art vom Grad G bzw. G’ in bezug auf a bzw. B sind.

- Beweis. Wir benutzen die Induktion beziiglich H, um den Satz
zu beweisen. Unter der Voraussetzung der Richtigkeit des Satzes
fiir ein festes H, erhalten wir, beriicksichtigend die Gradzahlen G+ H
und G'+ H des Extensors 9T **, den Extensor

, /
s'):)(?)HTaiﬂj)
= B(G+H+1—a)P¥T*"* 1+ a(G'+ H+1—-B)PIT* ™
- +aﬁ))HT°‘ 1,4 8-1,5(1)

— H e - al _B=1n!
= >“{ (GrH+ )Z:J(a—H+Z—,.4,)'(B H—1+m!
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(G-;i:H)<G’ B+H+1)T°‘ H+A=p i, 6= H-1+ 0, §(H-3)

a(G' o (0—1)' 3'
+al@+H+1 B’%(,Z—H-lw—ﬂ) | (B—H+p)!

(G——a+H+ 1 )(G' B+H)T«—H—1+A-u.i. ri—Hw.a‘(H—A)}
A—p Iz

BOHY g @=1!  (8=1)!
+35(%) ‘*%(a—ﬂ—u—z 01 (B—H—1+p) !

( G— a+H+1 )(G’—6+H+1)Ta—lf—1+l W b B— H~1+ &, §(H~ A+1)

HH(A 1)(’I D! {uo(a—pf—i;z—,ﬁ) 1 (B— H/f-'l-l-,u)"
(G a+H)(G' B+H+1)(G+H+1—a)

+2 . al B! (G—a+H+1
i1 (@—H—1+4—p)! (B—H—1+p)!\  A—p

(G —B+H)(GI+H+1__B)}T¢ -H-1+ 22—, 3, B~ H-1+ 1, 3 (H~A+1)

(H) il a! - B!
A=0 u=0 (a——H—1+Z-p,)! B—H—1+4u)!
G—a+H+1 G’—B+H+1 o—H-1+ A=, 4, B—H~1+p, § (H-A+1)
x( A )( p )T A M 3
H+1 A-1 A
=52 )(x—l) (s (/1—,“)4-2#}

G—a+H+1Y
(a—H—1+a—p,)r (B— H—1+,u,)’ A—p

X( "B+H+1)T¢ H-1+A—-p, 4, B—H~-1+1, 3 (H~ )\+l) '

(H)z © al g!

w=0 (@a— H—l‘-l-l-*p,)‘! (B—H—1+u)!

« (G"jiﬁf‘*‘ 1)(G,—5+I_{;+ 1) - H-1+ A~ i B—H—l+u..’i(H—é~+1)
Ha(/ H H } al 8!
= A

,\Zj{(x~1>+(a) ;E)(a*H—l-i-Z—-p)' B—H—14+u)!

G-—a+H+ 1)(G’—‘B+H+ l)Ta—H—HA—u.v:. B—H-1+p, F(H~A+1)
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H”(H-i-l)z, a! . B!
=0 u=0 (a—H—1 +Z——p)' (B—H—1+u)!
G+H+ 1-—a)(G'+ H+1 —,B)Ta—H~1+‘A~;x. i b= H—-141,§ (H*1-2)
A—p B
= QH+IT % - W.z.b.z

.. Auf dhnliche Weise hat man

Satz 66. Es sei T etn ‘exkovarianter Ewxtensor zweiter Stufe
vom Grad G bzw. G’ in bezug auf a bzw. B, dann bilden die Grossen

(14.15) D T = Z(H) () SRR
etnen exkovarianten Extensor zweiter Stufe vom Grad G+ H bzw. G'+H
in bezug auf a bzw. B, wobei man unter Tup fir a< 0, a_>G oder
B< 0, B> G’ immer Null verstehen soll.

Beweis. Es seien V¢ die Bestimmungszahlen eines -beliebigen
kontravarianten Vektors, dann sind V== T3 V® diéjenigen eines
exkovarianten Extensors erster Stufe. Wenden wir den Operator 9
auf diesen letzten Extensor an, so ergibt sich ein Extensor erster
Stufe vom Grad G+1

W = VaiV+ Vaoo1,s = Teis (1) Vi® 4 T V_,((Hl) +T, . p,,V’(m
' G’ +1 ‘
= g Tai’ﬂ_l'jv.’l((’) +[§ (szl;g @ + Ta-l,iﬁj) V_,({;)

G’ +1

= Z (TG%B 1, _1+ Td—] WJ+T¢ 65 (1)) VJ(ﬁ)

danach sollen die Koeffizienten von V3#®
(14.153)  DTuis; = Tosp-1,5+ Tocr,ing+ Taisi @

die Bestimmungszahlen eines exkovarianten Extensors zweiter Stufe
vom Grad G+1 bzw. G’+1 in bezug auf « bzw. B sein. Nimlich
der Satz fir H=1 ist erkhch richtig. Zunéichst brauchen wir die
Induktion beziiglich H, wie im Beweise von Satz 65.

DD Toips) = (H) (/b) a—h+w, 3, p-1-p, g(H—“

. . e e (H-A o e e (H-M
+T¢—l"l+v~.'if B_ﬂ'.j(ﬂ )+ Ta—lﬂz,'i, ﬂ'—;‘-j( +l)}
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S 1—1 ] S
= (2 1){]1- -1 )Td A+p‘ "'ol—l" J(H )\+1). ! C

o +2'(2—1)T¢—i» Wi, $;u.:i(H~)\+1)}

+Z(H> ( )Ta Atw,i, 8o, a(H—“D

H'Y“l

A Y
,= A— 1>Z(#)T°‘“’+H‘fi-ﬂ-w.im M

(H R
x-()( ) (M)Ta . 1 - 3(}1 A+1)

11+1 H+1 A o o
=" ( )u 0( )T"‘_"Aﬂ;, i, '““IL.j(H 1-2)
= ?)H'*'lTaq:(xj‘- ‘ . . W..Z. b.>z.

72. Satz 67. Geben die Grossen T%; einen gemzschien FExtensor
zweiter Stufe vom Grad G bzw. G/ in bezug auf a bew. B Sfest, dann
bzldefn die Grossen

as16) 91ty = 3(F sy (a—ﬁ%:p)‘y

G+H~—a>__ Ta H+A ®, 1 s (H=2)
2

X

einen Extensor derselben Art vom Grad G+H bzw. G'+ H in bezug auf
a bzw. B, wober man voraussetzt

T%; =0 fir a<0, a>G oder B8<0, B> G .

Beweis. Wir beweisen die Richtigkeit des Satzes zuerst fir H=1
und dann fiir beliebige Werte von H durch Induktion. Nimmt man
den Extensor erster Stufe T%,U’® auf, in dem U’ ein beliebiger
kontravarianter Vektor ist, 'u_nd' wendet den Operator 9 auf den Ex-
tensor an, dann sieht man ohne weiteres die Extensoreigenschaft von

YT ;U = (G+1—a) T ;UD 4 oT >4 3 5O 4 g 18 T30
G’ . A . G’ +1 ) . . "
= SH{GH1—a T+ aT M5OI+ S 6T, U5

Gr+1
= >{(@ 1= Tyt a TN a0y, U,

ﬁ‘=0
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\

beriicksichtigend T%_, ; = T%g.,,.; = 0. Da U’ ein beliebiger Vektor
sein darf konnen wir daraus ersehen, dass die Koef‘ﬁz1enten von U3¢

(14.168) YTy = (G+1—a)T%g+aT* "y 4+ aT*7F 3D

die Bestimmungszahlen eines gemischten Extensors zweiter Stufe von
den Graden G+1 und G’+1 sein miissen, was die Behauptung des
betreffenden Satzes fiir H = 1 ist: Wir wollen hier nur eine kleine
Bemerkung hinzufiigen, dass durch Anwendung des Operators 9 auf

den exkovarlanten Extensor Z(G) T, W6, wobei W; ein belie-
biger kovarlanter Vekter ist, wir aus den Koeﬁi21enten der Bestim-
mungszahlen des Extensors( + 1)W (G+1-9) npichts anderes als (14 16a)

bis auf einen Zahlfaktor G}‘l bekommen. Sodann gehen wir zum

Bewelse des Satzes fiir jeden Wert von H durch Induktion vor.
Unter der Voraussetzung der Extensoreigenschaft von 9HT*,; er-
halten wir sogleich nach Anwendung des Operators ¥ den Extensor
von den Graden G+ H+1 und G'4+H+1:

ag —_— H.H A —_— a!
2T = B\ G+H 1 a—H+i !

G+H"" )1 a H+)\ uq. - -(H-2)
w, 2

a G a+1+H 1 T¢—1~-H+}~n i i— - (H-2) .
(a-—l H+l~—,u,)' I M! . AT .
(G—a+1+H 1 _Pe-1-Hth-p,i - -,(H—Hl)}
(a—-l H—!-il “)1 'pb- | S B¢, g

(2 1>('i 1! {u “o(a— Hj—(i_—i_—g?—y)'

G+H+1— > 1 Ta_—HﬁQ—;ﬂ,; - (H+1-2) |
" . -B3-w, 7

A—p |
A G+H+1—a\ 1 . - ;
+ a ol S Te-1- H+A u? o (H A+1)}
u2=1(a—~H~1+l-—,u,) A—p y,. L PTHes
H a!
A
= =o(a—1— H+a—p)!

G+H+1—a) 1 gectemiaeni o @ay
3_# : : cB, J
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H+1(H+1>a' a'
(a~H—-—1 +A—p)! )L

G+H+1—a\ 1 Tu H-1:2-p,i - (H+1-2)
“B-tmd

-

= PEAT

| 73. Die vorhergehenden drei Sétze konnen ,in dem folgenden
Satze zusammengefasst und verallgememert werden

Satz 68. Unter der Voraussetzung, dass T :: “””Bl GieeeBeje €

vorgegebener gemischter Extensor (r-s)-ter Stufe vom Grad G,, (p=
1,2,...,7) bew. Go(g=1,2,...,8) in beeug ouf a, bzw. By ist,

mussen die Grossen

(14.17) QHT™Y ;¥

31.71 -BsJs
=203 M ot
P=O\P /0y, ug) 2-1\ (ap+Ap—H) I\
o _H+l ,'& g o ar——'H‘{'—)r, .o - . (H—p)
x T ' . ' '1 ot : Bl'—'("'l .71""; Bs—‘l*syjs

fur jeden Wert von H=1,2,... die Bestimmungszahlen eines ge-
mischten Extensors derselben Art vom Grad Gp,+H bzw. G,+ H in bezug
auf a bzw. B sein.

Beweis. Wir setzen voraus, dass die Behauptung des Satzes
fur Jeden Extensor (r+s—1)-ter Stufe U®%::: % il Bds .. Boje OUET
Ush: Mrﬁm .Bs—y jo_, immer richtig ist, worin » und s lrgend zwei

feste posmve ganze Zahlen sind. Durch %nwendung des Operators
9 auf die Extensoren (r+s 1)-ter Stufe 3 ( Gr ) T%% “’7"@1 G-+ Bade
x W (Gr=om) oder T%4%:: B] Go-- Bae yIelBs) arh:zben wir dann aus dem
vorgegebenen Extensor T"‘Izl - arly  Bads den folgenden Extensor

*Bidr--
(r+s——1)—ter Stufe, wihrend VJ bzw. W; ein beliebiger kontra- bzw.

kovarianter Vektor ist:

Gr o G,,.—-oc.,.
?){Z T i WS )

O(:,~=O
G’r I G +1_ap
- z_m—-—v
ar=0\ 9r l ap
T“l -1, 7'1, “p—l—l 7’:n—l°‘1rﬂzo» “p+1"1 ’tp+1, °‘r—-1—1, %——1%-'&7- o
. 31.71 3&.73
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8 . ' . . .
3 L h O PRPPRL S B B L . . . .
+ a=1 r.>o E : © o Bidre- - Bo-1Je-15 Ba—1, JaBa+1Jar1- - - Beds

“1_1: 7:1, covy Oy —1, T 10ty - .. (1)\ (Gr‘—“r)
+ Tl e g L LW

W (Gr"’“'r"f"l)

G oc—l?,,.. ,oc._l——-l zr~1oc'&
o 0( II p’T 1 e ! o r[jljl «Bsls
g

_ Gr+1< )II { Gpt+l—a, -
‘ (L,-'—l p’— *» . dp .
T’I“'Iy Uy ey 0p-1—1, tp10pip, ap+1—1, tpt1, o5 r—1, % . _
. o see . . . . . . co e . .‘il}l"{BBJ‘

oy — 1’&1, ,Ocr 1,'1/1- L L . .
+ Z T © t Budie - Ba-1Ja-1, Ba—1, JgBa+1Jg+1 - - - Pas

Ll iy, a1, TR (1)}W (Gr—ar+1)
& - L - . 8‘78

ap’

(G +1) G- +1-anr H

=1

+
ocrgOG +1

x T~ 14, - ar-1—1, 10ty W (Gr—or+1)
. o *B1Jy---BsJs

G,-+1
G,+1 { Gp+1—a,
G +1 o= ( ) 11 v ap

x T

v/=1

-1, "1 1iee ap-1—1, ip-10ptp, 2p+1—1, iml, cety “r‘l 7'r . .
. . . . . . - . Bljl 38]8

S . . .
ak al——l,z],.. opr— 1,?/,' . . : .
+ qgl ==l © " Bidi---Be-1Ja-1, Ba—1, JaBgr1Jar1 - - - BsJs

@=L, 45,y ar—L g el (1) (Gr+1—ar)
+rTn e Bade }W |

1 Grtl G +1 (Gr—l—l——ar) oyt OLrZ‘r
( )W @T n " B1Ji---Bals

oder auf dieselbe Weise
14

G+1 ‘
a Ol'r r +(Bs) Js(Bs) oy """7"‘ .
@(T 121 2 (31_7'1 [33.73 V.? ( ) Bgo V @T 1t 8,71+ Bajs ?

daraus erkennt man, dass g)T"‘lzl irﬁ B e ein gemischter Exten-

sor (r+s)-ter Stufe vom Grad G,+1 bzw. G’ +1 in bezug auf «, bzw.
Bq ist. Jetzt hat man durch Induktion die Richtigkeit des Satzes fiir
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H =1 bewiesen. Der Beweis des Satzes fiir beliebigen Wert von H
stellt sich .durch Induktion beziiglich H vor, indem wir den folgenden
Extensor in Betracht ziehen.

2) ( ?)H T a‘17'1 9‘7"%{51 B js)

" G+ H+1—a
= 1T o 3y Btz
o p'=1 r=1 Gp
NH ocl——l,il, ...,vip_l'—l, 'I:p—ld.pip, apk.g.l—'l,’l:p{.l,---, a,-—l,i,— . .
x PHTH 772 10 10 . 1% ! T T G Bage

oo s . ) . - . }
Hpog—1, 4, o0y 2p—1, 4y . . . . . . : .
+ ,,Zl} % . oo : “BiJ1---Ba-1Jg-1» Be—1, Jq ﬁq+l.7q+'1 .- PBsds

Hrpag—1, iy, ., ar—1, ir @)
+(@ T'l. .]' . .Bi].l"'{jsjs) }

— r Lr - ((lpu 1) ! . G +H—'(lpu + 1)]
pgla Z( )P ()q, U-q) p=1 Z’EP {((lpu_l H+ Zpu) ! p”

(llpf—l) ! (Gp-*- H‘—(lp G 1__ g ) '>1
(ap_H+2p)!\’ Ay )( »+H+ ap) };IIMq.

x =L, oy opt—1, iyt ol ocp+1~—l qpﬂ,::., —1, %Bii{ B;JS(H—p)
+ I {(ap—(lﬁglzp) 6 +Hhap+1)} }II"“" )’

XLTOLI—I Zl,‘:::, Tl “3'1]'1” ﬁq—lfq—lyﬁq 1 Jqﬁqﬂ]qu fist([{ﬁp)

pso(H)P'op: )pI:Il (a,,—lagﬁkz,,y(a +H~ap+1)} qlal;”"’ >‘1

AT f “B;JI' Ly Her )

(wobei a,=a,—H+4,, B,=FB—HM,) -

Schreiben wir p—1 statt p im ersten Glied im letzten Ausdrucke und
dann 4,—1 statt 4, bzw. p#,—1 statt u, im ersten bzw. zweiten Glied
in den eckigen Klammern, dann fiihrt sich der "Ausdruck in die

Form iiber:

P e X \ .
— | ;‘ I ap' . {Gpl +H +1 Apr 1
P=1 [ 1)(P ) ;Rq)m’ ll (ap,———H—]_ +Rp') 1 \ )
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. q/=1

g X‘Tal—H—1+>.1, Gy ooy e H—140p, ip . . (H—p +1)
: o . 'ﬁl_y'lyjla"' ﬁ p‘8i.78
r ~1
"20 ('p, Hq) =1 {(gp—1— H+'Yp)' a=1
x TQI—H"l’I‘)l ’ 'l:l g ey —H—]."'—)r, ’l,ar . . cen . :(H—P*I—].)
. : : T B “Pl’.?l! “ecy {js_‘p‘s: .78'
H+1(H+1)p, SEEi 0 ap! G+H+ 1—%)} 1 e !)'-1
Cp, Pq) p=1 l(ap*H'—l +lp) ! Ap N a=l
e T“1~H—1+7~1 Ay ey tr—H—14%p, & - EEE . - (H+1—p)
- oo . '31—%’-,1:31,-,- Bs—vs, Js
— H+1 alil...wf’i’r . .
g)‘ T"""'Bl.?l---ﬁsﬂs’
' r 8 )
da >4, + D> p,=p ist. ' W.z. b. z.
=1 a=1 : o

§15. Einige Beziehungen unter den Operatoren

SH, 37 und Y¥.

74. Wir gehen weiter, die verschiedenen Beziehungen zu unter-
suchen, die unter den Operatoren &%, 37 und 9¥ bestehen. Darum.
beweisen wir zuerst als Vorbereitung den folgenden Satz, der die
Umkehrung von Satz 7 oder Satz 9 ist.

Satz 69. Wihrend V* die Bestimmungszahlen eines exkontravari-
anten relativen Extensors mit der Charakteristik (1,1, G, M) sind, sollen

ﬁ) Yye-H.1 dzejemgen eines exkontravarianten relativen Extensors mit de'r
Charakteristik 1,t, G+H, M) sein, wobei mtm voraussetzt ( H) =0 falls

a<_H. Im allgemeinen sollen die Grossen [1 ( H Tos—H, b, - -, ar—Hy, ir
1 »
Jur beliebige ganze Zahlen H, die Bestmgmungszahlen eines exkontra-

varianten relativen FExtensors r-ter Stufe vom Gewichte t und der
Ordnung M, der vom Grad Gp,+H, in bezug auf a, ist, sein, wenn
T “f“ diejenigen eines relativen Extensors derselben Art vom Ge-
wichte ¥ und der Ordnung M sind, der vom Grad G, in bezug auf ap ist.

Bewers. Es mag genug sein, den ersten Teil des Satzes zu be-
weisen, da der letzte Teil des Satzes auf eben dieselbe Weise
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bewiesen werden kann. Aus den Transformationsgleichungen folgt
bei jeder Koordinatentransformation nach der Voraussetzung

" a o—H, a ax(a—H)a,
(H )V =T <H ) o™i

= 4 ( ) am(a—H)aVT_H'i

aw(‘r—H)t

- REGEE)

GG Foreas

. ~(%)a
— x Y-H, 1
_k r—o (i (H)V

0 ()= (5)() s Wb

Entsprechend Satz 69 lautet die Umkehrung von Satz 8 oder
Satz 10:

Satz 70. Wihrend W.; die Bestimmungszahlen eines exkovarianten
relativen Extensors mit der Charakteristik (1,%, G’, M) sind, sollen die
NG'+H+1) Grossen Wei (=0, 1, , G'+ H) einen exkovarianten
relativen Extensor mit der Cha,raktefrzstzlc a,t G’ +H M ) auf bafuen,
wobet man setzt

I

W;¢=0 Jur a=G'+1, ..., G+H.

Im allgemeinen sollen die Grossen Ty ;. . g, o (B = , G!+ Hy und
g=1,2,...,9) die Bestzmmungszahlen eines exlcovamanten relativen

Extensors s—ter Stufe vom Gewichte ¥ und der Ordnung M, der vom
Grad G+ H, in bezug auf B, ist, sein, wobei man setzt

T@lji"-ﬁsjs =0 fu’r / Bq = Gé"*‘l, ceey G;‘*‘Ha’ ‘

wahrend q jeéinen Wert von 1,2, ..., r annimmt, wenn T, j, ja- MS'
die Bestimmungszahlen eines exkovamanten relativen FExtensors s-ter
Stufe vom Gewichte t und der O?*dnung M, der vom Grad G, in bezuy

auf Bq ist.
Beweis. Man sieht leicht nach den Transformationsgleichung'en
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Wea = 2 Ba® Wm = 2 Wm: fur agG' |

G'+H ax(ﬂ)i
p=a 3z(¥a fma (%)
= ( filr « > G, ‘
und nach der Voraussetzung
G/+H g (8% . S )
Wea = >, —2 - Wy fir «> G'.
p=a Jg'*)e

Jetzt ist der.erste Teil des Sdtzes bewiesen. Die Richtigkeit des
letzten Teils des Satzes kann auch auf dieselbe Weise bewiesen
werden. W.z. b.z.

75. Bestimmen die Grossen V* einen exkontravarianten Exten-
sor mit der Charakteristik (1, 0, G, M), dann ist SV* nach Satz 12
ein Extensor derselben Art mit der Charakteristik (1, 0, G—1, M+1).
Satz 69 lehrt uns alsdann, dass

(15.1) ' GV = 4SVeLi

ein exkontravarianter Exf,ensoi' mit der Charakteristik (1,0, G, M+1)
ist. Und man definiert S2V * durch die Rekursionsformeln

(15.2) SEHVY) = SEN VS,

Andererseits zeigt Satz 5, dass die N(G+1) Grossen 9V *“(a=0, 1, ...,
G) die Bestimmungszahlen eines exkontravarianten Extensors erster
Stufe vom Grad G liefern, da 9V*“(e=0,1,..., G+1) diejenigen
des Extensors derselben Art vom Grad G+1 sind (vgl. Satz 21). Um
diese beiden Extensoren zu unterscheiden, wollen wir den ersten
Extensor mit §V* bezeichnen.

Eliminierend die Ableitungen V°® 1.1 gyus den zwei Glelchungen
» | @Vmi —_ a( Vm__va—l. 1'-(1)) ,
(15.3) - ' ) )
PV = (G+1—a)V¥+4aVe Q)

haben wir den exkontravarianten Extensor erster Stufe vom Grad G
(154 BVELYVE= G+
oder ' |

(15.42) PV = (G+)VE—FV,
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Wiederholt man dieses Verfahren, so tritt dann der exkontra-
variante Extensor erster Stufe vom Grad G ein:

' (15.53) @HV""' = ﬁ%(_l)ﬂ-\‘(lz )(G_l__l)v@}l—vvai
oder C
(15.5b)  GHY Y = é (—1)H" \«<I;l )(G_*_l)v?—)[{—vvai ,

da wir z.B. durch Induktion beziiglich H den exkontravarlanten'
Extensor erster Stufe vom Grad G erhalten :

2" Vo) = (G+1) ﬁo (—-D"“”(ﬁl )(G +1)SH Ve
—@(é)(_l)H—v(iI)(G + 1)"‘@}!_“ Vaq:)
= 2} (__ l)H—v(If)(G + 1)v+1@H—v Vel |
;i(_l)ﬂ—v<ff)(g + 1)»“@‘1{—&1 Vi
J— Ig(_l)H'-wl(inl)(G,_*_ l)v@H—wl Ve
+§ (;_1)H—v+1<H)(G+1)v@‘H~v+1Vai
v=0 Y

—_ IIZ+1(_1)H+1-v{(vifl>+(If)}(G_I_l)v@Hn—vVai

v=0
—_ '@H-uvai ]

76. Im allgemeinen konnen wir auf eben dieselbe Weise die
analoge Beziehung fiir einen exkontravarianten Extensor hoherer
Stufe auffinden. Darum liegt man einen exkontravarianten Extensor
T b -%ir . tar Stufe vom Grad G, in bezug auf «, vor und danach
leitet man den Extensor derselben Art vom Grad G,+ 2, in bezug auf a,

(15.6) QU wlpeis - - arir II ap ! B T VL TR o ML

p=1 (ap_zp) !

her. Der Operator 2301’] ist bekannthch linear und genugt der Be-
ziehung
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(15.7) L T B

wie leicht verifiziert werden kann. Nehmen wir dazu nach (12.5)
den Operator

(15'8) %[H@Tal'il RRE = @T“lil o oyl

= ﬂ ap{i Tau—‘l, ?:1, ceey th—l'—'l, ’L'q—-luaicu th+1*'-1, 'iq4.1 y oty a,,._ll, ’l»'r
——Tal_l’ il 9y ar*—'l ’ ?:'r(].)}

an, dann ist ,,

; ~ [).p] acl'il “a 9‘7'1:1' — 5 [ (a’l)__:.l‘)_! 1
(15.9) Spl2ir A

) . r ’ . 4 . r -, ’ . 7 .
x [2 ll:l Td.l—l, Tyg ooy lth'—l, q—1%g g, Clq’-l—l, Lgtly -+ a.-r-—l, r

q=1 a,

a1, i, =1, @

T ! I ’ . /.
= 1 {_q}l.ia;)} l@chzl...a,.q,,.

’ . ’ . ’ . ’ . ’ .
4q T“l*“ly"q» vy 2g—1—1, tg-10g%q, 2g+1—1, tg+1, « ..y 0p—1, Zr}

)\p]‘@Tal’(:l . els lr?:'r + 213 zpﬂp%[)p—l"l—‘[),p]le’l:l .« :X.rr'l:r
(vp)

I
&

(wobei aj, =a,—4,) ,

beriicksichtigend (15.7), weil
i Rp#m%[).p—l—l—p-p]Tali‘ o aply
) ‘

- éz”%[;.,+1,..., -1+, 0, bpe1t L, e, vt Nipagiy ooty
o p=1 .

— é,q”(ﬁ _ ! _.17

=1 \o=1(a;—1)!/ a,

14

. . . ’ ’ . : ’ .
x Tal—"l » Uy eeey Ap-1—1, ip1opip, 2pi1—1, ips1, - o, 2p—1, 1

(15.9) darf auch in die Gestalt
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(15.10) pugple] = gletlg +(21‘) 2oy @D H1—to]
| tp R

umgeschrieben werden. (15.8) und (14.17) liefern sogleich durch Eli-
mination der Ableitungen 7~ 1 ’“‘W“’“f’l’ (1) die_Beziehung

. B ' . . . . e
(15.11) ST*h % L Pt - vty =(z)(Gp+1)#p§8[1—u,,]Ta,z1...a,.q,, ’
: (o
wobei man setzt

;Q*Tocl'il ceeOrly ?)T“l'il RO
falls a, < G, fir alle Werte von p=1,2, ..., r
=0 ' .
falls a, = G,+1 fir irgendeinen Wert von p=1,2, ..., r.

(15.11) ist die gesuchte Beziehung zwischen den Operatoren & und Y.

77. Um die Beziehungen zwischen den Operatoren €# und 9
durchzufiithren, geniigt es, das oben erzihlte Verfahren zu wieder-
holen. Dann erhalten wir die Beziehung in den Rekursionsformeln

(15.12) PH /A CRERE (i)(Gp_F 1) #p%[l—!lp]@—H¥1Tali1 ... ayly
: U )

_@@H—-]_TGI?:I cee dr'l:r
oder

— 3 . 1 L ) . .
(15.13) SHT™Y - %rlr = (2) (Gp + 1)M§B[1—Pp]@li—1Ta1z] . Oy
Yp

_@@H“lTalil e af,-'i',-

Hierbei kann der Operator &9 und folglich auch 9¥ infolge (15.7)
und (15.9) durch die Operatoren der Form %D‘Z’]@K(K=O, 1,..., H)
mit festen von a, unabhingigen Koeffizienten linear dargestellt wer-
den, wie man durch Induktion beweisen kann. In der Tat versteht
es sich von selbst fiir 9 wegen (15.11). Wenn 97! durch die Ope-
ratoren %[)”]QBK(K =0,1,..., H—1) linear ausgedriickt werden konne,
dann muss 9 infolge (15.9) ein linearer Ausdruck von den Operatoren
der Form _ Z

@%Dp]@K = %[)‘p]_@-Kﬂ‘l' 21 Zpﬂ'p%[)'p_'_l—pp]@K , K=0,1,..., H-1
(p) :
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sein. Demgemiss zeigt (15.12) wegen (15.7), dass 9# durch
die Operatoren der Form pl2lgk (K=0,1,..., H) linear dargestellt
werden kann.  Auf analoge Weise kann der Operator 9&H-! folglich
auch ©# in (15.13) durch eine lineare Kombination von Operatoren
der Form EBD"’]@K(K =0,1, ..., H) mit festen von «, unabhingigen
Koeffizienten ausgedriickt werden. Denn es ist

: @%[)p] T“lil . oply — %[Ap]@ T“lil eyt

" 213 %}&p%[jp-*'l—%] Tty - - - %rtr ’
(vp)
dessen Richtigkeit man leicht versichern kann.

78. TUber die exkovarianten Extensoren konnen wir eine analoge
Formel affinden. Nimlich man zieht einen exkovarianten Extensor
TB; i...Bsjs Ster Stufe vom Grad G, in bezug auf B, in Betracht und
leitet daraus mit Hilfe von (12.6) und (14.17) die folgenden zwei
Extensoren derselben Art von demselben Grad Gj

(15.14) ©T ;... po50 = STy, ... Bje
falls B, < G;—1 fiir alle Wertevon ¢ =1, 2, ..., s
=0

falls B, = G} fir irgendeinen Wert vonqg =1, 2, ..., s
und » ‘ :

(15.15) YTy, .4y = 1

q=1

(Bq+ l)g)Tﬁl—f'l, _’ip ey §s+1: js

her. Nach der Definition erhalten wir dann
@Tﬁljl - BaJs

.- [ m D)
= I @o+IN—Tyi1,5, .7, tat1, ja
s G/_B ' }
+ a=1 Bz_i_lq TB1+1’ jlr ceey 3q~1+1, jq—lﬁqjq, Bq+1+1, .7.q+1, ceey BS+1)j3 ’
‘g’)Tﬁl.ﬁ ... BsJs
— T CE P ¢ §
—HI(BQ+1){TBI+]WJ'I""7 {58+1’ -s

s . . ' B
+ fl—zl Tpl-i_l’jl’ R ] Bq—l +1 ,'jq—lﬁqjq, qul +1’jqr1v cecy §8+1’j8"} -
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Summierend dieselben Seiten dieser letzten belden Gleichungen, er-
glbt sich die Beziehung

(15.16) 2) Tﬁljl - PaJs + CT{“L?J Bsds 2 (G + l)pq%[l —Ua] Tﬁl-h B’]",.

wobei
| (Bgt+4g) !
(15.17) %D—q]Tﬁljl---{ﬁsgs qIfl q/:?,,q Bi 2y Jiy -ovs Bat s, Jo?
folglich
(15.18) DT j, . p0js = BuDTg, 1. 60js-

(15.16) ist nichts anderes als die gesuchte Beziehung.
Wir konnen leicht weiter schliessen

(15.19) B0 Blual = Bpgtug)
und
(1520) . @%Dq] = SBD‘G] k“.) -+ (% Aq prg %[)q‘*"l‘_!*q]‘ ’ |
. —_ 1
| (15.21) 9B, = Bpgd— (!"Zq) Aapra B 41— pg] -

Die letzten Beziehungen konnen auf eben dieselbe Weise wie (15.9)
bewiesen werden. Unter Beriicksichtigung auf (15.19) und (15. 20)
oder (15.21) bekommen wir durch wiederholte Anwendung der Bezie-
hungen (15. 16) die Beziehungen zwischen den Operatoren S und 9,
welche durch die Rekursionsformeln

(16.22)  DHT, ;4. (:“(G o+ DpaBp_, 197" T,y i

—&Y)H- 1T

Bidi---Bsds ?
(15.23)  &7T,; 4 = Z(Gq+1mq%[l_p]@ Lo Bod

n'@gH—lTﬁqh -Bsjs

gegeben werden und die rechte Seite von (15.22) bzw. (15.28) kann
sich durch die Operatoren der Form Bp.8% bzw. BpJ9¥ (K =0,
1, ..., H) mit festen von B, unabhanglgen Koeffizienten linear aus-
dri.icken , .
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79. Ini Falle s=1 d.h. fiir einen exkovarianten Extensor
erster Stufe wird (15.16) in die Gestalt

(15.16a) SVyu+ PV = (G +1DVy
umgeschrie]gen, und (15.22) bzw. (15.23) in
(15.222) DH Vs =§0 - E )6 + 18 vy
bzw. :
(15.238a) = &HV, = io (—l)H—“(If)(G’+1)”?7H‘” Vis
wobei gesetzt ist | | » »
V=68V . fur 8=0,1, ..., G—1
=0 . fir B= G,
PV = (B+1Y V.5 - 2

80. Fiir einen gemischten Extensor konnen wir das Gleiche
bekommen. In der Tat setze man

\ [*p] oty - - - o & ap ! i (B +/~")!
(15.24) %[VZ]‘T At Byji---Beds }}lr(apiﬁp) i ql;[l qu !q

g =gy Bp g o v ey Oge—17 7
x 1 1y “1>» y X7 Ty r . .
L T T bty iy -y Bat e do?

=T 0yt - - - Al . S oty -l
(15.25) @Tll . . Bljl"‘ﬁsjs - ,SBB%\./TII . 'Blj]---ﬁajs ‘
falls B8, < G}—1 fiir alle Werte vong =1, 2, ..., 8
=0

falls B, = G/ fiir irgendeinen Wert vong =1, 2, ..., s,

(15.26) PTb o o i = BRDTD %Y o i
falls a, < G, fiir alle Werte von p = 1,2, ..., 7r
o ' =0
falls @, = G,+1 fiir irgendeinen Wert von p=1,2, ..., 7,

dann erhalten wir
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= 0yly -« - Oplpr oy ocr't,- .
(15.27) ETu:n%h, o oA PT b

1 .
=).z§’a) {(Gp-l- 1)2pjl-(G{]+ 1)#"} SBH—I:;] T“ﬂl aﬂ"rﬁlﬁ -+ Bas
und schliessen, dass der Operator 9# bzw. &H durch einen linearen
Ausdruck der Operatoren der Form %D”] &K bzw. %[)”]@K (K=0,
1, ..., H) mit festen von «, und g, unabhanglgen Koeﬁiz1enten
dargestellt werden kann. Denn man kann die Richtigkeit der
folgenden Beziehungen ohne Schwierigkeit versichern :

| . Pislglive] — spliotive]
(15.28) izl = st
a5z Snfrl= B[t D s mielii .
530 YBfz =wfz}y- > (sl + o) BRI 7.
ﬁr q

81. Nun sind wir im Stande, die Bez1ehungen zwischen den Opera-
toren €% und 3% zu untersuchen. Die Definition des Operators ¥
fiir einen exkontravarianten Extensor erster Stufe finden durch die
Gleichung

(4.1) - SHVYSB — i (_’1)H-3\(H)Vﬁ+x.i(ﬂ—n )

statt. Setzend » = 8+2 statt 4 und « = H+ 28 statt H, gestaltet sich
die letzte Gleichung in die Form

Sy = 2 (_l)a—‘ (a_le)vvi(a—v) .

Schreiben wir dabei noch weiter u statt g, multlptheren mit
( )(ZH+1 1)*(1—2#)** die beiden Seiten und summieren dann in

bezug auf # von Null bis e, so ergibt sich

go ( z, )(2H+%_ 1)”_(1—2H)“—u@a_u Phi

= zd: 2( )(2H+1 1)*(1— 2H)a b (—1)* y(a-—-,w)vw(a v)

r=0v=p

= é S (—1)* V( )(2H+1__1)u(1 2H)a u(a"‘#) Y vite-v)

v=0 p=0

=31 ( Ya—gay-gm yey,
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da

v»a-o( )(v:;l: (2" — 1)u(1;‘2H)“'“ o

__( ) ( )(2H+1 1)»(1 2H)¢ ®

=(° a—27y (1 +2;t12H

— a —9H\Yo—V Hv
=(H)a—27y2
ist. Infolgedessen erhdlt man wegen (5.1) die Beziehung

(1531) BTV = 31( 4 )@TI—1ra—2h) eV,
was wir gesucht haben.

82. Nun fahren wir fort, indem wir die Beziehungen zwischen
den beiden Operatoren &2 und 3% fiir einen exkovarianten Extensoren
aufstellen. Zu diesem Zweck beweisen wir als Vorbereitung die
folgende Identitit filr einen beliebigen Extensor erster Stufe

(15.32) (— 1)“(“+F)Wa+,wm—2( -G e .

v=0 p! ! “—'V

Nach (4.3) erhilt man
S (T e W
A=(

p—A
- Aﬁ(—nm(G;jz—i By (T (O Wi
gox ( 1+~ A(a+u)(G;i:R)(G;ﬁ:v>Wa+},i‘(v)
=S50 (1Y) Gaﬁ;‘:;T)(G*:“” Weini®

‘ (r = A—v gesetzt)
=(— 1)u<1§ :“)Wo‘;u,é“‘) .
da man infolge (1.7) sieht
SE(Fe)(%e ) =0 fir w2
‘ =1 fir w=v.
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Nun liefert (5.3) mittels (15.32)

8, = (Lo ) Y Ly (a H o) Wa+}}+y,;';(;)}

;__;; H——1+v)(a+H+v)

V=0

XZ( 1)\, 2 1 G—a_-H-—A>CAWa(_H 5

,11 y—A
=G§;a~Lﬂ:Z—a( 1) H——-l +u)(a+H+v)
x(Ge—H ‘*)@*WHHV

Es ist aber

G'.i”“ (—1)v-> H 1 + u)(a+H+v) (G——u—-H—-&)

- (EEE) () e G ).

Der Summand rechts formt sich in

o)L 8)

=G—1ﬁ§‘—l (_ 1)G~(a+H+x) ~«u< S)(G—[;.(:I}_;M

w=0

um, indem G—(a+ H+ ) an Stelle von v gesetzt wird. Differenzieren
wir andererseits die beiden Seiten der Identitit

gG(H+X) — oG~ (H+R)

{(G—(@+ H+»)-mal nach z und dividieren mit (G—e—H—1)!, so ent-
steht vermoge (1.2) nach einfacher Rechnung

(G—if—ﬂ)xa =—GZH— (— 1)(* (a+H +A)— u<G)<G—I—I(:—R——J1)xG by (G-e-p)
g

da fiir 4 >0

~7d" —A.__:' (A+'T"—1) _(A}-")
foet= o1 a1t

1st. Somit ist
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G—H—l{ _G—’a—H—)\ _&_> J—(e+ H+A)— G G—-a——l——p
( a = > (=D i u(p,)( H—1+4i )

=0
Daher ersieht man schliesslich

H _ H'! (a+H
(15.83)  37W.= 2 (**H)

& (H—1+2
x U3 (G—-H~—z)z( ] )'@*mei,

welches die gesuchte Beziehung zwischen den beiden Operatoren 3%
und &¥ angibt.

83. Wir konnen auch die Beziehungen zwischen  den beiden
Operatoren &% und 3% fiir einen Extensor hsherer Stufe auf dieselbe
Weise durchfiihren, indem wir die sukzessiven Ableitungen von Be-
stimmungszahlen des Extensors eliminieren. Aber wegen ihrer sehr
komplizierten Gestalt schreiben wir sie hier nicht ausfiithrlich hin.

84. Wir mobchten die vorliegende Abhandlung unter Hinzu-
figung der Bemerkung abschliessen, dass man auch Beziehungen
zwischen den beiden Operatoren 3% und 9# fiir einen Extensor
beliebiger Stufe aufstellen kann. Wir gehen jedoch nicht weiter
darauf ein.

Januar 1940.
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