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Le but de la deuxieme partie de ce travail est d’introduire la
notion des op\’erations analytiques des fonctions. Celles-ci sont tr\’es
importantes dans la th\’eorie des ensembles et intimment li\’ees avec
les op\’erations analytiques des ensembles. En effet, les diverses
Propri\’et\’es de celles-ci des ensembles sont \’eclair\’ees par la consid\’era-
tion de ces op\’erations des fonctions. C’est la raison pour laquelle
nous introduissons dans ce travail la notion de celles-ci.

Pour exprimer ici cette notion nouvelle, nous consid\’erons d’\’abord
la construction des op\’erations des fonctions. Comme on sait, il $y$ a
diverses celles-ci, par exemple, $\sum_{n-1}^{\infty}F_{n}(x),$ $\int_{a}^{x}F(x)dx,$ $\frac{d}{dx}F(x)_{\wedge}$ etc. . Or’,
nous pouvons les classifier comme la fa\caon suivante. Le. mode par
lequel les valeurs des fonctions obtenues Par une op\’eration donn\’ee
ont \’et\’e d\’etermin\’ees est diff\’erente suivant la propri\’et\’e de celle-ci,
mais il appartient \‘a une des trois fa\caons suivantes; la valeur a un
point d’une fonction obtenue par une op\’eration donn\’ee est d\’eter-
min\’ee par les Propri\’et\’es des fonctions effectuees de celle-ci \‘a leurs
domaines tous entiers, ou bien au voisinage du point consid\’er\’e, ou
bien seulement au point consid\’er\’e. Plus pr\’ecis\’ement, quand nous
d\’esignons par $\Phi(F_{\alpha}(x);x)$ une valeur \‘a un point $x$ d’une fonction
obtenue en effectuant $1’ op\acute{e}$ration consid\’er\’ee sur une famille { $ F_{\alpha}(x)\rangle$

$\langle a\in\Lambda$) des fonctions ou bien la fonction ainsi obtenue elle-m\^eme,
nous avons les trois cas suivants.

I. $\Phi(F_{\alpha}(x);x)$ est d\’etermin\’ee par les propri\’et\’es des fonctions
$F_{\alpha}(x)(a\in\Lambda)$ \‘a leurs domaines tous entiers, par exemple, les op\’era-
tions lin\’eaires des fonctions

$\Phi(F(x);x)=\int_{a}^{b}F(y)K(x, y)dy$

1) La premiere partie de ce travail a \’et\’e publi\’ee dans $le\prime tome$ VII (1938)
p. 1-34 de ce m\^eme journal.
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jouissent de cette propri\’et\’e. Dans ce das, il n’y a aucune restric-
tion entre les domaines de $F_{\alpha}(x)(a\in\Lambda)$ et $\Phi(F_{\alpha}tx);x)$ .

II. Les fonctions $F_{\alpha}(x)(a\in\Lambda)$ et $\Phi(F_{\alpha}(x);x)$ sont d\’efinies sur
un m\^eme domaine $D$ et la valeur $\Phi(F_{\alpha}(x);x)$ \‘a un point $x$ de $D$

est d\’etermin\’ee par les propri\’et\’es des $F_{\alpha}(x)$ au voisinage du $x$ , Par.
exemple, l’op\’eration de la diff\’erentiation

$\Phi(F(x) ; x)=\frac{d}{dx}F(x)$ ,
eat une de cette classe.

III. De m\^eme que le cas II, les fonctions $F_{\alpha}(x)(a\in\Lambda)$ et
$\Phi(F_{\alpha}(x);x)$ sont d\’efinies sur un m\^eme domaine $D$ et la valeur
$\Phi(F_{\alpha}(x);x)$ \‘a un point $x$ de $D$ n’est que d\’etermin\’ee par les pro-
pri\’et\’es des $F_{\alpha}(x)$ \‘a ce point $x$ , par exemple, la sommation, la
multiplication et l’op\’eration de la limite des fonctions appartiennent
\‘a $cette,classe/\cdot$

Suivant le cas auquel les op\’erations appartiennent, elles jouissent
de r\^oles diff\’erents dans l’analyse math\’ematique, mais il me parait
que toute fonction obetenue par ces op\’erations est aussi obtenue
par une op\’eration appartennant au cas $III$ . en effectuant sur quel-
ques fonctions donn\’ees. De plus, nous pouvons trouver parmi celles
appartenant au cas III les diverses op\’erations qui jouissent des r\^oles

importants dans l’analyse math\’ematique. Et, la plupart des op\’era-
tions des fonctions de la classe III sont celles effectu\’ees sur un
nombre fini ou infini d\’enombrable de fonctions et la pr\’ec\’edente peut
\^etre consid\’er\’ee comme le cas special de l’autre. Nous envisageons

maintenant un peu detaille ces op\’erations. Soient $\Phi$ une de celles-ci,
$F_{n}(x)(n=1,2, \ldots.\cdot)$ les fonctions d\’efinies sur un m\^eme domaine $D$

et $\Phi(F_{n}(x);x)$ la fonction obtenue en effectant $\Phi$ sur les fonctions
$F_{n}(x)$ . D’apr\’es la d\’efinition, $\Phi(F_{n}(x);x)$ \‘a un point $x_{0}$ de $D$ est
d\’etermin\’ee par la suite \langle $F_{n}(x_{0})$} $(n=1,2, \ldots.)$ des nombres r\’eels.

Par cons\’equent, l’op\’eration $\Phi$ au point $x_{0}$ peut \^etre consid\’er\’ee comme
une op\’eration des nombres qui r\’esulte d’un nombre r\’eel $\mathcal{O}(F_{n}(x);x_{0})$

\‘a la suite \langle $F_{n}(x_{0})$ } $(n=1,2, \ldots.)$ des nombres. Quand nous d\’e-
signons par $\Phi_{x_{0}}(x_{n})$ celle des nombres, nous avons

$\Phi(F_{n}(x);x)=\Phi_{x}(F_{n}tx))$ $(x\in D)$ .

On peut ici distinguer les deux $\cdot$ cas, le premier est que toutes Ies
op\’erations $\Phi_{x}(x_{n})$ des nombres sont identiques deux-a-deux, et la
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’deuxi\‘eme est qu’il n’appartient pas au premier cas. Les op\’erations
analytiques des fonctions sont celles qui appartiennent au premier
cas et celles qui appartiennent au dexui\‘eme cas sont quasi-analyti-
ques. L’id\’ee des op\’erations analytiques des fonction vient de celle-ci
de M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON sur les op\’erations analyti-
$\sim ques$ des ensembles (L. CANTOROVITCH et E. LIVENSON (1)).

Les resultats principaux de ce travail sont la repr\’esnetation des
op\’erations analytiques et quasi-analytiques des fonctions. Dans le
chapitre.VIII, nous avons discut\’e la construction des op\’erations $\cdot$ des
nombres r\’eels, et d\’emontr\’e qu’elles se composent de quelques op\’era-
tions fondamentals. Ce sont une pr\’eparation pour la consid\’eration
des op\’erations analytiques et quasi-analytiques des fonctions, et dans
le chapitre IX, nous avons evisag\’e la repr\’esentation de celles-ci.
Les cribles ferm\’es et fonctionnels des fonctions sont les notions em-
ploy\’ees pour repr\’esenter celles-ci. Le but du chapitre X est de
voir quelques propri\’et\’es des op\’erations analytiques des fonctions.

La relation entre les op\’erations analytiques et quasi-analytiques
des fonctions et des ensembles sera discut\’e dans la troisieme partie
de ce travail.

VIII. LES OP\’ERATIONS DES NOMBRES

18. Les op\’erations \’el\’ementaires. Pour envisager les op\’erations
des nombres, nous introduirons d’abord $ 1’ espace\Re$ des suites des
nombres. Etant donn\’e un ensemble $\Re$ de toutes les suites des
nombres, nous d\’efinirons la distance dis $(\{x_{n}\}, \{y_{n}\})$ entre les deux
suites $\{x_{\dot{n}}\}$ et $\{y_{n}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombres comme il suit,

dis $(\{x_{n}\},$ $\{y_{n}\})=b.sn\nu(x_{n} ; y_{n})$

ou $\nu(x, y)=|\nu(x)-\nu(y)|$ et $\nu(b)$ uhe fonction d\’efinie par les \’egalit\’es
suivantes

$\nu(t)=\frac{t}{1+|t|}$ pour $ t\neq\pm\infty$ et $\nu(+\infty)=\pm 1$ .

L’ensemble $\Re$ est alors un espace m\’etrique et complet, mais il n’est
pas s\’eparable.

Soit $\Phi(x_{n})$ une op\’eration des nombres qui r\’esulte d’un nombre
r\’eel \‘a une suite $\{x_{n}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombres r\’eels. L’op\’eration
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$\Phi(x_{n})$ peut \^etre alors consid\’er\’ee comme une fonctionnel d\’efinie sur
un sous-ensemble $D$ de $\Re$ . Au point de vue des fonctionnels, on
peut introduire la notion de la continuit\’e sur les op\’erations des
nombres, c’est-a-dire,

$c$

D\’efinition. Soient $\Phi(x_{n})$ une op\’eration des nombres d\’efinie sur
un sous-ensemble $D$ de $\Re$ et \langle $x_{n}^{0}$ } $(n=1,2, \ldots)$ une’ suite des nom-
bres r\’eels contenue dans $D$ . \’Etant donn\’e un nombre positif $\epsilon$ , si
l’on peut d\’eterminer un nombre positif $\delta$ de fagon que les relations
$\{x_{n}\}\in D$ et dis $(\langle x_{n}\rangle, \langle x_{n}^{0}\rangle)<\delta$ entrainent $($

’ $\nu(\Phi(x_{a}),$ $\Phi(x_{n}^{0}))<\epsilon$ ,

nous dirons que $\Phi(x_{n})$ est continue sur la suite {$ x_{n}^{0}\rangle$ . Et, quand
$\Phi(x_{n})$ est continue sur toute suite des nombres de $D$ , nous dirons
qu’elle est continue sur $D$ .

On sait diverses op\’erations continues des nombres, par exemple,
la sommation $x_{1}+x_{2}$ et la multiplication $x_{1}x_{2}$ de deux nombres r\’eels
$x_{1}$ et $x_{2}$ , l’op\’erations des limitations sup\’erieure $\varlimsup_{n\rightarrow\infty}x_{n}$ et inf\’erieure

$\lim_{\overline{n\rightarrow\infty}}x_{n}$ des nombres. Parmi celles-ci, les op\’erations arithm\’etiques et
topologiques sont les plus importantes et fondamentales. Les pr\’e-
c\’edentes sont d\’efinies eomme il suit,

$1^{o}$ , l’addition par un nombre constant; $x+a(a\neq\pm\infty)$ ,
$2^{o}$ , la multiplicatfon par un nombre constant; a $x(a\neq 0, \pm\infty)$ ,
$3^{o}$ , l’addition des deux nombres; $x_{1}+r_{2}$ , o\‘u nous excluons les

cas suivants, $ x_{1}=\pm\infty$ et $ x_{2}=\pm\infty$ ,
$4^{o}$ , la multiplication des deux nombres; $x_{1}x_{2}$ , o\‘u nous excluons

les cas‘ suivants, $x_{1}=0$ et $ x_{2}=\pm\infty$ ; $ x_{1}=\pm\infty$ et $x_{2}=0$ ,
$5^{o}$ , la division par un nombre; $x_{1}/x_{2}$ , o\‘u nous excluons les cas

suivants, $ x_{1}=+\infty ou-\infty$ et $m=0,$ $+\infty ou-\infty$ .
Pour les op\’erations topologiques, nous avons la d\’efinition suivante.

D\’efinition. Nous dirons qu’une op\’eration continue $\Phi(x_{n})$ des
nombres d\’efinie sur $\Re$ tout entier est $topologiq\forall e$ , quand elle satisfait
\‘a la condition suivante; quelle que soit la fonction $\chi(t)$ continue
et croissante monotone dans l’intervalle $[-\infty, +\infty]$ , nous avons
toujours

$\Phi(\chi(x_{n}))=\chi(\Phi(x_{n}))$ .

Nous avons alors sans peine les resultats suivants,
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I, les op\’erations suivantes des nombres

b.s. { $x_{n}$n}, b.in $\{x_{n}\},$
$\varlimsup_{n\rightarrow\infty}x_{n}$ , et $\varliminf_{n\rightarrow\infty}x_{n}$

sont toutes topologiques,
II, quand les op\’erations $\Phi_{k}(x_{n})(k=0,1,2\ldots..)$ des nombres

sont toutes topologiques, l’op\’eration $\Phi_{0}(\Phi_{k}tx_{n}))$ des nombres est aussi
topologique.

Maintenant, nous consid\’erons le probleme de la repr\’esentation
des op\’erations topologiques des nombres. Pour cela posons d’abord
la $d$ \’efinition suivante.

D\’efinition. \’Etant donn\’e un ensemble $\mathfrak{N}$ des nombres irration-
nels $(n_{1}, n_{2} , )$ , nous appelons l’op\’eration des nombres

(1) $\Phi(x_{n})=b\Re s.\{b.i.(x_{n_{k}})\}k$

celle de M. F. HAUSDORFF et $\mathfrak{N}$ sa base.
La raison que nous l’appelons celle de M. F. HAUSDORFF est ce

qu’elle est une traduction de la notion des op\’erations de M. F.
HAUSDORFF des ensembles sur celles des nombre.

Or, on peut aussi donner la d\’efinition de celles-ci sous la forme
un peu diff\’erente, c’est-a-dire, nous pouvons d\’efinir une op\’eration
$\Phi(x_{n})$ de M. F. HAUSDORFF de la base $\mathfrak{N}$ par l’expression suivante,

(2) $\Phi(x_{n})=b.s.\{(n_{1}, n_{2}’’\ldots.)\in \mathfrak{N};x_{n_{k}}>r$ $(k=1.2. \ldots.)\}$ .

En effet, pour le moment, nous d\’esignon$s$ par $\Psi(x_{n})$ l’op\’eration
des nombres d\’efinie par $c\dot{0}t\text{{\it \’{e}}}$ droit de l’\’egalit\’e (2). Quel que soit le
nombre irrationnel $(n_{1} , n_{e}, \ldots.)$ de $\mathfrak{N}$ , nous avons $x_{n_{k}}\geqq b.i.(x_{n_{k}})$ ,

et par suite $\Psi(x_{n})\geqq b.i.(x_{n_{k}})$ d’o\‘u nous avons $\Psi(x_{n})\geqq\Psi(x_{n})$ . $Dk$‘autre
part, quel que soit $k1e$ nombre r\’eel $r$ tel qu’on ait $\Phi(x_{n})>r$ , il
existe un nombre irrationnel $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)$ dans $\mathfrak{N}$ de sorte qu’on
ait $b.i.(x_{n_{k}})k>r$ , et donc nouv avons $x_{n_{k}}>r(k=1,2, \ldots.)$ , ce qui
entraine $\Psi(x_{n})\geqq r$ . Par cons\’equent, nous avons $\Psi(x_{n})\leqq\Phi(x_{n})$ et
donc $\Psi(x_{n})=\Phi(x_{n})$ , $c$ est-\‘a-dire, nous avons I’\’egalit\’e (2).

Nous pouvons alors d\’emontrer le th\’eor\‘eme suivant sur la repr\’e\leftrightarrow
sentation des op\’erations topologiques des nombres.

Th\’eor\‘eme 20. Pour qu’une op\’eration $\Phi(x_{n})$ des nombres soit topo-
logique, il faut et il suffit qu’elle soit $d.e$ M. F. HAUSDORFF.
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D\’emonstration. Nous d\’emontrons d’abord que la condition do-
nn\’ee est n\’ecessaire. Pour cela nous supposons qu’une op\’eration $\Phi(X_{n})$

des nombres soit topologique. Soit $\mathfrak{N}$ l’erisemble. de tout nombre
irrationnel $(n_{1}, n_{2}. \ldots.)$ ayant la propri\’et\’e suivante; il existe une
suite $\{x_{n}^{0}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombre r\’eels et un nombre reel $r$ tels
$qu’\grave{o}n$ ait $\Phi(x_{n}^{0})>r,$ $x_{n_{k}}^{0}>r(k=1,2, \ldots.)$ et $x_{n}^{0}\leqq r(n\neq n_{k})$ . L’en-
semble $\mathfrak{R}$ est alors non-vide. En effet, \’etant donn\’ee une suite
$\{x_{n}^{0}\}$ $(n=1,2, . . . .)$ des nombres r\’eels telle qu’on ait $x_{n}^{0}=0$

$(n=1,2, \ldots.)$ , nous consid\’erons.la fonction continue $\chi(t)=2t$ mono-
tone croissante. Selon la topologicit\’e de l’op\’eration $\Phi(x_{n})$ , nous
avons $2\Phi|(x_{n}^{0})=\chi(\Phi(x_{n}^{0}))=\Phi(\chi(x_{n}^{0}))=\Phi(x_{n}^{0})$ , ce qui entraine $\Phi(x_{n}^{0})=0$ .
Nous avons donc $x_{n}^{0}>-1(n=1,2, \ldots.)$ et $\Phi(x_{n}^{0})>^{1}-1$ , d’o\‘u nous
avons $(1, 2, \ldots.)\in \mathfrak{N}\backslash $ c’est-a-dire, $\mathfrak{N}$ est non-vide.

Maintenant, nous d\’efinirons une op\’eration $\Psi(x_{n})$ des nombres
d\’efinie sur $\Re$ comme il suit, \’etant donn\’ee une suite $\{x_{n}\}(n=1,2, \ldots)$

des nombres r\’eels, quand il n’existe aucun nombre r\’eel $r$ tel qu’on
ait $x_{n_{k}}>r(k=1,2, \ldots.)$ et $x_{n}\leqq r(n\neq n_{k})$ pour au moins$ un
nombre irrationnel $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)$ de $\mathfrak{N}$ , nous posons $\Psi(x_{n})=-\infty\backslash $ ,
et sinon, posons

$(\cdot 3)$ $\Psi(x_{n})=\prime b.s.\{(n_{1}, n_{2}, \ldots.)\epsilon \mathfrak{N};x_{n_{k}}>r(k=1,2, \ldots.)$

et‘ $\dot{x}_{n}\leqq r(n\neq n_{k})\}$ .

Nous pouvons alors d\’emontrer qu’on a $\Phi(x_{n})\equiv\Psi(x_{n})$ . Pour cela,
hous d\’emontrons d’abord $q1$} on a $\phi(x_{n})\geqq\Psi(x_{n})$ . Etant donn\’ee une
suite $\{x_{n}^{0}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombre r\’eels, quand nous avons
$\Psi(x_{n}^{0})=-\infty$ , il est \’evident que $\Phi(x_{n}^{0})\geqq\Psi(x_{n}^{0})\sim$ Puis, nous con-
sid\’erons le cas o\‘u $\Psi(x_{n}^{0})>-\infty$ . Le nombre $\Psi(x_{n}^{0})$ est alors d\’efini
par l’\’egalit\’e (3). Nous prenons maintenant un nombre r\’eel $r$ tel
qu’on ait $x_{n_{k}}^{0}>r(k=1,2, \ldots.),$ $x_{n}^{0}\leqq r(n\neq n_{k})$ et $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)\in \mathfrak{R}$ .
Selon la d\’efinition de $\mathfrak{R}$ , il existe une suite \langle $y_{n}^{(0)}$ } $(n=1,2, \ldots.)$

des nombres r\’eels et un nombre r\’eel $s$ tel qu’on ait $y_{n_{k}}^{(0)}>s$

$(k=1,2, \ldots.),$ $y_{f_{l}}^{\{0)}\leqq s(n\neq n_{k})$ et $\Phi(y_{n}^{(0)})>-\infty$ . Ot, d’apr\‘e\’{s} la
topologicit\’e de $\Phi(x_{n})$ , nous avons .

$\Phi(y_{n}^{(r,)}+(r-s))|=\Phi(y_{n}^{(0)})+(r-s)>r$ ,

$y_{n_{k}}^{(0)}+(r-s)>r(k=1,2, \ldots.)$ et. $y_{u}^{(3)}+(r-s)\leqq r(n\neq n_{k})$ ,
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et par suite, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, nous pouvons supposer qu on
ait $s=r$ .

En posant maintenant

$y_{n_{k}}^{t^{\underline{\iota})}}=y_{n_{k}}^{\langle 0)}(k=1,2, \ldots.)$ et $y_{n}^{\langle 1)}=r(n\neq n_{k})$ ,

nous consid\’erons un nombre positif $\epsilon$ teI qu’on ait $\nu(r^{*})-\nu(r)>2\epsilon$

et $\Phi(y_{n}^{t0)})>r^{*}.>r$ . On peut alors, d’apres la continuit\’e de l’op\’era-
tion $\Phi(x_{n})$ , choisir un nombre positif $\delta$ comme il suit, toute suite
$\{x_{n}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombre r\’eels telle qu’on ait $\nu(x_{n}, y_{n}^{(1)})<\delta$ ,
jouit de la propri\’et\’e $v(W(x_{n}) , \Phi(y_{n}^{(0)}))<\epsilon$ . Puis, nous consid\’erons
une fonction contiue $\chi_{1}(t)$ monotone croissante d\’efimie de fa\caon que

$\chi_{1}(x)=\{_{\delta\nu(t-r)+r}^{t}$

pour $t<r$ .
pour $t\geqq r$ ,

.
Nous avons alors $|\chi_{1}(y_{n}^{\{0)})-r|<\delta(n\neq n_{k})$ , ce qui entraine $\nu(\chi_{1}(y_{n}^{(0)})$ ,
$ y_{n}^{(0)})>\delta$ , et donc d’apres la continuit\’e de $\Phi(x_{n})$ , nous avons

(4) $\nu(\Phi(\mathcal{X}_{1}(y_{n}^{(1)})),$ $\Phi(y_{n}^{(1)}))<\epsilon$ .

Or, puisque $\Phi(x,)$ est topologique et que $\chi_{1}(t)$ est monotone crois-
sante, nous avons $\chi_{1}(\Phi tx_{n}))=\wp_{\text{ノ}}(\chi_{1}(x_{n}))$ en particulier, $\chi_{1}(\Phi ty_{n}^{\langle 0)}))=$

’ $\Phi(\chi_{1}(y_{n}^{(0)}))$ . Par suite, en vertu de la $d\acute{e}finition^{\sim}$ de $\chi_{1}(t)$ et relation
$\Phi(y_{n}^{(0)})>r$ , nous avons $\Phi(\chi_{1}(y_{n}^{\{0)}))=\chi_{1}(\Phi(y_{n}^{t0)}))$ et donc d’apres (4),

nous avons
$/(5)$ $\nu(\Phi(y_{n}^{\langle 0)}),$ $\Phi(y_{n}^{(1)}))<\epsilon$ .

Puis, nous prenons une suite $\{y_{n}^{(2)}\}(n=1,2, \ldots.)$ .des nombres
r\’eels donn\’ee par l’\’egalit\’o

$y_{n_{k}}^{(2)}=y_{n_{k}}^{(0)}(k=1,2, \ldots.)$ et $y_{n}^{(2)}=x_{n}^{0}(n\neq n_{k})$ .

Nous avons alors aussi $\nu(\chi_{1}(y_{n}^{(2)}) , y_{n}^{\langle 0)})>\delta$ et par cons\’equent,
d’apre$s$ la

‘

continuit\’e de $\Phi(x_{n})$ , nous avons $\nu_{\backslash }^{\prime}\Phi(y_{n}^{(1)})$ , $\emptyset(\chi_{1}(y_{n}^{(2)}))<e$ .
Par cons\’equent, nous avons d’apres (5), $\nu(\Phi(y_{n}^{\langle 0)}) , \Phi(\chi_{1}(y_{n}^{(2)}))<2\epsilon$ , d’o\‘u

$\nu(\Phi(\chi_{1}(y_{n}^{(2)})))\nu\nu$ ,

ce qui entraine $r<\Phi(\chi_{1}(y_{n}^{\langle 2)}))=\chi_{1}(\Phi(y_{n}^{(2)}))$ et par suite nous avons
$\Phi(y_{n}^{(2)})>r$ .
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Puis nous consid6rons Ja suite $\{y_{n}^{\langle 9)}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombres
r\’eels donn\’ee par l’\’egalit\’e

$y_{n_{k}}^{(3)}=r(k=1,2, \ldots.)$ et $y_{n}^{(8)}=x_{n}^{0}(n\neq n_{k})$ .
Btant donn\’e un nombre positif $\epsilon$ , nous pouvons choisir un nomb$re$

positif $\delta$ de facon que la relation $\nu(x_{n} , y_{n}^{(3)})>\delta(n=1,2, \ldots.)$ en-
traine $\nu(\alpha x_{n}),$ $\Phi(y_{n}^{(8)}))<\epsilon$ . Nous d\’efinirons maintenant une fonction
continue $\chi_{2}(t)$ monotone donn\’ee par les \’equations

$\chi_{2}(t)=\left\{\begin{array}{ll}t & pour t\leqq r ,\\\delta v(t-r)+r & pour t>r.\end{array}\right.$

Nous avons alors $\nu(\chi_{2}(y_{n}^{\{2)}), y_{n}^{\langle 3)})\geq\delta$ et par suite

(6) $\nu(\Phi(\chi_{2}(y_{n}^{(2)})),$ $\Phi(y_{n}^{\langle 3)}))<\epsilon$ .

Or, comme nous avons su plus haut, nous avons $\Phi(y_{n}^{\{2)})>r$ et par
cons\’equent d’apres la topologicit\’e de $\Phi(x_{n})$ , nous avons $\Phi(\chi_{2}(y_{l}^{\langle 2)}))$

$=\chi_{2}(\Phi(y_{n}^{(2)}))>r$ . Il en r\’esulte selon l’\’egalit\’e (6) que nou $s$ avons
$\iota X\Phi(y_{n}^{(3)}))>\nu(r)-\epsilon$ . Or, d’apres la d\’efinition, nous avons $\nu(\Phi(\chi_{2}(x_{n}^{0}))$ ,
$\Phi(y_{n}^{(3)}))<\epsilon$ et par cons\’equent $\nu(r)-2\epsilon<\nu(\Phi(\chi\cdot(x_{n}^{0})))=’\nu(\chi_{2}(\Phi(x_{n}^{0})))$ .
On peut ici choisir. un nombre reel $r^{*}$ tel qu’on ait $r^{*}<r$ et $\nu(r^{*})$

$=\nu(r)-2\epsilon$ . Nous avons donc $\nu(r^{*})<\nu(\chi_{2}(\phi(x_{n}^{0})))$ et par suite $r^{*}$

$>\chi_{2}(\Phi(x_{n}^{0}))$ ou $\chi_{2}^{-1}(r^{*})<\Phi(x_{n}^{0}).\cdot$ Par cons\’equent, d’apr\’es la d\’efini-
tion de $\chi_{2}(t)$ , nous avons $r^{*}<\Phi(x_{n}^{0})$ . Or, le c\^ot\’e droit de cettte
in\’egalit\’e est ind\’ependent $du$ .nombre positif $\epsilon$ et $\lim_{e\rightarrow 0}r^{*}=r$ , et donc
nous avons $r\leqq\Phi(x^{0}.)$ , c’est-a-dire, pour tout nombre r\’eel $r$ tel qu’on
ait $x_{n_{k}}^{0}>r(k=1,2, \ldots.),$ $x_{n}^{0}\leqq r(n+n_{k})$ et $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)\in \mathfrak{N}$ , nous
avons toujou $rs\Phi(x_{n}^{0})\geqq r$ , et par suite d’apres la d\’efinition de $\Psi(x_{n})$ ,
nous avons $\Phi(x_{n}^{0})\geqq\Psi(x_{n}^{0})$ pour tous les cas.

Puis, nous d\’emontrerons que $nou\dot{\S}$ avons $\Psi(x_{n}^{0})\geqq\Phi(x_{n}^{0})$ . Quand
nous avons $\Phi(x_{n}^{0})=-\infty$ , il est \’evident que nous avons $\Psi(x_{\eta}^{0})\geqq\Phi(x_{n}^{0})$ ,
et donc, nous supposerons dans la suite que $\Phi(x_{n}^{0})>-\infty$ . Etant
donn \’e un nombre reel $r$ tel qu’on ait $\Phi(x_{n}^{0})>r$ , nous avons alors
un nombre irrationnel $(n_{1} , n_{2}, \ldots.)$ qui satisfait des deux conditions
$x_{n_{k}}^{0}>r(k=1,2, \ldots.)$ et $x_{n}^{0}\leqq r(n\neq n_{k})$ . En effet, lorsqu’il n’ex-
iste aucun tel nombre’ irrationnel, nous avons $x_{n}^{0}\leqq r(n=1,2, \ldots.)$ .
Par cons\’equent, pour une fonction continue $\chi(t)$ monotone croissante
telle qu on ait
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$\chi(t)=\left\{\begin{array}{ll}t & pour t\leqq r,\\2t-r & pour t>r,\end{array}\right.$

nous avons $\chi(x_{n}^{0})=x_{n}^{0}(n=1,2, \ldots.)$ , ce qui entraine $\Phi(\chi(x_{n}^{0}))$

$=\Phi(x_{n}^{0})$ . Or, comme $\Phi(x_{n})$ est topologique, nous avons $\chi(\Phi(x_{n}^{0}))$

$=\Phi(\chi(x_{n}^{0}))=\mathcal{O}(x_{n}^{0})>r$ , ce qui entraine une contradiction. Pa$r$

suite, il existe un nombre irrationnel $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)$ ayant la pro-
pri\’et\’e denn\’ee plus haut. Selon la d\’efinition de $\Psi(x_{n})$ , nous avon $s$

donc $\Psi(x_{n}^{0})\geqq r$ . Or, puisque $r$ est un nombre r\’eel arbitraire tel
qu on ait $\Phi(x_{n}^{0})>r$ , nous avons $\Psi(x_{n}^{0})\geqq\Phi(x_{n}^{0})$ . Donc, par la con-
s\’equence obtenue plus haute, nous avons $\Phi(x_{n}^{0})=\Psi(x_{n}^{0}),$ c’est-a-di$re$ ,
les deux op\’erations $\Phi(x_{n})$ et $\Psi(x_{n})$ sont identiques deux-a-deux. P\’ar
cons\’equent, pour voir que l’op\’eration $\Phi(x_{n})$ est de M. F. HAUSDORFF,
il suffit de d\’emontrer que $\Psi(x_{n})$ lest de la m\^eme classe. Pour cela,
nous servons de la d\’efinition des op\’erations de M. F. HAUSDORFF
donn\’ees par la deuxieme forme. Maintenant, nous d\’esignons par
$\Psi^{*}(x_{n})$ l’op\’eration de M. F. HAUSDORFF de la base $\mathfrak{N}$ , et supposons
que $\Psi^{*}(x_{n})$ soit d\’efinie par la deuxieme fagon. Il est alors \’evident
qu’on a $\Psi^{*}(x_{n})\geqq\Psi(x_{n})$ . Or, d’autre part, nous avons $\Psi(x_{n})\geqq\Psi^{*}(x_{n})$ .
Pour le voir, nous supposon $s$ par impossible $qn’ il$ existe une suite
$\{x_{n}^{0}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombres r\’eel $s$ telle qu on ait $\Psi^{*}(x_{n}^{0})>\Psi(x_{n}^{0})$ .
On peut alors choisir un nombre r\’eel $r$ de sorte qu’on ait $\Psi^{*}(x_{n})>r$

$>\Psi(x_{n}),$ $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)\in\Re$ et $x_{n_{k}}^{0}<r(k=1,2, \ldots.)$ . Maintenant,
nous d\’esignons par $(m_{1}, m_{2}, \ldots.)$ un nombre irrationnel qui satisfait
aux conditions $x_{m_{k}}^{0^{-}}>r(k=1,2, \ldots.)$ et $x_{m}^{0}\leqq r(m\neq m_{k})$ . Le nom-
bre irrationnel $(m_{1}, m_{2}, \ldots.)$ contient alors les chiffres $n_{k}(k=1,2$ ,
.. . .) , mais ce nombre irrationnel n’appartient pas a $\mathfrak{N}$ . En d\’e-
signant par $\{m_{\nu_{k}}\}(k=1,2, \ldots.)$ les chiffres du nombre irrationnel
$(m_{1}, m_{2}, \ldots.)$ qui n’appartient pas au nombre irrationnel $(n_{1},$ $n_{2}$ ,
....), nous consid\’erons les suites \langle $x_{n}^{\langle p)}$ }($n=1,2,$ $\ldots$ . ; $p=1,2$ ,
. ... $+\infty$ ) des nombres r\’eels $te$lles qu on ait.

$x_{n_{k}}^{(p)}=1$ , $x_{m_{v_{k}}}^{\langle p)}=\frac{1}{p}$ $(k, p=1,2, \ldots.)$ ,

$x_{n}^{(p)}=0$ $(n\neq m_{k}p=1,2,. \cdots. , +\infty)$ et $x_{m_{\nu_{k}}}^{t*\infty)}=0$ .

D’apr\‘es la d\’efinition de $\Re$ , les suites $\{x_{n}^{(p}\}(p=1,2, \ldots.)$ des nom $\cdot$

bres r\’eels convergent $\prime ve$rs la suite \langle $x_{n}^{t+\infty)}$ } et par cons\’equent, selon
la continuit\’e de $\Phi(x_{n})$ , les nombres $\Phi(x_{0l}^{\langle p)})(p=1,2, \ldots.)$ convergent
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vers le nombre $\Phi(x_{n}^{(\vdash\infty)})$ . Or, comme le nombre irrationnel $(m_{1}$ ,
$m_{2},$ $\ldots.$ ) n’appartient pas \‘a $\mathfrak{N}$ , nous avons $\Phi(x_{n}^{\{p)})\leqq 0(p=1_{\iota}2, \ldots.)$

et $\Phi(x_{n}^{(+\infty)})=\Psi_{(}^{t}x_{n}^{1+\infty)})=1$ , c’est contradictoire avec le r6su1tat obtenu
plus haut. Il en r\’esulte qu’on a $\Psi(x_{n})\geqq\Psi^{*}(x_{n})$ , et donc nous avons

, $\Psi(x_{n})=\Psi(x_{n})$ , c’est-a-dire, $\Psi(x_{n})$ est de M. F. HAUSDORFF, , et $par$

$\iota \mathfrak{W}ite$ la condition $don\iota 1\acute{e}e$ est n\’ecessaire pour qu’une op\’eration soit
-topologique.

Puis, nous d\’emontrerons que la condition donn\’ee est suffisant.
Soit $\Phi(x_{n})$ une op\’eration des nombres de M. F. HAUSDORFF de la base
$\mathfrak{N}$ . Lorsque $\chi(t)$ une fonction continue monotone croissante d\’efinie
dans l’intervalle $[\backslash -\infty , +\backslash \infty]$ , il est \’evident que $\chi(t)$ est permutable
aVec les op\’erations r\’esult\’ees de la borne sup\’erieure ou inf\’erieure
d’un ensemble de nombres r\’eels, et done nous avons

. ’

$\chi(\Phi(x_{n}))=\acute{\chi}\{b.sN(e_{k}i. x_{n_{k}})\}=b.sNx(b.ikx_{n_{k}})$

$=b.Ns.\{b.ik\chi(x_{n_{k}})\}=\Phi(\chi(x_{n_{k}}))$

D’autre part, soient $\{x_{n}^{\{k)}\}$ $(k=1,2, ; n=1,2, \ldots.)$ les deux suites
de nombres r\’eels telles qu on ait $\nu(x_{n}^{(4)}, x_{n}^{\langle 2)})<\epsilon(n=1,2, \ldots.)$ , ou
$\epsilon$ est un nombre positif. En vertu des \’egalit\’es $\nu(x_{n}^{(1)})<\nu(x_{n}^{(2)})+\epsilon$ ,
nous avons $b.i$ . $\nu(x_{n}^{\langle 1)})\leqq b.i$ . $\nu(x_{n}^{\langle 2)})+\epsilon$ , et par suite $\Phi(\nu(x_{n}^{\{1)}))\leqq\Phi(\nu(x_{n}^{(2)}))$

$n$ $\prime n$

$+\epsilon$ . Or, comme nous avons su plus haut, l’op\’eration $\Phi(x)$ est
permuiable avec des fonctions continues monotones croissantes, nous
avons $\nu(\Phi(x_{n}^{(1)}))\leqq\nu(\Phi(x_{n}^{\langle 2)}))+\epsilon$ . De meme, nous avons $\nu(\Phi(x_{n}^{(2)}))\leqq$

$\nu(\Phi(x_{n}^{(1)}))+\epsilon$ ,’ d’o\‘u nous avons $\nu(\Phi(x^{\langle 1)}) , \Phi(x_{n}^{(2)}))_{-}<\epsilon$ . Par cons\’equent,
$\Phi(x)$ est continue et donc topologique, c’est-\‘a-dire, la condition donn\’ee
\’est suffiante pour qu’une op\’eration des nombres soit topologique.

C. Q. F. D.

19. Les bases des op\’erations topologiques. Comme nous avons
su d\’ej\‘a, une op\’eration des nombres est d\’etermin\’ee uniquement par
son domain$e$ et la distribution des valeurs de celle-ci sur ce domaine,
mais pour les op\’erations topologiques des nombres, sa base n’est
pas d\’etermin\’ee uniquement. Il faut donc obtenir la relation entre
les op\’eratIons topologiques et leurs bases. Or, nous pouvons r\’esoudre
ce probl\’eme comme il suit. Pour cela, nous posons la d\’efinition
suivante.
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D\’efinition. Pour deux op\’erations $topologiq_{\iota}u$es $\Phi_{k}(x_{n})(k=1,2)$

ayant les bases $\mathfrak{R}_{k}$ respectivement, quand nous avons toujours pour
chaque suite $\{x_{n}\}(n=1,2, \ldots.)$ des nombres r\’eels $\Phi_{1}(x_{n})\geqq\Phi_{2}(x_{n})$

nous d\’esignons ce fait par $\mathfrak{R}_{1}\geq \mathfrak{N}_{8}$ . Et, quand nous avons $\mathfrak{N}_{1}\geq \mathfrak{N}_{2}$

et $\mathfrak{N}_{2}\geq\Re_{1}$ en m\^eme temps, nous d\’esignons ce fait par $\mathfrak{N}_{1}\sim \mathfrak{N}_{2}$ et
nous dirons que les deux bases $\mathfrak{N}_{1}$ et $\mathfrak{N}_{2}$ sont \’equivalentes.

Lemme. \’Etant donn\’ee une base $\mathfrak{N}$ d’une op\’eration topologique
$\Phi(x_{n})$ des nombres, nous pouvons donner. une base $\tilde{\mathfrak{N}}$ d’une op\’eration
topologique ayant les $pr_{l}opri\acute{e}t\acute{e}s$ suivantes,

$1^{O}$ , $\mathfrak{N}-\overline{\mathfrak{N}}$ et $\backslash \int$}$\supset \mathfrak{N}\sim$ ,
$2^{O}$ , pour toute base $\mathfrak{N}_{0}$ telle qu’on ait $\mathfrak{N}0\supset \mathfrak{N}$ et $\mathfrak{N}_{0}\sim \mathfrak{N}$ , nous

avons toujours $\tilde{\mathfrak{N}}\supset \mathfrak{N}_{0}$ .
D\’emonstration. Nous pouvons donner la base $\tilde{\mathfrak{N}}$ qui jouit de

la propri\’et\’e demand\’ee comme il suit, c’est-\‘a-dire, $\tilde{\mathfrak{N}}est$ l’ensemble
de tout nombre irrationnel $(n_{1}$ , $n_{2}$ , . ... $)$ qu’il existe une stite $\{\nu_{k}\}$

$(k=1,2, \ldots.)$ des nombres naturels telle qu’on ait $(n_{V_{1}} , n_{v_{2}}, \ldots.)\in \mathfrak{N}$ .
Pour voir que $\tilde{\mathfrak{N}}$ remplit la condition donn\’ee, nous d\’esignons par
$\tilde{\Phi}(x_{\eta})1^{r}op$eration topologique ayant la base $\tilde{\mathfrak{N}}$ .

D’apr\‘es Ia d\’efinition, nous $avQns9\mathfrak{i}\sim\supset \mathfrak{N}$ et donc $\tilde{\mathfrak{N}}\geq \mathfrak{N}$ et tou-
jours $\tilde{\Phi}(x_{n})\geqq\Phi(x_{n})$ . Or, pour tout nombre irrationnel $(n_{1}, n_{2}, \ldots.)$ ,
il existe une suite $\{\nu_{k}\}(k=1,2, \ldots.)$ des nombres naturels telle
qu on ait $(n_{J_{1}}, n_{V_{2}}, \ldots.)\in \mathfrak{N}$ , ce qui entraine b.ik $(x_{n_{k}})\leqq b.ik(Xn_{\nu_{k}})$ et

donc $\tilde{\Phi}(x_{n})\underline{\leq}\Phi(x_{n})$ ou $\tilde{\mathfrak{N}}\leq \mathfrak{N}$ . Nous anons donc $\tilde{\mathfrak{N}}\sim \mathfrak{N}$ .
Puis, nous consid\’erons une base $\mathfrak{M}$ d’une op\’eration topologique

$\Psi(x_{n})$ telle qu on ait $\mathfrak{M}\sim \mathfrak{R}$ et $\mathfrak{M}\supset \mathfrak{N}$ . Pour un nombre irrationnel
$(n_{1}, n_{2}, \ldots.)$ de $\mathfrak{M}$ , nous prenons une suite $\{x_{n}^{0}\}(n=1,2, \ldots.)$ des
nombres r\’eels telle qu on ait $x_{n_{k}}^{0}=1(k=1,2, \ldots.)$ et $x_{n}^{0}=0$ pour
$n\neq n_{k}$ . Nous avons alors $\Phi(x_{n}^{0})=\tilde{\Phi}(x_{n}^{0})=1$ et donc il existe une
suite $\{\nu_{k}\}(k=1,2, \ldots.)$ des nombres naturels telle qu’on ait $(nv_{1}$ ,
$nv_{\underline{9}}$ , . . . $.$ ) $\in \mathfrak{N}$ , ce qui entraine $\{n_{k}\}\in\tilde{\mathfrak{N}}$ ou $\tilde{\mathfrak{N}}>\mathfrak{N}$ . Par suite la base
$\tilde{\mathfrak{N}}$ jouit de la propri\’et\’e donn\’ee. C. Q. F. D.

\caorollaire. $\sim Jl$ est l’ensemble de tout nombre irrationnel $(n_{1},$ $n_{2}$ ,
.. . .). qu’il cxiste une suite \langle $\nu_{k}$} $(k=l, 2, \ldots.)$ des nombres naturels
telle qu’on ait $(nv_{1}n_{v_{2}}, \ldots.)\in \mathfrak{N}$ et il jouit des propri\’et\’es suivantes;

1 $0$ $(\mathfrak{M}+\mathfrak{N})=\tilde{\mathfrak{U}}?+\tilde{\mathfrak{N}}$ ,

$2^{\circ},$

$\hat{\mathfrak{M}}=r$

, swz ,

$3^{o}$ , $\tilde{O}=O$ .
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Th\’eor\‘eme 21. ,
$\mathfrak{M}$ et $\mathfrak{N}$ \’etant les bases des op\’erations topolo-

giques des nombres. Pour que nous ayons $\mathfrak{M}=\mathfrak{N}$ (ou $\mathfrak{M}\sim \mathfrak{N}$), il faut
et il suffit que nous ayons $\tilde{\mathfrak{M}}>\tilde{\mathfrak{N}}$ (ou $\hat{\mathfrak{M}}^{l\sim}=\backslash $) $J$).

En effet, quand nous avons $\hat{\mathfrak{M}}^{r}>\tilde{\mathfrak{R}}$ (ou $\hat{\mathfrak{M}}^{J}=\tilde{\mathfrak{N}}$), nous $avo\acute{n}s$

aussi $\hat{\mathfrak{M}}^{l}=\tilde{\mathfrak{N}}$ (ou $\hat{\mathfrak{M}}\sim\tilde{\mathfrak{N}}$)
$’$ . Or, $\mathfrak{M}\sim\tilde{\mathfrak{M}}$ et $\tilde{\mathfrak{R}}\sim \mathfrak{N}$ , ce qui entraine

$\mathfrak{M}=\mathfrak{N}$ (ou $\mathfrak{M}\sim \mathfrak{N}$). D’autre part, quahd nous avons $\mathfrak{M}=\mathfrak{N}$ (ou
$\mathfrak{M}\sim \mathfrak{N})$ , nous avons d’apr $es|$ le lemme pr\’ec\’edent $\hat{\mathfrak{M}}’=^{\tau}\tilde{\mathfrak{N}}$ (ou in \sim $Jl)\sim ,
ce qui donne $\tilde{\mathfrak{M}}>?\mathfrak{i}\sim$ (ou $\hat{\mathfrak{M}}^{J}’={}^{t^{\sim}}Jt$). $C_{\backslash }$. F. Q. D.

20. La repr\’esentation des op\’erations des nombres. Nous $avons_{1}$

introduit d\’ej\‘a les notions des op\’erations \’el\’ementaires. Gr\^ace a
celles, on peut r\’esondre le probleme de la repr\’esentation des
op\’erations des nombres. Soit $\Phi(x_{n})$ une op\’eration des nombres
d\’efinie sur un sous-ensemble $D$ de l’espace R. Ici, on pedt $\sup-$

poser, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, qu’on ait $ D=\Re$ . En. effet, lorsque
nous avons $ D\neq\Re$ , nous envisageons l’op\’eration $\Phi^{*}(x_{n})$ des nombres
d\’efinie comme il suit, c’est-a-dire, pour toute suite $\{x,\}(n=1,2, \cdots)$

des nombres appartenant \‘a $D^{\iota}$, nous posons $\Phi^{*}(x_{n})=\Phi(x_{n})$ , et sinon
$\Phi^{*}(x_{n})=0$ . Maintenant, \’etant donh\’e un nombre entier $p$ , nous
prenons 1es ensembles des suites des nombres

.
$E_{n}^{\langle p)}=Ens\{\Phi(x_{n})\geqq\frac{n}{p}\}$ $(n=0, \pm 1, \pm 2, . . . .)$ ,

$E_{-\infty}^{(p)}=\Re-\sum_{n\Leftarrow-\infty}^{+\infty}E_{n}^{(p)}$

et, en d\’esignant par $\Phi_{\iota}^{(p)}(x^{n})$ la fonction caract\’eristique de l’ensemble
$E_{l}^{(p)}$ , nous consid\’erons les op\’erations des nombres donn\’ees par les
\’equations

(1) $\Phi^{(p)}(x_{n})=b.s.\{\frac{n}{p}\Phi_{n}^{(p)}(x_{n})$ , $\lim_{n\star\infty}-n\Phi_{\infty}^{\langle p)}(x_{n})\}$ ;

Les op\’erations $\Phi^{(p)}(x_{n})$ des nombres sont d\’efinie sur toute les suites
des nombres et nous pouvons voir sans peine qu on a

(2) $\Phi(x_{n})=\varlimsup_{\infty p-\prime}\Phi^{(p)}(x_{n})$ .
Par cons\’equent, en appliquant it\’erativement les $op^{A}.rations$ arithem\’e-
tiques et topologiques sur les op\’erations $\Phi_{n}^{(p)}(x_{n})$ , nous pouvons
obtenir l’op\’eration $\Phi^{(p)}(x_{n})$ , et donc le probl\’eme de la repr\’esentation
de $\Phi(x_{n})$ reduit celui-ci de la $repr\acute{e}sen^{\backslash }tation$ des op\’erations $\Phi_{u}^{(v)}(x_{n})$ ,
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ou en g\’en\’eral celui de la repr\’esentation de fonctions caract\’eris-
tiques des sous-ensembles de $R$ .

Or, le Probl\’eme dernier peut \^etre distingu\’e en deux cas. Le
premier cas, c’est que la fonction caract\’eristique $\Phi(x_{n})$ est d’un
rectangulai$re$ de $R$ . Ici, nous entendrons par un rectangulaire $E$

de $R$ l’ensemble des suites des nombres d\’efinies comme il suit, \’etant
donn\’ee une suite finie $\{(a_{k}, b_{k} ; n_{k})\}(k=1,2, \cdots\nu)$ des triples des
nombres r\’eels $a_{k}$ et $b_{k}$ , et d’un nombre naturel $n_{k}$ tel qu’on ait
$a_{k}\leqq b_{k}(k=1,2, \cdots\nu),$ $E$ est celui des suites $\{x_{n}\}(n=1,2, \cdots)$

des nombres de sorte qu’on ait $a_{k}\leqq xn_{k}\leqq b_{k}(k=1,2, \cdots\nu)$ . Nous
pouvons alors repr\’esenter cette op\’eration comme il suit. Nous
consid\’erons d’abord le cas ou $\nu=1$ , c’est-a-dire, $E$ est d\’efini par
les in\’egalit\’es $a_{1}\leqq x_{n1}\leqq b_{1}$ . Or, on voit sans peine que la fonction
caract\’eristique de celui-ci est donn\’ee par l’\’equation

$\Phi(x_{n}^{\backslash } ; a_{1}, b_{1}, n_{1})=\nu(\lim_{n\rightarrow\infty}(1+.\nu(x_{n_{1}}-a_{1}))^{n})\nu(\lim_{n\rightarrow\infty}(1-\nu(x_{n_{1}}-b_{1}))^{n})$

et en g\’en\’eral la fonction caract\’eristique d’un rectangulaire $E$

est donn\’ee sous la forme suivante

$\Phi(x_{n})=\prod_{k-1}^{\nu}\Phi(x_{n} ; a_{k}, b_{k}, n_{k})$ .

Par cons\’equent, la fonction caract $\backslash ristique$ d’un rectangulaire peut
\^etre obtenue en appliquant it\’erativement les op\’erations arithm\’e-
tiques et topologiuues sur $1eS_{\backslash }$ nombres $x_{n}(n=1,2, \cdots)$ .

Puis, nous envisageons le deuxieme cas o\‘u la fonction carac-
t\’eristique $\Phi(x_{k})$ est d’un sous-ensemble arbitraire $E$ de $R$ . Tout
d’abord, $\’etant donn\’ee une suite finie $\{a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{k}\}$ des nombres
rationnels tels qu’on ait $-1\leqq a_{n}\leqq 1(n=1,2, \cdots. k)$ , nous con-
sid\’erons le rectangulaire $R(a_{1} , a_{2}, \cdots, a_{k})$ donn\’e par les in\’egalit\’es;
$|.\nu(x_{n})-a_{n}|\leqq\frac{1}{k}(n=1,2, \cdot.. , k)$ . Tous les rectangulaires . ainsi
obtenus donnent un ensemble effectivement d\’enombrable, et par
suite on peut ranger ces rectangulaires en une suite infinie, nous
d\’esigons par $\{R_{n}\}(n=1,2,2, \cdots)$ une de celles-ci. Nous pouvons
alors voir sans peine que, quel que soit le point $p$ de $\Re$ , on peut
trouver une suite $\{n_{k}\}(k=1,2, \cdots)$ des nombres naturels telle
qu’on ait $(p)=1IR_{n_{k}}\infty$ . On peut aussi dire ce fait par quelques
autres terme3,

$c^{k\leftarrow}e^{1}st$-\’a-dire, lorsqu’on d\’esigne par $\Psi^{(n)}(x_{n})$ la fonction
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caract\’eristique de $1_{ensemble}R_{m}$ , on peut choisir un nombre irration-
nel $(n_{1}, n_{2}, \ldots)$ de fa\caon que la fonction $b.i$ . $\Psi^{tnk}$) $(x_{n})$ prend la valeur
1 au point. $p$ et $0$ aux points autres. Maintenant, nous d\’esignons
par $\mathfrak{R}_{p}$ l’ensemble de tous les nombres irrationnels $(n_{1} , n_{2}, \ldots)$

ayant cette propri\’et\’e. Il est aIors evident que les ensembles
$\mathfrak{N}_{p}(p\in\Re)$ sont non vides et disjoints deux-\‘a-deux.

Maintenant, \’etant donn\’e un sous-ensemble $E$ de $\Re$ , nous con-
sid\’erons l’ensemble $\mathfrak{R}=$

$\sum_{v\epsilon F_{\lrcorner}}\mathfrak{N}_{p}$ des nombres irrationnels. Nous
avons alors sans peine que $b_{j_{t}l}s$ . $\{b.i\nu\Psi^{1n_{k}})(x_{n})\}$ est la fonctim carac-
t\’eristique de $E,$ $d’ 0\grave{u}$ on voit que la fonction caract\’eristique de $E$

peut \^etre obtenue par l’application it\’e $r\backslash $ativement des op\’erations
arithm\’etiques et topologiques sur les fonctions $caract’\circ.$ristiques des
$re$ctangulaires. Or, nous avons la repr\’esentatim des fonctions de-
rnieres plus haut. Par suite, en, resumant les resultats obtenus
d\’ej\‘a, nous avons le

Th\’eor\’eme 22. $\Phi(x_{n})$ \’etant une op\’eration des nombres d\’efinie sur
un sous-ensembles $D$ de $\Re$ , on peut choisir une operation $\Phi^{*}(x_{n})$ des
nombres d\’efinie sur $\Re$ qui satisfait aux conditions suivantes:

$1^{O}$ , pour tout suite $\{x_{n}\}(x=1,2, \ldots)$ des nombres contenue dans
$D$ , nous avons toujours $\Phi^{*}(x_{n})=\Phi(x_{n})($

$2^{o}$ , l’op\’eration $\Phi^{*}(x_{n})$ des nombres peut \^etre obtenue par l’applica-
tion it\’erativement des op\’erations arithm\’etiques et topologiques sur les
nombres $x_{n}(n=1,2, \ldots)$ .

21. , Les op\’erations conjugu\’es. Parmi les notions Sur les op\’era-
tions des nombres, celle de la conjugttion est tr\’es importante. Nous
pouvons d\’efinir celle-ci comme il suit.

D\’efinition. \’Etant donn\’ee urie op\’eration $\Phi(x_{n})$ des nombres
d\’efinie sur $\mathfrak{U}$ , nous dirons que l’op\’eration $-\Phi(-x_{n})$ est conjugu\’ee \‘a

$\Phi(x,)$ et nous la d\’esignons par $\overline{\Phi}(x,)$ .
Nous avons alors sans peine que’

$1^{o}$ , $\Phi(x_{n})==\Phi(x_{n})$ ,
$2^{0}$ , l’op\’eration conjugu\’ee \‘a une op\’eration topologique est aussi

topologique,
$3^{o}$ , les deux op\’erations des nombres $\varlimsup_{n\rightarrow\infty}x_{n}$ et $\varliminf_{n\succ\infty}x$, ou bien

b.s. $x$

n
et $b.i$ . $x_{n}$ sont conjugu\’ee deux-\‘a-deux.

Gr\^ace \‘an la notion de la conjugaison, nous pouvons introduire la
notion de la convergance des suites des nombres. Voici. la d\’efinition.
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D\’efinition. \’Etant donn\’ee une op\’eration $\Phi(t_{n})$ des nombres d\’efinie
sur $\Re$ , nous consid\’erons une suite des nombres $\{x_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ . $\rightarrow$

Quand nous avons $\mathcal{O}(x,)=\overline{\Phi}(x_{n})$ , no\‘us dirons que la suite $\{x_{n}\}$

$(n=1,2, \ldots)$ converge $ve$rs $\Phi(x_{n})=\overline{\Phi}(x_{n})$ par rapport \‘a $\Phi(x_{n})$ et
que $\Phi(x_{n})=\overline{\Phi}(x_{n})$ est la limite de la suite $\{x_{n}\}$ par rapport \‘a $\Phi(x_{n})$ .

Il.est evident que la convergence et la limite par rapport \’a
l’op\’eration topologique $\lim_{n\rightarrow\infty}x_{w}$ sont coincidents \‘a celles au sense
ordinaire.

IX. LA REPR\’ESENTATION DES OP\’ERATIONS
ANALYTIQUES ET QUASI-ANALYTIQUES

DES FONCTIONS.

22. Les op\’erations analytiques des fonctions. J’ai expliqu\’e
d\’ej\‘a dans l’introduction la notion des op\’erations analytiques des
fonctions. Mais, pour la pr\’eciser, nous donnerons d’abord la d\’efinition
de celles-ci.

Definition. Soit $\Phi(x_{n})$ une op\’eration des nombres d\’efinie sur
un sous-ensemble $D$ de R. Quand nous donnerons une suite $\{F_{n}(x)\}$

$(n=\backslash 1,2, \ldots)$ des.fonctions r\’eeles et d\’efinies sur un m\^eme ensemble
$R$ telleque pour tout element $x_{0}$ de $R$ la suite $\{F_{n}(x_{0})\}(n_{-}=1,2, \ldots)$

$d$es nombres appartient \‘a $D$ , nous pouvons donner alors $\cdot$ une op\’era-
tion des fonctions qui resulte d’une fonction–nous designons par
$\Phi(F,(x))$ la fonction ainsi obtenue ou bien la valeur de cette fonction
\‘a un element $x$ ou bien cette op\’eration $elle-m\hat{e}me-\text{\‘{a}}$ la suite
$\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ . des fonctions de fa\caon qu’elle corresponde \‘a
un nombre r\’eel $\Phi\{F_{n}(x_{0})\}$ pour chaque element $x_{0}$ de $R$ . Nous
dirons qu’elle est analytique et que les op\’erations $W(x_{n})$ des nombres
et $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions sont associ\’ees deux-\‘a-deux.

Comme nous avons $su$ plus haut, nous pouvons prolonger du
domaine $D$ sur lequel ’une op\’eration $\Phi(x_{n})$ des nombres est d\’efinie
sur $\Re$ tout entier sans changer les valeures de $\Phi(x_{n})$ sur $D$ , et par
suite nous supposerons dans la suite que les op\’erations des nombres
sont toujours d\’efinies sur toutes suites des nombres. Il est alors
evident que les op\’erations analytiques des fonctions sont d\’efinies

’ sur toutes suites des fonctions.
Un des probl\‘emes fondamentaux des op\’era,tions analytiques des

fonctions est celui de la representation de. ces op\’erations. Or, selon
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la repr\’esentation de\S op\’erations des nombres, nous pouvons re-
pr\’esenter celles des fonctions, c’est-\‘a-dire, nous avons d’apr\’es les
th\’eor\‘emes 20 et 22 le

Th\’eor\’eme 23. Toute op\’eration analytique $\Phi(F_{?1}(x))$ des fonctions
peut \^etre obtenue en appliquant it\’erativement sur les fonctions $F_{n}(x)$

$(n=1,2, \ldots)$ les op\’erations arithm\’etiques et topologiques, c’esl-\’a-
dire.

$i^{O}$ , $\Phi_{1}(F(x))=F(x)+a$ (a est un nombre $lcor?stant$)
$2^{O}$ , $\Phi_{2}(F(x))=F(x)a$ (a est un nombre congtant)
$3^{O}$ , $\Phi_{3}(F_{1}(x), F_{2}(x))=F_{1}(x)+F_{2}(x)$

$ 4^{o}\cdot$, $\Phi_{4}(F_{1}(x), F_{2}(x))=F_{1}(x)F_{2}(x)$

$5^{O}$ , $\Phi_{5}(F_{n}(x))=b.s.$ (b.i. $F_{n_{k}}(x)$ )
$\mathfrak{R}$ k

Or, pour \’etudier la famille des fonctions obtenues par un $e$

op\’erations analytiques des fonctions, il serait tr\’e$s$ utile de re-
pr\’esenter ces op\’erations par les cribles ferm\’es et fonctionnels.
Maintenant, nous avancons a l’\’etude de ces repr\’esentations.

23. $LeS^{\backslash }$ cribles ferm\’es des fonctions. Etant donn\’e un espace
m\’etrique $J$ compact et ind\’enombrable, nous consid\’erons la famille
$\mathfrak{C}(J)$ de tous les sous-ensembles ferm\’ees de $J$. Maintenant, nous
d\’efinissons la distance dis $(E, F)$ entre les deux ensembles $E$ et $F$

de $\mathfrak{C}(J)$ comme il suit; si les deux ensembles sont non-vides an
m\^eme temps, nous entendrons par dis $(E, F)$ la borne sup\’erieure

de dis $(x, F)+dis(E, y)$ lorsque $x$ et $y$ parcourent les ensembles
$E$ et $F$ respectivement, et sinon, par dis $(E, F)$ le nombre r\’eel
$0$ ou 1, suivant qu on a $E=F$ ou non. Il est alors evident que
$\mathfrak{C}(J)$ est un espace m\’etriq\‘ue et compact.

$R$ \’etant un espace m\’etrique. nous prenons un sous-ensemble
ferm\’e $H$ de l’espace $p$roduit $R\times J$. Pour un point $x$ de $R$ , nous
d\’esignons par $H_{\langle x}$) $1’ ense\overline{m}ble$ de tous les points de $H$ dont la $pro-\backslash $

jection sur $R$ est pr\’ecis\’ement le point $x$ et par $H^{\langle x)}$ la projection
de $H_{(x}$) sur $J$.

\’Etant donn\’ee une fonction $\theta$ d\’efinie sur $\mathfrak{C}(J)$ , nous d\’esignons

par un de $\Gamma(\theta),$ $J,$ $R;H$)
$,$

$\Gamma(\theta, J;H)$ ou $\Gamma(\Theta;H)$ la fonction $\Gamma(x)$

d\’ePnie sur $R$ de sorte qu’on ait I1$x$) $=\theta(H^{(x)})$ , Ct nous appellons

cette fonction celle cribl\’ee au moyen de $H$ par rapport \‘a $\iota\Theta,$ $H$ un
crible ferm\’e des fonctions et $\theta$ la base du crible ferm\’e donn\’ee.
Maintenant, nous d\’esignons par $\Gamma(\Theta;J, R)$ ou $\Gamma(\theta, R)$ la famille $de$

toute fonction $\Gamma(\theta;H)$ lorsque $H$ parcourt tous les sous-ensembles
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ferm\’es de $R\times J$ et nous appellons cette famille cette cribl\’ee de la
classe $(\Gamma)$ par rapport \‘a $\Theta$ .. $\Theta_{1}$ et $\theta_{2}$ \’etant deux bases des cribles ferm\’es des fonctions, si
l’on a toujours l’\’egalit\’e $\Gamma(\Theta_{1}, R)=\Gamma(\Theta_{2}, R)$ pour tout espace m\’etrique
$R$ , nous dirons que les deux bases $\theta_{1}$ et $\Theta_{2}$ sont \’equivalentes deux-
\‘a-deux, et nous d\’esignons ce fait par $\Theta_{1}\sim\Theta_{2}$ ou $0n_{2}\sim\Theta_{1}$ . En prenant

q maintenant l’espace m\’etrique $\mathfrak{C}(J)$ , nons consid\’erons l’ensemble $H$

$de$ tous les points $(E, x)ds$ l’espace produit $\mathfrak{C}(J)\times J$ tels qu’on ait
$x\in E$, L’ensemble $H$ est alors ferm\’e dans $\mathfrak{C}(J)\times J$ et nous avons
$H=\Gamma(\theta;H)$ .

Enfin, nous ajouterons un th\’eoreme sur la relation entre les
bases des cribles fermes des fonctions et les op\’erations analytiques
des fonctions.

Th\’eor\’eme 24. Soient $R$ un espace m\’etrique, $J$ un espace m\’etri-
que compact et ind\’enombrable, $\Theta_{n}(n=1,2, \ldots)$ les bases des cribles
ferm\’es des fonctions et $\Phi(F_{n}(x);x)$ une op\’eration analytique des fonc-
tions. Nous avons alors pour tout sous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times J$

$\Phi(\Gamma(\theta, ; H))=\Gamma(\Phi(\Theta_{a})$ ; $H)$ .
$l$

24. La repr\’esentation par les cribles lferm\’es des fonctions.
Nous sommes partis des ensembles ferm\’es pour repr\’esenter les
op\’erations analytiques des ensembles par les cribles ferm\’es. Or,
de m\^eme pour repr\’esenter celles des ensembles par les cribles
ferm\’es des ensembles, il serait plus convenant $de$ sortir des fonctions
continues sup\’erieurement et inf\’erieurement ’ que des fonctions
continues. Maintenant, nous posons le d\’efinition suivante.

D\’efinition. \’Etant donn\’ee une op\’eration analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des
fonctions et une famille $\mathfrak{F}$ des fonctions d\’efinies sur un ensemble
$D$ , nous d\’esignons par $\Phi(F)$ la famille de toutes les fonctions

$\iota\Phi(F_{n}(x))$ obtenues, lorsque le suite $\{F_{\dot{n}}(x)\}(n=1,|2, \ldots)$ des fonctions
parcourt toute celle des fonctions contenues dans la famille $\mathfrak{F}$ .

D\’efinition. \’Etant donn\’e un espace m\’etrique $R$ , nous d\’esignons
par $\mathfrak{C}(R),$ $\mathfrak{S}(R)$ et $\mathfrak{J}(R)$ respectivement les familles des fonctions
continues, celles continues, sup\’erieurement et inf\’erieurement sur $R$ .

Or, d’apres le th\’eoreme 23, une op\’eration analytique des
fonctions peut \^etre repr\’esenter comme l’it\’eration successive des
op\’erations $\Phi_{k}(F_{n}(x))(k=1,2, \ldots , 5)$ donn\’ees dans le th\’eor\‘eme 23,
et donc le probl\‘eme de la repr\’esentation des familles $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ et
$\mathcal{O}(s\alpha(R))$ se partage en deux parties, c’est-\‘a-dire,
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$I,$ la repr\’esentation des famille $\mathfrak{C}(R)$ et $d^{\alpha}(R)$ par des cribles
ferm\’es des fonctions,

II, \’etant donn\’ee une suite $\{\Gamma(\theta_{n} ; H)\}(n=1,2, \ldots)$ des cribles
ferm\’es des fonctions, la repr\’esentation des famille $\Phi(\Gamma(\Theta_{n}, R))$ o\‘u
$\Phi(F_{n}(x))$ est une op\’eration analytique des fonctions, par les cribles
ferm\’es des fonctions. , ,

Pour les consid\’erer, nous posons d’abord le$-$

1

Lemme. $So^{t}i$ent $J$ et $J^{*}$ les deuux espaces m\’etriques compacts et
ind\’enombrables et $\Theta$ une base d’un crible ferm\’e des fonctions, d\’efinie
sur la famille $\mathfrak{C}(J)$ . On peut alors d\’efinir sur la famille $\mathfrak{C}(J^{*})$ une
base 0* d’un crible ferm\’e des fonctions teue qu’on ait $\theta\sim\Theta^{*}$ .

D\’emonstration. Nous consid\’erons d’abord le cas ou $J^{*}$ est le
discontinu $\Delta$ de G. CANTOR. Comme $J$ est un espace m\’etrique, on
peut trouver une transformation $\varphi(t)$ qui transforme $\Delta$ en $J$. Main-
tenant, nous d\’esignons par $\Theta^{*}$ la fonction d\’efinie sur $\mathfrak{C}(J^{*})$ de fagon
qu’on ait $\Theta^{*}(E)=\theta(\varphi(E))$ pout tout sous-ensemble ferm\’e $E$ de $\Delta$ .
On voit alors $\Gamma(\Theta, R)=\Gamma(\Theta^{*}, R)$ pour tout espace m\’etrique $R$ . En
effet, nous prenons d’abord une fonction $F(x)$ contenue dans $\Gamma(\Theta, R)$ .
On peut alors d\’efinir un sous-ensemble ferm\’e $H$ dans $R\times J$ tel
qu’on ait $F(x)=\Gamma(\Theta;H)$ . Nous d\’esignons par $H^{*}$ l’ensemble de
tous les points $(x, y)$ de $R\times a$ tel qu’m ait $(x, \varphi(y))\in H$. $\Pi$ est alors
\’evident que $H^{*}$) est ferm\’e dans $ R\times\Delta$ . Mais, on peut voir que
$F(x)=\Gamma(\Theta^{*} ; H^{*})$ . En effet, pour un point $x$ de $R$ , nous avons
$F(x)=\Theta(H^{(x)})$ , Or, nous avons d’apres la d\’efinition $H^{(x)}=\varphi(H^{*(x)})$ ,
d’ou on a $F(x)=1^{7}(\Theta^{*_{2}};H^{*})$ , ce qui donne $\Gamma(\Theta, R)C\Gamma(\Theta^{*}, R)$ . De
m\^eme, on voit que $\Gamma(\Theta^{*}, R)C\Gamma(\Theta:R)$ , et par suite $\Gamma(\Theta^{*}, R)=$

$\Gamma,(\Theta^{*}, R)$ .
Puis, nous $consid\acute{e}$

’ rons le cas ou $J^{*}$ est un espace m\’etrique

compact et ind\’enombrable arbitraire. $Or\backslash $, comme nous avons fait
plus haut, on peut trouver dans $\mathfrak{C}(\Delta)$ une fonction $\Theta_{\Delta}$ telle qu’on
ait $\Theta\sim\Theta_{\Delta}$ . Donc, pour d\’emontrer qu’il existe une fonctiori $\Theta^{*}$ dans
$\epsilon(J^{*})$ telle qu’on ait $\Theta\sim\Theta^{*}$ , il suffit $de$ d\’emontrer qu’il exsite une
fonction $\Theta^{*}$ sur telle qu’on ait $\Theta_{\Delta}\sim\Theta$ “. Par suite, on peut supposer,
sans perdre la g\’en\’eralit\’e, qu on ait $ J=\Delta$ . Puisque $J^{*}$ est un $e\phi ace$

m\’etrique compact et ind\’enombrable, on peut prendre une trans-
formation topologique $\varphi(t)$ qui transforme $\Delta$ en un sous-ensemble de

$\backslash $

$J^{*}$ . Maintenant nous d\’esignons par 0* la fonction d\’efinie sur $\mathfrak{C}(J^{*})$

de fa\ca\’on qu on ait $\Theta^{*}(E)=\backslash \Theta(\varphi^{-1}(E\varphi(\Delta)))$ . Nous avons alors $\Gamma(\Theta, R)=$

$\backslash \Gamma(\Theta^{*}, R)$ . En effet, pour une fonction $F(x)$ de $\Gamma(\Theta, R)$ , on peut
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trouver dans $R\times J$ un sous-ensemble ferm\’e $H$ tel qu’on $aitF(x)=$
$\Gamma(\Theta, H)$ . Or, d’apres la transf6rmation $\backslash \sigma;x^{\prime}=x$ et $J^{\prime}=\varphi(y),$ $H$ est
transform\’e en un sous-ensemble ferm\’e $H^{*}$ de $R\times J^{*}$ et nous avons
$\sigma(H^{Ix)})=H^{\aleph^{x)}}$ pour tout point $x$ de $R,$ $d’ 0\dot{u}$ nous avons $F(x)=\Gamma(e^{*}$ ;
$H^{*})$ et par suite $F(x)\in I^{\urcorner}(\hslash 0^{*}, R)$ , ce qui entraine $\Gamma(\Theta, R)\dot{C}\Gamma(\theta^{*}, R)$ .
D’autre part, pour une fonction $F(x)$ de $\Gamma(\Theta^{*}, R)$ , on peut trouver
dans un sous-ensemble ferm\’e $H^{*}$ tel qu’on ait $F(x)^{--}---I^{7}(0n^{*} ; H^{*})$ .
Or nous avons d’apres la d\’efinition de $\Theta$ “, $F(x)=\Gamma(\Theta^{*}| ; H^{*}(R\times\varphi(\Delta)))$ ,
ce qui donn\’e $F(x)=\Gamma(\Theta;\sigma^{-1}(H^{*}R\times\varphi(\Delta)))$ , d’ou nous avons $F(x)$

$\in\Gamma(Oh, R)$ ou $\Gamma(\Theta^{*}, R)C\Gamma(0hR)$ et donc $\Gamma(\Theta^{*}, R)=\Gamma(\Theta, R)\backslash $ .
Maintenant, nous consid\’erons le probleme I. htant donn\’e

l’intervalle’ ferm\’e $I_{\backslash }=[-1, +1]$ , nous d\’efinirons les fonctions $\Theta_{S}\langle x$)
et $\Theta_{1}\langle x$) sur l’espace $\mathfrak{C}(I)$ comme il suit; quand un sous-ensemble
ferm\’e $E$ de I est non-vide, pour les points sup\’erieure $M$ et in-
f\’erieure $m$ de $E$, nous posons $\Theta_{S}(E)=\nu^{-1}(M)$ . et $\Theta_{I}(E)=\nu^{-1}(m)$ ,

sinm $\Theta_{S}(E)=-\infty$ et $\Theta_{1}(E)=+\infty$ . Nous avons alors $\mathfrak{C}(R)=$

$\Gamma(\Theta_{S,}R)$ et $s^{\alpha}(R)=\Gamma(\Theta_{I}, R)$ pour tout espace m\’etrique $R$ . En
effet, \’etant donn\’ee une fonction $F(x)$ de la famille $\Gamma(\Theta_{S}, R)$ , nous
consid\’erons un sous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times I$ tel qu’m ait $F(x)=$

$\Gamma(\theta_{S} ; H)$ . . Or, quand nous d\’esignons par $M(x)$ la borne sup\’erieure
de l’ensemble $(H+(-1)\times R)^{\langle x)}$ pour tout point $x$ de $R$ , nous‘ avons
$F(x)=\nu^{-1}(m(x))$ . Selm la d\’efinition de $ M(x),\cdot$ la fonction $M(x)$ est
conbinue sup\’erieurement, et par suite $\nu^{-1}(M(x))=F(x)$ est aussi
continue sup\’erieurement, d’o\’u nous avons $F(x)\in \mathfrak{C}(R)$ , c’est-a-dire,
$\Gamma(\mathfrak{S}_{S}, R)C(\prime R)$ . D’autre part, \’etant donn\’ee une fonction $F(x)$ conti-
nue sllp\’erieurement sur $R$ , nous consid\’erons l’ensemble $H$ de tous
les points $(x, y)$ de $R\times I$ tels qu’on ait $y\underline{\leq}\nu(F(x))$ . L’ensemble $H$

est alors ferm\’e et quand nous d\’esignons par $M(x)$ la borne sup\’erieu$re$

de $(H+(-1)\times R)^{(x)}$ pour tout point $x$ de $R$ , nous avons $\nu^{-1}(M(x))=$

$F(x)$ et par suite $F(x)=F(\Theta_{S} ; H)$ , ce qui donne $\mathfrak{S}(R)C\Gamma(\theta_{S}, R)$ .
Donc, nous avons $\mathfrak{S}(R)=\Gamma(\Theta_{S}, R)$ pour tout espace m\’etrique $R$ . De
m\^eme, on peut d\’emontrer que nous avons $\theta^{\alpha}(R)=\Gamma(\Theta_{I}; R)$ pour tcfut
espace m\’etrique $R$ . Dans nos consid\’eration, on voit qu’il existe
dans $\mathfrak{C}(I)$ une base d’un crible ferm\’e qui repr\’esente la famille des
fonctions continues sup\’erieurement ou inf\’erieurement, mais selon
le lemme, on peut voir que, \’etant donn\’e un espace m\’etrique $J$

compact et ind\’enombrable,. il existe sur $\mathfrak{C}(J)$ une base d’un crible
ferm\’e ayant la m\^eme propri\’et\’e. Nous pouvons donc r\’esoudre com-
pl\’etement le probleme $I$.

Puis, nous consid\’erons le probl\’eme II. Or, pour le r\‘esoudre, il



54 M. Kond\^o

suffit de r\’esoudre le probleme suivant: \’etant donn\’ee $f$ une suite
$\{\Gamma(\Theta_{n};, H)\}(n=1,2, .\cdots)d$es cribles ferm\’es des fonctions et une
op\’eration analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions, la famille $\Phi(\Gamma(\theta_{n}, R))$

des fonctions peut-\^etre repr\’esent\’ee par un crible ferm\’e des fonctions 7

Gr\^ace au lemme 1, on peut supposer, sans perdre la g\’en\’eralit\’e,
que les bases $\Theta_{n}(n=1,2, \ldots)$ des cribles ferm\’es des fonctions
soient d\’efinies sur l’espace $\mathfrak{C}(\Delta)$ , o\’u $\Delta$ est le discontinu de G. CANTOR.
Pour tout nombre naturel $n$ , en designant par $\Delta_{n}$ la partie de $\angle t$

contenue dans l’intervalle $[\frac{1}{23^{n}}$ , $\frac{1}{23^{n+1}}]$ , nous prenons une trans-
formatim $\varphi_{n}(t)$ qui transforme $\Delta$ en $a_{n}$ topologiquement. Main-
tenant, nous d\’efinirons la fonction $\Theta$ sur $\mathfrak{C}(I)$ comme il suit. \’Etant
donn\’e un sous-ensemble ferm\’e $E$ de $I$, nous posons

$s$

$\Theta(E)=\Phi(\theta_{n}(\varphi_{n}^{-1}(\Delta_{n}E)))$ .

Nous avons alors $\Phi(I^{7}(\Theta,, R))=\Gamma(\Theta, R)$ pour tout espace m\’etrique
$R$ . En effet, pour une fonction $F(x)$ de $\Gamma(\theta, R)$ , nous pouvons
prendre un sous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times J$ tel qu’on ait $F(x)=$
$\Gamma(\theta;H)$ . Or, nous avons d’apres la d\’efinition de $\Theta$

$F_{(}^{\prime}x)=\Phi(\Gamma(\theta_{u}$ ; $\varphi_{n}^{-1}(\Delta_{n}H)))$ ,

ce qui entraine $F(x)\in\Phi(\theta_{n}, R))$ et par suite $\Gamma(\theta, R)C(\Gamma(\Theta_{n}, R))$ .
D’autre part, pour une fonctim $F_{n}(x)$ de $\Gamma(\Theta_{n}, R)$ , nous $pouvons_{\text{鑢}}$

d\’eterminer un sous-ens’emble ferm\’e $H_{n}$ de $R\times J$ tel qu’m ait
$F_{n}(x)=\Gamma(\Theta_{n} ; H_{n})$ . Or, l’ensemble $H=R\times(0)+\sum_{n\rightarrow 1}^{\infty}H_{n}$ est ferm\’e

dans $R\times J$ et nous avons $\Gamma(\theta;H)=\Phi(F_{n}(x))$ , d’ou nous avons
$\Phi(It\Theta_{n}, R))C\Gamma(\Theta, R)$ et par cons\’equent $\Gamma(\Theta, R)=|\Phi(\Gamma(\Theta_{n}, R\rangle)$ , . c’est-
\‘a-dire, le probleme II est r\’esolu compl\’etement.

Puis, nous consid\‘erons l’inverse du probl\‘eme de la repr\’esenta-
tim des op\‘erations analytiques des fonctions par les cribles ferm\’es.
Pour le consid\’erer, il suffit d’apres le lemme de consid\’erer le cas
o\‘u une base $\Theta$ d’un crible ferm\’e donn\’e est d\’efini sur $\mathfrak{C}(\Delta)$ , ou $\Delta$ est
le discontinu de G. CANTOR.

Soit $R$ un espace m\’etrique. Etant donn\’e un sous-ensemble
ferm\’e $H$ de l’espace $ R\times\Delta$ , nous d\’efinirons les sous-ensembles $ferm\text{\’{e}} s^{-}$

$E_{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}^{(\nu)}$ ($\nu=1,2,$ $\ldots$ . ; $n_{k}=0$ ou 1, $k=1,2,$ $\ldots.$ )
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de $R$ comme il suit. Pour cela, nous d\’evelopperons d’abord le
nombre $\nu$ en la fractim $de$ la base 2

$\nu=\cdot m_{1}+2\dot{m}_{2}+2^{2}m_{3}+\cdots\cdot+2^{j-1}ni_{j}$ ($m_{i}=0$ ou 1, $m_{j}=1$).

Quand nous avons $i>k$ , nous posons

$E_{n_{1\prime}n_{2}i\ldots.,n_{k}}^{v}=R$

et sinon
$E_{n_{1},n_{2},\ldots.n_{k}}^{(\nu)}=ProjR(\Delta_{p_{1}p_{2}\ldots.p_{2_{k}}})xR\cdot H$ ,

o\‘u nous avons $’|$

$(p_{2}, p_{4}, \ldots.p_{2k})=(n_{1}, n_{2}, \ldots. n_{h})$

et $(p_{1},$ $p_{3}$ , . . . . $p_{2k-1})=(m_{1}, m_{2}, \ldots., m_{j}, 0, \ldots.0)$ .
On voit alors sans peine que nous avons pour toute suite finie
$(n_{1}n_{2}, \ldots , n_{k-1})$ et tout nombre entier $\nu$

$E^{(\nu)}\supset E_{n_{1}n_{2}\ldots 7\mathfrak{l}}^{(\nu)}n_{1}n_{2}\ldots.n_{k_{\sim}}kn_{k+1}$ $-$

Maintenant, nous d\’efinissons les fonctions $F^{(\nu)}(x)(\nu=1,2, \ldots)$ sur
$R$ par les relations suivantes

. $Ens\{F^{(\nu)}(x)\geqq\gamma_{n_{1}n_{2}\ldots.n_{k}}\}=E_{n_{1}n_{2}\ldots.n_{k}}^{(\nu)}$ ,

$r_{n_{1}n_{2}\ldots.n_{k}}=\nu^{-1}(\sum_{j\approx 1}^{k}n_{j}2^{-j})$ .

Les fonctions $F^{1^{\nu)}}(x)(\nu=1,2, \ldots)$ sont alors continue sup\’erieurement
sur $R$ .

Or, \’etant donn\’ee une suite $\{F^{(\nu)}(x)\}(\nu=1_{P}2, \ldots)$ des fonctions
continues sup\’erieurement sur $R$ , nous pouvons inversement d\’efinir
un sous-ensemble ferm6 $H$ de $ R\times\Delta$ comme il suit. Pour cela, nous
posons d’abord pour un nombre naturel

$\nu=m_{1}+2m_{2}+2^{2}m_{3}+\cdots\cdot+2^{j-1}m_{j}$ ($m_{i}=0$ ou 1, $m_{j}=1$ ) ,

$E_{p_{1}p_{2}\ldots.p_{2k}}=Em\{F^{(\nu)}(x)\geqq r_{p_{0}.p_{4}\ldots.p_{2k}}\}$ ,

ou nous avons $k\geqq j$ et $(p_{1}p_{3}\ldots p_{2k-1})=(m_{1}, .\ldots m_{j}, 0, \ldots 0)$ . Il est
alors \’evident que les ensembles $Ep_{1}p_{2}\ldots p_{k}$ sont ferm\’es. Nous pouvon $s$

alors d\’efinir un sous-ensemble ferm\’e dans $ R\times\Delta$ par l’\’egalit\’e
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$ H=\Pi\infty$
$\Sigma$ $E$ $\times\Delta$

$k=1p_{1}p_{2}\ldots p_{2k}p_{1}p_{0}\sim\ldots.p_{2k}$ $p_{1}p_{2}\ldots.p_{2k}$

D’apres cette proc\’edure, nous avons une correspondence entre une
suite des fonctions continues Sup\’ereurement sur $R$ et un sous-
ensemble ferm\’e de $ R\times\Delta$ . Ici, nous dennerons quelques remarques
sur cette $p$roc\’edure,

$1^{o}$ , d’apres cette proc\’edure, nous avons une correspondence
entre $u\grave{n}e$ suite des nombres et un sous-ensembles ferm\’e de $\Delta$ ,

$2^{o}$ , quand nous pouvons deduire une suite $\{F^{(\nu)}(x)\}(\nu=1,2, \ldots)$

des fonctions continues sup\’erieurement sur $R$ de l’ensemble un
sous-ensemble ferm\’e $H$ de $ R\times\Delta$ selon cette proc\’edure, un’ sous-
ensemble $ferm\circ’$. de $ R\times\Delta$ deduit de la suite $\{F^{(\nu)}(x)\}(\nu=1,2, \ldots)$

par cette proc\’edure est Npr\’ecis\’ement $H$.
Maintenant, nous d\’esignons par $E(x_{n})$ un sous-ensemble ferm\’e

de $\Delta$ d’duit d’une suite ( $x_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ -des nombres $p$ar cette
proc\’edure. Selon ces ensembles ferm\’es de $\Delta$ , nous d\’efinirons une
op\’eratim analytique $\varphi(x_{n})$ des nombres par

$\Phi(x_{n})=\theta(E(x_{n}))$ .
Nous avons alors pour tout espace m\’etrique $R\Phi(\mathfrak{S}(R))=\Gamma(\Theta, R)$

c’est-a-dire, le crible ferm\’e $\Gamma(\Theta;H)$ des fonction $s$ peut \^etre re-
pr\’esentb par une $op^{\acute{\alpha}}$.ratIon analytique des fonctions. En effet, \’etant
donn\’e un Sous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times a_{y}$ nous consid\’erons une
fonction $F(x)=\Gamma(\Theta;H)$ . D’apres notre proc\’edure,. on peut deduire
une suite $t^{(}\nu$

)
$(x)$ } $=(\nu=1,2, \ldots)$ des fonetions continues sup\’erieure-

ment de $H$. Or, comme on sait dans la proposition $2^{o}$ , l’ensemble
$H$ est deduit de la $suiCe.\{F^{(\nu)}(x)\}(\nu=1,2, \ldots)$ par notre proc\’edure
et l’op\’eratim $\Phi(x_{n})$ est d\’efinie par l’\’equation (1), nous avons $F(x)=$
$\Phi(F^{(\nu)}(x))$ , ce qui entraine $F(x)\in\Phi(R)$ et par suite $\Gamma(\Theta, R)C_{\sim}\Phi(\gamma(R))$ .
D’autre ;part, \’etant donn\’ee une suite $\{F^{t^{\nu)}}(x)\}(\nu=1,2, \ldots)$ des
fonctions continues $\sup\circ’$.rieurement sur $R$ , nous consid\’erons une
fonction $F(x)=\Phi(F^{\{\nu)}(x))$ . Quand $\dot{n}$ous deduissons dans un sous-
ensemble $ferm_{\vee}^{\prime}\circ$ $H$ de la suite $\{F^{(\nu)}(x)\}(\nu=1,2, \ldots)$ par notre
proc\’odure, $nQUS$ avons d’apres la d\’ePnition de $H$ pour tout point
$x$ de $RE(F^{t^{\nu)}}(x))=H^{(x)}$ . Par cons\’oquant, nous avons d’apres (I)
$\Gamma(\theta;H)=F(x)$ et par suite $F(x_{i}^{\backslash }’\in\Gamma(\theta, R)$ , ce qui entraine $\Phi(\mathfrak{S}(R))C$

$\Gamma(\theta, R)$ . Noug avons donc d’apres le resultat obtenu plus haut
$\Phi(e\simeq(R))=1_{1}^{\urcorner}\theta;\mathfrak{S}(R))$ . De m\^eme, on peut d\’efinir une op\’eration analy-
tique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions telle qu’on ait $\Phi^{*}(s\alpha(R)\rangle$ $=\Gamma(\theta, s\alpha tR))$
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pour tout espace m\’etrique $R$ . Donc, en resumant les resultats sinsi
obtenus, nous avons

Th\’eor\‘eme 25. Toute op\’eration analytique des fonctions peut
\^etre represent\’ee par un cribles ferm\’e $\Gamma(\Theta;H)$ des fonctions, et $\tau nverse$.
ment, quelque soit le crible ferm\’e $\Gamma(\Theta;H)$ des fonctions, il existe une
op\’eration analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions telle qu’on ait $\Phi(\mathfrak{S}(R))=$

$\Gamma(\Theta, \mathfrak{S}tR))$ (ou $\Phi(S\alpha(R))=\Gamma(\Theta,$ $\mathfrak{S}(R))$).

25. La relation entre les op\’erations analytiques des fonctions
et des ensembles. Les deux op\’erations analytiques des fonctions et
des ensembles sont intimement li\’ees et nous avons sur cela un
th\’eor\‘eme suivant. Pour le poser, nous donnerons d’abord une
d\’eflnition.

D\’efinition. Soient $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eration $an$alytique des fonc-
tions, $R$ un espace et $N$ un ensemble des nombres r\’eels. Nous
d\’esignons alors par Ens $\{\Phi(\mathfrak{S})R))\in N\}$ (ou Ens $\{(s\alpha tR)$) $\in N$ }) la famille
de tous les ensembles Ens $\{\Phi(F_{n}(x))\in N\}$ tels qu’on ait $F_{n}(x)\in \mathfrak{S}(R)$

(ou $F_{n}(x)\in \mathfrak{S}(R)$) $.$ En particulier, quand $N$ est un ensemble $de$ tous
les nomhres $r$ tel qu’m ait $\gamma\geqq r0$ , nous d\’esignons par Ens { $\Phi(\mathfrak{S}tR)):$

:

$\cong r_{0}\}$ la famille Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ . Da m\^eme, nous d\’efinirons les
familles Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))>r_{0}\}$ ; Ens { $\Phi(S\alpha(R))\geqq r_{0}\rangle$ etc.

Th\’eor\‘eme 26. \’Etant donn\’ee une operation ana’ytique $\Phi(F_{n}tx))$

des fonctions et un ensemble $N$ des nombres r\’eels, nous pouvons d\’efi’nir
une op\’eration analytique $\Psi(E_{n})$ des ensembles comme il suit, quelque
soit l’espace $R$ , nous avons toujours

(1) $\Psi(R)=Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ .

Inversement, \’etant donn\’ee une op\’era tion analytique $\Psi(E_{n})$ de; ensembles
et un en $s$emble $N$ des nombres $r\acute{e}e^{f}s$ , nous pouvons d\’efin $\prime r$ une op\’eration
analytique $\Phi(E_{n}(x))$ des fon tions comme il suit, $q_{l\ell}$ elque $\epsilon_{\alpha}oit$ l’espace
$R$ , nous avons toujours $l’\acute{e}gal/t\acute{e}(1)$ .

D\’emonstration. $\acute{h}^{\neg}tant$ donn\’ee une op\’eration analytique $\Phi(F_{n}(x))$

des fonctions et um ensemble $N$ des nombres r\’eels, nous d\’efinirons
une op\’eratim analytique des ensembles $\Phi(E_{n})$ comme il suit. Pour
cela, nous rangeons tous les nombres $ratio_{R}nels$ en une suite {$ r_{n}\rangle$

$(n=1,2, \ldots)$ . Pour une suite ( $E_{n}$ } $(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles
ferm\’es d’un espace $R$ , nous d\’efinirons maintenant une suite ($P^{k}(x)$ }
$(n=1,2, \ldots)$ des fonctions d\’efinies sur $R$ par 1es relation $s$ telles
qu’on ait pour tout nombre naturel $n$ et tout $nom\grave{b}$re r\’eel $s$
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$Ens(F_{n}(x)\geqq s)=IIE_{2^{n- 1}(2k- 1)}\epsilon\geq r_{k}$ et Ens $(F_{n}(x)\geqq-\infty)=R$ .

Pour que $F_{n}(x)(n.=1,2, \ldots)$ soient’ d’efinies par cette relation, il
faut qu’m ait Ens $(F_{n}(x)\geqq s_{1})\supset Em\langle(x)\geqq s_{2}$ } Pour les deux nombres
r\’eels $s_{1}$ et $s_{2}$ tels qu’on ait $s_{2}\geqq s_{1}$ . Or, il est \’evident que $F_{n}(x)$

$(n=1,2, \ldots)$ jouissent de cette . prbpri\’et\’e. Comme les ensembles
$E_{n}(n=1,2, . . :)$ sonH ferm\’es, les ensembles Ens \langle $F_{n}(x)\geqq s$} sont
aussi ferm\’es, et par suite $F_{n}(x)(n=1,2, \ldots)$ sont cmtinues sup\’eri-
eurement. Nous pouvons $d$onc effectuer $\Phi(F_{n}(x))$ sur ces fonctions
$F_{n}(x)(n=1,2, . . .)$ . Nous d\’efinirons maintenant une op\’eration
analytique $\Psi(E_{n})$ des ensembles par l’\’equation

(2) $\Psi(E_{n})=Ens\{\Phi(F_{n}(x))\in N\}$ .
’

Nous avons alors $\Psi(R)=Ens\langle\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N$}. En effet, pour un
ensemble $E$ de Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ , il existe une suite { $ F_{n}(x)\rangle$

$(n=1,2, \ldots)$ des fonctions sup\’erieurement sur $R$ telles qu’m ait.
$E=Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ . Nous posons maintenant

$c$

$E_{2^{n-1}\{2k-1)}=Ens\{F_{n}(x)\geqq r_{k}\}(k,- n=1,2, \ldots.)$ .
Les ensembles $E_{n}(n=1,2, \ldots)$ sont alors fprm\’es et les fonctions
$con\grave{s}truites$ par $E_{n}(n=1,2, \ldots)$ en employant cette m\’ethode coin-
cident avec les fonctions $F_{n}(x)(n=1,2, \ldots)$ . Nous avon $s$ donc
d’apres (2) ( $\Psi(E_{n})=E$ et par suite $E\in\Psi(R)$ , d’ou nous avons
Ens \langle $\Phi(\mathfrak{S}tR))\in N$ } $C\Psi(R)$ . D’autre part, pour un ensemble $E$ de
$\Psi(R)$ , nous $\acute{p}$ouvons choisir une suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des sous- .
ensembles ferm\’es de $R$ de fa\caon qu’on ait $E=\Psi(E_{n})$ . Quand nous
construissons les fonctions $F_{n}(x)(n=1,2, \ldots)$ de la suite $\{E_{n}\}$

$(n=1,2, \ldots)$ seIon la m\’ethode donn\’ee plus haut, nous avons d’aPr\‘es
(2) $E=\Psi(E_{x})=Ens\{\Phi(F_{n}(x))\in N\}$ , ce qui entraine $E\in Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))$

$\in N\}$ ou $\Psi(R)<Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ . Nous avons donc d’apre$s$ le r\’e-
sultats obtenu plus haut $\Psi(R)=Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ .

Puis, \^etant donn\’ee une op\’eration analytique $\Psi(E_{n})$ des ensembles
et un ensemble $N$ des nombres r\’eels, nous d\’efinirons une op\’eration
analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions de fagon suivante. Pour une suite
$\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctions ‘continues sup\’erieurement sur
$R,$ $nous$ ) $posons$

(3) $\Phi(F_{n}(x))=a+.b\varphi_{\Psi(E_{n})}(x)$ ,
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ou $E_{n}=Ens\{F_{n}(x)\geqq 1\}(n=1,2, \ldots),$ $\varphi_{\Psi(E_{n})}(x)$ la fonctim carac-
t\’eristique $de$ l’ensemble $\Psi(E_{n})$ d\’efinie sur $R$ et $a,$ $b$ les nqmbres
r\’eels tels qu’on ait $a\overline{\in}N$ et $a+b\in N$. Or, comme la valeur de
$\Phi(F_{n}(x))$ \‘a un point $x_{0}$ de $R$ n’est d\’etermine que par les relations
$F(x_{0})\geqq 1$ ou non, $\Phi(F_{n}(x))$ est donc analytique.

Nous avons alors $\Psi(\backslash R)=Ens\{\mathfrak{S}(R))\in N\rangle$ . En effet, pour un
ensemble $E$ de $\Psi(R)$ , nous prenons une suite $\{E,\}(n=1,2, \ldots)$

‘ des sous-ensembles ferm\’es de $R$ telle qu on ait $E=\Psi(R)$ . Or, nous
avons d’apr\‘es (3)

$E=Ens(\Phi(\varphi_{E_{n}}(x))\epsilon N\}$

et $\varphi_{E_{n}}(x)$ est continue sup\’erieurement. L’ensemble $E$ est donc
contenu $d$ans Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ , ce qui donne $\Psi(R)C_{\sim}Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ .
D’autre part, \’etant donn\’ee un ensemble $E$ de Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}$ ,
nous pouvons choisir une suite $\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctions
continues sup\’erieurement de fa\caon qu’m ait $E=Em\{\Phi(E_{n}(x)\in N\}$ .
Or, 1es ensembles $E_{n}=Ens\{F_{n}(x)\geqq 1\}$ sont ferm\’es et $E=\Psi(E_{n})$ ,
ce quis entraine $E\in\Psi(R)$ . Nous avons donc Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\in N\}C\Psi(R)$ .
et par suite l’\’egalit\’e demand\’ee.

C. $Q$; F. D.
26. Les cribles fonctionnels des fonctions. Nous avons plus

hant donn\’e les cribles
1

ferm\’es des fonctions pour repr\’esenter les
op\’erations analytiques des fonctions. Or, on.voit sans peine que
la famille des fonctions obtenues par l’application d’une op\’eration
analytique des fonctions sur les fonctions continues ne peut n\’eces-
sairement \^etre repr\’esent\’e par un crible ferm\’e des fonctions. Pour
cette inconvenance, nous introduirons la notion des cribles fonction-
nels des fonctions.

Etant donn\’e un espace m\’etrique $J$ compact et ind\’enombrable,
nous consid\’erons la famille $\mathfrak{G}(J)$ de toutes les fonetions continues
r\’eelles et d\’efinies sur $J$. Nous d\’efinirons la distance dis $\{\varphi_{1}(x), \varphi_{2}(x)\}$

entre les fonctions $\varphi_{1}(x)$ et $\varphi_{2}(x)$ de $\mathfrak{G}(J)$ , comme il suit

dis $\{\varphi_{1}(x),$ $\varphi_{2}(x)\}=b.s_{j^{\nu}}(\varphi_{1}(x),$$\varphi_{2}(x))x\epsilon$

La famille $\mathfrak{G}(J)$ est $alQrs$ un espace m\’etrique complet et s\’eparable.
$R$ \’etant un espace m\’etrique quelconque, nous prenons une fonction
$F(x, y)$ . continue, d\’efinie $sur$ l’espace produit $R\times J$. \’Etant donn\’ee
une fonctim $\theta$ d\’efinie sur l’espace $\mathfrak{G}(J)$ , nous d\’esignons par une de

$\backslash \cdot$
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$II(\theta, J, R;F(x, y)),$ $\Pi(\Theta_{;}J:F(x, y))$ ou $11(\Theta;F(x, y))$ la fonctim d\’efinie
sur $R$ de fa\caon que la valeur \‘a un point $x$ de $R$ est donn\’ee par
l’expression $\Theta(F(x, y))$ , et nous appellons cette fonctim celle cribl\’ee
au moyen de, $F(x, y)$ par rapport \‘a $\Theta$ et $F(x, y)$ un crible fonction-
nel des fonctions. Maintenant, nous d\’esignons par $\Pi(\Theta, R)$ ou
$II(\Theta, J, R)$ la famille $de$ toutes fonctions $II(\Theta, F(x, y))$ , lorsque $F(x, y)$

parcourt toutes les fonctions continues d\’efinies sur $R\times J$, et nous
appellons cette famille celle cribl\’ee de la classe (II) par rapport \‘a
$\Theta$ et $\Theta$ la base de $II(\Theta, R)$ . $\Theta_{1}$ et $\Theta_{2}$ \’etant les deux bases des cribles
fonctionnels des fonctions, si l’m a $\Pi(\Theta_{1}, R)=\acute{I}I(0n_{2}R)$ , pour tout
psPace m\’etrique $R$ , nous dirons que les deux bases $\Theta_{1}$ et $\Theta_{2}$ sont
\’equivalentes deux-\‘a-deux et nous d\’esignon$s$ ce fait par $\Theta_{1}\sim\Theta_{2}$ ou
$\theta_{2}\sim\Theta_{1}$ . En prenant maintenant l’espace m\’etrique $\mathfrak{G}(J)$ , nous con-
sid\’erons la fonctim $F(x, y)$ d\’efinie sur l’espace produit $\mathfrak{G}(J)\times J$

selm l’\’egalit\’e $F(x, y)=\varphi(y)$ , ou $\varphi(y)$ dbsigne la fonction. contenue
dans $\mathfrak{G}(J)$ repr\’esent\’ee par $x$ . $\Pi$ est alors \’evident que la fonction
$F(x, y)$ est continue et qu’m a $\Theta,$ $=II(\Theta;F(x, y))$ .

Da m\’eme que les cribles ferm\’es des fonctions, nous avon $s$ un
th\’eoreme $su$ ivant sur les bases des cribles fonctionfiels.,

Th\’eoreme 27. Soient $R$ un espace m\’etrique, $J$ un espace m\’etrique
compact, $\theta_{n}(n=1,2, \ldots)$ les bases des cribles fonctionnels des fonctions
d\’efinies sur $\mathfrak{G}(J)$ et $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eration analytique des $f$ , nctions.
Nous avons alors $pour/tout$ sous-ensemble ferm\’e $H$ de l’espace produit
$R\times J$

$\Phi(\Pi(\Theta_{n} ; H))=\Pi(\Phi(\Theta_{n});H)$ .
27. La repr\’esentation par les cribles fonctionnels des fonctions.

No$us$ commencerons par la repr\’esentation des op\’erations analytiques
des fonctions par les cribles fonctionnels des fonctions.

The’ore’me $2_{\$}8$ . Soient $R$ un espace m\’etrique, ‘
$J$ un espace m\’etrique

compact ind\’enombrable, et $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eration $anolyt\tau que$ des fonc-
tions. On peut alors d\’efinir.une base $0$ d’un crible fonctionnel des
fbnclions sur $\mathfrak{G}(J)$ de facon qu’on.ait

$\Pi(\theta,$ $\mathfrak{C}(R))=\Phi(\mathfrak{C}(R))$ .
D\’emonstration. Prenons dans $J$ un point $p$ d’accumulation

de $J$ et une suite $\{p_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ de points telle qu’on ait
dis $(p, p_{n})\leqq\frac{1}{n}$ et $p\neq p:\neq p_{j}$ pour $i\neq j$ et nous d\’esignons par $U(x)$
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la fonction d\’efinie sur $J$ dont la valeur a un point $x$ de $J$ est
dis $(x^{-}, p)$ . $U(x)$ est alors continue $surJ$ et $U(p_{n})\leqq\frac{1}{n}$ . Main-

tenant, nous d\’efinirons une fonction $\Theta$ sur $\mathfrak{G}(J)$ comme il suit.
Etant donn\’ee une fonction continu$eF(x)surJ$, nous poserons

$F^{*}(x)=\max\{-U(x)$ , min $(U(x), F(x))\}$ .

$F^{*}(x)$ est alors continue sur $J$ et 1 $F^{*}(p_{n})|\leqq U(p_{n})$ . Nous d\’efinirons
$\theta$ par l’\’equation

(1) $\theta(F(x))=\Phi(\nu^{-1}(\zeta\urcorner(p_{n})^{-1}F^{*}(p_{n})))$ .

En vertu de cette fonction $\Theta$ , nous avons pour un espac$eR$

$\Pi(\theta;\mathfrak{C}(R))=\Phi(\mathfrak{C}(R))$ .

En effet, \’etant donn\’ee une suite $\{F_{n}(x)\}(n=1,2, \ldots)$ des fonctions
continues sur $R$ , nous consid\’erons la fonctim $F\langle x$) $=\Phi(F_{x}(x))$ . En
d\’esignant par $P$ l’ensemble des points $p$ et $p_{n}(n=1,2, \ldots)$ , nous
d\’efinirons la fonctim $F^{*}(x, y)$ sur l’espace produit $R\times P$ par l’ex-
pression suivante

$F^{*}(x, p)=0$ , $F^{*}(x, p_{n})=U(p_{n})\nu^{-1}(F_{n}(x))$ $(n=1,2, \ldots.)$ .

Puisque $F^{*}(x, p_{n})$ est continue sur $R$ et que $F^{*}(x, p_{n})(n=1,2, \ldots)$

convergent vers la fonction $F^{*}(x, p),$ $F^{*}(x, y)$ est continue sur $R\times P$.
Or, $P$ est un sous-ensemble ferm\’e de $J$, nous pouvon $s$ prolohger
$F^{*}(x, y)$ sur $R\times J$ continuellement. Nous d\’esignons par $F(x, y)$ la
fonction ainsi obtenue. Mais, comme nous avons d’apres (2)

$\nu(U(p_{n})^{-1}F(x, p_{n}))=F_{n}(x)$ $(n=1,2, \ldots.)$ ,

nous avons d’apres (1) $I1(\Theta;F(x, y))=\Phi(F_{n}(x))=F(x)$ , ce qui donne
$F(x)\in\Pi(\Theta;\mathfrak{C}(R))$ , d’ou nous avons $\Phi(\mathfrak{C}(R))\subset\Pi(\Theta, \mathfrak{C}(R))$ .

Puis, \’etant donn\’ee une fonction $con_{\downarrow}tinueF(x, y)$ d\’efinie sur
$R\times J$, nous consid\’erons la fonction $F(x)=lI(\Theta;F(x, y))$ . Or, la
fonctim $ F^{*}(x, y)\cdot$ d\’efinie par l’\’egalit\’e

$F^{*}(x, y)=\max\{-U(x)$ , min $(U(x),$ $F(x, y))\}$

crible, d’apr\’es la d\’efinition de $F^{*}(x, y)$ , une fonctim de m\^eme que
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$F(x, y)$ rapport \‘a la base $\Theta$ , c’est-\‘a-dire, $\Pi(\Theta;F(x, y))=\Pi(\theta;F^{*}(x, y))|$

Quand nous posons

(3) $F_{n}(x)=\nu^{-1}\{U(p_{n})^{-1}F^{*}(x, p_{n})\}$ $(n=1,2, \ldots.)$ ,

ces fonctions sont continues sur $R$ et $F^{*}(x, p_{n})=U(p_{n})\nu(F_{n}(x))$ ,
c’est-a-dire, $F^{*}(x, y)$ est une prologation continue de la fonction
$qu\ddagger$ prend la valeur $U(p_{n})_{\nu}(F_{n}(x))$ pour un point $(x, p_{n})$ et la valeur
$0$ pour un point $(x, y)$ . Nous avons donc d’apr\’es (1) $\Phi(F_{n}(x))=$

$\Pi(\theta;F^{*}(x, y))=F(x)$ , ce qui entraine $F(x)\in\Phi(\mathfrak{C}(R))$ ou $11(\Theta, \mathfrak{C}(R))$

$C\Phi(\mathfrak{C}(R))$ . Par cons\’equent, gr\^ace au resultat obtenu plus haut.
nous avons $\Pi(\Theta, \mathfrak{C}(R)J=\Phi(\mathfrak{C}(R))$ .

C. Q. F. D.
Dans le. th\’eoreme 28, nous avons la repr\’esentation de la famille

$\Phi(\mathfrak{C}(R))$ par un crible fonctionnel des fonctions. Or, nous pouvons
repr\’esenter $\Phi(\mathfrak{S}tR))$ ou $\Phi(\theta\alpha(R))$ par un crible fonctionnel des fonctions,
Pour le voir, il suffit d’apr\’es le th\’eoreme 27 de voir que le famille
$\mathfrak{S}(R)$ ou $s^{\alpha}(R)$ peut \^etre represent\’ee par un crible fonctionnels des
fonctions. Or, comme $\varlimsup F_{n}(x)$ ou $\lim F_{n}(x)$ est analytique, $\mathfrak{S}(R)$

ou $s^{\alpha}(R)$ est d’apres $n\rightarrow\infty 1e$ th\’eoreme $n\rightarrow\infty 28$ repr\’esent\’ee par un crible
fonctionnel $\Pi(\Theta;F(x, y))$ de maniere que $\mathfrak{S}(R)$ ou $s^{\alpha}(R)=\Pi(\Theta, \mathfrak{C}(R))$ .
Nous avons donc

Corollaire. $\Phi(F_{n}(x))$ \’etant une op\’eration analytique des fonctions,
il existe un cribles fonctionnel $\Pi(\Theta;F(x, y))$ des fonction $s$ tel qu’on ait
pour tout espace m\’etrique $R$

$11(\theta, R)=\Phi(\mathfrak{S}(R))$ ou $\Phi(S\alpha(R))$ .

28. Les op\’erations $quasi\cdot analytiques$ des fonctions. Nous avons
envisag\’e $d$ans les paragraphes 22-27 la repr\’esentation des op\’erations
analytiques des fonctions, mais comme nous pouvons voir sans
peine, ces resultats sont prolong\’es sur celles quasi-analytiques des
fonctions par quelques modifications l\’eg\’eres. Par exemple, pour
obtenir une repr\’esentation de celles-ci comme nous avons dans le
th\’eoreme 23, il suffit de consid\’erer $au$ lieu des op\’erations fonda-
mentales $\Phi_{k}(F_{n}(x))(x=1,2, \ldots 5)$ donn\’ees dans ce th\’eor\‘eme les
op\’erations suivantes; $1^{o}$ , $\Phi^{*}(F(x))=F(x)+a(x)$ ou $a(x)$ est une
fonctim quelconque; $2^{o},$ $\Phi_{2}^{*}(Ftx))=F(x)a(x)$ o\‘u $a(x)$ est une fonction
quelconque; $3^{o}$ , $\Phi_{3}^{*}(F_{1}(x), F_{2}(x))=\Phi_{3}(F_{1}(x), F_{2}(x));4^{o}$ , $\Phi_{4}^{*}(F_{1}(x)$ ,
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$F_{2}(x))=\Phi_{4}(F_{1}(x), F_{2}(x));5^{o},$
$\Phi_{6}^{*}(F_{k}(x))=\mathfrak{N}1x)b.s.$ {b.i.. $Fn_{k}tx)$}k ou les ensem-

bles $\Re(x)$ peuvent varier avec $x$ .

X. LES PROPRI\’ET\’ES G\’EN\’ERALES DES OP\’ERATIONS
ANALYTIQUES DES FONCTIONS.

29. Les th\’eoremes sur l’existence. Etant donn\’e un espace
m\’etrique s\’eparable $R$ , nous consid\’erons une op\’eratim analytique
$\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions. Comme la famille $\mathfrak{S}(R)$ estt de la puissance
$\leqq 2^{g0},$ $\Phi(\mathfrak{S}tR))$ est aussi de la puissance $\leqq 2^{g0}$ . Nous pouvons d\’e-
montrer ce qui suit.

$1^{o}$ . $\mathfrak{F}$ \’etant une famille da la puissance $\leqq 2*0$ des fonctions
d\’efinies sur $R$ , on peut d\’efinir une op\’eration ahalytique $|\Phi(F_{n}(x))$

des fonctions telle qu’on ait $\Phi(\mathfrak{S}tR))C\mathfrak{F}$ .
En effet, puisque $R$ est donn\’ee comme une image continue

d’un sous-ensemble de l’ensemble $R^{*}$ de tous les nombres irration-
nels, il suffit de consid\’erer le cas ou on a $R=R^{*}$ . \’Etant conn\’e un
intervalle $J=[0,3]$ , nous d\’esignons par $H_{r}$ pour un nombre r\’eel
$r(0\leqq r\leqq 1)1’ ensembie$ de tous les points $(x, y)$ de l’espace produit
$R^{*}\times J$ tel qu’on ait $0\leqq y\leqq\nu(x)+1$ et $y=2+r$ . Les ensembles
$H_{r}(0\leqq r\leqq 1)$ sont alors ferm\’es dans $R^{*}\times J$ et $H_{r}^{t^{x)}}(x\in R^{*}, (0\leqq r\leqq 1))$

sont distincts deux-\‘a-deux. Maintenant, en d\’esignant par $F_{r}(x)$

$(0\leqq r\leqq 1)$ les fonctions de $\mathfrak{F}$ , nous d\’efinirons une base $0$ d’un crible
ferm\’e des fonctions sur $\mathfrak{C}(J)$ comme il suit; pour un sous-ensemble
ferm\’e $E$ de $J$, quand. nous avo$nsE=H_{r}^{(x)}$ , nous posons $\theta(E)=$

$F_{n}(x)$ et sinon, $\theta(E)=0$ . Nous avons alors $F_{r}(x)=\Gamma(\theta;H_{r})(0\leqq r\leqq 1)$

et donc d’apr\’es le th\’eor\’eme 25 nous pouvons choisir une operation
analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions telle qu’on ait $\mathfrak{F}C\Phi(\mathfrak{S}(R))$ .

C. Q. F. D.
De m\^eme, nous pouvons donner d’apr\’es les th\’eoremes 25 et $ 28\cap$

une op\’eratim analytiqu $e$ $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions telle $qu’ m$ ait
$\mathfrak{F}\subset\Phi(\mathfrak{J}(R))$ ou $\mathfrak{F}C(\mathfrak{C}(R))$ .

Puis, pour l’existence d’une fonction universelle da la famille
$\Phi(\mathfrak{S}(R))$ ou $\Phi(\alpha s(R))$ , nous avons la suivahte.

$2^{o}$ . Soient $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eratim analytiqu $e$ des fonctions et $R$

un espace m\’etrique et s\’eparable. $I$ \’etant un intervalle ferm\’e
$[0,1]$ , nous pouvons choisir une fonctim $F(x, y)$ parmi $\Phi(\mathfrak{S}(R\times I))$

ou $\Phi(S\alpha(R\times I))$ de facon suivante, quelle que soit la fonction $F(x)$

de $\varphi(\mathfrak{S}(R))$ (ou $\Phi(S\propto(R))$ ), il existe un point $y0$ dans l’intervalle $I$ tel
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qu’on ait $F(x)\equiv F(x, yo)$ pour tout point $x$ de R. $I^{*}$ \’etant l’en-
semble de tous les nombres irrationnels contenus dans 1, nous
avons une fonctim $F(x, y)\backslash de\Phi(\mathfrak{C}(R\times I^{*}))$ , telle que, quelle que
soit la fonctim $F(x)$ de $\Phi(\mathfrak{C}(R))$ , il existe dans $I^{*}$ un point $y_{0}$ tel
qu’on’ ait $F(x)\equiv F(x, y_{0})$ pour tout point $x$ de $R$ .

En effet, \’etant donn\’e un espace m\’etrique compact et ind\’e-
nombrable $J$, nous pouvons d\’efinir d’apres le lemme de W. SIERPINSKI
(W. SIERPINSKI) (4)) dans l’espace produit $R\times J\times I$ un sous-ensemble
fe$r$m\’e $U$ qui est universel pour tous les sous-ensembles ferm\’es de
$R\times J$. Or, nous pouvons d\’ePnir sur l’espace $\mathfrak{C}(J)$ une base $\theta$ d’un
crible $fe$rm\’e des fonctions de fa\caon qu’on a it $\Phi(\mathfrak{S}(R))=\Gamma(\Theta, R)$

(ou $\Phi(s\alpha(R))=\Gamma(\hslash 0,$ $R)$ ). $\Pi$ est alors \’evident que la fonction $F(x, y)$

$=I^{\prime}(\Theta;U)$ est universelle pour toutes les fonctions de $\Phi(\mathfrak{S}(R))$

(ou $\Phi(4\alpha(R))$ , c’est-\‘a-dire, pour toute fonction $F(\mathfrak{S}(R))$ (ou $\Phi(s\alpha tR)$), il
existe $dans_{\wedge}I$ un point $y0$ tel qu’on ait $F(x)\equiv F(x, y_{0})$ .

Comme on sait, nous pouvons .d\’efinir sur l’espace produit
$R\times J\times I^{*}$ ,une fonction continue $F(x, y, z)$ qui est universelle pour
toutes les fonctions continues sur l’espace produit $RxJ$. De m\’eme
que nous avons fait plus ha$ut$ , nous pouvons donc d’apre$s$ le
th\’eor\’eme 28 d\’emontrer qu’il existe une fonction universelle pour
toutes les fonctions de $\Phi(\mathfrak{C}(R))$ sur $R\times I^{*}$ . C. Q. F. D.

Remarque. D’apr\’es la proposition $2^{0}$ , nous pouvons voir qu’il
existe sur l’espace $R$ une fonction contenue dans $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ ou $\Phi(\mathfrak{J}(R))$ .
Par exemple, nous consid\’erons $\Phi(\mathfrak{S}tR))$ . Pour simplifier la d\’emons-
tration, nous supposons qu’m ait $R=I$. Alors, pour une fOnction
$F(x, y)$ d\’efinie sur $I\times I$ qui appartient \‘a $\Phi(\mathfrak{S}(I\times I))$ et qui est
universelle pour toutes les fonctions de $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ , la fonction

$F(x)=\lim_{n\rightarrow\infty}e^{-nF(x.x)^{2}}$

n’appartint pas \‘a $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ . Ene ffet, l’ensemble de tous les points
de $I\times I$ tel qu’on ait $F(x, y)=0$ est universelle Pour tous les ensem-
bles de Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}0R))=0\}$ et par suite l’ensemble I–Ens $\{F(x, x)=0\}$

ou Ens $\{F(x)=0\}n’ appartient\backslash $ pas a Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R)=0\}$ . Par con-
sbquent, $F(x)$ n’appartient pas \‘a $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ . C. Q. F. D.

Or, pour les op\’erations topologiques des fonctions, $nous\cdot pouvons$

d\’emontrer le
Th\’eoreme 29. Soient $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eration topologique des

fonctions et $R$ un espace m\’etrique s\’eparable complet et $in\backslash $ d\’enombrable.
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It existe“ dans $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ (ou $\Phi(s\alpha(\beta))$ ) une fonction $F(x)$ telle qu’on ait
$-F(x)\in\Phi(\mathfrak{S}(R))$ ou $\Phi(S\alpha tR)))$ .

D\’emonstration. \’Etant donn\’e un $\cdot$ ensemble $E$ de $\Phi(R)$ , nous
pouvons choisir une suite $\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles
ferm\’es de $R$ de fa\caon qu’on ait $E=\Phi(E_{n})$ . Par suite, pour les
fonctions caract\’eristiques $\varphi_{E}(x)$ et $\varphi_{En}(x)$ des ensembles $E$ et
$E_{n}(n=1,2, \ldots)$ , nous avons $\varphi_{E}(x)=\Phi(\varphi_{En}(x))$ . No$us$ avons donc
$d’ ap$res le th\’eoreme 26 et $\varphi_{E}(x)$ , $\varphi_{En}(x)\in \mathfrak{S}(Ri$ $(n=1,2, . . .)$ ,
$ E\in Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\equiv 1\rangle$ , ce qui entraine $\mathcal{O}(R)$ CEns $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\leqq 1\}$ . Or,
selm Ie th\’eor\‘eme 26 tout ensemble de Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\underline{\geq}1\}$ appartient \‘a
$\Phi(R)$ et doric nous avons $\Phi(R)=E7tS\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\geqq 1\}=Ens\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\geqq 0\}$ .
Or, d’aprds le th\’eoreme de W. SIERPINSKI (W. $SIERPI\acute{N}$SKI) (4)), il
existe dans $\Phi(R)$ un ensemble $E$ tel qu’on ait $R-E\in\Phi(R)$ . La
fonctim caract\’eristique $\varphi Ax$) de cet ensemble est alors contenue
dans $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ et nous avons Ens $\{-\varphi dx)\geqq 0\}=R-E\overline{\in}\Phi(R)=$

Ens $\{\Phi(\mathfrak{S}(R))\geqq 0\}$ , ce qui entraine $-\varphi_{E}(x)_{\in}^{-}\Phi(\mathfrak{S}(R))$ . $\varphi_{F}\langle x$) est donc
une fonction demand\’ee dans ce th\’eoreme. C. Q. F. D.

Remarque. Pour toute op\’eration analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonc-
tions, il n’existe pas n\’ecessairement dans $\Phi(\mathfrak{S}(R))$ une fonctim $F(x)$

telle qu’on ait $-F(x)\in\Phi(\mathfrak{S}(R))$ . En effet, $\cdot m$ Peut donner une
op\’eration analytique $\Phi(E_{n})$ des fonctions telle que $Ffx$) $\epsilon\Phi(\mathfrak{S}tR))$

entraine $-F(x)\in\Phi((R))$ pour tout espace m\’etrique $R$ . Pour cela,
notls prenons un ifitervalle ferm\’e $J=[-1, +1]$ . En d\’esignant. par
$\rho(x)$ une transformatim $qui$ transforme une point $x$ de $J$ en le
point $-x$ de $J$, nous $d$ \’efinirons sur l’espace $\mathfrak{C}(J)$ une fonctim $\Theta$

comme il suit: nous avons pour tout sous-ensemble ferm\’e $E$ de $J$

ノ

(1) $\theta(\rho(E))=-\theta(E)$ .

La relatim $F(x)\in I^{\prime}(\theta, R)$ entraine alors $-F(x)\epsilon\Gamma(\theta, R)$ pour tout
espace m\’etrique $R$ . En effet, pour la fonctim $F(x)$ , nous avons
un sous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times J$ tel qu’on ait $F(x)=\Gamma(\theta;H)$ .
Or, l’ensemble $H_{0}$ de tous les points $(x, \rho(y))$ de $R\times J$ tels qu on ait
$(x, y)\epsilon H$ est ferm\’e et nous avons d’apres (1) $-F(x)=\Gamma(\theta;H_{0})$ , ce
qui donn6 $-F(x)\in\Gamma(\theta, R)$ . Ici, on peut choisir d’apr\‘es le th\’eor\’eme
25 une op\’eration analytique $\Phi(F_{n}(x))$ des fonctions de fagon qu’on
’ait $\mathcal{O}(\mathfrak{S}(R))=\Gamma(\theta, R)$ pour tout espace m\’etrique $R$ , ce qui entraine
l’existence d’une op\’eratim analytique demand\’ee des fonctions.

30. Le prolongement des fonctions. Nous consid\’erons dans
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la suite le prolongement des fonctions obetenues par une op ration
analytique des fonctions.

Th\’eoreme 30. Soient $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eration analylique des
fonctions, $R$ un espace, $R0$ un sous-ensemble de $R$ et $F_{0}(x)$ une fonction
appartenant a $\Phi(\mathfrak{S}(R_{0}))$ (ou $\Phi(\delta\alpha tR_{0})$)). Il existe alors dans $\Phi(\mathfrak{S}(R))$

$)$

(ou $\Phi(\mathfrak{S}(\theta\propto(R)))$ une fonction $F(x)$ telle qu’on ait $F(x)\equiv F_{0}(\varphi)$ pour

tout point $x$ de $R0$

En effet, \’etant donn\’e un espace m\’etriqu$eJ$ compact $ind\acute{e}nom-$
,

brable, nous pouvons d\’efinir d’apr\’es le th\’eoreme 4 de la premiere
partie $de$ ce travail un crible ferm\’e $\Gamma(\mathfrak{N};H)$ des ensembles de
fagon qu’on ait $\Gamma(\backslash y\}, R)=\mathcal{O}(\mathfrak{S}(R))$ (ou $\Phi(S\alpha(R))$ ) pour tout espace
m\’etrique $R$ , nous prenons maintenant un sous-ensemble ferm\’e $H0$

de $R_{0}\times J$ de sorte qu’on ait $F_{0}(\mathfrak{N};H^{0})$ . Nous pouvons alors choisir
un sous-ensemble ferm\’e $H$ de $R\times J$ tel qu’m ait $H_{0}=H\cdot R_{0}\times J$.
Nous avons $\Gamma(\mathfrak{N};H)\in\Phi(\mathfrak{S}(R))$ (ou $\Phi(\delta\alpha tR)$)) et $\Gamma(\backslash \sim|?;H)\equiv Il\mathfrak{R};H_{0})$

$\equiv F_{0}(x)$ sur $Ro$

Th\’eor\’eme 31. Soient $\Phi(F_{n}(x))$ une op\’eration analytique des fonc-
tion, $R$ un $esp’\iota ce$ m\’etrique, $R_{0}$ un sous-ensemble de $R$ et $F_{0}(x)$ une
fonction de $\Phi(\mathfrak{C}(R))$ . On peut alors choisir un $sous\neg ensembleG_{\delta}G$ de $R$

et une fonction $F(x)$ de facon. qu’on ait $F(x)\in\Phi(\mathfrak{C}(G))$ et $F(x)\equiv Fo(x)$

pour tout point $x$ de $R0$
$l$

En effet, il existe une suite $\{F_{n}(x)\}(n_{\backslash }=1,2, \ldots)$ des fonctions
$c$ontinues sur $R0$ telle qu’on ait $F_{0}(x)\equiv \mathcal{O}(F_{n}tx))$ . Or, on peut pro-
longer chaque fonctim $F_{n}(x)$ sur un sous-ensemble $G_{\delta}G_{n}$ de $R$ en
tenant sa continuit\’e. L’ensemble $G=IIG_{n}$ est au\S si de la classe
$ G\delta$ et toutes les fonctions $\$ F_{n}^{\star}(x)(n=1,2,\ldots)n\Leftarrow 1$ ainsi obtenunes sont
continues sur $c$et ensemble. Donc, on voit sans peine que la fonction
$\Phi(F_{n}(x))$ jouit de la propri\’et\’e de$m$and\’ee. C. Q. F. D.

31. Une propri\’et\’e des cribles ferm\’es des fonction\’{S}. Etant
donn\’e un espace m\’etrique $J$ compact ind\’enombrable, nous con-
sid\’erons une base $\Theta$ d’un crible ferm\’e des fonctions. Maintenant,

nous obtenons $une(c$onditim pour que la condition $\Theta^{*}\in\Gamma(\Theta, \mathfrak{E}(J))$

entraine $\Gamma(\Theta^{*}, R)C\Gamma(\Theta, R)$ pour tout espace m\’etrique $R$ . Pour
oela, nous supposons qu’on ait $\Gamma(\Theta^{*}, R)C\Gamma(\Theta, R)$ pour toute fonc-
tim $\theta^{*}$ de la famille $\Gamma(\Theta, \mathfrak{E}tJ))$ et tout espace m\’etrique $R$ , et nous
consid\’erous une suite $\{R_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ de sous-ensembles $G_{\delta}$ d’un
$espace\infty$ mStrique s\’eparable $R$ , telle qu on ait $R_{i}R_{j}=0$ pour $i\neq j$

et $\sum_{n-1}R_{n}=R$ . Nous prenon $s$ maintenant un scheme $de$ SOUSLIN
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{ $ F_{n_{1}n_{2}n\ldots n_{k}}\rangle$ $(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles ferm\’es de $R$ comme
il suit. Parce que l’ensemble $R-R_{1}$ est $de$ la classe $ F\sigma$ , nous
pcuvons choisir une suite $\{Fn_{1}\}(n_{1}=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles
ferm\’es de $R$ de fa\caon qu on ait $F_{n_{1}}F_{n}=0$ pour $n_{1}\neq n_{2}^{\prime}*$ et $R-R_{1}=$

$2Fn_{1^{\backslash }}$. Puis, nous oonsid\’erons les ensembles $F_{n_{1}}-R_{n_{2}}(n_{1}=1,2, \ldots)$ .
$C^{1}ommen=1$ ces. ensembles sont aussi de la classe $F_{P}$ , nous pouvons
donner une suite $\{Fn_{1}n_{2}\}(n_{2}=1,2, \ldots)$ de sous-ensembles ferm\’es

de mani\‘ere qu’on ait $Fn_{1}n_{2}Fn_{1}n_{2}^{\prime}=0$ pour $n_{2}\neq n_{2}^{\prime}$ et $\dot{F}_{n_{1}}-R_{2}=\sim^{\nabla Fn_{1}n_{2}}\infty$

D’une maniere g\’en\’erale, \’etant donn\’e un $sous- ensemb1eferm\text{{\it \’{e}}} n_{2}=1$

$F_{n_{1}n_{\underline{o}}\ldots n_{k}}$ de $R$ ; nbus consid\’erons $1’ ensembleF_{n_{1}n_{\underline{o}}\ldots n_{k}}-R_{k}1$ . Comme
cet enseMble est d’apr\’es l’hypothese de la classe $ F\sigma$ , nous pouvons
d\’efinir une suite $\{F_{n_{1}\ldots n_{k}n_{k+1}}\}(n_{n+1}=1,2, \ldots)$ de so $us\underline{\backslash }ensembles$

ferm\’es telle qu’on ait $F_{n_{1}\ldots n_{k}}-R_{k}1=$ $\Sigma Fn_{1}\ldots n_{k}n_{k+1}$ et $F_{n_{1}\ldots n_{k}n_{k^{+}1}}$

$F_{n_{1}\ldots n_{k}n^{\gamma_{k+1}}}=0$ pour $n_{k+1}\neq n_{J\epsilon+1}^{\prime}$ . Nous avons ainsi obtenue un
scheme de SOUSLIN $\{F_{n_{1}\ldots n_{k}}\}(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ die sous-ensembles
ferm\’es be $R$ qui jouit $de$ la propri\’et\’e suivante,

$1^{o}$ , $F_{n_{1}\ldots.n_{k}}\supset F_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k\perp 1}}$ ,

$2^{o}$ , $F_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}F_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{\acute{k}+1}}=0$ pour $n_{k+1}\neq n_{k+}^{\prime}1$
’

$3^{o}$ , $ F_{n_{1}\ldots.n_{k}}-R_{k}=^{\sigma}F_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}n_{k+1}=1\infty$ et $R-R_{1}=\sum_{n_{1}=1}^{\infty}F_{n_{1}}$ .

Puis nous supposons que les f.onctions $G_{n}(x)(n=1,2, \ldots)$ soient
d\’efinies sur les ensembles $R_{n}$ respectivement et qu’on ait $G_{n}(x)$

$\in\Gamma(\theta, R_{n})$ et nous consid\’erons une fonctions $G(x)$ d\’efinie $R$ de sorte
qu’on ait $G(x)=G_{n}(x)$ pour tout point $x$ de $R_{n}$ . Pour obtenir un
crible ferm \’e des fonctions qui d\’efinit la fonction $G_{n}(x)$ , nous d\’efin-
irons d’abord dans $J$ un sous-ensemble ferm\’e $J_{0}$ , un scheme de
SOUSLIN $\{Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k}\}$ $(k, n_{k}=1,2, . . .)$ des sous-ensemblqs ferm\’es,
un point $P_{0}$ et un sch\‘eme $de$ SOUSLIN $\{Pn_{1}n_{2}..n_{k}\}(k, n_{k}=1,2, \ldots)$

des points comme il suit,

$1^{o}$ , $J_{n_{1}\ldots.n_{k}}>\hat{J}_{n_{1}\ldots.u_{k}}$ ,

$2^{o}$ , $\hat{J}_{n_{1}\ldots.n_{k}}>J_{n_{1}\ldots.n_{k-1}n_{k+1}}$ ,

$3^{o}$ , $J_{n_{1}\ldots.n_{k}}\supset J_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}$ ,

$4^{o}$ , $\hat{J}_{n_{1}\ldots.nk}J_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}=(Pn_{I}\ldots.n_{k})$ et $J_{0}J_{n_{1}}=(p_{0})$ ,
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$5^{o}$ , $p_{n_{1}\ldots.n_{k}\overline{\in}}J_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}$ ,

$6^{o},\lim_{n_{k+1}\cdot\cdot\cdot\infty}\delta(J_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}})=0$ et
$\lim_{n_{1}\rightarrow\infty}\delta(J_{n_{1}})=0$

,

$7^{O}$ , $J_{n_{1}\ldots.n_{\dot{k}}}$ sont ind\’enombrables.

D’ou on peut voir sans peine qu’on a
$8^{o}$ , $J_{n_{I}\ldots.n_{k}}\supset J_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}$ ,
$9^{o}$ , $\hat{J}_{n_{1}\ldots.n_{k}}>\hat{J}_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}$ ,

$10^{o}$ , $p_{n_{1}\ldots.n_{k}}\epsilon\hat{J}_{n_{1}\ldots.n_{k}}$ et $p_{n_{1}}:\ldots n_{k}\in\hat{J}n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}$ ,

$11^{o},\lim_{n_{k+1}-r\infty}p_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+}}1=p_{n_{1}\ldots.n_{k}}$ et
$\lim_{n_{1}\rightarrow\infty}p_{n_{1}}=p_{0}$

,

$12^{o},\lim_{\iota\backslash \iota_{k+1^{\rightarrow\infty}}}J_{n_{1}\ldots.n_{k}n_{k+1}}=(p_{n_{1}\ldots.n_{k}})$ et
$\lim_{n_{1}\rightarrow\infty}J_{n_{1}}=(p_{0})$ .

Avant donner un crible ferm\’e des fonctions qui d\’efinit la fonction
$G(x)$ , nous d\’emontrerons quelques lemmes.

Lemme 1. Quels que soient les sous-ensembles ferm\’es $Hn_{1}n_{2}\ldots n_{k}$

des espace $F_{n_{1}\ldots n_{k}}\times Jn_{1},$
$\ldots n_{k}$ l’ensemble

$H=\Sigma.H_{n_{1}n_{2}\ldots.n_{k}}+Pn_{1}n_{2}..n_{k}$

o\‘u $P=R\times(p)+$ $\Sigma$ $Fn_{1}\ldots n_{k}\times(P^{n_{1}\ldots n_{k}})$ , est toujours fermae’s.
$D\text{\’{e}} monstration.Nousu_{1}\ldots n$ posons maintenant

$H=^{k}J^{\wedge}n_{1}n_{-}..n_{j}n_{1}n_{2}..n_{k+1}\underline{\backslash \neg}$

.
Nous avons alors $H=\prod_{k\Leftarrow 1}^{\infty}H^{(k)}$ . En $e$ffet, nous avons $dapres|$ la
d\’efinitim ,

$F_{n_{1}\ldots.n_{k1}}\perp\supset F_{n_{1}\ldots n_{k+1}\ldots n_{j}}$ $(j=k+1, k+2, \ldots.)$

$J_{n_{1}\ldots.n_{k+1}}\supset J_{n_{1}\ldots.n_{k+1}\ldots.n_{j}\supset\hat{j}_{n_{1}\ldots.n_{k+1}\ldots.n_{j}}}$ $(j=k+1, \ldots.)$ ,

nous avons $ Fn_{1}\ldots n_{k+1}\times Jn_{1}..n_{k\cdot 1}\supset Fn_{1}\ldots n_{j}\times\hat{J}n_{1}\ldots n_{j}\supset H^{n_{1}}\ldots n_{j}(j=k+1, \ldots)\infty$

et donc $HCH^{\{k)}(\grave{k}=1,2, \ldots)$ , ce $quientraine\infty HC\prod_{k-1}H^{(k)}$ . Puis,
nous prenons un point $p=(x0, y_{0})$ de $k=1I1H^{ik)}$ . Puisque nous avons
$Hn_{1}\ldots n_{k}CFn_{1}\ldots n_{k}\times\hat{j}_{n_{1}\ldots n_{k}}$ , nous avms aussi
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$p\in H^{(k)}C\rightarrow.F_{n_{1}\ldots.n_{j}}\times\hat{J}_{?t_{1}\ldots.n_{j}}+Pj\rightarrow 1n_{1}..n_{j}$

et par suite nous avons $p\in P$ ou $p\overline{\in}P$ et $p\in Fn_{1}\ldots n_{jo}\times\hat{J}\dot{n}_{1}\ldots n_{jo}$ pour
quelques suites $(n_{1}, n_{2}, \ldots n_{j_{0}})$ des nombres naturels. Quand nous
avons $p\in P$, nous avons aussi d’apres la d\’efinition $p\in H$. Quand
nous avons $p\epsilon P$ et $p\in F_{n_{1}\ldots n_{j_{1}}}\times\hat{j}_{n_{1}\ldots n_{j_{0}}}$ , nous avons d’apr\’es la
d\’efinition

$p\overline{\in}F_{n_{1}\ldots.n_{j}}x\hat{J}_{n_{1}\ldots.n_{j}}$ $(j=j_{0}+1, j_{0}+2, \ldots.)_{-}$

et donc, en $ve^{1}rtu$ de la d\’efinition de $H^{tj_{0})}$ , nous avons $p\in\Sigma Hn_{1}\ldots n_{j_{0}}$ ,
ce qui entraine $p\epsilon H$. Par suite, nous avons $p\in H$ pour tous les
cas, et donc $ lIH^{(k)}CH_{2}\infty\cdot$ , ce qui donne $ H=IIH^{(k)}\infty$ . Par cons\’equent,
$po$ur d\’emontrerk\Leftrightarrow l que $H$ est ferm\’e, il $suffi^{k=1}tde$ d\’emontrer que $H^{(k)}$

$k$

$0\iota 1Jn_{j}\leftarrow\backslash \sum_{=1n_{1}}..Hn_{1}\ldots n_{j}+P$ et $\Sigma$ $F_{n_{1}}$ .. $n_{k+1}\times Jn_{1}\ldots n_{k+1}+P$ sont ferm\’es.

Nous consid\’erons
$d’ abordn_{1}\ldots n_{k+1}\leftarrow\backslash k$

$\Sigma$ $Hn_{1}$ . $n_{j}$ et
-

prenons $d$ans cet
$\backslash $ ensemble une suite $\{p^{(n)}\}(n=1,2, ..)j=1n_{1}\ldots n_{j}$. des points qui convergent
vers un point $p$ de $RxJ$. Or, comme nous avons l’\’egalit\’e

$\sum_{j\approx 1}^{k}\sim^{\nabla}.H_{n_{1}\ldots.n_{j}}+P^{k}n_{1}..n_{j}n_{1}\ldots n_{j}=_{j\leftarrow-}^{\kappa_{1}}\rightarrow(r^{\nabla}Hn_{1}\ldots.n_{j}+P)$ ,

nous pouvons supposer sans perdre la gen\’eralit\’e que les points
$p^{(n)}$

$(n^{\prime}=1,2, . . .)$ appartiennent
$\text{\‘{a}}^{\tau}.Hn_{1}\ldots n_{j}+Pn_{1^{\wedge}}..n_{j}$

Quand $\sim_{1}^{\nabla}l=\infty p^{\langle n)}$

appartient $\text{\‘{a}}^{\backslash }$ un nombre fini des ensembles $Hn_{1}n_{2}..n_{j}+P$ , nous
avons d’apr\‘es l’hypothese $ p\in$ $\Sigma$ $Hn_{1}\ldots n_{j}+P$ et quand cet ensemble
appartient \‘a une infinit\’e $d\text{\’{e}} n^{1}ombrablenn_{j}$ des ensembles $H_{n_{1}n_{2}}..n_{j}+P$,
nous pouvons choisir une suite finie $(m_{1}, m_{2}\ldots m_{i})$ des nombres
naturels comme il suit, il existe un nombre infini des nombres
naturels $n_{i+1}o^{1}u$ les ensembles $Hm;\ldots m_{i}n_{i+1}\ldots n_{j}+\overline{P}$ contiennet au‘
moins un point de $\Sigma(p^{(n)})$ . Or, d’apr\’es la d\’efinition, nous $avbns\backslash $

,
$Hm_{1}$ . $m_{i}n_{*1}\ldots n_{j}\subset F^{n-1}m_{1}.$ . mt $n_{i+1}.\lrcorner n_{j}\times\hat{J}m_{i}$

$m_{i}n_{i\vdash 1}$ et $\lim\hat{J}_{m.m_{i}n:\# 1}=|$

$(pm_{1}..m_{i})$ ce qui entraine $\lim_{n\rightarrow\infty}p^{(n)}=p\epsilon P,$

$c’ est-\grave{a}- diren_{i+1^{-\prime}}\infty$ nous avons
toujours

$p\in j=1n_{1}\ldots n_{j}\Sigma\rightarrow\nabla Hn_{1}\ldots n_{j}+\overline{P}$ et $donc_{1}$ cet ensemble est ferm\’e.
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Puis, nbus consid\’erons l’ensemble $\Sigma$ $Fn_{1}\ldots n_{k+1}+\hat{J}n_{1}..n_{k+1}+\overline{P}$.
De m\^eme que nous avon fait plus $hau\dot{t},onn_{1}n_{k+1}$ voit que cet ensemble
est aussi ferm\’e, d’o\‘u nous avons que les ensembles $H^{(k)}$ sont aussi
ferm\’es. C. Q. F. D..

Lemme 2. \’Etant donn\’e un sous-ensemble ferm\’e indenombrable
$J^{*}$ de l’espace $J$, on peut d\’efinir sur $\mathfrak{E}(J)$ une base $\theta^{*}$ d’un crible
ferm\’e des fonctions teue qu’on ait $\theta\sim\theta^{*}$ et $\theta^{*}(E)=\Theta^{*}(EJ^{*})$ pour
tout sous-ensemble ferm\’e $E$ de $J$.

D\’emonstration. Pour la simplicit\’e, nous ne consid\’erons dans la
suite que le cas o\‘u $J$ est le discontinu de G. CANTOR et $J^{*}$ contient
un intervalle. Soit $I$ un intervalle contenu dans $J^{*}$ . Nous pouvons
alors donner un nombre positif $\delta_{0}$ tel qu’on ait dis (I, $J-I$) $>\delta$ .
Or, on peut d\’efinir une base $\Theta_{I}$ d’un crible ferm\’e des fonctions
\’equivalente \‘a $\Theta$ . Il existe alors l’espace $\mathfrak{E}(l)\times I$ un sous-ensemble
$fe$rm\’e $H$ tel qu’on ait $\Theta_{J}=\Gamma(\theta;H)$ . Maintennant, nous d\’efinirons

dans $\mathfrak{C}(J)\times J$ un sous-ensemble $\hat{H}$ d’apres l’\’egalit\’e $\hat{H}^{t\emptyset}=H^{(ED}$ .
L’ensemble $\hat{H}$ est alors ferm\’e dans $\mathfrak{E}(J)\times J$. En effet, en prenant
un sous-ensemble $fe$rm\’e $E_{0}$ de $J$, nous consid\’erons une su\’ite
$\{E_{n}\}(n=1,2, \ldots)$ des sous-ensembles ferm\’es de $J$ telle qu’on ait
$\lim E_{n}=E_{0}$ . Quand un point $x_{0}$ de $I$ n’appartient pas \‘a $\hat{H}^{\langle E_{0})}$ , il
$eXiste$ un voisinage $U$ du point $x_{0}$, disjoint \‘a $\hat{H}^{(E_{0})}$ et contenu dans $I$.

Or, nous avons $\lim_{n\rightarrow\infty}IE_{n}=IE0$ . En effet, \’etant donn\’e un nombre
positif $\epsilon$ tel qu’m ait $\epsilon<\delta 0$ , nous pouvons choisir un nombre
naturel $N$ tel qu’on ait

dis $(E_{0}, E_{n}^{\backslash })<\epsilon$ pour $n>\grave{N}$ .
D’ot, nous avbns

(1) $U(E_{0}, \epsilon)\supset E_{n}^{\backslash }$ et $U(E_{n}, \epsilon)\supset E_{0}$ pour $n>N$ .
Or, $\iota ious$ savons sans peine

$U(E_{0}, \epsilon)=U(E_{0}I, E)+U(E_{0}-I, \epsilon)$ ,

$U(E_{n}, \epsilon)=U(E_{n}I, \epsilon)+U(E_{n}-I, e)$ pour $n>N$

et par suite, d’apres l’hypothese sur $\epsilon$ , nous avons
$IU(E_{0}, \epsilon)=IU(E_{0}I, \epsilon)+lU(E_{0}-I, \epsilon)=U(E_{0}I_{J}\epsilon)$ ,

$*IU(E_{n}, \epsilon)=IU(E_{n}I, \epsilon)+IU(E_{n}-I, \epsilon)=U(E_{n}I, \epsilon)$ pour $n>N$ ,
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ce qui entrain$e$ d’apres (1)

$U(E_{0}I, \epsilon)$ ”’: $E_{n}I$ et $U(E_{n}I, \epsilon)>E_{0}I$ pour $n>N$ ,

c’est-a-dire, nous avons dis $(E_{n}I, E_{0}I)<\in$ pour $n>,N$ et donc
$\lim_{n\rightarrow\infty}E_{n}I=E_{0}I$.

Par cons\’equent,
$\backslash ’ nous$ avons d’apres la d\’efinitim de $H$

$\varlimsup_{n\rightarrow\infty}H^{(E_{n}I)}CH^{(E_{0}I)}$ ,

ce qui donne $\varlimsup_{n-\succ\infty}\hat{H}^{\langle E_{n})}CH^{(E_{0})}$ , c’est-\‘a-dire, $\hat{H}$ est ferme. Nous
consid\’erons maintenant une $fOnction\Theta^{*}=I(\Theta;\hat{H})$ d\’efinie su $r\epsilon(J)$ .
Or, comme nous $a$vons $F(\Theta^{*}, R)$ $\Gamma(\Theta, R),$ $\Gamma(\Theta_{I}, R)$ $\Gamma(\Theta^{*}, R)$ et
$0_{1}\hslash\sim H$, nqus avons aussi $\theta\sim\Theta^{*}$ , Enfin, il est \’evident que $\Theta^{*}(E)=$

$\theta^{*}(EI)$ pour tout sous-ensembIe ferm\’e $E$ de $J$. C. Q. F. D.
Maintenant, \’etant donn\’ees les fonctions $G_{n}(x)$ sur les ensembles

$R_{n}(n=1,2, \ldots)$ de fagon qu’on ait $G_{n}(x)\epsilon\Gamma(\Theta, R_{n})$ , nous consid\’erons
la fonctim $G(x)$ d\’efinie sur $R$ de sorte qu’on ait $G(x)\equiv G_{n}(x)$ pour
tout point $x$ de $R_{n}$ .

Nous prenons dans les ensembles ferm\’es $J_{0}$ et $Jn_{1}n_{2}\ldots n_{k}$

$(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ les intervalles $I_{0}$ et In $\ldots$ $n_{k}$ respectivement tels
qu’on ait

$PI_{0}=0$ , . $J_{0}-(P+I_{0})\neq 0$ ,

$PI_{n_{1}\ldots.n_{k}}=0$ et $J_{n_{1}\ldots.n_{k}}-(P+I_{n_{1}\ldots.n_{k}})\neq 0$ .
Puis, nous prenons encore parmi les ensembles $J_{0}-(P+I_{0})$ et
$Jn_{1}\ldots n_{k}-(P+In_{1}..n_{k})$ les points $q_{0}$ et $qn_{1}\ldots n_{k}$ .

Gr\^ace au th\’eoreme 25, nous pouvons d\’efinir sur $\mathfrak{E}(J)$ les fonctions
$\theta 0$ et $\theta n_{1}\ldots n_{k}(k, n_{k}=1,2, \ldots)$ de maniere qu’on ait

$\Theta_{\Delta}\sim\Theta_{0}$ et $\Theta_{\hslash_{1}\ldots.n_{k}}\sim\Theta$

et $\theta_{0}(E)=\theta_{0}(EI_{0})$ et $\Theta_{n_{1}\ldots.n_{k}}(E)=\theta_{n_{1}\ldots.n_{k}}(El_{n_{1}\ldots.n_{k}})$ .
Or, comme la fonction $G_{n}(x)\backslash appartient$ \‘a $\Gamma(\theta, R_{n})$ , nous pouvons,

d\’efinir dans les ensembles $R_{1}\times Io$ et $Fn_{1}\ldots n_{k}\cdot R_{k}1\times I$ , les sous-
ensembles ferm\’es $H_{0}$ et $H_{n_{1}\ldots n_{k}}$ relatives a ces ensembles $re$s-
pectivement tels qu’on ait

$\Gamma(\theta_{0} ; H_{0})=G_{1}(x)$

et
$\Gamma(\Theta_{n_{1}\ldots.n_{k};}H_{n_{1}\ldots.n_{k}})=G_{k+1}(x)$
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pour toutf point de $R_{1}$ et $Fn_{1}..n_{k}R_{k+1}$ respectivement. Nous pro-
longerons $H_{0}$ et $Hn_{1}\ldots n_{k}$ dans $R\times I_{0}$ et $Fn_{1}\ldots n_{k}\times In_{1}\ldots n_{k}$ respective-
ment en conservant la $P$ropri\’et\’e \^etre ferm\’e. Nous poserons
maintenant

$H=\underline{\nabla}(H_{0}+H_{n_{1}\ldots.n_{k}}1+\overline{P}+R\times 1q_{0})+\wedge\nabla^{1}F_{n_{1}\ldots.n_{k}}\times 1q_{n_{1}\ldots.n_{k}})n_{1}\ldots.n_{k}n_{1}\ldots.n_{k}$

Nous avons alors d’apres la d\’efinition de $\theta_{0}$ et $\Theta n_{1}\ldots n_{k}$

$i$

$G_{0}(x)=\Gamma(\theta_{0} ; H)$ pour tout point de $R_{1}$ ,

$G_{n}(x)=\Gamma(\theta n_{1}\ldots.n_{k} ; H)$ pour tout point de $F_{n_{1}\ldots.n_{k}}\times R_{k+1}$ .
Quand nous $fl\acute{e}signo\grave{n}s$ par $\mathfrak{F}_{0}$ et $\mathfrak{F}n_{1}\ldots n_{k}$ respectivement 1es familles
des $H^{t^{x)}}$ pour tout point $x$ des $R_{1}$ et $F_{n_{1}}\ldots R_{k+1}$ respectivement,
nous avons

$(n_{1}..n_{k})b..i..\{dis(\mathfrak{F}_{0}, \mathfrak{F}n_{1}\ldots.n_{k})\}>0$

et
$(n_{1}\ldots n_{k})\not\equiv(m_{1,\backslash }\ldots m_{j\wedge})b.i.\{dis(\mathfrak{F}n_{1}\ldots.n_{k},$

$\mathfrak{F}m_{1}\ldots m_{j}\}>0(k, n_{k}=$ ]. $2,$
$\ldots$ ).

En effet, tout ensemble de $\mathfrak{F}n_{1}\ldots n_{k}$ contient le point $qn_{1}\ldots n_{k}$ et
nous avons dis $(qn_{1}\ldots n_{k}, J-Jn_{1}\ldots n_{k}+P)>0$ . et donc

dis $(H^{(x^{\prime})}, H^{(x^{\prime\prime})})\geqq dis(q_{n_{1}\ldots.n_{k}}, J-J_{n_{1}\ldots.n_{k}}+P)>0$

pour tous les poihts $x^{1}$ et $x^{0}$ de $Fn_{1}\ldots n_{k}$ et $F_{m_{1}\ldots m_{j}}$ respectivement,
ou $(n_{1}\cdots n_{k})\neq(m_{1}\cdots m_{j})$ , ce qui donne les \’egalit\’es (2). Nous avons donc

(3) $\overline{\mathfrak{F}}_{0}\overline{\mathfrak{F}}n_{1}\ldots.n_{k}=0$ et $\overline{\mathfrak{F}}n_{1}\ldots.n_{k}\overline{\mathfrak{F}}m_{1}\ldots.m_{j}=0$

pour $(n_{1}\cdots n_{k})\neq(m_{1}\cdots m_{j})$ ou $\mathfrak{F}_{0}$ et $\overline{\mathfrak{F}}n_{1}\ldots n_{k}$ d\’esignant Ies ferm\’etures
de $\mathfrak{F}_{0}$ et $\mathfrak{F}n^{I}\ldots n_{k}$ respectivement.

Or, nous pouvons donner d’apr\’es les d\’efinitions $\theta 0$ et $\theta n_{1}\ldots n_{k}$

les sous-ensembles ferm\’es $\hat{H}_{0}$ et $\hat{H}_{n_{1}\ldots n_{k}}$ relatives \‘a $R_{0}\times J$ et $Fn_{1}\ldots n_{k}$

$Rk_{+1}\times Jre$spectivement comme il suit.

$\theta_{0}=\Gamma(\theta;\hat{H}_{0})$ pour tout $en$semble de $\mathfrak{F}_{0}$ ,
(4)

$\theta_{n_{1}\ldots.n_{k}}=\Gamma(\theta ; \hat{H}_{n_{1}\ldots.n_{k}})$ poUr tout ensemble de $\mathfrak{F}n_{1}\ldots.n_{k}$

Alo$rs$ , l’ensemble $\hat{H}=\hat{H}_{0}+\Sigma Hn_{1}\ldots n_{k}n_{1}\ldots n_{k}$ est d’apres (3) ferm\’e dans
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l’ensemble $\{\mathfrak{F}_{0}+ \Sigma \mathfrak{F}n_{1}\ldots n_{k}\}\times J$ et donc nous pouvons prolonger cet
ensemble dans $\mathfrak{E}(j)\times Jn_{1}n_{k}$ en conservant la propri\’et\’e “ \^etre ferm\’e’’. La
fonction $\Theta^{*}=\Gamma(\Theta;H)$ appartient alors \‘a $\Gamma(\Theta, \mathfrak{E}(J))$ et an vertu de
(4) et la d\’efinition des ensenlbles ferm’\’es, nous avons $G(x)=\Gamma(\Theta^{*};H)$ .
Or, comme nous avons d’apr\‘es l’hypothese 1 $(\Theta^{*}, R)C\Gamma(\Theta, R)$ pour
tout espace m\’etrique $R$ , nous avons $G(x)\in\Gamma(\Theta, R)$ , c’est-\‘a-dire,
\’etant donn\’ees les sous-ensembles $G\delta R_{n}(n=1,2, \ldots)$ de $R$ tels
qu’on ait $R_{i}R_{j}=0$ pour $i\neq j$ et $\Sigma R_{n}=R$ . et les fonctions $Q.(x)$

$(n=1)2,$ $\ldots$ ) d\’efinies sur $R_{n}$ de $\overline{\overline{f}}a\text{\c{a}} on$ qu’on ait $G_{n}(x)\epsilon\Gamma(\Theta, R_{n})$ ,
la fonction $G(x)$ d\’efinie sur $R$ par les \’egalit\’es: $G(x)=G_{n}(x)$ pour
tout point $x$ de $R_{n}$ , appartient \‘a $\Gamma(\Theta, R)$ .

Mais, nous avons aussi que l’inverse de ce fait est vrai. Pour
le voir, nous supposons qu’un crible ferm\’e des fonctions d’une
base $On$ qui d\’efinit sur $\mathfrak{E}(J)$ jouit de la propri\’et\’e donn\’ee plus $ha$ut.
Etant donn\’ees un espace m\’etrique $R$ et un sous-eAsemble ferm\’e

’ $H$ de $R\times J$, nous consid\’erons la famille $\Gamma(\theta^{*}, R)$ , ou $\theta^{*}=\Gamma(\Theta;H)$ .
Pour une. fonction $F(x)$ de $\Gamma(\Theta^{*}, R)$ , nous pouvms d\’eterminer un
sous-ensemble ferm\’e $G$ de $R\times J$ de fa\caon qu’m ait $F(x)=\Gamma(\theta;G)$ .
Or, d’apr\’es le th\’eoreme $de$ MM. C. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN
(C. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN, (2) et (3)) $G(x)$ est unc. fonction $de$

BAIRE de la premi\’ere classe qui correspond \‘a chaque point $x$ de $R$

un sous-ensemble ferm\’e $G(x)$ de $J$, c’est-\‘a-dire, quand nous d\’esignons
par $\chi(x)$ une fmction qui correspond $G^{(x)}$ \‘a chaque point $x$ de $R$ ,
$\chi(x)$ est de la premiere classe. Nous pouvons donc decomposer
$R$ en les sous-ensembles $G8R_{n}(n=1,2, \ldots)$ de mani\’ere que $R_{i}R_{j}=0$

$P$our $i\# i,$ $\Sigma R_{n}=R$ et $\chi(x)$ est continue sur chaque ensemble
$R_{n}$ . Or, $qu^{n1}\overline{a}nd$ nous d\’esignons par $\varphi(x)$ uno fonctim qui correspond
\‘a chaque point $x$ de $\mathfrak{E}(J)$ un sous-ensemble ferm\’e $H^{(ae)}$ , la fonction
$\varphi(x)$ est de la premi\’ere classe et par suite, nous pouvons d\’ecomposer
$\mathfrak{E}(J)$ en $lessous\infty$-ensembles $G_{\delta}J_{n}(n=1,2, =. .)$ de fa\caon que $J_{:}J_{j}=0$

pour $i\# j,$ $\leftarrow\backslash \urcorner J_{n}=J$ et $\varphi(x)$ est continue $sur$ chaque $en$semble $J_{n}$ .
$n\Rightarrow 1$

Maintenant, nous d\’esignons par $R_{nk}$ l’ensemble de tout les points
$x$ de $R_{n}$ tels $qu’ on$ ait $\chi(x)\epsilon J_{k}$ . Les ensembles $R_{nk}(n, k=1,2, \ldots)$

sont alors $de$ la classe $ G\delta$ . La fonction $\varphi(\chi(x))$ est continue sur
chaque ensemble $R_{nk}$ et donc les ensembles

$H_{nk}=\sum_{x\epsilon R_{nk}}(x)x\varphi(\chi(x))$
$(n, k=1,2, \ldots.)$

sont ferm\’es dans les ensembles $R_{n},$ $\times J$ respectivement. De plus,

’
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nous avons d’apr\’es la d\’efinition des fonctions $\varphi(x)$ et $x(x)$ pour tout
point $x$ de $R_{nk}F(x)=\Gamma(\theta;H_{nk})$ . Par cons\’equent, en vertu $de$

l’hypothese sur la base $\theta$ du crible ferm\’e donn\’e, nous avons
$F(x)\in\Gamma(\hslash 0, R)$ , ce qui donne $\Gamma(\theta^{*}, R)$ pou $r$ tout espace m\’etrique. $R$ .

Pour resumer le resultat ainsi obten $u$ , nous poserons d’abord
la d\’efinition suivante.

D\’efinition. Soient $J$ un espace m\’etrique compact ind\’enombrable
et $\theta$ une fonction d\’efinie sur l’espace $\mathfrak{E}(J).$ . Quand nous avons pour
tout espace m\’etrique s\’eparable $R\Gamma(\Theta^{*}, R)C\Gamma(\Theta, R)$ , quelle que
soit la fonction $\Theta^{*}$ de $\Gamma(\theta, \mathfrak{E}(J)),$ $no\mu s$ dirons que la base $\theta$ est
r\‘eguli\‘ere.

Nous avons alors
Th\’eoreme 32. \’Etant donn\’e un espace m\’etrique compact ind\’e-

nombrable $J$, pour qu’une base $\Theta$ d’un crible ferm\’e des fonctions
d\’efZnie sur $\mathfrak{E}(J)$ soit r\’eguliere, il faut et il suff $t$ que, $R$ \’etant un
espace m\’etrique s\’eparable, quand nous d\’ecomposons $R$ en les ensembles
$R_{n}$ $(n=1,2, . . .)$ disjoints et de la classe $G_{\delta}$ et quand nous donnons
les foieetions $F_{n}(x)(n=1,2, . . .)$ sur $R_{u}$ respectivement de $fa\varphi on$

qu’on ait $F_{n}(x)\epsilon\Gamma(, R_{\eta})$ , la fonction $F(x)d\ell^{\prime}finie$ sur $R$ de sorte qu’on
ait $F(x)\equiv F_{n}(x)$ pour tout point de $R_{n}$ appartient $d\Gamma(\theta, R)$ .

Maintenant, nous donnerons quelques. propri\’et\’es des cribles
ferm\’es r\’eguliers des fonctions.

Th\’eoreme 33. Soienf $\Gamma(\theta;H)$ un cribte feran\’e r\’egulier des
fonctions, $R^{(1)}$ un espace m\’etrique compact s\’eparable, $R^{(2)}$ un espace
m\’etrique s\’eparable et $F(x)$ une fonction de $\Gamma(\theta, R^{(21})$ . Quelle que
soit la transformation $\varphi(x)$ de $BA\Gamma RE$ de la classe 1 qui fait cor
respondre un point de $R^{(2)}$ a chaque point de $R^{(1)}$ , la fotection $F(\varphi(x))$

appartient \’a $\Gamma(\Theta, R^{(2)})$ .
D\’emonstration. Comme la transformation $\varphi(x)$ est $de$ la classe

1 de BAIRE, nous pouvons d\’ecomposer $R^{(2)}$ en les ensembles $Ga$

$R_{n}(n=1,2, .\cdots)$ de facon $qu’ on$ ait $R_{1}R_{j}=0$ pour $ i\neq i\wedge^{\backslash ^{\urcorner}R_{n}=R^{(2\rangle}}\infty$

et que $\varphi(x)$ soit continue sur chaque ensemble $R_{n}$ . Or $1^{1}a$ fonction
$F(x)apparti\cdot ent$ \‘a $\Gamma(\Theta, R^{(1)})$ et donc nous pouvons d\’efinir dans $R^{(1)}\times J$

un sous-ensemble ferm\’e $H$ de fa\caon qu on ait $F(x)=\Gamma(\Theta;H)$ .
Maintenant, noqs consid\’erons l’ensemble

$H_{0}=\sum_{t\epsilon R_{n}}(t)xH^{(\varphi(t))}$ .

Cei ensemble est alors aussi ferm\’e dans $R_{n}\times J$ et $pa_{1}rsu$ite la
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fonction $F(\varphi(k))$ su $rR_{n}$ appartient \’a $1^{\urcorner}(\theta, R_{n})$ , d’ou $F(\varphi(x))$ appartient
aussi \‘a $\Gamma(\theta, R^{(2)})$ . C. Q. F. D.

( Th\’eor\’eme 34. S\‘oient $J$ un espace. m\’etrique compact indenombrable
et $\theta$ une base d’un crible ferm\’e des fonction d\’efini sur $\mathfrak{E}(J)$ . Il $ex\dot{r}ste$

alors une basse $\theta^{*}$ d’un crible ferm\’e des fonctions telle qu’elle soit
d\’efini\‘e sur $\mathfrak{E}(J)$ et que, quelle que soit la fonction $F(x)$ de $\Gamma(\theta^{*}, R)$

d\’efime sur un espace $R$ , on peut d\’ecompser $R$ en les ensembles
$G_{\delta}R_{n}(n=1,2, \ldots)$ comme il suit: $R_{i}R_{j}=0$ pour $i\neq j,$ $\Sigma R_{n}=R$

et $F(x)$ sur $R_{n}$ appartient a $f(\theta, R_{n})$ et que toute fonction $d\acute{e}finien\leftarrow 1$ sur
$R$ qui admet une d\’ecomposition ainsi constd\’er\’ee appartient a $F(\theta^{*}, R)$ .

D\’emonstration. Nous donn\’erons d’abord le
Lemme. Soit a un discontinu de G. CANTOR. L’espace $\mathfrak{E}(J+\Delta)$

est alors hom\’eomorphe a $\mathfrak{E}(J)\times\Delta\{$

En effet, comme on sait, $\mathfrak{E}(\Delta)$ est hom\’eomorphe \‘a $\Delta$ et donc
nous pouvons donner une transformatim topologique $\chi(t)$ qui trang-
forme $\mathfrak{E}(\lrcorner)$ en $\Delta$ . Gr ce \‘a cette transformation, nous pouvons
transformer chaque ensemble $E$ de $\mathfrak{E}(J+\Delta)$ \’a un point $(EJ, \chi(E\lrcorner))$

de l’espace $\mathfrak{E}(J)\times\Delta$ , ce qui donne une hom\’eomorphie entre $\mathfrak{E}(J+\Delta)$

et $\mathfrak{E}(J)\times$ J. En effet, quand une suite \langle $E_{n}$ } $(n=1,2, . . .)$ des
sous-ensembles ferm6s de $ J+\Lambda$ qui converge vers un sous-ensemble
$E_{0}$ de $ J+\Delta$ , les deux suites $\{E_{n}J\}$ et $\{E_{n}\Delta\}(n=1,2, \ldots)con$ .
vergent vers les ensembles $E_{0}J$ et $ E_{0}\lrcorner$ respectivement, et inverse-
ment quand les deux suites $\{E_{n}^{(k)}\}(k=l, 2;n=1,2, \ldots)$ des sous-
ensembles ferm\’es de $J$ et $\lrcorner$ convergent vers $E_{0}^{(k)}(k=1,2)$

respectivement, la suite $\{E_{n}^{(1)}+E_{n}^{\langle 2)}\}(n=1,2, \ldots)$ $\infty nverge$ vers
$H_{0}^{1)}+E_{0}^{\langle 2)}$ , d’ou les deux espaces $\mathfrak{C}(J+\Delta)$ et $\mathfrak{E}(J)x\Delta$ sont hom\’eo-
morphes deux-\‘a-deux.

$l$

C. Q. F. D.
La d\’emonstration du th\’eoreme. D’apres le resultat obtenu

dans le paragraphe 29, nous pouvo$ns$ d\’efinir sur $\mathfrak{E}(J)\times\Delta$ une
fonctim universelle $U(x, y)$ des fonctions de $\Gamma(\theta, \mathfrak{E}(J))$ . Or, les
espaces $\mathfrak{E}(J+\lrcorner)$ et $\mathfrak{E}(J)\times\lrcorner$ sont hom\’eomorphes $deux-\grave{a}$-deux et par
suite, pour une transformation topologique $\varphi(x)$ qui transfo $r$me
$\mathfrak{E}(J)\times\Delta$ en $\mathfrak{E}(J+\Delta)$ , nous pouvons donner une fonctim $\Theta_{1}=U(\varphi tt))$

sur $\mathfrak{E}(J+\Delta)$ . ‘

La famille cribl\’ee $\Gamma(\Theta_{1}, R)$ des fonctions jouit alors
de la propri\’et\’e suivante, c’est-\‘a-dire, nous pouvons d\’ecomposer $R$

en les ensembles $ G\delta$ disjoints $R_{n}(n=1,2, \ldots)$ tels que la fonction
$F(x)$ appartient \‘a $\Gamma(\theta, R_{n})$ sur chaque ensemble $R_{n}$ .

Puis, soit $F(x)$ une fon $c$tion d\’ePnie su$rR$ de fagon que $F(x)$

sur chaqne ensembl $eR_{n}$ appartient \‘a $\Gamma(\theta, R_{n})$ . Alors, comme nous
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$avons^{\backslash }$ fait dans la d\’emonstratim $du$ th\’eor\’eme 32, nous pouvons
choisir une base $\theta^{*}$ . d’un crible ferm\’e des fonctions dans $\Gamma(\Theta, \mathfrak{E}(J)\rangle$

de fa\caon qu’m ait $F(x)\epsilon\Gamma_{\backslash }(\Theta^{*}, R)$ . Or, $U(x, y)$ est universelle pour
les fonctions de $L(\Theta, \mathfrak{E}(J.))$ et donc en vertu $de$ la d\’efinitim de $\Theta_{1}$ ,

nous avons $F(x)\epsilon\Gamma(\Theta_{1}, R)$, c’est-\‘a-dire, $\Gamma(\Theta_{1}, R)$ est celle des fonc-
tions demand\’ees. C. Q. F. D.

$Co\zeta 01laire1$ . Soient $R_{0}$ un espace m\’etrique complet s\’eparable et
$U(x)$ une fonction d\’efinie sur $R_{0}$ . La famiue $\mathfrak{F}$ de touts les fonctions
$F(x)$ d\’efinie sur un espace m\’etrique s\’eparable $R$ de maniere qu’on
peut d\’ecomposer $R$ en les sous-ensembles $G_{\delta}R_{n}(n=1,2, \ldots)$ disjoints
et que la fonction $F(x)$ soit sur chaque ensembles $R_{n}$ respectivement
repr\’esent\’ee comme une “ Urbild” par rapport $\hat{a}$ une fonction $cont^{\gamma}inue$

est c\‘elle cribl\’ee par un cribfe ferm\’e r\’eguliere des fonctions.
Cor.ollaire 2. \’Etant donn\’ee une suite des familles cribl\’ees

$\mathfrak{F}_{n}(n=1,2, \ldots)$ par des cribles ferm\’es des fonctions, on peut d\’efinir
$l\dot{a}$ plus petue famille cribl\’ee $\mathfrak{F}$ par un crible ferm\’e des fonctions de
sorte $qu’ on\backslash $ ait $\mathfrak{F}<\mathfrak{F}_{n}(n=1,2, \ldots)$ .
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