SUR LES OPERATIONS ANALYTIQUES DANS LA
THEORIE DES ENSEMBLES ET 'QUELQUES
PROBLEMES QUI §'Y RATTACHENT, IV

Par

¢ Motokiti KONDO

Le but de la deuxiéme partie de ce travail est d’introduire la
notion des opérations analytiques des fonctions. Celles-ci sont trés
importantes dans la théorie des ensembles et intimment liées avee
les opérations analytiques des ensembles. En effet, les diverses
propriétés de celles-ci des ensembles sont éclairées par la considéra-
tion de ces opérations des fonctions. C’est la raison pour laquelle
nous introduissons dans ce travail la notion de celles-ci.

Pour exprimer ici cette notion nouvelle, nous considérons d’abord
la construction des opérations des fonctions. Comme on sait, il y a

diverses celles-ci, par exemple, glF,,(x) , SxF(x)doz, %F(x) etc.. Or,
n= a »

nous pouvons les classifier comme la facon suivante. Le mode par
lequel les valeurs des fonctions obtenues par une opération donnée
ont été déterminées est différente suivant la propriété de celle-ci,
mais il appartient 4 une des trois fagons suivantes; la valeur & un
point d’une fonction obtenue par une opération donnée est déter-
minée par les propriétés des fonctions effectuees de celle-ci a leurs
domaines tous entiers, ou bien au voisinage du point con51dere, ou
bien seulement au point considéré. Plus précisément, quand nous
désignons par @(F.@&); x) une valeur a4 un point # d’une fonction
obtenue en effectuant I’opération considérée sur une famille {F., )}
{(a € A) des fonctions ou bien la fonction ainsi obtenue elle-meme
nous avons les trois cas suivants.

I. O(F.(); ) est déterminée par les proprletes des fonctions
F.@) (xa€ A) a leurs domaines tous entiers, par exemple, les opéra-
tions linéaires des fonctions

OF@; ©) = | Fy)KG, y)dy

1) La premiére partie de ce travaxl a été publide dans le- tome VIl (1938)
P. 1-34 de ce meme journal.
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jouissent de cefte propriéte. Dans ce das, il n’y a aucune restric-
tion entre les domaines de F.(z) (a€ A) et O(F(@); x) ‘

II. Les fonctions F.(x) (a€4) et @(F.@) ; x) sont définies sur
un méme domaine D et la valeur @(F.(@) ; x) & un point x de D
"est déterminée par les propriétés des F.(x) au voisinage du x, par
exemple, Vopération de la différentiation

OF @ ; x) = »C%F(%)

est une de cette classe.

I[II. De méme que le cas II, les fonctions F.(x) (a€4) et
O(Fy @) ; x) sont définies sur un méme domaine D et la 'valeur
d(F.(); x) a un pomt z de D n’est que déterminée par les pro-
priétés des F.(x) a ce point z, par exemple, la sommation, la
multiplication et I'opération de la limite des fonctlons appartlennent ;
a cette classe.

. Suivant le cas auquel les opérations appartiennent, elles jouissent
de robles différents dans ’analyse mathématique, mais il me parait
- que toute fonction obetenue par ces opérations est aussi obtenue
par une ‘opération appartennant au cas IIl- en effectuant sur quel-
ques fonctions données. De plus, nous pouvons trouver parmi celles
appartenant au cas III les diverses opérations qui jouissent des roles
importants dans I’analyse mathématique. Et, la plupart des opera-
tions des fonctions de la classe IIl sont celles effectuées sur un
nombre fini ou infini dénombrable de fonctions et la précédente peut
atre considérée comme le cas special de 'autre. Nous envisageons
maintenant un ﬁeu detaille ces opérations. Soient @ une de celles-ci,
CFu@) (n=1,2,....) les fonctions définies sur un méme domaine D

et O(F, () ; x) la fonctlon obtenue en effectant @ sur les fonctions

F.(x). D’aprés la définition, @(F,.(@); x) a un point x¢ de D est
déterminée par la suite {Fh@o)) (=1, 2, ....) des nombres réels.
Par conséquent, I’opération @ au point 2o peut etre considérée comme
une opération des nombres qui résulte d’un nombre réel D(F,(x); 2o}
a la suite {F.@o} ®=1,2,....) des nombres. Quand nous dé-
31gnons par &,(x,) celle des nombres, nous avons

a .

CO(Fp) ; x) = (Px(F «@)) xeD).

On peut' ici distinguer les deux cas, le premier est que toutes Tes
opérations @.(x.,) des nombres sont identiques deux-a-deux, et la
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-deuxiéme est qu’il n’appartient pas au premier cas. Les opérations
analytiques des fonctions sont celles qui appartiennent au premier
cas et celles qui appartiennent au dexuiéme cas sont quasi-analyti-
ques. L’idée des opérations analytiques des fonction vient de celle-ci
de M. M. L. KANTOROVITCH et E. LIVENSON sur les opérations analyti-
ques des ensembles (L. CANTOROVITCH et E. LIVENSON (1)).

Les resultats principaux de ce travail sont la représnetation des
opérations analytiques et quas1-analyt1ques des fonctions. Dans le
‘chapitre VIII, nous avons discuté la construction des opérations: des
nombres réels, et démontré qu’elles se composent de quelques opéra-
tions fondamentals. Ce sont une préparation pour la considération
des opérations analytiques et quasi-analytiques des fonctions, et dans
le chapitre IX, nous avons evisagé la représentation de celles-ci.
Les cribles fermés et fonctionnels des fonctions sont les notions em-
ployées pour représenter celles-ci. Le but du chapitre X est de
voir quelques propriétés des opérations analytiques des fonctions.

La relation entre les opérations analytiques et quasi-analytiques
des fonctions et des ensembles sera discuté dans la troisiéme partle
de ce travail.

VIII. LES OPERATIONS DES NOMBRES

18. Les opérations élémentaires. Pour envisager les opérations
des nombres, nous introduirons d’abord V'espace R des suites des
nombres. Etant donné un ensemble R de toutes les suites des
nombres, nous définirons la distance dis ({zn} , {ya)) entre les deux
suites {x;) et {y.} (n=1, 2, ....) des nombres comme il suit,

dis ({xn} {yn}) = bs u(mn, Yn)

ou (x, y)— | @) —(y) | et V(t) une fonctlon deﬁnle par les egahtés
suivantes

; A :
t) = ——~——pour t==+ oo et +oo)= +1.
YO = TP + t u( o)
L’ensemble R est alors un espace métrique et complet, mais il n’est
pas séparable. :

Soit &(x,.) une opération des nombres qui résulte d’un nombre

réel i une suite {x,) (n =1, 2, ....) des nombres réels. L’opération
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&(x,) peut étre alors cons1déree comme une fonctionnel définie sur
un sous-ensemble D de R. Au point de vue des fonctionnels, on
peut introduire la notion de la continuité sur les Opératlons des
nombres, c est-a—d1re, :

Définition. Soient @(x,) une opération des nombres définie sur
un sous-ensemble D de R et {a}} (n =1, 2, ...) une suite des nom-
bres réels contenue dans D. Etant donné un nombre positif &, si
I’on peut déterminer un nombre positif & de facon que les relatlons
{x,,) e D et dis ({#.), {«%)}) <8 entrainent ~

(0w, 9@R) <e,

nous dirons que &(x,) est continue sur la suite {x!}. Et, quand
&(x,) est continue sur toute sulte des nombres_ de D, nous dirons
qu’elle est continue sur D.

On sait diverses opérations continues des nombres, par exemple,
la sommation z:+x: et la multiplication 2. de deux nombres réels
x; et 2, l’operatlons des limitations supérieure hm z, et inférieure

" limz, des nombres. Parmi celles-ci, les opératlons arlthméthues et

n—PN

topologiques sont les plus importantes et fondamentales Les pré-
cédentes sont déﬁmes comme il suit, :
1°, I’addition par un nombre constant; z+a (a# + 00),
20, 1a multiplicatfon par un nombre constant; a x (a==0, * «),
3°, V’addition des deux nombres; x:+22, ou nous excluons les
cas suivants, #; = £ et ¥z = * o, : \ :
4°, la multiplication des deux nombres; z;%:, ou nous-eXcluons
les cas suivants, 1 =0 et = koo ; ¥ = o et 2, =0,
59, la division par un nombre; 2)/xz, ou nous excluons les cas
suivants, 21 = + o ou — et %2 =0, +o0 ou —, ‘ ‘
Pour les opérations topologiques, nous avons la définition suivante.

Définition. Nous dirons qu’une opération continue &(x,) des
nombres définie sur R tout entier est topologique, quand elle satisfait
3 la condition suivante: quelle que soit la fonction X(t) continue
et croissante monotone dans lmtervalle [—os, +], nous. avons

touJours

Nous avons alors sans peine les resultats sulvants,
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I, les opérations suivantes des nombres

bs.{xn}, bi.{wn}, lima,, et limz, |
sont toutes topologiques,

II, quand les opérations (Pk(xn) *k=0,1,2,....) des nombres
sont toutes topologiques, I'opération @o(&i(x,)) des nombres est aussi
topologique.

Maintenant, nous considérons le probléme de la représentation
des opérations topologiques des nombres. Pour cela posons d’abord
la définition suivante. '

Définition. FEtant donné un ensemble N des nombres irration-

nels (n;, nz, ....), nous appelons ’opération des nombres
(1) | O(z,) = b;ls.{b}c'i. @,,,)}

celle de M. F. HAUSDORFF et N sa base.

La raison que nous l’appelons celle de M. F. HAUSDORFF est ce
qu’elle est une traduction de la notion des opérations de M. F.
HAUSDORFF des ensembles sur celles des nombre.

Or, on peut aussi donner la définition de celles-ci sous la forme
un peu différente, c’est-a-dire, nous pouvons définir une opération
&(x,) de M. F. HAUSDORFF de la base N par I’expression suivante,

(2) 0@ =b.s{0u,n, ....) €N; z,>7r (k=1.2.....)}.
En effet, pour le moment, hous désignons par ¥(x.) I’opération
des nombres définie par cdté droit de 1’égalité (2). Quel que soit le
‘nombre irrationnel (1, 7z, ....) de M, nous avons x,, Zbkz( ne) s
et par suite ?(z,)=b. z (x,,) d’ou nous avons ¥(x,) = ¥(x»). D’autre
part, quel que soit le nombre réel r tel qu’on ait (p(x,.)>'r, il
existe un nombre irrationnel (i, 7z, ....) dans N de sorte qu’on
ait b. z (xnk)>r et done nous avons ocn,c> rk=1,2,....), ce qul"
entrame P(x,) =r. Par conséquent, nous ‘avons Ux,) < d(x,) et
done ¥(z,) = &(x,), ¢ est-a-dire, nous avons Pégalité (2).

- Nous pouvons alors démontrer le théoréme suivant sur la repré-
sentatlon des opérations topologiques des nombres.

Théoréme 20. Pour qu’une opemtzon &(x,) des nombres soit topo-
logique, il faut et il suffit qu’elle soit de M. F. HAUSDORFF.
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Démonstration. Nous démontrons d’abord que la condition do-
nnée est nécessaire. Pour cela nous supposons qu’une opération &(x,)
des nombres soit topologique. Soit M 1’ensemble. de tout nombre
irrationnel (71, n2. ....) ayant la propriété suivante ; il existe une
suite {28} (n =1, 2, ....) des nombre réels et un nombre réel r tels
qu’on ait @) >r, al >r(k=1,2, ....) et 2%, <r (n=Emn). L'en-
semble N est alors non-vide. En effet, étant donnée une suite
{«d) (=1, 2, ....) des nombres réels telle qu’on ait zi) =0
(n=1, 2, ....), nous considérons.la fonction continue X(t) = 2t mono-
tone croissante. Selon la topologicité de D’opération (ﬁ(xn), nous
avons 20(x) = X(P@2)) = P(X(x)) = P(al), ce qui entraine &(a%) = 0.

Nous avons donec 2 > —1 (n=1,2, ....) et (0(x°)> —1, d’ol1 nous
avons (1, 2, ....)eN; c’est-a-dire, “R est non-vide.

Maintenant, nous définirons une opération ¥(x,) des nombres
définie sur R comme il suit, étant donnée une suite {x,} (n=1,2, ...)
des nombres réels, quand il n’existe aucun nombre réel r tel qu on
ait ®,, >r (k=1,2,....) et x, < r (n==mn,) pour au moins un
nombre lrratlonnel ('n1 , N2, «...) de N, nous posons #(x,) = —c,

)

et sinon, posons _ - )

(8) Blaw) =bsfu, m, ... )ER; @y >r R =1,2,....)
| a et x, <7 (nzi:nk)} .

Nous pouvons alors démontrer qu’on a @&(x,)= ¥(x,). Pour cela,
nous démontrons d’abord qy’on a &(x,) = ¥(x.). Etant donnée une
suite (&) (n=1,2, ....) des nombre réels, quand nous avons
P(al) = — o, il est evident que &%) = ¥(%). Puis, nous con-
sidérons le cas ou ¥(2%) > —< . Le nombre #%(x)) est alors défini
par D’égalité (3). Nous prenons maintenant un nombre réel r tel
qu’on ait 2, >r(k=1,2, ), S r(nEm) et (na,me, ....) N
Selon la \deﬁnltmn de N, 11 existe une suite {(y?} (n=1,2, ....)
des nombres réels et un nombre réel s tel qu’on ait y“’)\ s
(k=1,2 ....), Y9<s n=tm) et dyP)>—co. Or daprés la
topologicité de (D(xn) nous avons * :

Dy 4 (fr—s)) = (P(y‘“’)+(fr'——s)> r,

YO+r—s) >7r (k=1,2,....) et yP+Gr—s)<r (n=kn),
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et par suite, sans perdre la généralité, nous pouvons supposer qu’on
ait s=17r. '
En posant maintenant

yﬂ,: =y (k=1, 2, .) et y® =7 (n 4=,

nous cons1derons un nombre pos1t1f e tel qu’on alt u('r*)-b(r)>2&:
et (P(y(°’)>'r*>r On peut alors, d’aprés la continuité de 'opéra-
tion @(x,), choisir un. nombre positif & comme. il suit, toute suite
Aw) (=1, 2, .) des nombre réels telle qu’on ait »(z,, y) <8,

jouit de la proprlete U@y, dyM)<_e. Puis, nous considérons
une fonction contiue Xi(¢) monotone croissante définie de facon que /

Xl(x)___ftl‘_ R pour t =>1r,
"lSu(t~7')+r pour t <7 .

Nous avons alors | X((y@)—r| <8 (n‘:lz ni) , ce qui entraine V(Xl(y(o)),
Y>> 8, et done d’aprés la coatinuité de &(x,), nous avons

(4 A o(a@?), o)) <e.

Or, puisque @(x,) est topologique et que Xi(¢) est monotone crois-
sante, nous avons Xi(@&,) = @(Xi(x,) en particulier, x:(PHD) =
O(x:y™). Par suite, en vertu de la définition de Xi(t) et relation -
¢(y(°’)>fr, nous avons @{XiyY)) = Xl((D(y“”)) et done d’aprés (4),
nous avons

(5) | (w(y“’), oY) <<

Pu1s, nous prenons une sulte {y(z’} n=1,2, ....). des nom'bres
réels donnée par 1'égalits ‘ | '

y("'zlz = y’(ti)lz (k - 1, 2’ ) et y(Z) - 9('0 (n ‘:I"‘ nk)

. Nous avons alors aussi »(@®), yP) >§ et par conséquent,
d’aprés la continnité de @(x,), nous avons @@Y), @YD) < ¢.
Par conséquent, nous avons d’aprés (5), u((l’(y“”) P x:1yP)) < 2e, d’ou

y((ﬂ(xlh(y(z)) >> GD(y“”)) g > v(r*) —‘25 = (),

ce qui entraine r < QX)) = Xl( Py?)) et par suite nous avons
PYP) >r. ‘ ‘
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Puls nous considérons la suite {y®} (n =1, 2 ...) des nombres
réels donnée par ’égalité -

¥ =r k=12 ....) et y® =2l (n=Fmn)-

Etant donné un nombre positif €, nous pouvons choisir un nombre
positif & de facon que la relation v(wn, ¥yP)>8 (n=1,2,....) en-
traine »(d(,), oy®) < e. Nous définirons malntenant une fonection
continue Xz(t) monotone donnee par les équatlons

2(t)—{ - | pour t <7,
v({E—r)+r pour t>1r.

| Nous avons alors +(X:(y), yP) > & et par suite
(6) {o(xw®) . owd)<e.

Or, comme nous avons su plus haut, nous avons &(H?) > et par
conséquent d’aprés la topologicité de &(x,), nous avons @(X«(y?))
= X(PYP)) >r. Il en’ résulte selon I’égalité (6) que nous avons
APYD) > v(r)—e. Or, d’aprés la définition, nous avons ..{PG@ED)),
Py e et par conséquent »(r)—2¢ < {P(xuxD))) = v(X(Pa)) .
On peut ici choisir. un nombre réel r* 'tel qu’on ait r* <r et v(r*)
=u(r)—2¢e. Nous avons donc ¥(r*)<v(Xy(@@l)) et par. suite r*
> X{PED) ou XY r*) < @) - Par conséquent, d’aprés la défini-
tion de Xz(¢), nous avons r*<@(z). Or, le coté droit de cettte
‘inégalité est indépendent du nombre posutlf € et hm r*¥=r1r, et donc

‘nous avons r < &(x?), ¢ est—a-dlre pour tout nombre réel r tel qu on
ait o, >r(k=1,2, ....), 25, <r (=) et (N1, m2, ....) €N, nous
avons toujours @(x? )21‘ et par suite d’apreés la déﬁmtlon de !P’(xn
nous avons &%) = ¥(S) pour tous les cas.

Puis, nous démontrerons que nous avons ¥(z%) => (P(a:,,). Quand
nous avons @(xf) = — oo, il est évident que nous avons #(al) = @(?),
et done, nous supposerons dans'la suite que &%) > —o . Etant
donné un nombre reel r tel qu’on ait @(x))>r, nous avons alors
un nombre irrationnel (n;, nz, ....) qui satisfait des deux conditions
a, >rk=12,....)et 25 7 (n# n;).  En effet, lorsqu’ 11 n’ex-
iste aucun tel nombre 1rrat10nnel nous avons z) < 7 n=12, ....).
Par conséquent, pour une fonctlon continue X(t) monotone crmssante
telle qu’on ait
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X(t) = {t ~ pour t<r,

2t—r pour t >r, .
nous avons X(2)=2a% (n=1, 2,....), ce qui entraine O(x@x?))
= @(29). Or, comme d&(x,) est topologique, nous avons X(D(x2))
= P(x@})) = @(x}) >1r, ce qui entraine une contradiction. Par
suite, il existe un nombre irrationnel (7, 7z, ....) ayant la pro-
priété dennée plus haut. Selon la  définition de ¥(x,), nous avons
donc #(x})=r. Or, puisque r est un nombre réel arbitraire tel
qu’on ait @(x%) >, nous avons ¥(al)=> P(x). Done, par la con-
séquence obtenue plus haute, nous avons @(a) = P(x?), c’est-a-dire,
les deux opérations &(z,) et ¥(x,) sont identiques deux-a-deux. Par
conséquent, pour voir que 'opération &(x,) est de M. F. HAUSDORFF,
il suffit de démontrer que ¥(x,) est de la méme classe. Pour cela,
nous servons de la définition des opérations de M. F. HAUSDORFF
données par la deuxiéme forme. Maintenant, nous désignons par
P*(z,) Vopération de M. F. HAUSDORFF de la base R, et supposons
que P*(x,) soit définie par la deuxiéme facon. Il est alors évident
qu’on a ¥*(x,) = ¥(x,). Or, d’autre part, nous avons ¥(x,) = ¥*(x»).
Pour le voir, nous supposons par impossible qn’il existe une suite
{28} (n =1, 2, ....) des nombres réels telle qu’on ait P*(x?%) > P(?).
On.peut alors choisir un nombre réel » de sorte qu’on ait ¥*(z,) >1r
> P(xn), (M1, M2, ....)€R et &), <r(k=1,2,....). Maintenant,
nous désignons par-(mi, mz, ....) un nombre irrationnel qui satisfait
aux conditions ), >1r (£#=1,2, ....) et o3, <r (m=+mi). Le nom-
bre irrationnel (m;, mz, ....) contient alors les chiffres n; (k= 1, 2,
....), mais ce nombre irrationnel n’appartient pas a RN. En dé-
signant par {m,,) (k=1,2, ....) les chiffres du nombre irrationnel
(my, mz, ....) qui n’appartient pas au nombre irrationnel (n;, 7z,
....), nous considérons les suites {(z?)(n=1,2,....;p=1, 2,
«... + ) des nombres réels telles qu'on ait . . ‘

n, . Ny,

2P =1, 2@ =31 (K p=12 ....),
» :

# =0 (nbme p=12, ..., +2) et aG =0,

.
»

D’apres la définition de R, les suites {z?} (p =1, 2, ....) des nom-
bres réels convergent vers la suite {x(*} et par conséquent, selon
la continuité de @(x,), les nombres &(x?) (p =1, 2, ....) convergent
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" vers le nombre @&(x{*?). Or, comme le nombre irrationnel (m,,
‘msz, ....) n’appartient pas a N, nous avons Px{?) <0 (p=1,2,....)
et Q™) = PFalr=)) = 1, c’est contradictoire avec le résultat obtenu
plus haut. Il en résulte qu’on a #(x,) = ¥*(x,), et donec nous ayons
[ W(xn) = P*(x,), c’est-a-dire, ¥(x.) est de M.F. HAUSDORFF, et par
Suite la condition donnée est necessalre pour qu’une operatlon soit
topologique. _ , . ‘ v

Puis, nous. demontrerons que la condltlon donnee est sufﬁsant
Soit @(x,) une opération des nombres de M. F. HAUSDORFF de la base
N. Lorsque X(t) une fonction continue monotone croissante définie
dans Vintervalle [— o~ , +0], il. est évident que X(¢) est permutable
avec les opérations résultées de la borne supérieure ou mferleure
d’un ensemble de nombres réels, et donc nous avons

be (‘p-(‘f“;‘)) = | x{ b.s. (e.i. @)} = b..lg. X(b.i- )

= b&s.{b.];i, X (@)} = (D(X(x-,%)) .
D’autre part, soient {«{) (k=1,2,; n=1,2,....) les deux suites
de nombres réels telles ‘qu’on ait »(x$), 2P)<e ®k=1,2,....), ou
e est un nombre positif. En vertu des égalités @) <u(2@)+e,
nous avons b. 7, »\w(”) < b 1. vxP) +¢e, et par suite P(ud)) < < P((2?))

+e. Or, comme nous avons su plus haut, 'opération @&(x) est
permutable avec des fonctions continues monotones croissantes, nous
avons v((ﬁ(x“))) < PEP)+e. De méme, nous avons p(@x?))
W @@®P)+e, ot nous avons (P, Pa?)) < e. Par conséquent,
@(x) est continue et donc topologique, ¢ ‘est-a-dire, la condition donnée
est suffiante pour qu’une opération des nombres soit topologlque.’

C. Q. F.D.

19. Les bases des operations topologiques. Comme nous avons
su déja, une opération des nombres est déterminée uniquement par
son domaine et la distribution des valeurs de celle-ci sur ce domaine,
mais -pour les opérations topologiques des nombres, sa base n’est
pas déterminée uniquement. Il faut donc obtenir la relation entre
les opérations topologiques et leurs bases. Or, nous pouvons résoudre
ce probléeme comme il suit. Pour cela, nous posons la définition
suivante. : ' ' :
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Définition. Pour deux opérations tOpologlques Q(x,) (=1, 2)
ayant les bases N, respectivement, quand nous avons touJours pour
chaque suite {x,} (n =1, 2, ....) des nombres réels @(x,) = @)
nous désignons ce fait par ﬂh N.. Et, quand nous avons N1 = N.
et Nz =N; en méme temps, nous désignons ce fait par I ~ Nz et
nous dirons que les deux bases N, et N2 sont équivalentes.

Lemme. Ktant donnée une base N d’une operatwn topologique
&d(x,) des nombres, mous pouvons donmer - une base SR d’une opération
topologzque ayant les propmetes suivantes,

1°, N~ N et %)91

2°, pour toute base o telle qu’on ait No >N et Eﬂo~‘ﬁ nous
avons toujours ER >N .

Démonstration. Nous pouvons donner la base R qui jouit de
la propriété demandée comme il suit, c’est-a-dire, N est I’ensemble
de tout nombre irrationnel (n:, nz2, ....) qu’il existe une stite {vi}
k=1, 2, ....) des nombres naturels telle qu’on ait vy, Mgy -2..)EN.
Pour voir que RN remplit la condition donnee, nous des1gnons par
qD(wn) I’opération topologique ayant la base N.

D’apres la définition, nous avons N SN et done sJ2> 9? et tou-
jours D(x,) = &(x,). Or, pour tout nombre irrationnel (7, %2, ....),
il existe une suite {»:} (k=1,2, ....) des nombres naturels telle
qu’on ait (nv,, nv,, ....) €M, ce qui entraine b.ki. (mn,c)‘gb;‘i. (xn.,) et

donc &(x,) < @(z,) ou N<N. Nous anons donc RN~N.

Puis, nous considérons une base I d’une opération topologique
P(x,) telle qu’on ait M~N et W > N. Pour un nombre irrationnel
(1, n2, ....) de I, nous prenons une suite () (n=1,2, ....) des
nombres reels telle qu’on ait 2% =1(k=1,2, ....) et x‘}L = 0 pour

ng :
n==n;. Nous avons alors @(2%) = &) = 1 et donc il existe une

suite {v.} (k =1, 2, ....) des nombres naturels telle qu’on ait ('n,v1 ,
Nve, ....) €N, ce qu1 entrame {ng) € ‘R ou N >N. Par suite 1a base
RN Joult de la propriété donnée. | : C. Q. F. D.

Corollaire. N est Uensemble de tout nombre irrationnel (ni, nz,
....) qu'il existe une suite {v) (k= 1,2, ....) des nombres naturels
telle qu'on ait (nv,, Nve, ....) €N et il jouit des propriétés suivantes :

1°, M+ = M+RN, |

.Z 29’ ‘ﬁ’z = 9’5’} ’

o~

3°, 0=0. '
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Théoreme 21. m et N eta,nt les bases des opérations topolo-
giques des nombres. Pour que mous ayons M =N (ou M~N), il faut

et il suffit que mous ayons M >N (ou W = N).
En effet, quand nous avons W >N (ou M= SR), nous avons

. aussi Pt = 2)2 (ou M~N). Or, M~M et %~‘JZ ce qui entraine
M=N (ou M~N). D’autre part, quand nous avons M =N (ou

IM~N), nous avons d’aprés le lemme précédent It = R (ou §m~ve),
ce qui donne 9)?>9E (ou SUE“")&) C.F.Q.D.

20. La représentation des opérations des nombres. Nous avons,
introduit déja les notions des opérations élémentaires. Grice a
celles, on peut résondre le probleme de la représentation des
opérations des nombres. Soit @&(x,) une opération des nombres
définie sur un sous-ensemble D de I’espace R. Ici, on peut sup-
poser, sans perdre la généralité, qu’'on ait D = = R.  En effet, lorsque
‘nous avons D==R, nous envisageons ’opération @*(z,) des nombres
définie comme il suit, ¢’est-a-dire, pour toute suite {2 }(n=1,2, ---)
des nombres appartenant & D), nous posons @*(x,) = &(x,), et sinon
@*(x.) ='0. Maintenant, étant donné un nombre entier p, nous
prenons les ensembles des suites des ngmbres :

-E,‘,,’”:E'ns{¢(xn)__>:%} r=0,+1, 2, ....),

E® =R— 5 EW - ~

n=-o0

et, en dé51gnant par @®(x") la fonction caractéristique de 1’ensemble
E®, nous considérons -les operatlons des nombres données par les
equatlons

(1) oD (2,) =’b.s.{%¢£§”(xn), lim—n @ﬁi"’(%)}f

Les opérations ¢®)(x,) des nombres sont définie sur toute les suites
des nombres et nous pouvons voir sans peine qu’on a
(2) (P(ac,,) = lim P () .

proo
Par consequent en appliquant itérativement les opAratlons arithemé-
tiques et topologiques sur les opérations &@(x,), nous ‘pouvons.
obtenir 'operation ¢#X(x,), et donc le probléme de la représentation
de &(x,) reduit celui-ci de la représentation des opérations @) (x,),
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ou en général celui de la représentation de fonctions caracterls-
tiques des sous-ensembles de R.

Or, le probléme dernier peut étre distingué en deux cas. Le
premier cas, c’est que la fonction caractéristique @(x,) est d'un
rectangulaire de R. Ici, nous entendrons par un rectangulaire E
de R Pensemble des suites des nombres définies comme il suit, étant
donnée une suite finie {(ax, bx; me)} (=1, 2, ---») des triples des
nombres réels a; et bz, et d’un nombre naturel n, tel qu’on ait
b (k=1,2, ---v), E est celui des suites {z.} »=1,2, ---)
des nombres de sorte qu’on ait ar <an, b, (k=1,2, ---v). Nous
pouvons alors représenter cette opération comme il suit. Nous
considérons d’abord le cas ou v =1, c’est-ad-dire, E est défini par.
les inégalités a; <, <b:. Or, on voit sans peine que la fonctlon
caractérlsthue de celui-ci est donnée par 1’équation

(D(a:‘n; a, by, m) = hm (1+v(xm al) ) (hm bl)) )
et en général la fonction caractéristique d’un rectangulalre E
est donnée sous la forme suivante

‘ (P(wn) = k;{lcl'(wn; O, b, nz) .

Par conséquent, la fonction caract‘ristique d’un rectangulaire peut
&tre obtenue en apphquant itérativement les opératlons arithmé-
tiques et topologiuues sur les nombres z,(n =1, 2, ---). '

Puis, nous envisageons le deuxiéme cas ou la fonction carac-
téristique @(x;) est d’un sous-ensemble arbitraire £ de R. Tout
d’abord, tant donnée une suite finie {ai, az, ---, ax} des nombres

rationnels tels qu'on ait —1<a,.<1 (=1, 2, -+, k), nous con-
sidérons le rectangula re R(al, az, ---, ay) donné par les inégalités;
IV(wn)-an | S— (n=1, 2, , k). Tous les rectangulaires . ainsi

obtenus donnent un ensemble eﬁectlvement dénombrable, et par
suite on peut ranger ces rectangulaires en une suite infinie, nous
désigons par {R,}(n=1,2,2, ---) une de celles-ci. Nous pouvons
alors voir sans peine que, quel que soit le point p de R, on peut
trouver une suite {ni}(k=1,2, ---) des nombres naturels telle

qu’on ait (p) = 11 Ry, On peut aussi dire ce fait par quelques
autres termea, c est-a-dlre, lorsqu’on désigne par ¥™)(z,) la fonction
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caractéristiqué de I’ensemble R,, on peut choisir un nombre irration-
nel (n;, nz, ...) de facon que la fonction b.i. ¥=x)(x,) prend la valeur
1 au point p et 0 aux points autres. Maintenant, nous désignons
par N, Pensemble de tous les nombres irrationnels (n1, nz2, ...)
ayant cette propriété. Il est alors evident - que les ensembles

,,(pe R) sont non vides et disjoints deux- a-deux.

' Maintenant, étant donne un sous-ensemble E de *J% nous con-
SIderons l’ensemble N = ‘ﬁ des nombres irrationnels. Nous

avons alors sans peine que b s {b 1. P)(x,)} est la fonction carac-

téristique de FE, d’ou on. von: que la fonction caracterlsthue de K
peut étre obtenue par Vapplication itérativement des opérations
arithmétiques et topologiques sur les fonctlons caractéristiques des
rectangulaires. Or, nous avons la représentation des fonctions de-
rnieres plus haut. Par suite, en resumant les resultats obtenus
déja, nous avons le -

Théoréme 22. P(x,) étant une opération des nombres définie sur
un sous-ensembles D de R, on peut choisir une opération @*(x,) des
nombres definie sur R qui satisfait aux conditions suivantes : -

1°, pour tout suite {x,} (x=1,2, ...) des nombres contenue dans
D, nous avons toujours &*(x,) = @(x,),

20 Popération @*(x,) des nombres peut étre obtenue par I’applica-
tton iterativement des operatzons arithmetiques et topologzques sur les.
nombres. xn(n =1, 2, .. .).

21. . Les operatlons conjugués. Parmi les notions sur les opéra—
tions des- nombres celle de la conJugttlon est trés importante. Nous
pouvons definir celle-ci comme il suit.

Définition. Etant donnée ure operatlon &(x,) des ‘nombres
définie sur A, nous dlI‘ODS que l'opération — @(—=x,,) est comuguée a
qD(xn) et nous la deSIgnons par &(z,,). ‘

Nous avons alors sans peine que

10, @(wn) = Ox,),

2°, T’opération con_]uguee a une opération topologlque est aussy

topologique, : -

n->co 11')00

3°, les deux opérations des nombres Iim %, et lim x,, ou blen‘
b S. % et b. z %» sont conjuguée deux-a-deux. ’
n

‘Grace ala notion de la conjugaison, nous: powvons introduire la
“notion de la convergance des suites des nombres.  Voici.la définition.
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Définition. Etant donnée une opération ¢(#,) des nombres définie )
sur R, nous considérons une suite des nombres {w,} (n =1,2, ...).
Quand nous avons &(x.) = &(x,), nous dirons que la suite {xn}

(n=1,2,...) converge vers @(x,) = @(x,) par rapport a D (z,) et
que @(x,) = &(x,) est la limite de la suite {x.} par rapport a ¢(x,,).‘~_

Il.est evident que la convergence et la limite par rapport a
loperatlon topologique lim =, sont coincidents 4 celles au sense

N>R

ordinaire.

IX. LA REPRESENTATION DES OPERATIONS
ANALYTIQUES ET QUASI-ANALYTIQUES
' DES FONCTIONS. |

22. Les opérations analytiques des fonctions. J’ai expliqué
déja dans l'introduction .la notion des opérations analytiques des
fonctions. Mais, pour la préciser, nous donnerons d’ abord la deﬁmtlon
de celles-ci. :

Définition. Soit ¢(x,) une opération des nombres définie sur
un sous—ensemble D de R. Quand nous donnerons une suite {F,(x)}
(n=1, 2, ...) des fonctions réeles et définies sur un méme ensemble
R telleque pour tout element 2, de R la suite {Fl(#)} (n =1, 2, ...)
des nombres appartient a D, nous pouvons donner alors: une opera— .
tion des fonctions qui resulte d’une fonction—nous designons par .
@(F,(x)) 1a fonction ainsi obtenue ou bien la valeur de cette fonction
4 un element x2 ou bien cette opération elle-méme—3a la suite

{F.x)} (n=1,2, ...) des fonctions de facon qu’elle corresponde 3
un nombre réel (P{Fn(xo)} pour chaque e¢élement 2, de R. Nous
dirons qu’elle est analytique et que les opérations @(x,) des nombres
et O(F,x) des fonctions sont associées deux a-deux.

Comme nous avons su plus haut, noeus pouvons prolonger du
domaine D sur lequel une opération @(x,) des nombres est définie
sur R tout entier sans changer les valeures de &(z,) sur D, et par
suite nous supposerons dans la suite que les opérations des nombres
sont toujours définies sur toutes suites des nombres. 11 est alors
evident que les opérations analytiques des fonctions sont deﬁmes

s»sur toutes suites des fonctions.

Un des problémes fondamentaux des opera,tmns analythues des
fonctions est celui dg la representation de. ces opérations. Or, selon
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la représentation de§ opérations des nombres, nous pouvons re-
présenter celles des fonctions, c’est-a-dire, nous avons d’apres les
théoremes 20 et 22 le \ '

Théoréme 23. Toute opération anwlytzque O(F (%)) des fonctzons ‘
peut étre obtenue en appliquant itérativement sur les fonctions Fy(x)
n=1,2, ...) les 'opératz'oris arithmétiques et topologiques, ¢’ est-a-
dire. '

1°, O(F@) = F(x)+a (a est un nombre 'constant)

20, @Qy(F(x)) = Fz)a  (a est un mombre constant)

3°, @y(Fi(x), F2@) = Fi(x)+ Fox) |

49, OfF1(@), Fa@)) = F1(x) Fa(x)

5%, O(Fn@))= bg.zs. (b.z’. F, @) .

Or, pour étudier la famille des fonctions obtenues par une
opérations analytiques des fonctions, il serait trés utile de re-
présenter ces opérations par les cribles fermés et fonct1onnels
Maintenant, nous avancons a 1’étude de ces representatlons

23, " Les cribles fermés des fonctions. Ktant donné un espace
métrique J compact et indénombrable, nous considérons la famllle
€(J) de tous les sous-ensembles fermées de J. Maintenant, nous
définissons 1a distance dis (E, F) entre les deux ensembles E et F
de G(J) comme il suit; si les deux ensembles sont non-vides an’
méme temps, nous entendrons par dis (£, F) la borne supérieure
de dis (x, F)+dls (E, y) lorsque x et y parcourent les ensembles
E et F respectlvement et sinon, par dis (E, F) le nombre réel
0 ou 1, suivant qu'on a E=F ou non. Il est-alors evident que
E(J) est un espace metrlque et compact.

R étant un espace metrlque nous prenons un sous—ensemble
fermé H de l’espace produit R x.J. Pour un point « de R, nous
désignons par Hi, l’ensemble de tous les points de H dont la pro-
jection sur F est prémsement le point x et par H® la pro;lec‘mon
de Hy sur J.

Etant donnée une fonction O définie sur E(J), nous désignons
par un de I'®), J, R; H), I'®, J; H) ou [(0; H) 1a fonction I'(x)
définie sur R de sorte qu’on ait [(x) = 8(H®), €t nous appellons
‘cette fonction celle criblée au mioyen de H par rapport a:0, H un
crible fermé des fonctions et ® la base du crible fermé donnée.
Maintenant, nous désignons par I(8; J, R) ou I(@, R) la famille de
toute fonction I(0; H) lorsque H parcourt tous les sous-ensembles

-
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fermés de R xJ et nous appellons cette famille cette crlblee de la
classe (I") par rapport a 6. ‘

01 et §; étant deux bases des cribles fermés des fonctlons si-
I’on a toujours I’égalité 716, R) = I'(@2, R) pour tout espace métrique
R, nous dirons que les deux bases ®; et &, sont équivalentes deux-
a-deux, et nous désignons ce fait par @,~6; ou ©:~6;. En prenant
maintenant ’espace métrique G(J), nons considérons 1’ensemble H
de tous les points (E, x) ds I’espace produit G(J)xJ tels qu'on ait
x€E, L’ensemble H est alors fermé dans G(J)xJ et nous avons
H=[1(6:; H). '

: Enfin, nous ajouterons un théoréme sur la relation entre les
bases des cribles fermeés des fonctions et les opérations analythues
‘des fonctions.

Théoréme 24. Soient R un espace metrique, J un espace métri-
que compact et indénombrable, O,(n =1, 2, ...) lés bases des cribles
Jermés des fonctions et P(F(x); x) une operat?,on analytique des fonc-
tions. Nous avons alors pour tout sous-ensemble fermé H de RxJ

O(1(O.; H)) = I'(06.); H) .
24. La représentation par les cribles ifermés des fonctions.

Nous sommes partis des ensembles fermés pour représenter les
opérations analytiques des ensembles par les cribles fermés. Or,
de méme pour représenter celles des ensembles par les cribles
- fermés des ensembles, il serait plus convenant de sortir des fonctions
continues supérieurement et inférieurement ‘que des fonctions
continues. Maintenant, nous posons le définition suivante.

Définition. Etant donnée une opération analytique @(F,(x)) des
- fonctions et une famille ¥ des fonctions définies sur un ensemble
D, nous désignons par @(F) la famille de toutes les fonctions
@(F(x)) obtenues, lorsque le suite {F;(x)} (= 1,2, ...) des fonctions
parcourt toute celle des fonctlons contenues dans la famille ..

‘Définition. Etant donné un espace métrique R, nous désignons
par C(R), S(R) et \s(R) respectivement les familles des fonctions
" continues, celles continues superleurement et inférieurement sur R.

Or, d’aprés le théoréme 23, une opération' analytique des
fonctions peut étre représenter comme I’itération successive des
opérations @ (F,.x) (k=1, 2, , 5) données dans le théoréme 23,
et donc le probléme de la representatlon des familles P(S(R)) et
O(J(R)) se partage en deux parties, c¢’est-a-dire, -
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I, la représentation des famille €(R) et J(R) par des cribles '
fermés des fonctions,

II, étant donnée une suite {/(0.; H)} (n =1, 2 .) des cribles
fermés des fonctions, la représentation des famille (P(I“(@,,, R)) ou
O(F,(x)) est une opération analytique des fonctions, par lés cribles
fermés des fonctions. '

- Pour les considérer, nous posons d abord le

, Lemme. Soient J et J* les deux espaces metmques compacts et
indenombrables et © une base d’un crible fermé des fonctions, définie
sur la famille €(J). On peut alors définir sur la famille G(J *) une
base O* d’un crible ferme des fonctions telle qu’on ait 8~6*.

Démonstration. Nous considérons d’abord le cas ou J* est le
discontinu 4 de G. CANTOR. Comme J est un espace métrique, on
peut trouver une transformation ¢(f) qui transforme 4 en J. Main-
tenant, nous désignons par @* la fonction définie sur €(J*) de facon
gu’on ait O*(E) = O(pE)) pout tout sous-ensemble fermé E .de 4. -
On voit alors I'(9, R) = I(6*, R) pour tout espace métrique R. En
effet, nous prenons d’abord une fonction F(x) contenue dans /{8, R).
On peut alors définir un scus-ensemble fermé H dans RxJ tel -
qu’on ait F(x) = I(®; H). Nous désignons par H* l’ensemble de-
tous les points (x, y) de Rx d tel qu’on ait (x, o) e H. Il est alors
évident que H* est fermé dans Rx.J. Mais, on peut voir que
F(x) = I'(#*; H*). En effet, pour un point x de R, nous avons
F(x) = 6(H®), Or, nous avons d’apres la définition H® = tp(H *@)),
d’ou on a Fl(z) = I(®*; H*), ce qui donne ®, R) < I(®*%, R). De
méme, 'on voit que ['(0%, R)<F(@ R), et par sulte '(®*, R) =
Ie*, R). ‘

" Puis, nous considérons le cas ot J* est un espace métrique
compact et 1ndenombrable arbitraire. Or comme nous avons fait
plus haut, on peut trouver dans G(J) une fonction 6. telle qu’on
ait ®~6,. Danec, pour démontrer qu’il existe une fonction O* dans
e(J*) telle qu'on ait @~6*, il suffit de demontrer quil exsite une
fonction ©* sur telle qu’on ait 6~ o*. Par suite, on peut supposer,
sans perdre la généralité, qu’on ait J = J.. Puisque J* est un esfpace
métrique compact et indénombrable, on peut prendre une trans-
formation topologique @(f) qui transforme 4 en un sous-ensemble de
J*. Maintenant nous désignons par @* la fonction définie sur €(J*)
de facon qu’on ait O*(E) = @(¢~1(Ee()). Nous avons alors I'(0, R)=
\F(@*, R). En effet, pour une fonction F(x) de I'(§, R), on peut
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trouver dans R xJ un sous-ensemble fermé H tel qu’on ait F(x) =
I'(®, H). Or, d’apres la transformation o; o’ =z et J' = ¢(y), H est
transformé en un sous-ensemble fermé H* de Rx.J* et mous avons
o(H®) = H*? pour tout point x de R, d’ot1 nous avons F(x) re*;
H*) et par suite F(x)e I'(9*, R), ce qui entraine I'(0, R) < I'(e*, R).
D’autre part, pour une fonction Fl(x) de I"(@*, R), on peut trouver
dans un sous-ensemble fermé H* tel qu’on ait F(z)=I'(8*; H*).
Or nous avons d’aprés la définition de 0%, F(x) = I'(0* ; H*(R x ¢()),
ce qui donné F(x)=1'(9; a"l(H*qu)(J))), d’ott nous avons F(x)
€@, R) ou 1"(6*, R)YZI'(®, R) et donc I'(®*, R) = I'(®, R).

Maintenant, mnous considérons le probléeme I. Etant donné
P'intervalle: fermé L= [—1, +1], nous définirons les fonctions Os(x)
et O[x) sur I'espace (I) eomme il suit; quand un sous-ensemble
fermé E de I est non-vide, pour les points supérieure M et in-
férieure m de E, nous posons Os(E) = v-1(M)- et @f(E)=V‘1(m),
sinon @5(E) = -« et 6,(E)= +~. Nous avons alors C(R) =
I'(®s, R) et S(R)=I'(®;, R) pour tout espace métrique R. En
effet, étant donnée une fonction Fl(z) de.la famille I'(@s, R), nous
considérons un sous-ensemble fermé H de Rx1I tel qu’on ait F'(z)=
I'(@s; H). Or, quand nous désignons par M(x) la borne supérieure
de I’ensemble (H+(—1)x R)® pour tout point x de R, nous' avons
F(x) = v~ (m®). Selon la définition de M(x), la fonction M(x) est
continue supérieurement, et par suite » !(Mx)) = F(x) est aussi
continue supérieurement, d’ou nous avons F(x)€@(R), c’est-a-dire,
I'(Ss, R)YC(R). D’autre part, étant donnée une fonction F'(x) conti-
nue supérieurement sur R, nous considérons ’ensemble H de tous
les points (x, y) de RxI tels qu'on ait y <v(F(). L’ensemble H
est alors fermé et quand nous désignons par M(x) la borne supérieure
de (H+(—1)x R)® pour tout point z de R, nous avons v !(M(x)) =
F(x) et par suite F(x) = F(@s; H), ce qui donne &(R) I'(Bs, R).
Done, nous avons S(R) = ['(0s, R) pour tout espace métrique R. De
meéme, on peut démontrer que nous avons (R) = I'(@; R) pour tout
espace métrique R. Dans nos considération, on voit qu’il existe
dans ©(/) une base d’un crible fermé qui représente la famille des
fonctions continues supérieurement ou inférieurement, mais selon
le- lemme, on peut voir que, étant donné un espace métrique J
compact et indénombrable, il existe sur G(J) une base d’un crible
fermé ayant la méme propriété. Nous pouvons donc résoudre com-
plétement le probleme I. , ,

Puis, nous considérons le probléme I. Or, pour le résoudre, il
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suffit de résoudre le probléme suivant: étant donnée :une suite
{r(8.; H)} (n=1,2, ...) des cribles fermés des fonctions et une
opération analythue (0(Fn(x)) des fonctions, la famille &(I'(8.,, R))
des fonctions peut-étre représentée par un crible fermé des fonctions ?
Grace au lemme 1, on peut supposer, sans perdre la généralité,
que les bases 0,(rn=1,2, ...) des cribles fermés des fonctions.
soient définies sur ’espace €(J), ol 4 est le discontinu de G. CANTOR.
Pour tout nombre naturel =, en des1gnant par d» la partie de 4

contenue dans l’'intervalle [ 1 ] nous prenons une trans-

23n+1
formation @,(t) qui- transforme 4 en 4, topologiquement. Main-

tenant, nous définirons la fonction @ sur C(I) comme il sult Etant
donné un sous-ensemble fermé E de I, nous _posons.

-

8(E) = 96, (27} (4 B))) -

Nous avons alors @(I'(®., R) = I'(0, R) pour tout espace métrique
R. En effet, pour une fonction F(x) de I'(®, R), nous pouvons
prendre un sous-ensemble fermé H de Rx.J tel qu’on ait F(z) =
I'®; H). Or, nous avons d’apres la définition de 6

F(x) = (D(F 0.; Pl(dn H)))
ce qul entraine F'(x) € @@,, R)) et par suite P(@ R)((P(@n, R))
D’autre part, pour une fonction F,(x) de I'(®,, R), nous pouvons
déterminer un sous-ensemble fermé H, de R ><J tel qu’on ait

F,(x)=I(6,: H,). Or, I'ensemble  H = R x (0) + ;_ H, est fermé

dans R x J et nous avons I'(®; H) = ¢(F,@), d’ou nous avons
(16, R) I'(8, R) et par conséquent I'(®, R) = A((O., R), c’est-
a-dlre, le probléeme II est résolu complétement. .

‘Puis, nous considérons l'inverse du probléme de la représenta-
tion des opérations analytiques des fonctions par les cribles fermés.
Pour le considérer, il suffit d’aprés le lemme de considérer le cas
ou une base ® d’un crible fermé donné est défini sur &(4), ou 4 est
'le discontinu de G. CANTOR.

Soit B un espace métrique. KEtant donné un sous-ensemble
fermé H de I’espace R x 4, nous définirons les sous-ensembles fermés’

EY vy oom, ¢=1,2, .c..;m=00ul k=12 ....)

ny, Ne,
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de R comme il suit. Pour cela, noué dévéloxﬁperons d’abord le
nombre » en la fraction de la base 2 .

v ="m1+2mp+2ms+ - -+ +2771mi; (m; =0 ou 1, m; = 1).

Quand nous avons j > k, nous posons

: E'r;“’ngi....,'nk:R
et sinon , | |
| E,{;’ g, ....np = PTOj E (dplpz____mk)‘xR -H,
oll nous avons o .
; (pz,’p;,----pzk)=(n1,’n2,----,%h) |
et (o1, ps3, ....-pzk_1) = (my, M2, «e..,m;, 0, ...».0) .
‘'On voit alors sans peine que nous a—vons pour toute suite finie
(11 M2, ..., n4-1) et tout nombre entier v '
E'r(z‘;?rtg....ﬁk>_E1(Lv1)nz...'nknk+1 . o

Maintenant, nous définissons les fonctions F()x) (» =1, 2, ...) sur
R par les relations suivantes '
- EnS{F(v)(W)g frnl'ng. e .’nk} = E’r(a‘;')ng. N (74

ko .
= y_l( S n,-2"’) .

Tnimy. .. .0k i

Les fonctions F) () (v = 1, 2, ...) sont alors continue supérieurement
sur R. ‘ . :

Or, étant donnée une suite {F™X(z)} (v =1, 2, ...) des fonctions
continues supérieurement sur R, nous pouvons inversement définir
un sous-ensemble fermé H de R x4 comme il suit. Pour cela, nous
posons d’abord pour un nombre naturel '

y = m+2me+22ma+----+2"'m; (m; =0 ou 1, m;=1),

— Fn O o\
Eppe....pm ™ E’ns{F @) =7 pyp,....p2) 2
ot nous avons k=7 et (p1ps ... pon-1) = (my,-... m; 0, ... 0). 1 est
alors évident que les ensembles Ep,p. ... pr sont fermés. Nous pouvons
alors définir un sous-ensemble fermé dans R x 4 par Végalité -
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H= gl plvi.pokEplpn----p%xdpxpz-o-‘-PWc' o o ‘L,
D’apres cette procédure, nous avons une correspondence entre une
suite des fonctions continues supéreurement sur R et un sous-
ensemble fermé de Rx.d. Ici, nous dennerons quelques remarques
"sur cette procédure, »
1°, d’apres cette procédure, nous avons une correspondence
entre une suite des nombres et un sous-ensembles fermé de d,

2°, quand nous pouvons deduire une suite {F)(z)} v =1, 2, ...)
des fonctions continues supérieurement sur R de 1’ensemble un
sous-ensemble fermé H de RxJd selon cette procédure, un’ sous-
ensemble fermé de R x4 deduit de la suite {F")x)} (v =1, 2, ...)
par cette procédure est -précisément H.

Maintenant, nous désignons par FE(z,) un ~sous-ensemble fermé
de 4 diduit d’une suite {z,} (n =1, 2, ...)~des nombres par cette
procédure. Selon ces ensembles fermes de d, nous définirons une
opération analytique ®(z,) des nombres par

/

- - O@n) = 0(E()) . “

Nous avons alors pour tout espace métrique R @(GS(R)) = I'(®, R)
c’est-a-dire, le crible fermé /I°(9®; H) des fonctions peut étre re-
présenté par une opération analytique des fonctions. En effet, étant
donné un $ous-ensemble fermé H.de R x 1, nous considérons une
fonction F'(x) = 1'(®; H). D’aprés notre procédure,. on peut deduire
une suite {(")(x)) =(» =1, 2, ...) des fonctions continues supérieure-
ment de H. Or, comme on salt dans la proposition 2°, I’ensemble
H est deduit de la suite {FXx)} (v =1, 2, ...) par notre procédure
et 'opération @(x,) est définie par. l’equatlon (1), nous avons F'(x)=
O(F™)Xx)), ce qui entraine F(x)€ @(R) et par suite 1'(0, R) < @(v(R)).

D’autre ,part, étant donnée une suite {(FO ()} (v»=1,2,...) des
fonctions coatinues supérieurement sur R, nous cons1derons une
fonction F'(z) = P(F ™) z)). Quand nous deduissons dans un sous-
ensemble ferm2 A de la suite {(FO)(2)}) (v=1,2, ...) par notre
procédure, nous avons d’aprés la définition de H pour tout point
z de R E(FYx) = H®, Par conséquant, nous. avons d’aprés (I)
I'(®; H) = F(x) et par suite F(x}eI’(0, R), ce qui entraine @(SR)
I'®, R). Nous avons donc dapres le resultat obtenu plus haut
H3(R) =10 ; S(R). De mbme, on peut définir une opération analy-
tique (ﬁ(F,,(x)) des fonctions telle qu’on a1t IRy = I'(0, J(R)
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pour tout espace métrique R. Done, en resumant les resultats sinsi
obtenus, nous avons

Théoreme 25. Toute opération analytique des Fonctions peut
étre representée par un cribles fermé I'(®; H) des fonctions, et inverse-
ment, quelque soit le crible fermé ['(®; H) des fonctions, il existe une
opération analytique P(F . (x)) des fonctions telle gu'on ait P(S(R)) =
e, &R) (ou I(IJR) = I'(6, S(R)Y)). : . 7

25. La relation entre les opérations analytiques des fonctions
et des ensembles. Les deux opérations analytiques des fonctions et
des ensembles sont -intimement liées et nous avons sur cela un
théoreme suivant. Pour le poser, nous donnerons d’abord une
définition. ' '

Définition.” Soient @(F.(x)) une opération analytique des fonc-
tions, R un espace et N un ensemble des nombres réels. Nous
désignons alors par Ens {@#(S)R))eN) (ou Ens {(J(R)eN}) la famille
de tous les ensembles Ens {@(F,(x)) €N} tels qu'on ait F,(x) € S(R)
‘(ou Fyp(x) € S(R)). " En particulier, quand N est un ensemble de tous
les nombres r tel qu’on ait » =76, nous désignons par Ens {@(S(R))
= 1,} la famille Ens {@(&SWR) e N). Da méme, nous définirons les
familles Ens {@(S(R)) > ro) ; Ens {O(JR)) =17} ete.

Théoréme 26. Etant donnée une opération ana'ytique @(F,(x))
des fonctions et un ensemble N des nombres réels, nous pouvons définir
une operation analytique ¥(E,) des ensembles comme il suit, quelque
soit l’espace R, mnous avons toujours

i

(1) | | w(R)=lEns{(D(©(R))'eN} :

Inversement, étant donnée une opération analytique ¥(E,) des ensembles
et un ensemble N des nombres réels, nous pouvons definir une opération
analytique  @(E.(x)) des fon tions comme il suit, quelque sott ’espace
R, nous avons toujours Uéegalite (1).

Démonstration. Etant donnée une operatlon analythue (ﬁ(Fn(w))
des fonctions et un ensemble N des nombres réels, nous définirons
une opération analytique des ensembles @(F,) comme il suit. Pour
cela, nous rangeons tous les nombres rationnels en une suite {r,)}
(r=1,2,...). Pour une suite {E,) (n=1,2,...)des sous-ensembles
fermés d’un espace R, nous définirons mamtenant une suite {F™x))
(n=1,2,...) des fonctions définies sur K par les relations telles
qu’on ait pour tout nombre naturel » et tout nombre réel s
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Ens(Fa@) =s) = 11 Ey- lew., et Ens (Fux)=—o) = R.

821y, .
Pour que F,(x) (n.=1, 2, ...) soient’' définies par cette relation, il
faut qu’on ait Ens (F,.(x) =>s) > Ens {(x) = s} pour les deux nombres
réels s; et sz tels qu’onait s;=si. Or, il est évident que F,.(x)
(n=1,2, ...) jouissent de cette, propriété. Comme les ensembles
E.(n=1,2,..:) sont! fermés, les ensembles FEns (F (xr)=s) sont
aussi fermés, et par suite F,(x) (n =1, 2, ...) sont continues supéri--
eurement. Nous pouvons donc effectuer @(F,(x)) sur ces fonctions
F.,(x)(n=1, 2, ...). Nous définirons maintenant une operatlon
analythue QIJ(E,,) des ensembles par l’equatlon

(2) . ¥(B,) = Ens{0(F.(x)) N} .

"Nous avons alors ¥(R) = Ens {?(S(R))e N}). En effet, pour un
ensemble E de Ens {@(SR)) e N), il existe une suite {(F,(x)})
(n=1, 2, ...) des fonctions supérieurement sur R telles qu’on ait.
FE == Ens {¢(&(R))e N}. Nous posons maintenant

. .

Eynlgpyy = E"ns{ ‘n(x)_-z_'rk} (k,n = 1, 2, . ) .

Les ensembles E,n=1,2,...) sont alors fermés et les fonctions
construites par E,(n=1,2, ...) en employant cette méthode coin-
cident avec les fonctions F.(x)(n=1,2,...). Nous avons  donc
d’aprés (2) ¥(F,) = FE et par suite Fe ?(R), d’ou nous avons
Ens {O(ER) e N} T ¥(R). D’autre part, pour un ensemble E de
.P(R), nous pouvons choisir une suite {(E,} m=1,2, ...) des sous-
ensembles fermés de R de facon qu’on ait E = ¥(E,). Quand nous

construissons les fonctions F,.(x) (n=1,2,...) de la suite {E,}
(n=1,2, ...) selon la méthode donnée plus haut, nous avons d’apres

(2) E = ¥(E,) = Ens {(F,x)eN}, ce qui entraine E ¢ Ens {@(E(R))

eN) ou (R)Ens {#(S(R)eN). Nous avons donc d’aprés le ré-

sultats obtenu plus haut ¥(R) = Ens {@(S(R)) e N}.

Puis, étant donnée une opération analytique ¥(E,) des ensembles
et un ensemble N des nombres réels, nous définirons une opération
analytique @(F,.(®)) des fonctions de fagon suivante. Pour une suite
{F,,(x)} (n=1,2, ...) des fonctions continues supérieurement sur
R, nous. posons ‘ ’

(3) O(Ful®)) = a+ bPyg, @) ,
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ou E, = Ens {(F(x) =1} (n=1, 2, ...), Pyg,) (*) la fonction carac-
téristique de I’ensemble ¥(E,) définie sur R et a, b les nombres
réels tels qu’on ait a€N et a+beN. Or, comme la valeur de
H(F(x) & un point 2y de R n’est détermine que par les relatlons
-F(xg) =1 ou non; @(F,(x)) est donc analytique.

Nous avons alors #(R) = Ens {S(R)) e N}. En effet, pour un
ensemble £ de ¥(R), nous prenons une suite {(E,} (n=1,2, ...)
"des sous-ensembles fermés de R telle qu’on ait £ = #¥(R). Or, nous
avons d’apres (3) , :

E— Ens{0(op @) eN)

et oz, (x) est éontinué supérieurement. L’ensemble E est donc

contenu dans Ens {@(S(R)) e N}, ce qui donne #(R)_ Ens{P(S(R))eN}.
D’autre part, étant donnée un ensemble E de- Ens {P(S(R)) e N},
nous pouvons choisir une suite {Fn(x)} (n=1,2, ...) des fonctions
continues supérieurement de facon qu’on ait E = Ens {I(E (x)eN}.
Or, les ensembles E, = Ens {F.(x)=1} sont fermés et E = ¥(E.,),
ce qui entraine E € #(R). Nous avons donc Ens {0(&(R) e N} Z ¥(R).
et par suite legahte ‘demandée.
C.Q’F.D.

26. Les crlbles fonctlonnels des fonctions. Nous avons plus
hant donné les cribles fermés des fonctions pour représenter les
opérations analytiques des fonctions. Or, on voit sans peine que
la famille des fonctions obtenues par ’application d’une opération
analytique des fonctions sur les fonctions continues ne peut néces-
sairement étre représenté par un crible fermé des fonctions. Pour
cette inconvenance, nous introduirons la notion des cribles fonction-
nels des fonctions. : ‘ ,

Etant donné un espace métrique J compact et indénombrable,
nous considérons la famille &(J) de toutes les fonttions continues
réelles et définies sur J. Nous définirons la distance dis {pifx), <p2(x)) .
entre les fonctions @i(x) et @u(x) de G(J), comme il suit

dis {qvl(a;), qog(x)} = Z:c.esj v(%(ﬂﬁ) , <P2(w)) .

La famille ®(J) est alors un e;spaée métrique complet et séparable.
R étant un espace métrique quelconque, nous prenons une fonction
F(x, y), continue, définie .sur l’espace produit ExJ. Etant donnée
une fonction @ définie sur ’espace &(J), nous désignons par une de
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16, J, R; Fa, y), 110, J; F, y)) ou 1/(0; F(x, ) la fonction définie
sur R de fagon que la valeur a4 un point x de R est donnée par
Iexpression O(F(z, v)), et nous appellons cette fonction celle criblée
au moyen de Fl(x, y) par rapport a @ et F(x, y) un crible fonction-
nel des fonctions. Mamtenant nous désignons par 1/(®, R) ou
I1(0, J, R) la famille de toutes fonctions 11(®, F(z, y)), lorsque Fl(z, y)
parcourt toutes les fonctions continues définies sur R xJ, et nous
appellons cette famille celle criblée de la classe (/7) par rapport a
O et O la base de /I(0, R). 0, et O, étant les deux bases des cribles
fonctionnels des fonctions, si I'on a 1(6:, R) = II(®,, R), pour tout
espace métrique R, nous dirons que les deux bases ©; et @, sont
équivalentes deux-a-deux et nous désignons ce fait par 6:~0; ou
6:~60:. En prenant maintenant 1’espace métrique &(J), nous con-
sidérons la fonction F(x, y) définie sur l’espace produit G(J)xJ
selon 1’égalité Fi(z, y) = #(y), ou ®(y) disigne la fonction. contenue
dans &(J) représentée par x. Il est alors évident que la fonction
F(x, y) est continue et qu'on a 6, = I(®; F(x, y)). _

Da méme que les cribles fermés des fonctions, nous avons un
théoréme suivant sur les bases des cribles fonctionfiels.

Théoréme 27. Soient R un espace métrique, J un espace métrique
compact, G.(n=1,2, ...) les bases des cribles fonctionnels des fonctions
définies sur &(J) et O(F,.(x)) une opération analytique des f.mctions.
Nous avons alors pour: tout sous- ensemble Sfermé H de l’espace p'rodmt
RxJ '

cb('/f(@,,; H)) = 11(06.); H) .

27. La représentation par les cribles fonctionnels des fonctions.
Nous commencerons par la représentation des opérations analytiques
des fonctions par les cribles fonctlonnels des fonctions.

Théoréme 28. Soient R un espace métrique,” J un espace metmque
compact mdenombrable, et I(F,() une opération analytique des fo'nc-
tions. On peut alors définir. une base 0@ d’un crible fonctionnel des
SJonctions sur &(J) de facon qu’on ait

11(8, €(R)) = o(C(R)) .

Démonstration. Prenons dans J un point p d’accumulation
de J et une suite {p,) (n=1,2,...) de points telle qu’on ‘ait

dis (p, p,) gi et p==p;=Fp; pour i==j et nous désignons par U(x)
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la fonetion définie sur J dont la valeur & un point x de J est
dis (x; p). U(x) est alors continue sur J et U (pn)S . Main-

tenant, nous définirons une fonction @ sur &(J) comme il suit.
Etant donnée une fonction continue F(x) sur J, nous poserons

F*(x) = max {—U(m)l', min (‘U(x) , F(x))}‘ .

- F*(x) est alors continue sur J et | F*(p.) | < U(p,). Nous définirons
~ ® par ’équation

(1) o(F@) = o(+(Tw F*n))-
En vertu de cette fonction #, nous avons pour un espaée R
11(8; CR)) = O(C(R)).

En effet, étant donnée une suite {F.(x)) (n=1,2, ...) des fonctions
continues sur R, nous considérons la fonction F(x) = @(F,x). En
désignant par P l'ensemble des points p et p,(n =1, 2, ...), nous
définirons la fonction F*(x, y) sur l’espace prodult RxP par l'ex-
pressmn suivante /

F*@,p) =0, F*@, p.) = U(pn)u‘1<Fn(x)) n=1,2 ....).

Puisque F'*(x, p,) est continue sur R et que F'*(z,p,) (n=1,2, ...)
convergent vers la fonction F'*(x, p), F*(x,y) est continue sur R x P.
Or, P est un sous-ensemble fermé de .J, nous pouvons prolonger
F*(x, y) sur RxJ continuellement. ' Nous désignons par F(z, y) la
fonction ainsi obtenue. Mais, comme nous avons d’apres (2)

> (UPa) Fw, pn) ) = Ful@) =12, ....),

nous avons d’aprés (1) 1/(0; F(x, y) = ¢(F,) = F(x), ce qui donne
F(x) € 171(0 ; €&(R)), d’ou nous avons @#(C(R)) T I1(0, C&R)).

‘ Puis, étant donnée une fonction continue F'(x, y) définie sur

"R x J, nous considérons la fonction F'(z) = 1[(®; F(x,y). Or, la
fonction F*(x, y)- définie par 1’égalité

F*(z, y) = max {— U(x), min(U®), F, v))}

crible, d’apres la définition de F*(x, y), une fonction de méme qﬁe
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F(x, y) rapport a la base 0, C’est-a- dlre 11(@; F(x, y)) = I[ e; F*(x, y))
Quand nous posons

(3) Fulw) = v {U@)"F*@, p)} (r=1,2, ....),

ces fonctlons sont continues sur R et F*(x Dn) = U(pn) v(F,(@),
c’est-a-dire, F*(x, y) est une prologation continue de la fonection
qui prend la valeur U(p,)v(F,®) pour un point (z,p,) et la valeur
0 pour un point (x, y). Nous avons donc d’aprées (1) O(F,x) =
11(0 ; F*(x, y)) = F(x), ce qui entraine F(x) ¢ @(C(R)) ou 1/(0, C(R))
< ¢(G(R)). Par conséquent, grice au resultat obtenu plus haut
nous avons [I(0, C(R) = P(CER)) .
C.Q.F.D. .

Dans le théoréme 28, nous avons la représentation de la famille
@(C(R)) par un crible fonctionnel des fonctions. Or, nous pouvons
représenter @(E(R)) ou @(J(R)) par un crible fonctionnel des fonctions,
‘Pour le voir, il suffit d’aprés le théoréme 27 de voir que le famille
S(R) ou J(R) peut étre représentée par un crible fonctionnels des

fonctions. Or, comme llm F,(x) ou lim F,(x) est analytique, &(R)

n-—)oo

ou N(R) est d’apreés le théoréme 28 representee par un crible
fonctionnel 17(®; Flx, y)) de maniére que ®(R) ou S(R) = 11(0, C(R)).
Nous avons done

Corollaire. @(F,(x)) étant une opération analytzque des fonctzons,‘
il existe un cribles fonctionnel II1(®; F(x, y)) des fonctzons tel qu’on ait
pour tout espace metrique R

18, R) = 2(S(R)) ou @(I(R)).

28. Les opérations quasi-analytiques des fonctions. Nous avons
env1sage dans les paragraphes 22-27 la representatlon des opérations
analytiques des fonections, mais comme nous pouvons voir sans
- peine, ces resultats sont prolongés sur celles quasi-analytiques des
fonctions par quelques modifications légéres. Par exemple, pour
- obtenir une représentation de celles-ci comme nous avons dans le
théoreme 23, il suffit de considérer au lieu des opérations fonda-
mentales @x(F,@) (x=1,2, ... 5) données dans ce théoréme les
opérations suivantes; 1°, @*(F(x)) = F(x) + a(x) aou a(x) est 'une
fonction quelconque ; 2°, @,*(F(x)) = F(x)a(x) ou a(x) est une fonction
quelconque ; 3°, @ (Fi®), Fo(®) = @3(Fix), Fa(x); 4°, OM(Fi),
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o)) = Py(Fi(%), Fz(x)) 5°, @s*(Fi(x)) = b s {b %. Fnk(x)) oi1 les ensem-
bles SR(x) peuvent Varler avec x.

X. LES PROPRIETES GENERALES DES OPERATIONS
ANALYTIQUES DES FONCTIONS.

29. Les théorémes sur Dexistence. fitant donné un espace
‘meétrique séparable R, nous considérons une operatlon analytique
&(F(x)) des fonctions. Comme la famille @(R) est de la puissance
<250, P(S(R)) est aussi de la puissance < 2=°, Nous pouvons dé-
montrer ce qui suit.

1°. & étant une famille da la puissance £2==° des fonctlons
définies sur R, on peut définir une opération analytique (D(F (x))
des fonctions felle qu’on ait P(S(R)) < .

En effet, puisque R est donnée comme une ‘image continue
d’un sous-ensemble de 1’ensemble R* de tous les nombres irration-
nels, il suffit de considérer le cas ou on a R = R*. Etant conné un
intervalle J = [0, 8], nous désignons par H, pour un nombre réel
r(0r<Ll) l’ensemble de tous les points (x, y) de I’espace produit
R*xJ tel qu'on ait 0y<u(x)+1 et y=2+7r. Les ensembles
H,(0<r<1) sont alors fermés dans R* xJ et H® (xeR*, O<rL1)
sont distincts deux-i-deux. Maintenant, en désignant par F,(z)
(0<r<1) les fonctions de ¥, nous définirons une base # d’un crible
fermé des fonctions sur G(J) comme il suit; pour un sous-ensemble
fermé E de J, quand.nous avons E = H,®, nous posons O(E) =

F.(x) et sinon, O(E) = 0. Nous avons alors F. (x) re; H,) (0<r<1)
et donc d’aprés le théoréme 25 nous pouvons choisir une opération
analythue d(F(x) des fonctlons telle qu’on ait ¥ < I(S(R)).

, C. Q. F.D.

De méme, nous pouvons donner d’aprés les théorémes 25 et 28-
une opération analytique @(F,(x)) des fonctions telle qu’on ait
T O(F(R)) ou F < (C(R)).

Puis, pour l’existence d’une fonct1on unlverselle da la famille
O(S(R)) ou #(J(R)), nous avons la suivante. ,\

2°. Soient @(F,(x)) une opération analytique des fonctions et RE
un espace métrique et séparable. I étant un intervalle fermé
[0, 1], nous pouvons choisir une fonction F(xz, y) parmi @(S(E xI))
ou A(J(RxI) de facon suivante, quelle que soit la fonction F(x)
de #(8(R)) (ou &(J(R))), il existe un point yo dans l'intervalle I tel
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qu’on a1t F(z)=F(x, ¥o) ‘'pour tout point x de R. I* étant I'en-
semble de tous les nombres irrationnels contenus dans I, nous
avons une fonction F'(x, y)-de @(C(RxI*), telle que, quelle que
soit la fonction F'(x) de #(€(R)), il existe dans I* un ‘point yo tel
qu’on ait F(x)= F(x, yo) pour tout point x de R.

En effet, étant donné un espace métrique compact et indé-
nombrable J, nous pouvons définir d’aprés le lemme de W. SIERPINSKI
(W. SIERPINSKI). (4)) dans ’espace produit R xJxI un sous-ensemble
fermé U qui est universel pour tous les sous-ensembles fermés de
RxJ. Or, nous pouvons définir sur lespace €(J) une base ® d’un
crible fermé des fonctions de fagon qu’on ait OGSR) = (8, R)
(ou @(J(R)) = I'(M, R)). 1l est alors évident que la fonction F(z, y)
= I'(@; U) est universelle pour toutes les fonctions de (0(@(R))
(ou A(J(R)), c’est-a-dire, pour toute fonction F(S(R)) (ou DI (R)), 11
existe dans_I un point yo tel qu’on ait F(x) = Fl(z, yo).

, Comme on sait, nous pouvons definir sur D’espace produit
R xJxI* une fonction continue F(x,y, 2) qui est universelle pour
toutes les fonctions continues sur 1’espace produit Rx.J. De méme
que nous avons fait plus haut, nous pouvons donc d’apres le
théoréme 28 démontrer'qu’il existe une fonction universelle pour
toutes les fonctions de @(C(R)) sur RxTI*. C.Q. F.D. '

Remarque. D’aprés la proposition 2°, nous pouvons voir qu’il
existe sur ’espace R une fonction contenue dans @(S(R)) ou A(J(R)).
Par exemple, nous considérons @(S(R)). Pour simplifier la démons-
tration, nous supposons qu’on ait R = 1I. Alors, pour une fonction
F(x,y) définie sur I x I qui -appartient &4 @(E€UIxI)) et qui est
universelle pour toutes les fonctions de @(S(R)), la fonction

F(x) = lim ¢ @ =7

n->oo

n’appartint pas a @(S(R)). Ene ffet, I’ensemble de tous les points
de Ix1I tel qu’on ait F'(x, y) = 0 est universelle pour tous les ensem-
bles de Ens {@(&(R)) = 0) et par suite I’ensemble I—Ens {F'(x, x)=0)
ou Ens {F'(x) =0) n ‘appartient pas a Ens {@(S(R) =0}. Par con-
sequent, F'(x) n appartlent pas a d(SR)). - C.Q.F.D. -

Or, pour les operatlons topologlques des fonctlons, nousspouvons
démontrer le

Théoréme 29. Soient @(F, (@) une opération topoloqzque des
fonct?,ons et R un espace métrique separable complet et indénombrable.
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Il existe dans @(S(R)) (ou ¢(0(R))) une fonctzon F(x) telle qu’on ait
—F(x) e 9(G(R)) ou O(J(R))).

Démonstration. Ktant donné un: ensemble E de (D(R) nous
pouvons choisir une sulte {(E,Y (n=1,2,...) des sous-ensembles
fermés de R de facon qu’on ait E = (D(E,,,) Par suite, pour les
fonctions caractéristiques @gz(x) et Prn(x) des ensembles FE et

E.n=1,2,...), nous avons @ux)= ?(Penx)). Nous avons donc
d’aprés le theoreme 26 et o), PEm@EIeS(R) (n=1, 2, ...),
E e Ens {@(S(R))=1), ce qui entraine ¢'(R)<Ens(w(@(R))£1} Or,
selon le théoréme 26 tout ensemble de Emns { ¢(S(R)) =1} appartient a
@(R) et donic nous avons @(R) = Ens {@(S(R)=>1) = Ens {I(S(R))=0j.
Or, d’apres le théoréme de W. SIERPINSKI (W. SIERPINSKI) (4)), il
existe dans @(R) un ensemble E tel qu’on ait R— E&€@(R). La
fonction caractéristique ?e(%x) de cet ensemble est alors contenue
dans @(S(R)) et nous avons Ens {— @xx)=>0) = R — E e ¢(R) =
Ens {0(S(R)) =0}, ce qui entraine — @x(x) e A(S(R)). @ux) est done
une fonction demandée dans ce théoréme. C.Q.F.D.

Remarque. Pour toute opération analytique @(F.(x)) des fonc-
tions, il n’existe pas nécessairement dans ?(S(R)) une fonction F(x)
telle qu’on ait — F(z) € &(S(R)). En effet, :on peut donner une
opération analytique @(E,) des fonctions telle que F'(x) € d(S(R))
entraine —F'(x) € #((R)) pour tout espace métrique E. Pour cela,
nous prenons un ihtervalle fermé J=[—1,+1]. En désignant, par
p(x) une transformation qui transforme une pomt z.de J en le
point —x de J, nous définirons sur ’espace ‘@(J) une fonction O
comme il suit: nous avons pour .tout sous-ensemble fermé E de J

(1) 8(p®) = —6E).

La relation F'(x) e 7'(®, R) entraine alors —F'(x) € I'(®, R) pour tout
espace métrique R. En effet, pour la fonction F'(x), nous avons
un sous-ensemble fermé H de RxJ tel qu’on ait F(z) = I'(8; H).
Or, ’ensemble H, de tous les points (z, p(y)) de RxJ tels qu’on ait.
(%, y) € H est fermé et nous avons d’aprés (1) —F(x) = I'(8; Ho), ce
qui donné —F(x) e I'(@, R). Ici, on peut choisir d’aprés le théoréme
25 une opération analytique @(F,(x)) des fonctions de fagon qu’on
ait (E(R)) = (M, R) pour tout espace métrique R, ce qui entraine
Texistence d’une opération analytique demandée des fonctions.

30. Le prolongement des fonctions. Nous considérons dans
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la sulte le prolongement des fonctlons obetenues par une opération
analytique des fonctions.

Théoréeme - 30. Sotent @(F,x) une operatzon analytique des
" fonctions, R un espace, Ro un sous-ensemble de R et Fy(x) une fonction
appartenant @ O(S(Ry) (ou (I (Ra)). Il ewiste alors dans @(S(R))
, (ou AGS(IR))) - une fonction F(x) telle qu'on ait F(x)= Folx) pour
tout point % de R.

‘ En effet, étant donné un espace métrique J compact indénom=
brable, nous pouvons définir d’apres le théoréme 4 de la premiere
partie de ce travail un crible ferme I'(M; H) des ensembles de
facon qu’on ait I'(R, R) O(S[R)) (ou @(J(R))) pour tout espace
métrique R, nous prenons maintenant un sous-ensemble fermé Hp
de RyxJ de sorte qu’on ait Fo(:N; H?. Nous pouvons alors choisir
un sous-ensemble fermé H de RxJ tel qu’on ait Ho = H-RoxJ.
Nous avons I'(N; H) ¢ @(@(R)) (ou (P(\s(R))) et F(“‘l H)=I(N; Ho)
= Fy(x) sur Ro.

Théoreme 31. Soient (ﬁ(Fn(x)) une opération analytique des fonc-
tion, R un espice métrique, Ry un sous-ensemble de R et Fo(x) une
fonction de @(E(R)). On peut alors choisir un sous-ensemble Gs G de R
et une fonction F(x) de facon. qu on ait F(x)e€ (D((S(G)) et F(x)= Fox)
pour tout point x de R,.

En effet, il existe une suite {F ()} (n=1, 2, ...) des fonctions
~ continues sur Ry telle qu’on ait Fo(x) =@(F,x)). Or, on peut pro-
longer chaque fonction Fl(x) sur un sous- ensemble G; G, de R en

tenant sa contmulte L’ensemble G = 'I[ G. est aussi de la classe

G3 et toutes les fonctions 'F x®) (n =1, 2 ..) ainsi obtenunes sont
continues sur cet ensemble. Donec, on v01t sans peine que la fonction
O(F (%)) jouit de la propriété demandée. - C.Q.F.D.

. 31. Une propriété des cribles fermés des fonctions. Etant
donné un espace métrique J compact indénombrable, nous con-
sidérons une base ® d’un crible fermé des fonctions. Maintenant,
nous obtenons une condition pour que la condition @* eI'(8, &)
entraine I'(9*, R) CP(@ R) pour tout espace métrique R. Pour
cela, nous supposons qu’on ait I'(9%, R)< (@, R) pour toute fonc-
tion @* de la famille I'(@, G(J)) et tout espace métrique R, et nous
considérons une suite (R.} (n=1,2, ...) de sous-ensembles G5 d’un
espa.ce métrlque séparable R, telle qu’on ait R;R; =0 pour <i=FjJ

et 3 R,=R. Nous prenons maintenant un schéme ‘de SOUSLIN

n-l
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(Frnmnon...niy (k, . = 1, 2, ...) des sous-ensembles fermés de K comme
il suit. Parce que l’ensemble R— R; est de la classe Fo, nous
pouvons choisir une suite {Fn;} (n; = 1,2, ...) des sous-ensembles
fermes de R de facon qu ‘on ait Fn,F,) =0 pour n1=l=n2 et R—R; =

X Fn,» Puis, nous oonsidérons les ensembles Frn,— Rno (m=12,...).

?’tl——l
Comme ces. ensembles sont aussi de la classe F,, nous pouvons

donner une suite {Fn,n,} (n2=1, 2, ...) de sous-ensembles fermés

de maniére qu’on ait Frn,n, Fnnh = 0 pour ne==n} et Fnl—-Rz .Y 1Fnln2 .
Ne=1

D’une maniére générale, étant donné un sous-ensemble fermé
Frnn,...n; de R; nbus considérons I’ensemble Fn;n,...nz—R, 1. Comme
cet ensemble est d’aprés ’hypothese de la classe Fo, nous pouvons
définir une suite {Fn,...ngnpsi} (Mas1 =1, 2, ...) de sous-ensembles
fermés telle qu’on ait Fr,...np—Rr 1= I Fny...nxnpe; €6 Fng.omgng.
Foy...mpnw/5e, = 0 pour mng.1=+=n'xz.;. Nous avons ainsi obtenue un
schéme de SOUSLIN {Fn,...nz) (k,nr=1,2,...) die sous-ensembles
fermes be R qui jouit de la propriété sulvante,

o . :
1 ’ Fnl....’nk>Fn1..,.’nknk.&1’ ) '

o , . ,
2 ’ F'n1 ....nknk+1Fn1 Leempnpe1l T 0 pour 7%gi1 ={= nk"';ll
le} . °: ) . _ N o‘o‘
3% Fnl----nk R"”" - Fm....nknk+1 et R—Ry= 2 Fm'
’rlk-}-l"l ,n]=1 ‘

Puis nous supposons que les fonctions G,(x) (n =1, 2, ...) soient
définies sur les ensembles R, respectivement et qu’on ait G,(x)
e I'(@, R,) et nous considérons une fonctions G(x) définie B de sorte.
qu’on ait G(z) = G,(x) pour tout point = de R,. Pour obtenir un
crible fermé des fonctions qui définit la fonction G.(z), nous défin-
irons d’abord dans J un sous-ensemble fermé Jy, un schéme de
SOUSLIN {Jnyns...n) (k, me =1, 2, ...) des sous-ensembles fermés,
un point P, et un schéme de SOUSLIN {Pn;n, ..nz) (k,mx=1,2, ...)
des points comme il suit,

19, Jngeoome D JIng..oune
o .Y
2°,. Jnlnk > Jn, .. e ME-1ME+1 >
- 30) . J‘nl.,..nk>Jn1..,.nknk+1,

40, jnl....nkefnl cee s MENE+1 = (pn, 'nk) et JoJm (po)
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50, pnl-...’nk éJnl....nknk+1,

6°, ‘lim 8(Jn,....memes) = 0 et lim 8(Jn,) = 0,

Np+1-> o 'nl—-roo
~ 7°, Jn,....n; sont indénombrables.
D’oﬁ 'onv peu{: Voir sans peine qu’on a
8°, Jng....np 2 Jnl....nknku s

o T ro- )
9 ’ Ji}l.-.-nk >J’n1.-..'nknk+1 ’

L]

‘100, pnl....nkEJ'nl....'nk et ’pnl....nkEJn,....nknku,

11°, Hm  pa, e MR NE ey = PRy g et lim pn, = po,
: Nk 41—+ 0 R . Ny—> oo

12°, lim Jn,... My = (Pny...m) et limJn, = (p(’)
D ”k+1_+°° Ny—> oo
[ Y

Avant donner un crible fermé des fonctions qui définit la fonetion
G(x), nous démontrerons quelques lemmes.

Lemme 1. Quets que soient les sous-ensembles fermeés Hnyn,...ns
des espace Fn,...nj%Jn,, ...n; 'ensemble

. _ H = b} Hnlnz....nk+P ,'

%lng. . (3

ou P=Rx(p)+ X Fn,...mpx (1zm1 ...nx), est tougours Jermes.
Ri.o Nk

‘Démonstration. Nous posons maintenant

‘ & ) | \
H(k)= Ly 2 Hnlng..l.nj-i" 2 Fnl....nkqxe]nl....nk+1+P

7=t nn.. .. nj NN o ML +1

Nbﬁs avons alors H = kle;l H®, En effet, nous avons d'aprés la
définition |

Fn.,....nkﬂ > Fnl.-..nku...'nj (J=k+1,k+2, .. .>.)

Ing.oonpry D Iny o npr.. . mi O jnl.‘...nk+1....7z-j (7= IG+_1; ceed),

nousavons F'n,. gy X Iy . g ,>Fn,.. 'n,XJnl .. O H® - 'n_,(g k+1,...)
et donc HC H® (k=1,2, ...), ce qui entralne HZ Il H®, Puis,
nous prenons un pomt p = (%o, o) de 11 H®), Pulsque nous avons
Hn,...nj;  Fh,... 'nkXJnl...nk, nous’ avons aussi
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peH®O <3 X Fnl....nijnl.‘...nj-*-P

=1 ny...M5

et par suite nous avons peP ou peP et p€Fn,...nj,xJn,...n; pour
quelques suites (n3, nz, ... m;) des nombres naturels. Quand nous
avons p€P, nous avons aussi d’aprés la définition pe H. Quand
nous avons p€P et panl...nﬂxJnl .nj, nous avons d’aprés la
deﬁmtlon

PEFny...nxJnymy (§=Go+1, 5042, ....)

et done, en vertu de la definition de HY?, nous avons peX Hn1 Moy

ce qui entrame peH Par suite, nous avons p€H pour tous les
cas, et done k1]1 H (k)<Hg, ce qui donne H = 1[ H®. Par conséquent,
pour kdémontrer que H est fermé, il sufﬁt de démontrer que H®

ou ¥ X Hnp..mji+Pet I Fh < pry X Jny. . ompe+ P sont fermés,

_7 1 7&1 Y (73 Ny.oeNle+1
Nous considérons d’abord Y X Hn, .n; et prenons dans cet
’—1 Ny...N35
\ensemble une suite {(p®@} (n =1, 2, ...) des points qui convergent

vers un point p de R xJ. Or, comme nous avons l’égalité

k k ’
2,; S Hp..mj+P=2( 2 Hn...n;+P),

Ny...nj i=lny...nj;

nous pouvons supposer sans perdre la generahte que les pomts
p™ (n'=1, 2, ...) appartiennent a X Hnl.. n;+P. Quand “1 p"’"
. nl ° n=
appartient a4 un nombre fini des ensembles Hnn, ..nj+ P, nous
avons d’aprés I’hypothése p€ X Han,...n;+P et quand cet ensemble

e Ny
appartient 3 une infinité dé;;lomborable des ensembles Hn,n, ..n;+ P,
nous pouvons choisir une suite finie (mi, mz ... m;) des nombres
naturels comme il suit, il existe un nombre infini des nombres
naturels n;.; ou les ensembles Hm;,...mini\;...n;+P contiennet au’

moins un point de 2‘ (™). Or, d’apres la définition, nous avons

Hm s MMy .. 'n_«,~< ml M Nigq. o nngm . Mg Niry et lim Jm ..mq,'n”l
n,"+1“7°°
(pmy.. m;) ce qu1 entraine lim p™ =peP, c est—a-dlre nous avons

nr»oo

toujours p € 2‘ . S  Hn,...nj+P et donc cet ensemble est fermé.
J nl o‘n_q



70 : M. Konds

Puis, nous considérons l’ensemble S Frn.. ngnt+dny conge+ P
N+t
De méme que nous avon fait plus haut on voit que cet ensemble

est aussi fermé, d’ou nous avons que les ensembles H® sont aussi
fermés. C.Q.F.D.

Lemme 2. FEtant domné un sous-ensemble fermé indénombrable
J* de Uespace J, on peut deﬁnir sur &(J) une base O* d’un cridble
fermé des fonctions telle qu’on ait (9 0* et O*(E) = O*(EJ*) pour
tout sous-ensemble fermé E de J.

Démonstration. Pour la simplicité, nous ne considérons dans la
suite que le cas ou J est le discontinu de G. CANTOR et J* contient
un intervalle. Soit I un intervalle contenu dans'J*. Nous pouvons
alors donner un nombre positif & tel qu’on ait dis(Z, J—I)> 3.
Or, on peut définir une base @; d’un crible fermé des fonctions
équivalente 4 ‘6. Il existe alors I’espace E(I)xI un sous-ensemble
fermé H tel qu'on ait €, =1'(0; H). Maintennant, nous définirons

dans C&(J)XJ un sous-ensemble H d’apres I’égalité H<E’ = HED,

L’ensemble H est alors fermé dans G(J )xJ. En effet, en prenant .
un sous-ensemble fermé FE, de J, nous considérons wune suite
{E.}) (n=1,2,...) des sous-ensembles fermés de J telle qu'on ait

lim E, = E. Quand un point xo de I n appartlent pas a H®, il

existe un voisinage U du point @, disjoint a H®0 et contenu dans I.
Or, nous avons 11m IE, = IE‘o En effet, étant donné un nombre

positif € tel qu’on a1t e <&, nous pouvons choisir un nombre
naturel N tel qu’on ait -

dis (Bo, Ey) <e pour n>>N.
D’ou, nous avons | ‘ |
(1)  UBo, &) DE, et U(En,e)>Eo pour n>N.
Or, nous savons sans peine - '

U(En, ) = UBlL, B)+ UEo—I, €, |
 UBa, ) = UEL, )+ U(E.—I,s) pour n>N
et par suite, d’aprés I’hypothese sur €, nous avons |
IU(Ey, €) = IU(BI, &)+1U(Eo—1, ¢) = U(BoI, ¢),
IU(E,, €) = IU(E,I, & +IU(E.—I, €) = U(E,I, € pour n>N,
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ce qui entraine d’aprés 1
U, &) >E,J et UE.I,e)>FEI pour n>N,

c’est-a-dire, nous avons dis (E' I, EoJ) < ¢ pour n>.N et donc
lim E.I = Eyl.

N>R

Par conséquent, nous avons d’apres la deﬁmtlon de H

A

Tim H(EnI ) < H(E'oI)

n->oo

ce qui donne lim HE» < HED, c’est-a-dire, H est fermé. Nous

n-»roo

considérons maintenant une fonction 0* = I1(0; H ) définie sur e(J).
Or, comme nous avons I'(®*, R) I'(®, R), I'(6:, R) I(0* R) et
6, ~ H, nqus avons aussi ® ~ 0*, Enfin, il est évident que O*(E) =
O&*(EI) pour tout sous-ensemble fermé E de J. - C.Q.F.D.
Maintenant, étant données les fonctions G.(x) sur les ensembles
R,(n=1,2,...) de facon qu’on ait G.(x) EF(@ R,), nous considérons
la fonction G(x) définie sur R de sorte qu’on ait G(x) = G.(x) pour
tout point x de R.,. .
‘Nous prenons dans les ensembles fermes Jo et Jn1 Ny...n%

(e, n=1,2, ...) les intervalles I, et In...n, respectivement tels
qu’on ait '
PIO':O, . _(P+IO)=i=O!
PInl mpr=0 et Jn...npg—@P+In,....nx)=+=0".

Puis, nous prenons encore parmi les ensembles Jy— (P + Io) et
JIny...ng—(P+1In,.. nx) les points qo et gn,...ns.

Grace au théoréme 25, nous pouvons deﬁmr sur G(J) les fonctlons
& et On,...n;; (k, nz =1, 2, ...) de maniere qu’on ait

0.,~0y et Ona,...n;~6

et O(F) = O(E L) et On,....nx(F) = On,....ny (Eln,...mg) .

' Or, comme la fonction G.(x) appartient a I'(®, R,), nous pouvons.
définir dans les ensembles Ry x Iy, et Fhn,...ng Ry 1% Ing-n; les sous-
ensembles fermés H, et Hn,...n; relatives & ces ensembles res-
pectivement tels qu’on ait

I®c; Ho) = Gix)

et ' ,
' I'(@n,...0; Hny,....n1) = Grsa(x)
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pour tout point de R; et Fn, ..nzRi.1 respectivement. Nous pro-
longerons Hy et Hn,...n; dans R x Iy et Fn,...nxx In,...n; respective-
ment en conservant la proprlete étre fermé. Nous poserons
maintenant

H"‘ S (H0+Hn1 nk1+P+R><1QO)+ b3 F?z_l.f..nkXIin..‘..'nk)'-

Ry. .. Wi TR O
Nous avons alors d’apres la définition de 6 et On,...n;
| Go(x) = 1'(©0; H) - ' pour tout point de R,
G.(x) = I'(On,....n;.; H) pour tout point de Fnl.....zzkak”/.

Quand nous désignons par Fo et Fn,...n; respectivement les familles
des H® pour tout point x des Ry et Fn,... Ri.1 respectivement,
nous avons ‘

b {dis (R0, Frso.m)) >0

(ny....nx)

et b.i. {dis (Fns...nn, Fmeooms) >0 (k, me=1, 2, ...).

- mg) FE(my, . My)

En effet, tout ensemble de Fn,...nx contient le point qn,...n; et
nous avons dis (gn;...nx, J— Jny...ne+P) > 0.et donc

dis (H®", H®") > dis (qn,. ... , J—Jn,....ne+P) >0

pour tous les points x' et 2° de Fn,...nx et Fm,...m; respectivement,
ot (n; - - - mx)==(my- - -m;), ce qui donne les égalités (2). Nous avons done

(3) ‘ gél—g—nl....nk=0 et gnl....nkgml....mj=0

pour (- - - nx) == (ma- - -m;) ol Fo et Fn,...n; désignant les fermétures
de Fo et Fn’...n; respectivement. | ’

Or, nous pouvons donner d’aprés les définitions Oo et On,...n,
les sous-ensembles fermés H, et an, .nz relatives : a RoxJ et Fn,.. k
Ri.1xJ respectlvement comme il suit.

( 8= I'(®; Hy) - pour tout ensemble de o,
4) “ ‘ :
Gnl....nk = I ; Hnl....nk) pour tout ensemhle de Fn,....nx

Alors ‘I’ensemble H= Ho+ S Hn,...n; est d’aprés (8) fermé dans
ny...Nng o
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I’ensemble {%o—i— %}nl .ni) xJ et done nous pouvons prolonger cet

ensemble dans @(J )xJ en conservant la proprlet' “stre fermé’’. La
fonction @* = (@ ; i) appartient alors e, &Jy) et an Vertu de
(4) et la définition des ensembles fermés, nous avons G(x) = 1(O*; H ).
Or, comme nous avons d’aprés I’hypothése / (8*, R) < I'(6, R) pour
tout espace métrique R, nous avons G(x)€I'(®, R), c’est-a-dire,
étant données les sous-ensembles G R,(n=1,2,...) de R tels
qu’on ait R;R; =0 pour i=fFJ et > R, =R, et les fonctlons Q,,(x)

(n=1,2,...) définies sur R, de facon qu’on ait G.(x) € I'(®, R,),
la fonctlon G(x) définie sur R par les égalités: G(x) = G.(x) pour
tout point # de R,, appartient & I'(0, R). )

Mais, nous avons aussi que l’inverse de ce fait est vrai. Pour
le voir, nous supposons qu'un crible fermé des fonctions d’une
base @, qui définit sur G(J) jouit de la propriété donnée plus haut.
Etant données un espace métrique R et un sous-efisemble fermé
+H de RxJ, nous considérons la famille I'(6*, R), ou 0* = I'(®; H).
Pour une. fonction F'(z) de I'(#*, R), nous pouvons déterminer un
sous-ensemble fermé G de R xJ de facon qu’on ait F(x) = I'(®; G).
Or, d’aprés le théoréme de MM. C. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN
"(C. KURATOWSKI et E. SZPILRAJN, (2) et (3)) G('c) est unc. fonction de
BAIRE de la premiére classe qui correspond a chaque point z de R
un sous-ensemble fermé G(x) de J, c’est-a-dire, quand nous désignons
par X(x) une fonction qui correspond G® a chaque point x de R,
X(x) est de la premiére classe. Nous pouvons donc decomposer
"R en les sous—ensembles Gs R,(n=1,2,...) de maniére que R:R;=0

pour i==j, X ) R,=R et X(x) est continue sur chaque ensemble

R,. Or, quand nous désignons par @(x) uno fonction qui correspond
a chaque point z de €(J) un sous-ensemble fermé H®, la fonction
@(x) est de la premiére classe et par suite, nous pouvons décomposer
E(J) en les sous—ensembles Gs Ju(n=1, 2, ...) de facon que JJ; =0
pour =7, > ) " J, =J et ¢(x) est continue sur chaque ensemble .J,.
Mamtenant nous désignons rar R,. ’ensemble de tout les points
x de R, tels qu’on ait X(x) €Ji. Les ensembles R,; (n, k=1,2,...)
sont alors de la classe Gs. La fonction ¢(X(x)) est continue sur
chaque ensemble R,. et donc les ensembles :
Hypy= 2 @xe(X@) (n k=1,2,....)

xeank

sont fermés dahs les ensembles R, xJ respectivement. De plus,

»
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nous avons d’aprés la définition des fonctions @(x) et X(z) pour tout
point « de R.,. F(x)=1I(0; Hn.). Par conséquent, en vertu de
I’hypothése sur la base @ du crible fermé donné, nous avons
F(z) € I'(®, R), ce qui donne I'(6*, R) pour tout espace métrique R.

~ Pour resumer le resultat ainsi obtenu, nous poserons d’abord
la- définition suivante.

Définition. Soient J un espace métrique compa.ct 1ndenombrable
et ® une fonction définie sur l’espace G(J). Quand nous avons pour
tout espace métrique séparable R I'(9*, R) T I'(®, R), quelle que
soit la fonction @* de (@, €(J)), nous dirons que la base € est
réguliére.

Nous avons alors v
‘ Théoreme 32. E‘tant donne un espace metrique compact inde~
nombrable J, pour qu'une base O d'un crible fermé des fonctions
définie sur G(J) soit reguliére, il faut et il suffit que, R étant un
espace métrique séparable, quand nous decomposons R en les ensembles
R, (n=1,2, ...) disjoints et de la classe Gs et quand nous donnons
les fonctions Fn(x) (n=1,2, ...) sur R, respectivement de fagon
qu’on ait F.(x) € (0, R,), la fonction F(x) définiesur K de sorte qu’on
ait F(x)=F.(x) pour tout point de R, appartient a I'(®, R).

Maintenant, nous donnerons quelques propriétés des crlbles
fermés réguliers des fonctions.

Théoréme 33. Sozent I'®; H) un crible fermé regulier des
fonctions, R wun espace métrique compact séparable, R® un espace
métrique séparable et F(x) une fonction de (0, R®). Quelle que
soit la transformation @(x) de BAIRE de la classe 1 qui fait cor
,res*pondre un point de R® g chaque point de R®, la fonetion F(q)(w))
. appartient o I'(@, B®).

Démonstration. Comme la transformation ¢(x) est de la classe
1 de BAIRE, nous pouvons décomposer K?® en les ensembles Gs

R.(n=1,2,...) de facon ‘qu’on ait R;R; = 0 pour & =J 2‘ R, = R®
et que ¢(x) soit continue sur ’chaque ensemble E,. Or Ia fonction
F(x) appartlent a (e, R") et done nous pouvons définir dans RV xJ
un sous-ensemble fermé H de facon qu’on -ait F(x) = F(@ H).
Maintenant, nous considérons ’ensemble

Hy= 2 (t)x H*®)
tGR'n,

)

Cet ensemble est alors aussi fermé dans R,xJ et par suite la
4 .
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fonetion F(e(#)) sur R, appartient a I'(#, R,), d’ou F((x)) appartient
aussi a (@, R®), : _ : C.Q. F.D.

‘Théoréme 34. Soient J un espace métrique compact indénombrable
et ® une base d'un crible fermé des fonction défini sur G(J). Il existe
alors une basse ©* d’un crible fermé des fonctions telle qu’elle 8oit
définie sur. G(J) et que, quelle que soit la fonctiop F(x) de I'(6*, R)
deﬁme sur un espace R, on peut décompser R en les ensembles

R.(n=1, 2,..)comme il suit: R;R; =0 pour i1=Fj3, X R =R
et F(x) sur R, appartzent a [(0,R,) et que toute fonction deﬁme sur
R qui admet une décomposition ainsi considerée appartient a (6%, R)

Démonstration. Nous donnérons d’abord le

Lemme. Soit 4 un discontinu de G. CANTOR. L’espace (SE(J + )
est alors homéomorphe a G(J ) x .

En effet, comme on sait, CS(J) est homéomorphe a .4 et done
nous pouvons donner une transformation topologique X(t) qui trang-
forme @(J4) en 4. Gr ce a cette transformation, nous pouvons
transformer chaque ensemble E de G(J+J) a un point (EJ, X(EH))
de V’espace G(J)x ., ce qui donne une homéomorphie entre G(J+.1)
et €(J)xd. En effet, quand une suite {E,) (n=1, 2, ...) des
sous-ensembles fermés de J+4 qui converge vers un sous-ensemble
Ey, de J+4, les deux suites {F,.J)} et {E,d) (n=1,2,...) con-
vergent vers les ensembles E\oJ et EyJ respectivement, et inverse-
ment quand les deux suites {E®)} (k=1,2;n=1,2,...) des sous-
ensembles fermés de J et J convergent vers E® (k =1, 2)
respectivement, la suite {EQ+E®} (n=1,2,...) converge .vers
EQP+E®, d’ou les deux espaces C(J+.d) et G(J)xd4 sont homéo-
morphes deux-a-deux. " C.Q.F.D.

La demonstratlon du théoréme. D’aprés le resultat obtenu
dans le paragraphe 29, nous pouvons définir sur G(J) x 4 une
fonction universelle U(x, y) des fonctions de I'(®, €(J)). Or, les
espaces E(J+d) et G(J)xd sont homéomorphes deux-a-deux et par
suite, pour une transformation topologique @(x) qui transforme
C(J)x 4 en E(J+d), nous pouvons donner une fonetion 6:= U(gp(?))
sur G(J+4). La famille criblée [(6:, R) des fonctions jouit alors
de la propriété suivante, c’est-a-dire, nous pouvons décomposer R
en les ensembles G disjoints R, (n =1, 2, ...) tels que la fonction
F(x) appartient a I'(®, R,) sur chaque ensemble R,. ‘

Puis, soit F(x) une fonction définie sur R de facon que F(x)
sur chagne ensemble R, appartient a I'(®, R,). Alors, comme nous
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avons\ fait dans la démonstration du théoréme 32, nous' pouvons
choisir une base 6* d’un crible fermé des fonctions dans (@, €(J))
de fagon qu’on ait F(x)e€ [(8*, R). Or, U(z, y) est universelle pour
les fonctions de L(#, €(J)) et donc en vertu de la définition de 6,
nous avons F'(x) € I'(01, R), c’est-a-dire, I'(®;, R) est celle des fone-
tions demandées. , C.Q. F.D.

Corollaire 1. Soient Ro un espace metrique complet separable et
U(x) une fonction définie sur Ro. La famille § de touts.les fonctions
F(x) définie sur un espace métrique séparable R de maniére qu'on
peut décomposer R en les sous-ensembles Gs R, (n=1,2, ...) disjoints
et que la fonction F(x) soit sur chaque ensembles R. . respectivement
représentée comme une ‘* Urbild’’ par rapport & une fonction continue
est celle cribléee par un crible fermé réguliére des fonctioms. -

Corollaire 2. FEtant donnée wune suite des familles criblées
%},, (n=1,2,...) par des cribles fermés des fonctions, on peut deéfinir
la plus petite famille criblée §F par un crible ferme des fonctions de
sorte qu’on ait %(%n n=12 ...).
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