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Matrixtransformationen quasikonvexer Folgen

Von Michael StiegLiTZ und Hubert TIETZ
(Received December 12, 1975)

1. Einleitung. Als Folgerung aus einem sehr allgemeinen Satz iiber
Matrixabbildungen zwischen Folgenrdumen haben Jakimovski und Livne
eine Charakterisierung derjenigen Matrizen erhalten, die jede quasikonvexe,
konvergente Folge in eine konvergente Folge transformieren. In der
vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie sich durch K ombination der Methode
von Jakimovski und Livne mit einem Ergebnis von Bennett die
Matrizen charakterisieren lassen, die den Raum der quasikonvexen, konver-
genten Folgen in einen beliebigen FK-Raum iiberfiihren.

2. Definitionen und Bezeichnungen. Ein F-Raum E=(E,p,) ist
ein lokalkonvexer, vollstindiger Raum E, dessen Topologie von einer
totalen Folge von Halbnormen {p,} erzeugt wird. Ein FK-Raum (E,p,)
ist ein F-Raum, dessen Triger E ein Folgenraum ist und in dem die
Koordinatenfunktionale stetig sind. Ist ein FK-Raum sogar ein Banach-
Raum, so heiBt er ein BK-Raum. (N#heres iiber FK-Rédume findet man
bei Zeller und Beekmann und Wilansky [9].)

Wir bringen einige im folgenden benétigte Beispiele von BK-Rdumen.
Bei den auftretenden Folgen x={z,} und Reihen }] x, komplexer Zahlen

soll, wenn nichts Besonderes gesagt ist, der Folgen- bzw. Summationsindex
stets von o an laufen. Folgenglieder und Matrixelemente mit einem
negativen Index sind gleich o zu setzen. Es sei

m: ={x: sup |x,| Loo} der Raum der beschrinkten Folgen,

c: ={x: anf mit lim x,=¢} der Raum der konvergenten Folgen,
¢ ={x: lim xn=0iz der Raum der Nullfolgen,

bv: ={x: Zn |, — &,_1| L 0}, bv,: =bvNc,

;= {z: é}lxnlpé..oo} Lproo), 1: =D,

q°: =cﬂ{x: Z<n+z—1> |A"‘x,,|400} mit a=1, 2, --- und
dx,: =§;0( 1)t ( )xn+k. Die Folgen aus
Q: =ix: 2 (n+z 1) |4* nlLOO} heien quasikonvex von der
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Ordnung a. Jakimovski und Livne [7; §4] schreiben gq.c.s. («) statt Q°.
Dawson [2], [3], schreibt BV} statt ¢*. Die genannten Riume lassen
sich auf folgende Weise als BK-Riume schreiben : (m, sup |z,|), (c, sup | Z,]),
(cu, suplz,|), (60, X|2n—x,al), (boy, sup|a,| + 2| & — Zoa|) und (22, (D7)
Beziiglich ¢~ giltnder " "

HiLrssaTz 2.1. Es ist

(0% sup |+ 2 (") 14 )
ein BK-Raum.
Beweis. Bei festem a=1, 2, --- betrachten wir die Matrix B*=(b{%) mit

n

nt+a—1 -n (44 .
bla) . = {( )(_1)k (k—n) fir 0LnLkLn+a

0 sonst.

Dann ist (B“x)n=<n+f:_1) 4z, und Q*={x: B*xel}.

Nach Zeller [10; Satz 4. 10. b)] ist also Q* ein FK-Raum mit den Halbnor-
men |z,| (=0, 1, ---) und §<n+2_1> |4 x,| .

Daraus folgt (vgl. Zeller und Beekmann [11; 17. V und 17. VI]) die
Behauptung. :

3. Matrixtransformationen von q°. Ist A=(a,,) (n, 2=0,1, ---) eine
Matrix mit komplexen Elementen (statt a,; schreiben wir auch (A),,), und
sind £ und F zwei Folgenrdume, so bedeute A€(F, E), daB Azxz={(Ax),) €

E ist fiir jede Folge x€ F. Ferner sei {a,.},: ={ao, aws, -} .

HiLrssaTz 3.1 (Bennett [1; Corollary, S.19]). Ist E=(E, p,) ein FK-
Raum, so gilt

({anida € E fiir alle k20

ACCEZ \eup g, (@) <0 fur alle .

Fiir E=c ergibt sich hiermit der bekannte

HiLrssaTz 3.2 (Hahn [5; XIIa, b, c], Okada [8; Theorem I}, Izumi
[6; Satz 1]).

[{ank}necfz'ir alle k>0

lsu/? |@,.| £ o0

= lim (Ax), = ), x, lim a,,;, fiir alle x€l.
n k n

Ae(l, o)==

Kombiniert man Hilfssatz 3.2 mit den schon erwihnten Resultaten von
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Jakimovski und Livne [7; Theorem 2.1, Theorem 4.1 und die daran
anschlieBende Bemerkung], so erhélt man den nachstehenden Hilfssatz 3. 3.
Die Matrix D ist bei Jakimovski und Livne nicht ganz korrekt angegeben.
AuBerdem ist in [7; Theorem 2.1] die Bedingung (ii) iiberfliissig, da sie
aus (i) und der Voraussetzung e’€F (j>0) folgt.

HiLrssaTz 3.3. Die Matrix D=(d,;)=(h+1.) sei durch
1 fur n>0 und k=0

h')l
t l-—l sonst
und
k—l—n+a—1 k_1+a_1 .
Luk : ={( k—1—n )/( E—1 )fur 0<n<k
0 sonst

definiert. Ist E ein Folgenraum und A=(a,:) eine Matriz, so ist A€(q", E)
genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(3.1) C.= ()€, ) fur alle n>0 (P : = X andy),
v=0

(3.2) ADe(l, E).

Ist A€e(q* E) und ECc, so existieren die Grenzwerte

a: =lim> a,,, a,: =lima,, fir alle k>0,
n k n

und fiir alle x€q* gilt
E+a—1\ , k E—v+a—1
(3. 3) llm (Ax), —axo—aZ 1 4z, + ZA X, a, By .

v=0
Mit diesen Hilfssdtzen beweisen wir den
SATz 3.4. Die Matrix L=(l,;) sei durch

(k_i:’l’iz_l)/(k"};‘l“l) fir 0<n<k

0 sonst

definiert. Ist (E,p,) ein FK-Raum und A=(a,;) eine Matriz, so ist A€(q*, E)
genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind :

lnk: =

(3. 4) 3 a,. konvergiert. fir alle n>0,
k
(3.5) {%} aun€EE,
(3. 6) {ani}n € E fiir alle k>0,
3.7 sgpp,, ({Z:an,l,,kﬂ} ><oo fiir alle p.
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Ist Ae(q®, E) und ECc, so gilt (3. 3).

Beweis. Die Bedihgungen (3.1) und (3.2) aus Hilfssatz 3.3 werden
umgeformt. Fiir die Matrix C,=(c{?) erhilt man bei festem n>0

10 fiir =0 und £>0
Z a,, fir t>0 und 2=0

P =1

'nv vlc Zanp fur Oéték

an, vlc

“L\’.IL gl?’]“'

Zan,, fiir 1LkLt.
y=0

Also gilt nach Hilfssatz 3.2
>, a,, konvergiert
k

1
Z Ay lvlc

v=0

CnE(l,C)@{
Loo.

sup
t,k
0<t<k

Da aber bei festem £>0 die positive Folge {/,;}, mit wachsendem v monoton
fallt, ist

i

pag

12

Z ay, vlc

also (3.1) dquivalent mit (3. 4). Die wegen (3. 1) existierende Produktmatrix
AD ist von der Form

Z max
028t

’

> a,, fir n>0 und £=0
(AD),, = { s
Z a,li,— a, fir n>0 und £>1.
Wegen Hilfssatz 3.1 ist (3.2) zu den Bedingungen

(S a.) €B (S a.tin—T a.) € fir alle £20

und
k
sup 2, ({Z RS )400 fiir alle g
v=0 v n

dquivalent, die ihrerseits zu (3.5), (3.6) und (3.7) &quivalent sind.

4., Anwendungen. Mit Hilfe von Satz 3.4 charakterisieren wir
nacheinander diejenigen Matrizen A, welche ¢* in die BK-Rdume von §2
abbilden. In den Fillen ECc gilt dabei stets (3. 3).

a) Ae(g®, m)& (3. 4), sgple] an,cléoo, (4.1). Dabei sei

i
Z an»lv,/c+1 é oo.

v=0

4.1) sup

n, k
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b) (Jakimovski und Livne [7; Theorem 4. 2], in anderer Form bei

Dawson [2]. Ae(q, c)¢=(3.4), (4.1), (4.2), (4.3). Dabei sei

(4. 2) lim 3} a,;, = : a existiert,
n k
(4. 3) lima,,=: a, existiert fiir alle 2>0.

c) A€(g c)¢<=(3.4), (4.1), (4.2) mit a=0, (4.3) mit a,=0 fiir alle
k=>0.

d) Ae€(g bv)<=(3.4), (4.4), (4.5). Dabei sei
(4- 4) ; | § (ank—an—l,lc)l L oo,

Z (anv _an—l,v) lv,k+1

p=

(4. 5) sup P 0.

(=]

e) Ae€(g% bv)<=(3. 4), (4.2) mit a=0, (4. 3) mit a,=0 fiir alle 2>0,
(4. 4), (4.5).

f) Ae(g, i< (3.4, T >y

£
P anvlv,k+1
v=0

g) (Dawson [4], dort in anderer Form). Ae(g% ¢%)¢= (3. 4), (4.1),

(4. 2), (4.3),
Z(" Tz ),
2

2 akn‘péoo, sup 2,
k k n

Lo,

n

s 2" 27| 2.

an»lv./c+l}
y=0 n
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