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0-Introduction

Soit M une variété analytique réelle a bord, de dimension # et P un
opérateur différentiel du second ordre a coefficients analytiques sur M de
symbole principal réel p. Soit @ =¢&. dx la 1-forme canonique sur T*M.
On suppose :

(0-1) dp, @ sont linéairement indépendants.
0-2) OM est non caractéristique pour P, et w|sreao, dPlareano
sont linéairement indépendants sur p~'(0) N 3T * M\0.

Alors prés d’'un point %€ aM, on peut choisir des coordonnées locales
x=Cx, ..., )=, x,) telles que M soit donnée par x,=>0, et P s'écrive
(modulo un facteur elliptique) :

P(x, Dx)=D%,+ R(x, Dx)
ol R est de type principal réel, avec symbole principal »(x, &). On pose:
nx, &)=r,0,&), n(x, &)=0xr’,0,&").
Suivant [Me-Sj] on désigne par:
&, (resp. #), (resp. €)CT*aM\0

les régions elliptique (resp. hyperbolique), (resp. glancing) définies par
n(x’, &)>0 (resp. n(x’, &)<0), (resp. n(x’, &) =0), et on pose:

S.=#U% UG (T*M\0)

Soit aussi bM lespace topologique homogeéne obtenu de (7*M\0)\

T % en identiffant les points au-dessus de M qui ont méme projection sur
T*oM\0, et

b: (T*M\O\T 3—bM

la projection naturelle. On renvoie a [Me-Sj] et [Sj]-1 pour la définition
des rayons C” et des rayons analytiques. Rappelons seulement que par
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chaque point de 2l., il passe un unique rayon C*, mais il peut passer une
infinité de rayons analytiques. Soit ¥€2’(M) une distribution prolongea-
ble vérifiant :

0-3)  PusG*(M)
(0-4) ulan€ G (M)

ot G° désigne la classe de Gevrey dordre s>1.Si u vérifie (0-3),
désignant par # le prolongement par 0 de # prés de x sur x,<0, on définit
suivant G. Lebeau le spectre Gevrey d’indice s de u par:

SStu=>b(SS*a N (T*M\O\T 3u)

ot SS°v est le spectre Gevrey défini pour v€2’'(R"). Le résultat princi-
pal de [Le]-2 s’énonce en disant que pour tout s=1, SS{u est réunion de
rayons analytiques maximaux, alors que pour tout s=>3, SSix est réunion
de rayons C * maximaux. En particulier, soit ao= (x5, &) E ¢ et
y: [—d, d]—>2(6>0) I'unique rayon C* tel que y(0)=ao. Alors si s=
3, sous les hypothéses (0-3) & (0-4), il est facile de voir que:

y([—¢,0D NSSiu=¢d=— & SSiu

tandis que ce résultat est faux en général pour s€[1, 3[. Pour s=1 (clas-
se des fonctions analytiques), K. Kataoka a obtenu toutefois le résultat
suivant. Soit

Z.={x', ez nlx, &)<0}
I’ensemble des points strictement diffractifs. On a:
THEOREME 0-1 [K]: Supposons Puc G*(M) et =% .. Alors:
(y([=¢,0D Uy0, D) N SShu= ¢g==>avé SShu.

Ce théoréme a été généralisé par G. Lebeau [Le]-3 par des techniques
2-microlocales quand y présente un contact d’ordre quelconque avec oM
en ao.

Le fait remarquable est que # n’a pas besoin de vérifier de conditions
aux limites. Indépendammment, J. Sjostrand [Sj]-2 a obtenu, par des
méthodes tout-a-fait différentes, la conclusion du Théoréme 0-1 sous
I’hypothése supplémentaire #|m<E G'(aM).

On obtient les résultats suivants:

THEOREME 0-2: Soit aoE ¢ +. Alors sous les hypothéses (0-3) et
(0-4) on a (pout tout s=1):
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(y([—¢,0D U0, 6D) NSSiu= == a¥ SSiu.
Par contre:

THEOREME 0-3: Pour tout s>1, la conclusion du Théoréeme 0-2 est
fausse sous la seule hypothése (0-3).

On démontre le Théoreme 0-2 en s’inspirant des techniques de [Sj)-2,
convenablement adaptées aux classes de Gevrey suivant [Le]1, 2. Le
Théoreme 0-3 s’obtient en construisant dans la région elliptique (zone
d’ombre) une solution de Puc G°(M) singuliére sur le bord mais de classe
G® a lintérieur. On utilisera un calcul de paramétrix du a J. Sjostrand
[Sj]-4, développé plus tard par P. Laubin jusque dans sa forme 2-
microlocale.

Pour illustrer le Théoréme 0-3, on peut par exemple considérer
P(x, Dx) =D%,— xxD%,— Dx,Dx, au point (0; dx) avec n=3. Dans ces con-
ditions, on vérifie aisément que la fonction:

u= [T A TA = A+ D)

Xexp(—%k(l S22 o= (A +D~m) dA

oll é‘=%(1—%>>0, est de classe G° dans x,>0, vérifie P(x, Dx)u=0 mais
que (0; dn)ESSiu. Notons toutefois qu'en abscence de la propriété
d’équivalence des hypersurfaces glancing par transformation de contact
dans le cadre analytique (contre-exemple d’Oshima [O]), il nest pas pos-
sible de réduire le cas général a un tel exemple.

On remarquera enfin que la démonstration du Théoréme 0-2 donne une
variante un peu plus simple de celle de [Sj]-2 dans le cas s=1. Dans un
prochain travail, on étudiera un autre cas de propagation considéré dans
[Sj]-3 lorsque s=1.

L’auteur remercie G. Lebeau et J. Sjostrand pour de fructueuses con-
versations qu’il a eues avec eux sur ce sujet, ainsi que le referee pour
avoir éliminé plusieurs erreurs de la premiére version du manuscrit, et
proposé le contre-exemple ci-dessus comme illustration au Théoréme 0-3.

1-Opérateurs intégraux de Fourier et spectres Gevrey.

Nous ferons dans ce paragraphe quelques rappels nécessaires a la
preuve du Théoréme 0-2, en suivant essentiellement [Le]-2 et [Sj]-2. Pour
alléger les notations, on remplacera x=(x’, x») par (¢ x) avec {ER et
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xER".
Pour a=(ax, a:) ET*R"', a=]—1, 1[et ®>0, on pose:

ey, a)=(—y)a:+i0((x—ax)?+2a(x—ax) Yy —ax) + (9 —ax)?)
et:

A \3(r-Drz ,
a(%, 3, u:(—ﬁ) (4O (a+1))"2e# (3 >1)

si bien que, identifiant un opérateur avec son noyau, on a formellement :

fnadaf =1

Si #e=7.(a, ©, alors

n—1
fiz'a(x, 2, 1) 7a(2, v, A)dz=C(ﬁ> 7a(x, v, 1)

=2 =2

oll C est une constante et z,==n.(a, ®)avec a 2—5261?2 et @2(7?9(1———%—).

Les 7. sont autoadjoints pour le produit L*(R"™") ; Lorsque a=+0, la phase
@ (x, ¥, @) deéfinit une transformation canonique x. dans T*C"*' telle que

xa(y, —%>:<x, —g—%) et 7. est I'opérateur intégral de Fourier associé. Si

# €10, w), on pose A’=Ax. Un symbole analytique formel en 1’ est une
expression :

c(x 9 au A)=206.x y, a, ) A"
ol a€ W ouvert de C*"*V, les ¢» sont holomorphes sur

Ur={(x, 5 a)€EC*"V: |x—ax <7, ly—axl<7, a€«W} (»r>0).
et vérifient les inégalités :

Vv a)EUr: lox(x, 3, a w|<CH'E"

oll C>0 est indépendant de x <10, w]. On appelle réalisation du symbole
formel 2 0:1'"* toute fonction holomorphe & (x, ¥, a, u, A’) définie sur U,
telle que :

N ~ ~
I&—kg0 0:x(%, ¥, a, W A K|S CVTHNH DV (C>0)
uniformément pour (x, ¥, )€ U, t€]0, wo]. En particulier :

ey, auA)= 2 olxy a pdF

0<k<1’/eC
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est une réalisation de o.

On dira qu'un symbole (formel) o est elliptique si 60#0 pour tous x,
y, a dans U, uniformément pour #<]0, w]. On a un résultat de réduc-
tion analogue i la Proposition (1-1) de [Sj]-2:

Soit ¢ (x, ¥, @) une fonction holomorphe définie sur U, (dépendant
éventuellement d’autres parameétres) satisfaisant les hypothéses usuelles de
non-dégénerescence :

d(i) ..... , d( of > sont linéairement indépendantes sur
dai oazn-2

C¢:{<x, A CY)E Ur . da¢:0}

(Ici on a noté a="(ax, a:)=C(a,..... , aen—2)). On suppose de plus que C,
est de la forme:

(x,y)=H(a), ac W' CC"% W CW.

ol H: W' —C*? (dépendant éventuellement aussi d’autres paramétres)
est une fonction holomorphe.

Diminuant si nécesaire U= U,, on peut supposer que (z, @)= (s a)
sont des coordonnées sur U et que U est de la forme ;

asEW', lz1<r(a), j=1,..., 2n—2.

ol >0 est une fonction continue sur W’ Soit q(x, 3, @ x A") un
symbole analytique formel elliptique en A" défini sur U.

PROPOSITION 1-1: Soit ¢, U et q comme ci-dessus, et a(x, y, a, u, 1)
un symbole analytique formel en A’ défini sur U. Alors il existe des
symboles analytiques en L', b(a, u, ') sur W’ et ¢;(x, 5, a, u, ") sur U,
7=1,..... , 2n—2, d'ovdre 0, tels que :

1.1 (alx, v, a, u, 1) e** > —p(a, u, ADqx, v, a, u, 1) e***” Vg
=de 17'c(x, ¥, @, 1, 1) P9,

2n—2 X ~
o : da=dan ... Adazn—z, c= 21 cja(x, vy a, u, A')e’”(x'y'“)dam\ da’j/\ N
J:

da’Zn—z.

On définit a présent la réalisation d’une famille d’opérateurs intégraux
de Fourier. Soit ¢ la réalisation d’'un symbole analytique classique en 1’
défini sur U, et x€CT(R"*™") égale 3 1 prés de 0. De facon un peu abu-
sive, si x, xECT(R"") sont égales a 1 prés de 0, on dira yCCyx si le
support de g est contenu dans la région oti y vaut 1. Pour a€E Wr=WN
R?*"7? voisinage de a», on désigne par (ym.cx) 1'opérateur de noyau:
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ke(x, 9, 0, u, A)=xx—adm(x, v, A)o(x, 3, a, u, ADx (v —ax).

Si ¢’ est une autre réalisation de ¢, le noyau ko= (y7.(c—0)x) est a
décroissance exponentielle en 1 dans C5(R?**"?) uniformément pour a&<
W. On notera k= 7«(e”®). De méme, le choix de y modifie seulement
(xmeox) par un terme & «(e”*) (décroissance exponentielle en 1 dans
CP(R*®). Pour le calcul des opérateurs intégraux de Fourier analytiques,
on se véfere a [Sjl, | Lel, et aussi l'auteur dans [R].

Suivant [Lel, on dira qu'un symbole o est strictement positif s’il existe
m>0 tel que Reo=m pour (x, y, a)EUr, u<€]0, wl, et A’>25. On a
alors la:

PROPOSITION 1-2 [Le]: Soit & un symbole analytique en A’ strictement
positif sur U.. Alors il existe un voisinage WCCW de as, un réel 7
vérifiant 0< 7 <r et un symbole analytique stvictement positif & défini sur
Us;, tels que pour tout u€ 2’ (R"™"):

A" 'Re((xomax) ulu) =|(x 67z ) ullzecrrvy+ (Ratt| )

ol Ra est un opérateur @ noyau dans O «(e” ), uniformément pour a< W,
0 ma et 7wa Sont définis comme avant, et x CCyx sont d supports assez
petits. Ici Uy est défini a pavtiv de W et de ¥ comme U, @ partiv de W
et de v.

Il est connu-voir [Li]-que le spectre Gevrey est caractérisé par des
transformations du type za.. Soit Q un ouvert de R?={(t x): t=0, xE
R* '} et o€ T*R"\0 tel que (0, ao,») Q. Soit W& C"! un voisinage
de ao et o un symbole analytique en A’ défini dans U,. Si u({ x)E2'(Q)
comme dans l'introduction est solution de Pu& G°(Q), on rappelle la:

PROPOSITION 1-3 [Le]: Si ao®€SSiu, alors pour tout jEN, il existe
©b>0 et un voisinage de ao noté encove W tels que :

|(xmaoy) 25 (t, x, u, AD|= (7)), 6>0
uniformément pour a €W, t<[0, b, xER"™, u<€10, wl et A"> As.

Réciproquement, si o est un symbole stvictement positif et s’il existe W’
voisinage réel de ao, % >0 et uo>0 tels que:

to
£ dffw da||(xraoi) uli e (t, @ pod 475, 1) = (&™)

alors avE SSsu.



Quelques remarques sur un théoréeme de K. Kataoka 369

2-Preuve du Théoréme 0-2.

On garde les notations du 1°. Comme dans [Sj]-2, en vertu des
résultats connus sur la propagation des singularités Gevrey 2 l'intérieur de
Q, il suffit de montrer le:

THEOREME 2-1: Soit P=D%+R(4, x, Do) un opérateur difféventiel du
second ordrve @ coefficients analytiques sur Q avec symbole principal p=r*+
r(t x, &). Supposons que v soit @ valeurs réelles et que r=0, 37 <0 au
point (0, %, &) =a0ER"X R, Pour £>0, soit M={(t, x) ER": 0<t<e,
lx—w|<e} et supposons que us 2’ (M) satisfait (0-3) et (0-4). S'il existe
un voisinage VCp~'(0) de (0, %, 0, &) tel que SS°Cul i) NV =0, alors a
& SSiu.

Pour la preuve, on peut supposer que M =R%. On choisit des coor-
données locales (si,..., Sin-2) sur T*R"™' centrées en ao*Si @ a pour coor-
données s, on définit la fonction poids :

Y(a, 1) =1t—es’+&b.

comme dans [Sj]-2. Si V est comme dans le Théoréme 2-1, on choisit
&> 0 assez petit pour que

(2-D {4 x, 7, )Ep™0): (x, E)EW, t=¢e8}CV si
W={a: ¥ (a, ) =>—¢d}.

Comme dans [Sj]-2, on commence par faire les calculs au niveau for-
mel, i. e. en ignorant les restes exponentiellement petits dis aux réalisa-
tions des symboles et les intégrations par parties en @ comme dans la
[Proposition 1-1. On utilisera librement les notations de [Sj]-2.

Soit a”(¢, @, u, 1) un symbole analytique en A’ que l'on choisira
ultérieurement (d’ordre 0) et:

(2_2> Q:feA#¢/2<a(0)_2D~t>e/\#¢/27tada
Ici ZIZ%DL On précisera ultérieurement le domaine d’intégration.
Ecrivons Q=T1—T,—T# avec:

Ti= / a0 noda

Tz:/e"”‘”nada D,

et calculons:
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(2-3) T3=—1Z.—<P*Q—QP>:[%<D%+R>, Q]+%<R*—R>Q
On

R, Tz] A ,uf 0V mda Dt+/1f #aq reda

[
[

Tl] A ,u_/ 0P my dar-l-/lf 0 neda

-(R*—R)Th= A/ ¥4 meda

NIHN|H

(R*—R)To=2 f w5 do D,

ol les a’=a%’(t, a, u, A") sont des symboles analytiques en 1" de degré 0,
avec symbole principal :

a’(t, a, p)=—Hp(t, a)+ 7 (u)

a?(t a, w)=a¥t, @, wat’(t, a, u)
a®(t, a, u)=—Hal(t a, u)+ o )
at’(t, a, ) =0 (t, a)+ (u)

a®(t, a, )=kt a)al(t, a, p)+ 0 W)
a®(t a, =kt a)+ (u)

2-4)

Ici £(¢, +) est le symbole principal réel homogéne de %(R*—R). On a

8liminé les variables x et y au moyen de la Proposition (1.1) appliquée a
la phase ¢ =@ (%, 3, @) —iuy({, @). Posons:

2-5) A=a“-2D.

Un calcul simple de commutateurs montre que :

[LZ 2 Q] = — 2% [ (BA+AD) " e+

—2A feay¢/2<ata(0)D”t + ﬁtata“”) e“‘"’zmda +
L s fomna oot

Substituant :
EA +Aﬁt = Ia(o)lz— ZQ(O)Et - ﬁtd(o) + d(o)ﬁt _A*A,

on obtient finalement :

T3=lzy/e"w’ZA*Ae‘”WZnadawa
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+ A/e““”z{[lﬂ (D”tww)_ﬁn + Au (a®— Ia(°)|2——2%a(°)) +
2-6)  +ax*Im aP+a®+a®—2 Re a®+y Im a®—(Dwa®) —% 3%a V] +

+[2Au (W+—2”—Z.—Re a")—2 Re a®—2 2:a]1D.}e***"?a® noda.

(On a noté a“ I'extention holomorphe de ¢ a partir du réel). Rappelons
[Si]-2 que af" est a valeurs réelles pour a& Wr=W NR"'. On cherche
alors 3 annuler le coefficient de D, dans le second menbre de (2-6), ce qui
se raméne a résoudre la suite d’équations :

0): 1) ._é‘.‘_: 1) ’/!-—
a”=Re af t5; ab o
2-D
a’=Re a¥’+Re a¥l,+ ata‘é’lﬁ-% (k=1

Il est clair que le symbole a9t a, u, l’)zg‘oa%‘”(t, a, w)A'~* ainsi déter-

miné est un symbole analytique en 1’ pour € W, |t| et ¢ assez petits. La
formule (2-6) se réduit alors a:

(2-8) Ts=/12;1/@‘”¢/2A*Ae"”¢/27tada+lfe”‘“’amnadaf.

oll a” est un symbole analytique en A’. Vérifions que a” est un symbole
strictement positif; comme 9 (a) <0 par hypothése, on voit que —2 Re
at?(t, a, u) >0 pour a S Wg, t<eb et u<€]0, wo)] si W, & et uo sont assez
petits. Il suffit alors de montrer que tous les autres termes du symbole
principal de a” peuvent étre rendus arbitairement petits en diminuant s’il
le faut W, & et wo. Chacun des termes de la somme :

Au (D (@ —a®)) +p Im af®— (D.af®) _% CH

ne pose pas de probléme, si A est assez grand. Comme af" est réel on a
Au? Im al’=¢0 (u). Daprés (2-4) et la premiere des équations (2-7) on
a:

a®(t, a, W) =H3 (& a)+ 7 ()

qui est une quantité négligeable si on choisit W et & assez petits (on
rappelle ici que H, agit dans les variables (x, &) et que ¢ est une légére
perturbation dans la topologie C? de la fonction £). Il en est de méme
pour :
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a®(t, a, p=—k(t, ) Hopr+ o (w)

Reste le terme lp(a(z)—la“”lz—ziia(o)). On a d’aprés la deuxiéme des

équations (2-7) :

e =0 =L "= o (o~ 4D+

L (0 — 020 — g0 — L 40y + m(L).

T2 07 17

La premiére équation (2-7) montre que le premier terme au membre de
droite est nul. Compte-tenu des remarques ci-dessus, le terme dominant

dans I'expression A’(a‘Z)—Ia‘O’IZ——Z%a‘O)) ne peut étre que ai?; or il est fac-

ile de voir que celui-ci ne fait intervenir essentiellement que Hry et H3v,
et donc peut étre rendu négligeable. On a donc montré que ¢ est un
symbole strictement positif pour a € Wz, 0<t<ed, u <10, w) et 1= 14.

On termine alors la preuve comme dans [Sj]-2 et [Le]-2. Choisissant
des représentants de tous les symboles analytiques en A’ (modulo des
erreurs Z«(e”®)), on définit une réalisation de Q en posant :

Q"= /W e (g —2D,) ey (x— ax) x (v — ax) m.da

oll x€CF(R™") vaut 1 prés de 0 et W désigne désormais W NR". On
pose a présent :

u :#ol(l—s)/s

de sorte que A'=uA'°. D’aprés I'hypothése sur Pu, si &>0 est assez
petit, on a (Proposition 1-3) :

@9 Q" ulPw— (Q"Pulu)) = (")

Ici (|+) désigne le produit L? sur {(f, x)ER": 0<t<e3}. Supposant pour

simplifier que #(0, x) =0, on obtient aprés intégrations par parties:

AP, Q"1+ (R* = R)Q"Yulu) =2 (@"ul Ry L (@ Pulu +
+(Q"u| D) o— (Q"u|Dit) s — (D:Q"u|1t) 2

(On a noté (+|*); le produit L? dans la variable x 3 ¢ fixé) La relation
(2-1) et la [Proposition 1-3 montrent que les deux derniers termes de
(2-10) sont Z(e™®'""), avec 6>0. La condition de Dirichlet, les formules

(2-10)
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(2-2), (2-9), (2-10) montrent alors que:

2271 . e 0 Crrox Dot x Diut) od e
(2-1D 1
+(7([R RQVI+(R*—R)QM ulu) = ("),

On veut appliquer (2-8) ; pour rendre cette formule rigoureuse, il faut
tenir compte de tous les restes introduits par: (1) la réalisation des
symboles analytiques en A’ (erreurs a décroissance exponentielle en 1),
(2) les dérivées des fonctions de troncature y(x—ax) et x(y—ax) dans
des régions loin du point critique de ¢ (erreurs i décroissance
exponentielle en 1), (3) les termes au bord dfis aux intégrations en & sur
oW (Proposition 1-1). Ces erreurs sont aussi & (e”*"), car ¥(a, t)<0
pour a€0W, 0<t<e&j. Substituant alors (2-8) dans (2-11) on a alors:

21‘1/;V e 0 (o Deut| x Dint) ode +
+/,(A.2‘/V‘V(”aneAﬂd)/zuleeMMﬁ/zu)da+

+ lﬂ(e"##””aaw)xulxu) da=7C (e—a,u/s) .

Les deux premiers termes sont positifs, 3 une erreur a décroissance
exponentielle en 1'° prés. On obtient donc :

(2-12) /v-v e (@ maxulxu) da= o (e7").,

Le symbole a” étant strictement positif, on peut trouver, d’aprés la Propo-
sition 1-2, un symbole elliptique a® tel que:

An_lRe(CZW)ﬂ'axulxu) — ||Cl(8)7l'~af%”2+ Vi (e_331/s> '
Prenant la partie réelle de (2-12) on a donc:

&2
.A ’ dl‘jp;e/\#‘ﬁ"a(s)iaiu”zda|,_¢=,,0,{¢1_s,,s: Vi (e—s,u/s> '

avec WCCW. Comme ¥ (a0, 0) >0 on conclut, grace 4 la Proposition
(1-3), que av® SStu, ce qui achéve la preuve du Théoreme. []

3-Preuve du Théoréme 0-3:

On utilisera librement dans cette section les calculs de [Sj]-4 et -1,
2 en les précisant ou simplifiant parfois. On revient aux notations x=
(x', x,) déffinies dans l'introduction. R(x, Dv) &tant de type principal, on
peut supposer pour se fixer les idées que 3, 7 (xo, £)F+0 avec x'= (x, x7).
Soit ®=(—1, &¢). Pour ux dans un voisinage complexe de 0, soit
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Yu(x’, ®) la solution des équations d’Hamilton-Jacobi :

wﬂ(o’ x//’ @/) :x/r. @//

1’0(.76’, ax'10y> +,u2®1:0
3-D {
O Yo (X6, ®) = &o.

(Par une translation, on sest ramené a x:=(0,x5)). v¥u(x’, @) est
holomorphe au voisinage de x =0, (x’, ®) = (x5, @) et ne dépend de u que
par lintermédiaire de ux?®;. Une situation analogue se présente dans
[Lal2 pour la construction d’une paramétrix 2-microlocale de P(x, D)
dans la région glancing ; nous suivrons de prés ses notations. On se pro-
pose de construire une solution de Pu& G°*(M) a support microlocal prés
de ao= (x5, £0) dans la région elliptique (ou “zone d’ombre”) & ={u?®:<
0} et singuliere sur le cone de lumiére (pour la distance sur le bord)
#?0:=0. Soit d’abord:

(3'2) P(x, QDfx) =0 ¢|xn=0: ¢‘/x (x,, ®,>

I’équation eikonale pour P. Comme la variété intégrale associée présente
une singularité de type pli (qui est simple, étant donné que l'obstacle est
strictement convexe au point (%, &)), on ne résout pas (3-2) directement.
Soit d’abord Hu (x’, &, ©’, t) la solution du probléme :

aHl‘ 2 ( r aH# aHﬂ)_
(3-3) { ot &\ 58 oy )T
H#|t=0:¢'ﬂ<x,, @)

définie et holomorphe au voisinage de =0, ¢ =0, (x’,0) = (x5, ©) et &=
0. Comme ¥, H. ne dépend de u que par l'intermédiaire de x?@:. Par
un développement de Taylor a 'ordre 5 de H. prés de =0 on obtient, en
notant, pour j=0:

Tj:7j<x,, Ox, W#)Z g]: (x, 0, ax’lb‘#)
3 af‘j ’ _a___
Hr,'— agl (x ’ ax'¢ﬂ> ax/

et en remarquant que 7= —ux’0; d’aprés (3-1):
H.(x', &, &, H=9.(x’, @) —t(&r— 1?01 — t*né&n+
3 ~
47 (22 gD+

(3-4) +%(671(ﬁr071)—2(107172+(ﬁ3071))5n+
’ +4<3<ﬁ7‘1 7’1) + (ﬁT072)> gi_‘873£§l> -
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L Gertrat n( )+ o)+ G+ (),
Par le théoréme des fqnctions implicites, il existe au voisinage de =0
une fonction holomorphe ¢ (x’, &, £?®;, ®”) telle que:
OtH (X', &, &, £ (&', &, 4°@1, @) =0, (¥, 0, 1?01, 0")=0.
et la théorie d’'Hamilton-Jacobi montre facilement ([Sj]-4, [La]-1):
(3-5) O:Hu (x', &n, @', )i =p’0:.
Le développement fournit alors :

f(x’, gn, ﬂ2®1, ®)= _Vl_lgn+%71_3<ﬁrorl>§%+

— (% 1’1’37’2+% rl‘s(ﬁrm)“r% rTt(H%r)) &8+ o (&Y.

(3-6)

au voisinage de &, =0. On observe que f est réel quand toutes les autres
variables le sont. Le théoréme de division de Weierstrass montre qu'il
existe au voisinage de =0, &=0, u=0 et («’, ®)=(x0, ®) deux fonc-

tions holomorphes £ (¥, &, vu’@1,0") telles que 3:H («', &, ®', t.)=0
avec :

(3-7) te=1t (&', &, 1?01, @) F V1?0, b (&', &, 1?01, @) +
+u1?@1c (X, &, 4?01, ®”)

et %] .-/ =0. Les fonctions & et ¢ sont holomorphes et 420, désigne
I'une des racines carrées de ux?®,, que 'on choisira plus tard, mais que
I'on fixe une fois pour toutes. On a:

3-8  6,0,0,00)=—(n,0, O, Yo"
Posons :
Gu(x', &, O) = Hu(x', &, &', t.(x', &, /1?01, 0"))
si bien que G, vérifie le systéme :

G, 3G,
agn > ox’
Gutle=ve = Yu (2, @).

E+rlx, =0

(3-9) {

La encore, G. ne dépend de x que par l'intermédiaire de vu?@:. Sub-
stituant (3-7) dans (3-5) on trouve:
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oGy _
av/x2®1 /#2761 =0

Substituant (3-7) dans [(3-4), compte-tenu du développement (3-6)
on obtient aprés un peu de calcul :

(3-10)

Gu(x', &, @) =9u(x’, @) +u’01 —b(l—-—r b®) (u?@)*2+ 7 (u) +

+ (o () 0 (000" + 7 () +

(3-11D —% c‘;"%zbs((87’z+—:1);‘ 7’1_2<ﬁr07’1>2+ 7’1_1([?%”070 W0+ (uH)+
+5%(er1—%b271'1(872+% ri2(Hyor) +

_7’1 I(H 71>>ﬂ2@1+ /4 <ﬂ3>> +7 (;_-;11)
Compte-tenu de (3-8) on peut aussi écrire:

(3-12) 1——3‘,‘7’ 1h?= ?4‘& (&) + o (U

On déduit de (3-1) et (3-9) que 98%.G.=0 sur une hypersurface de la
forme &= &,(x’, Y u?@:,8") et le développement [(3-11) donne:

(3-13)  &(x, Vu'@,, 8= —% r(Hyor) 00+ 0 (u®).

On observe ici aussi que Im &.(x’, vu’0:1,0)=¢ (4*) quand toutes les
variables sont réelles. On a:

(3-14) = %n=0e,Gu(x', &n, @) =a (¥, V1’01, ") "0,
oll @ est une fonction holomorphe telle que:
(3-15) a(x’,0,0)=—(n’,0, ox, Yo)) "

Le théoréme de division de Weierstrass montre encore qu'’il existe dans un
voisinage de & =0, x=(x0,0), ® =05 et =0 deux fonctions holomorphes

EE(x', vV xn+ au®®1, Y 1*@1, ®”) telles que &F soient les points critiques de la
fonction :

t’;'-n'_"xngn+ Gy(x,, t‘;’-n, ®).

Plus précisément :

(3-16)  Xnt BenGu=A', &, V@1, O (&n—&7) (&n— &)



Quelques remarques sur un théoréme de K. Kataoka 377

avec A holomorphe et :

§3=E(x', Vu?01, @)Vt a®@ Y (', /1201, 87)
(3-17) + Gt au’@) X (&, V%01, ®7)
§Z|xn=o:v112®1 .

La aussi vx.+au’®: est 'une des racines carrées de %»+au’®: que 'on
choisira ultérieurement, mais dont la détermination, a priori, peut étre

différente de celle de vx?@: ; les fonctions X et Y sont holomorphes au
voisinage de (366, 0,0, £&7). Identifiant les deux premiéres dérivées de
(3-16) en &.=£&, on obtient :

X:%A_Zagnz‘llen:én
(3-18) 1
Y :'4_A—4(a§nA>2<xn+aﬂ2®1> —A-1|$n= én

Pour calculer A, on évalue les dérivées d’ordre 2 et 3 de (3-16) par
rapport a &, pour &= &, et x»=—au’0;. 1l vient:

1
A|6n= £ny Xn=-ap?@: :T aén<xn + aGnG#>|En=§n, Xn=-ap26,

1

:_2_' aSEnG#|$n=§n

1 s
aénA'5n= £ny Xn=—au20, :? aén(xﬂ + aEnGﬂ) |5n= éns Xn=—ap20,

1

:’3_' énG#|$n=E-n-

Les formules (3-10) et (3-13) montrent alors facilement (et clest 13
un point crucial de notre argument) :

G3-19 ImX=0Q®, Im Y= (u*

quand toutes les variables sont réelles (la partie imaginaire provenant de

Ju’@1). Pour %,=0, £=0, on a &,=0. Les expressions et (3-13)
donnent alors:

(3-200 Y &,0,0,00)=—n,0, orp(x’,0,07))>0

ce qui montre que Y est elliptique au voisinage de (x6,0,0, &). Dans
(3-17), VY désigne la racine positive de ¥ quand Y est réel.

Les valeurs critiques @ de la fonction: &—— x84 Gu(¥/, &, @) satis-
font 'équation eikonale (3-2). Posons:
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ou(x, ) =@, Van+au®1, Yu’0,, )=

(3-21D)
=185 (X, Vxnt+ au®@1, V01, 07+ Gu(x/, &5, @),

Comme dans M. Taylor [T], on décompose . suivant sa partie paire
et impaire relativement a l'involution qui échange deux points du pli de
méme projection sur la base. L’ensemble des points doubles se projette en
une hypersurface d’dquation: xx+a(x’, vu’®:,0"))u’@:=0 (la caustique).
Soit :

o, (%, ®’)=%[<p(x’, Van+ au?01, Y 1201, 07)
+ o', =t au’®, Vu®:, 0]
@2, (x, @) Z%—[qv(x', Vot au?®1, V11201, ®7)
— o', =Vt au®®, Vu?0,, 0]

Par un développement de Taylor 4 l'ordre 3 autour de t‘),'-n:én(x,,
Ju?@,,0") et compte-tenu de [(3-11), (3-17) on obtient:

¢1,#<x, ®/>:xn§n+G#(x/, én, 8"
+ (4 au®@0)%f (&, xa+au’®:, V01, @)

ol f est la fonction entiére de X, Y et x»+au’®, définie par:

_ _1_ j ™ ’ 2 j—k(j) =2k k
f=Z7 aEnGy<x,§n,®>0Sk§[j]/2<xn+aﬂ 00" 4, )XY

jz3]

(3-22)

Lorsque toutes les variables sont réelles, (3-10), (3-13) et (3-19) don-
nent :

Im f(x/, V201,80 = (u®).

On calcule de méme:
(3-23)  @r.u(x, @) :%an“l"aﬂz@)l)s/ze(x,, xntau’®1, v 1’01, @)

ol e=e(x, vu’®1,8”) est la fonction holomorphe définie dans un voisinage
convenable de (x5, 0,0, &) par:

e:%J?<1+ g—}% 55,Gu(x’, Er, ©)
j= .

2. (xn+aﬂ2®l>j_k_l<2k]:+_1>Xj_2k_1 Yk>.

o<i7]
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Les formules (3-10), (3-13) et (3-19) montrent encore que :
Im e(x, vu?0@:1,0") = (u®.

quand toutes les variables sont réelles. De plus, (3-20) et don-
nent :

(3-24)  e(x,0,0,0)=(—nx", 0, B2

Choisissant la détermination principale de la puissance 2/3 on pose :

(3-25)  yu,u(x, @) =Ctatau®@)[e(x, Vi’0:1, )]
Les égalités (3-9) et (3-17) montrent enfin que ¢ vérifie la condition
limite :
(3-26) @.(x,0,8)=yu(x’,0).
Résumons ces observations dans le:

LEMME 3-1: La fonction :
#1(x, )= g1, (x, 8+ (.3, )%

0 @, u et Yo, Sont donnés par (3-22), (3-23) et (3-25), holomorphe dans
les variables (X', %n, V1?01, %0+ au’®:, ®) au wvoisinage de (x6,0,0,0, @)
satisfait 'équation eikonale (3-2). Ici Vu®: et vxn+au’®: sont des déter-
minations quelconques de la racine carrée sur la surface de Riemann de
C\0 au voisinage de 0. De plus, lorsque les variables x=(x', x,) et @' =
(@1, ®”) sont réelles, pour tout t>0 assez petit, on a:

Im qo#:xn&’(;z3)+(%(n(x’, 0, Ox, Yo)) '+ 0(1)) Im(u?@,)%?
+ Cn+ a2 (u®)
uniformément pour |x'—x4|, |x—1t], |0 —@4| et x>0 assez petits.

D’autre part, d’aprés le théoreme de Levinson (voir par exemple [Ho]

Théoréme 7-5-13), il existe une fonction analytique v=v(&:; x’, ¥ £°01,
®”) telle que:

(3_27> xné.n‘*' G/;(x', gn, ®/> - _% v3+ ¢2, uU + @1, p.

L’application &.,—— v réalise un difféomorphisme analytique d'un
voisinage de &,=0 sur un voisinage de v=0 et :
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(3-28) v(&n; %, Vu’01, 0 =(—n+20 WD) P&+ 7 (&2 + & (xat au’®))

Ayant déterminé les fonctions phase on construit pour 1=1 au
voisinage de x=0, &=0, (x’,®)=(x;, @) un symbole analytique classi-
que a”(x’, &, Vu’01,0", 1) en A tel que formellement :

IO P B B g [ a®] =0
a0, Vu’01, 8", 1) =1

Ici P&, —D., Dy, En, A)=A *P(x', =De¢,, Dx, &.) est considéré
comme opérateur pseudo-différentiel 3 grand paramétre d’ordre 0 au sens
de [Si], et Dy=1"'D,. Dautre part, on peut trouver (voir par exemple

[LaD un symbole analytique classique en 1, a®(x’, &n, Y 11%01,8", 1) au
voisinage de (x’, @)= (x5, @), &, =0, et =0, vérifiant au niveau formel :

e—iA(Xn$n+Ga)P (x, ﬁx’ l) (eill(Xnén-FGu)a(O)) —

=e P, = De», Dy, &, 1) (e"%a®) +
+ g~ A(xnén+ Gy)ﬁen<eil(xnén+ Gu)a(1)> )

329 |

Choisissant des réalisations des symboles ¢ et ¢'”, on obtient donc,
d’aprés (3-29) :

g~ A(xnéntGu) p (x, ﬁx, ) (em(xnen+cy>a(0)) —
— e—iA(xnen+Gu)Den(eizl(xnen+cn)a(l)) +7(™ (6> 0

uniformément pour u assez petit et (x’, ®’, &) voisin de (x5, 0, @j, 0).

Soit alors T" le contour composé des segments [Re™ ™ 0] et [0, Re™?],
oll R>0 est choisi assez petit pour que 'on puisse définir toutes les fonc-
tions de &» ci-dessus dans le disque de centre 0 et de rayon R, mais indé-
pendant de u, x, et ® dans des voisinages convenables de 0, x et ©%.
Pour 1 =1, on pose:

(3-30)

(3-31) Uy, @, ,4,/1>:”2’};‘ /F g~ AmEnt G0 GO (! &, 1?01, @7, 1) dé&n.

On vérifie facilement que Im (x.&,+Gu)> 6>0 pour &,=Re ™ et
& =Re™, uniformément par rapport aux autres variables x, u, ® dans
des voisinages assez petits de %, 0 et ®. D’aprés (3-30) on a donc:

(3-32) P, Dy VUG, @, 4, )=0 (™) (6>0)

uniformément pour x, x4, ® comme ci-dessus et A > 1. Dans I’intégrale
(3-3D) on fait le changement de variables (3-28) ; modifiant un peu les
limites du contour d’intégration en v, compte-tenu de ce que Arg v reste
voisin de Arg &, lorsque |&:|=R, on obtient :
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U(x @/ u A>: V/lﬂ /e—i/l(—%v3+¢’2,uv+¢1,u)
A 2ir Jr,

a®(x, v, Vu?@1, ", Ddv+0 (7).

i T est le chemin (orienté) constitué des segments [Rie ™, 0] et
[ 0, Rie"™?] (Ri>0) et:

a®(x, v, V11?01, 8, 1)
=a (¥, &, V1’01, @7, /1) |en £n(v: x,JFEOT, 67)

est un symbole analysique classique d’ordre 0. Par le th€oréme de divi-
sion pour les symboles analytiques, (voir par exemple [Le]-1, Lemme

3-5), il existe trois symboles analytiques classiques a ®(x, vu’@:, 8", 1),

a®(x, Vu@:,0", 1) et a®x, v,/u’01,8", 1) dordre 0 tels que formelle-
ment :

a®(x, v, Vu'0:1,0", 1) explid (—% 03+ Y, w0)) =
=[a®(x, Vu?01,0", 1) +a®(x, Vu*@1, 0", 1)v]
expm(—%v% Do)

Du[a®(x, v, Vp*61,0", 1) expm(—% v+ w0))].

En outre, ¢® a pour symbole principal (d’aprés (3-28) et (3-29)):
(3-33)  a®P(x, V01,0 =(—n+ W)+ (tatau’®r)

Par définiton de la fonction d’Airy on a:

1 +oog@ini2

. 1 _ . . .
= ) iA(az 323)&’2 — /1 1/381717/614Z (arlme z7t/3>
217 J+we-inis

1 +ocogimi2

—iMlaz—Lz3 _ —9; . —
- P iA(az 32 )ZdZ — A. 2/3e Zzn/3AZ/<a/12/Se ur/S)
217 J+we-ins

pour tout «= C et tout A >0. Compte-tenu du comportement de Im (—% v®

+n,«v) le long des rayons [0, +00 e 7] et [0, +© ¢"™] on obtient
facilement :
e—iWﬂU(x’ ®,,/1, /1);
:ll/G 1/2 in/Ga(S)(x //12@1 @” A)e——g—i/l(¢'z,u)3’2Al'<12l3e—i7{/3¢2 #>
+A- 1/6 1/2 2i7r/3a(4)(x W e l)e—%mwz,u)WAz-r(lme—m/3¢2 ,J
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+e 0 (™) (>0).

Rappellons que:

Ai(z)= (exp—l

3 23/2)®(Z>

ol z'” est la détermination principale de la racine carrée, et ® est une
fonction holomorphe dans tout domaine :
Z.={2€C: |2|2e>0, —n+e<Arg z<z—¢)

® admet le développement asymptotique complet :
(3_34) @(z)waasz"”“‘s’m
uniformément pour zEZ.. La suite des a; définit un symbole analytique
classique, au sens oi:
;| <C*Yy7 (C>0).
On a donc:

e MU (%, 0, 1, )=
= A 118,11206 ) (. /;tT&, Q" A)q)(lZ/Se—in/s%,#)
+/1_1/6/J1/2€_2im30(4)(x, \//12—@)1, @/z’ l)q,(/lme—m/a%,#)
+e o) (6>0).

ol ¥(2)=d'(2) —z"?®(2).

(3-35)

Fin de la démonstration du Théoreme 0-3:
Pour s>1 on pose 3 présent :

/l:}lOA-(l_S)lss (/1 21)

avec uo>0 assez petit, et on choisit pour vu’®: et vx,+au’®,; la détermi-
nation principale. En particulier, vx*0: =iu(—0:)"? si 8;<0. Soit:

u<x>:ffnu<x, 0, 1, M) dO'A"1dA

ol ) est un voisinage réel de ®; assez petit pour que toutes nos construc-
tions soient valables dans Q.

On remarque d’abord que d’aprés (3-32), P(x, Dx)u est analytique au
voisinage de (xo, 0) =x, et donc dans G°. Soit ensuite >0 assez petit ; le
Lemme 3-1 et I'hypothése que (%, &) est un point strictement diffractif
(n(xs, £5) <0) montrent alors que 'on peut trouver des constantes C (t)>0
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et 1(¢) =1 telles que pour A =A(¢):
Im @.(x,®)=C (A"

si x est dans un voisinage réel de (x5, £), uniformément pour ®EQ.
D’autre part, étant donnée I’expression de ¥, . les développements (3-34)
et (3-35) montrent que:

e 1 EO (x, 0, 1, A)=a(x, @, 1, )+ 7 (e™™)

ot a® est un symbole analytique classique (en 1) pour x voisin de
(x6, 1) ; il est alors clair que # est de classe G° prés de tout point (o, %)
vérifiant : |ys—x6|<e et 0<4(<e si e >0 est assez petit, c’est-a-dire (locale-
ment) 2 lintérieur de M.

Considérons enfin la trace de u sur x,=0. D’aprés (3-26) on a
o2, 0,0)=9.(x,®). Dautre part,

Yo (', 0,0 =a(x’, V201, 0 u*®i[e(x’, au’®y, V'O, 82,

(3-35) montre que a®’,0,®’, u, 1) est un symbole analytique classique
en 1’=2Ax3=u31"° au sens du Chapitre 1. On vérifie aussi facilement que:

a®’, 0,0, 4, A)=C(—a®) elx, au®®:, vu’0:,0")] "¢
[a® (', 0, Vu’01, 0") —e™3al’ (&', 0, v 4?@1, @)
(e(x’, au®@, V401, 0"))"3/ au*@, + (A" D]

avec C+0, ce qui, compte-tenu de (3-33), montre que a® est elliptique au
voisinage de (x5, ®) quand x,=0. Les équations (3-1) montrent alors
que (x6, £6) €SS°u|xn=0, ce qui achéve la preuve du Théoreme. []
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