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NUEVA DEMOSTRACION DE LA COMPLETICIDAD FUNCIONAL
DEL CALCULO PROPOSICIONAL BIVALENTE

LUIS ELPIDIO SANCHIS

1. Introduccion. Por completicidad funcional del célculo proposicional
bivalente entendemos la posibilidad de expresar en el mismo, por medio
de implicacién y negacién, toda funcién de verdad; se trata de un resultado
bién conocido que permite estudiar en forma sistemitica el mismo problema
con relacién a otros conectivos. La demostracidn que ofrecemos si bién no
difiere esencialmente de las conocidas! ofrece un cierto interés en cuanto
se utiliza en forma especial la técnica de la légica combinatoria: en reali-
dad se llega a construir un sistema simbdlico perfectamente adecuado para
la légica proposicional por medio de un ndmero finito de constantes y sin
utilizar variables. Si bién la definicién del sistema es en cierto sentido
arbitraria, tiene la ventaja de excluir totalmente las expresiones formales
sin significacién en la interpretacién del cdlculo y ademés refleja en otro
nivel la estructura de los sistemas formulados con variables.

Cabe sehalar también que extendiendo algunas nociones tipicas de la
légica combinatoria se logra integrar dentro del cdlculo su interpretacidn
semantica permitiendo definir de manera simple y directa las nociones
propias de esta ldgica, en especial la de tautologia, tarea que si bién no
se ha tocado en este trabajo resulta evidente la forma en que ha de ser
orientada, asi como su posible extensién a cilculos polivalentes.

2. El Sistema formal©. Los signos primitivos de este sistema son
los siguientes

(’)7 I’ K7 B, R’ P’ N’ V7 F

Los dos primeros son signos auxiliares, y los demds constantes; I, K, By R
son constantes combinatorias, P y N constantes proposicionales, V y F
4tomos. 2

De las expresiones que se construyen por concatenacién a partir de
los signos primitivos distinguimos las combinaciones, que se definen in-
ductivamente en la siguiente forma:

1. Sia es una constante, a es una combinacién.
2. Sia y y son combinaciones, (ay) es una combinacidn.
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3. Una expresidn es una combinacién solo por aplicacién de las reglas
lo2.

Como variables intuitivas para referirse a los elementos del sistema
utilizaremos los siguientes signos: las letras del alfabeto griego: a, f3,
¥, & @, B ¥;» 85+ .., para expresiones en general, y en particular
combinaciones; las letras del alfabeto latino: a, b, c, d, arp, by, cps dl’ cee,
exclusivamente para los dtomos V y F. Las letras i y n han de designar
enteros no negativos. Como es habitual los signos primitivos de & se
utilizardn como nombres de si mismos, y las expresiones construidas con
ambas clases de signos se interpretardn en la forma corriente.

Se introducen a continuacién varias definiciones, es decir abreviaturas
de expresiones complejas de ©; la netacién @; +-a , indica que @; es una
forma abreviada de @, y que en todo contexto donde aparezca @; debe
entenderse que aparece 02.3

" (2 1) N — 1

rl o (K1)
Kn 21 K1 ~—> K

Kn+1 -— (BKn)
I:l (i21,n2 1) I:. —_ I

I::+1 - (Kn+1 Iril)
P, (2 0) Py —= P

Pn+1 - (RP")
N, (n2 0) Ny —=N

Nypq — (BN)

Como regla general se omitirdn los paréntesis que no sean indispensa-
bles para la correcta interpretacién de las expresiones; para su restitucién
se procederd-conforme a las siguientes reglas: a) los paréatesis extremos
se omitirdn en todos los casos; b) los paréntesis interiores se restituyen
asociando por la izquierda.

Las siguientes propiedades de las combinaciones, cuyas demostra-
ciones se omiten, serin presupuestas tdcitamente en el resto de la expo-
sicién:

I) Siuna combinacién aes de la forma (y 191), 1o es de una unica manera;
por lo tanto si existen combinaciones y,, 8, tales que a es (y,9,),
entonces y; es la misma combinaciéa que y, y §; es la misma com-
binacién que J,.

I) Si una combinacién @ es una parte propia de la combinacién (y§), es
decir no idéntica con ella, o bién a es una parte de y o una parte de 8.

A continuacién se enuncian una serie de reglas que asocian a algunas
constantes de @ una o varias transformaciones que en todos los casos
elimina la respectiva constante. El cuadro debe interpretarse en la siguiente
forma: los signos en la columna de la izquierda son designaciones de
reglas que asocian a la expresién que se encuentra en la columna central
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en la misma linea, la expresidn de la columna de la derecha también en la
misma linea. Las letras a, y, 8, y;, y, designan combinaciones cuales-
quieras.

(I) la a

(K) Kay a

(B) Bayd a (y8)

(R) Ray;y,0 a (y,0) (y,0)
P1) PVV %

(P2) PVF F

(P3) PFF \4

(P4) PFV Vv

(NI) NV F

(N2) NF 1%

Dada una combinacién ¢« toda parte propia o impropia que sea una
combinacién y tenga la forma de alguna de las expresiones que aparecen
en la columna central se denomina redex de &. Dos redexes de la misma
combinacién se consideran distintas si son partes distintas, adn cuando
sean la misma combinacidn. Redex principal de una combinacién & es una
redex tal que no es parte propia de otra redex de @, y ademds no existenen
a otras redexes situadas a su izquierda. De la definicibn resulta in-
mediatamente que en toda combinacidn existe a lo mas una redex principal.

Dadas dos combinaciones &; y @, diremos que a; es reducible a a,,
en simbolos que a; 2 a,, si y solo si se cumplen las siguientes condi-
ciones: existe una secuencia finita y;, y,..... «++..Y, de combina-
ciones tal que y; es @;, ¥, es a,, y para todo 7 (I < i< n) se verifica que
y; es la misma combinacidn que Yir1 © bién Yiy1 S€ obtiene de y; sustitu-
yendo la redex principal de y; por la expresién que le asocia el cuadro
anterior.

En base a la definicidn anterior se demuestra facilmente que para
toda combinacicn a se cumple que @ 2 a; y si existe una combinacidn y
que no contiene redexes y tal que @ 2 y, luego y es unica. Se pueden
demostrar igualmente las reglas derivadas que a continuacidn se expresan,
correspondientes a cada una de las definiciones introducidas anteriormente;
se omiten las demostraciones que el lector podrd: reconstruir facilmente
razonando por induccién en n. Cada regla derivada se denomina con la
expresion entre paréntesis que aparece a la izquierda y en esa forma sera-
citada siempre en adelante.

Reglas (I"): Paratodon2 I, 1" @;@y..........@ 2an

Regla (K,): Para todo n 2 1, K oaja,..... a, 2 K(a; Ay a,)

Regla(li): Para todoi2 Iy todo n2 i, Ii @, a,.....q, Zai

Regla(Pn): Para todo 220, P yda, a0, ZP(ya1 @peenen an)(Sa RS
a,)

Regla(N,): Para todo n20, N, ya;a,... .anZ N(ya;@,.....a,)
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3. P—combinaciones y funciones de verdad. Una clase especial de
combinaciones, las P-combinaciones se define a continuacién por induc-
cién, simultaneamente con el concepto de orden de una P-combinacidn que
es un entero mayor o igual que 0.7

1. V y F son P-combinaciones, ambas de orden 0.

2. Para todo i 2 I, y todo n 2 i, I‘;‘ es una P-combinacidn de orden =.

3. Si @y y son P-combinaciones de orden 7, P, ay y N,a son también
P-combinaciones de orden n.

4. Una combinacidn es una P-combinacién y es de orden n (n 2 0), solo

por aplicacién de las reglas 1, 2y 3.

Teorema 1: Si@ es una P-combinacidn de orden z (n 2 0), y ap, dy
++++....a, son dtomos, se cumple que @ @;a,.......a, 2V o bien
que @ a;a, ......a, 2 Fy solouna de esas dos posibilidades.

Siendo V y F combinaciones que no contienen redexes, la unicidad
quedé establecida en §2. El teorema se demuestra por induccién en el
nimero de constantes proposicionales que aparecen en @. Si no hay con-
stantes proposicionales @ es V o es F o es un cierto Ii (i £ n); en los dos
primeros casos el teorema es inmediato pués a 2 a; el tercer caso resulta
de la regla (Iriz). Si en a hay constantes proposicionales es de la forma
P,yd o N,y donde y y § son P-combinaciones también de orden n. El
teorema resulta entonces por aplicacidn de las reglas (P,), (N,)) y la
hipdtesis inductiva.

Existe relacidn estrecha entre las P-combinaciones y las llamadas
funciones de verdad que se definen en la siguiente forma: sea un conjunto
{v,f} integrado por 2 elementos distintos, llamados elemento verdad y ele-
mento falsedad; las funciones n-ddicas (n 2 0), cuyo dominio y codominio
son dicho conjunto se denominan funciones de verdad.

Es fdcil asociar a todo P-combinacién @ de orden 7 una funcidn de

verdad n-ddica; si designamos ¢(x1x2 e e e xn) dicha funcidn asociada
la misma queda caracterizada por la siguiente regla:

Si aalaz.......anZV, entonces es ¢ (x;x,.....%x ) =vysi
a a1a2.....an2Fentonces¢(x1x2........xn)=f, donde a; = V

six;=vya=Fsix;,=f(l < i <n). Del teorema I resulta que esta regla
define en forma univoca una funcién de verdad. La reciproca es también
cierta como lo demuestra el siguiente teorema.

Teorema 2: Si ¢ (¥;%5.....%,) es una funcién de verdad n-ddica,
existe una P-combinacién a de orden 7 tal que esa funcidn es la asociada
a a por la regla anterior. (n20).

Procedemos por induccidn en n; si n = 0, ¢ solo puede ser la funcién
constante v, o la funcién constante f; en el primer caso @ es V y en el
segundo es F. Sea ¢ una funcion de verdad n-adica (» > 0), y supongamos
que para toda funcidn de verdad (n~1)-adica el teorema se cumpla. Defina-
mos a partir de ¢ dos funciones (n—-I)-4dicas ¢, y ¢/ en la siguiente forma:

() @, (xpxyeeveneex,)=v siysolosi @(xxy......0%, 0)=v

2 ¢/(x1x2.......xn__1)=v siy solo si @(x;xy.cnen..x, _;f)=v
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Por la hipétesis inductiva existen P-combinaciones a 'y @, de orden
n-1, tales que ¢, es la funcién asociada a @,, y ¢, es la funcmn asociada
a a, Sea®@  la P-combinaciéa obtenida a partu- de @, en la siguiente
forma; se reemplazan todas las partes de @ , de la forma In—-]’ P17
Np_ppor !, Py N, respectivamente. Sea a,,I la P-combinacién obtenida
a partir de @, en la misma forma.

Por induccidn en el niimero de constantes proposicionales puede demo-
strarse que ai y a/l son P-combinaciones de orden 7, y se cumple ademis
que:

1 . .
(3) @ aa,........ a, 14,2 V' siy solo si @, a8y eecnnn. a, 2V

1 . .
4 @pagdyeceen. «+d, 14,2 V siy solo si Apagay.eenn.. an_z 2V

Sea @ la siguiente P-combinacion: P (P, a1 I”) (N, (Pn a (N "));
sean ademas @,a,......... a, dtomos cualesquleras y b1 y b, los atémos
definidos en la siguiente forma
1 1
A, ady..cnn.. a,2b; y Apagay....... .a,2b,

Por dltimo sea y la combinacién @ q;a,........ a,

De las relaciones (3) y (4), siendo ¢y ¢f las funciones asociadas
dea,y a, respectivamente, resulta que:

G) P, xpxyennn.. X, 1) =V siy solosib;esV
(6) Ly (x7%yeennn. X, 1) =V siysolo sib,esV

donde x, esvsia esV,yx; esfsia esF(I< < n)
Aphcando las reglas (P ), (N )y (I ) se demuestra facilmente que

)/Z P(Pb2an) (N(Pbl (Nan))

Supongamos en primer lugar que 4, sea V; razonando para el caso que b 1
esVy b1 es F se demuestra que y 2 bI' Supongamos que @, sea F;razonan-
do en la misma forma con respecto a b, se demuestra que y 2 b,,.

Del resultado precedente combinado con (1), (2), (5) y (6) resulta por
lo tanto que ¢ es la funcidn asociada a la P-combinacidn @, con lo que
queda demostrado el teorema.

4. El cdlculo proposicional clasico. Si bién el sistema & ofrece una
formalizacion rigurosa y completa de los procesos que habitualmente se
incluyen en el céalculo proposicional bivalente, es conveniente precisar
claramente la relacién entre ambos sistemas. Para ello introducimos en &
como nuevos signos primitivos, una cantidad infinita denumerable de signos
Q15 Q2 Q3ecvvnne.. que denominaremos variables proposicionales y tam-
bién 4dtomos como a los signos V y F. La definicién de combinacida se
modifica reemplazando la clalsula I por la siguiente:

I’.  Si @es una constante o una variable proposicional @ es una combina-
cién.

Se mantienen las convenciones relativas al uso de variables intuitivas,
omisién de paréntesis y las definiciones introducidas hasta este momento.
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El sistema asi-extendido lo denominamos@’ y es evidente que en el mismo
siguen siendo véilides las reglas y teoremas demostrados.

Definimos a continuaciéan por inducciéa la nociéa de V-combinacién
que es una forma especial de combinacibn, asi como la de tipo nulo y tipo
positivo asociado.

1. Si @ es Vo F, aes una V-combinacida de tipo nulo.
2. Si @ es una variable proposicional @ es una V-combinacién de tipo
positivo.

3. Si y; y y, son V-combinaciones de tipo nulo, Py;y, y Ny; son V-
combinaciones de tipo nulo.

4. Si y; y y, son V-combinaciones de tipo positivo, Py;y, y Ny; son
V-combinaciones de tipo positivo.

5. Una combinacidn es una V-combinacidén solo por aplicaciéa de las
reglas I, 2, 3y 4.

Sea @ una V-combinacidn, y b; b,...... b, una secuencia de n varia-
bles proposicionales todas distintas (n = 0 si aes de tipo nulo, y 7 > 0 si
a es de tipo positivo), tal que todas las variables proposicionales que
aparecen en @ aparecen también en la secuencia. Definimos la abstraccion
dedenbjb,....... b,, en simbolos A b, b2 cene bn acomo la combinacién
obtenida a partir de @ en la siguiente forma:

1. Si @ es una V-combinacién de tipo nulo, A b, b,..... b, @ esa.

Si @ es una variable proposicional y para un cierto 7 (I £iln),b;
es @, luegoAb; b,y....... b, aesl .

3. Si @ es una V-combinacidn de tipo positivo de la forma P@; @, o Na;,
Abyb,y..... b, aes Pn()x bl b2 ..... bn ) bl b2 ..... bn a,)o
N,(Ab;by..... b, @), respectivamente.

Es fdcil comprobar que si @ es una V-combinacidén, A by b,...... b @

es una P-combinacion de orden n y que A\ b7 b,...... b,@)b b, .. .. b,

2a.

Teorema 3: Sea y una P-combinacién de orden n(n20)y b; b,...... b,
una secuencia de n variables proposicionales todas distintas; luego existe

una V-combinacion @ tal quey esA b  b,....... b, a.

Si y es de orden 0, @ es directamente y; si el orden de y es mayor que
0 se procede por induccién en el nimero de constantes proposicionales de
y: si no hay constantes proposicionales y es Ifl Para un cierto i (1 £iSn)
y entonces @ es b ; siy es de la forma P,y,y, 0 N,y;, a es Pa,a,yNa

respectivamente, donde y; es A b; by........ b, ayyy,eshb b, ......
b a,.
n 2

Dada una V-combinacién @ y una secuencia b; b,....... b, de n var-

iables proposicionales todas distintas y tal que toda variable proposicional
que aparece en @ aparece tambi€n en la secuencia, sea 7 una ley que haga
corresponder a cada b, (1 < i <7) un elemento del conjunto {v, f}; una tal
funcién serd- designada una asignacidn de valores a la secuencia
b, by....... b,. Fijada 7 definimos la valuacién de a relativa a 7 en
signos Vﬂ (a), como una funcién que toma valores en {v, /}, en la siguiente
forma:
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1. Si i@ es de tipo nulo, V(@) = v si azV,y V. (a) =si a2 F.

2. Si @ es una variable proposicional y si @ es b;, (15i<m),V_(a)=
m (b)).

3. Si a es de tipo positivo y forma Pa;a,, V (@) =[si V (a;) =vy
Vn,(az) =fy Vg (@) = v en todos los demds casos.

4. Si @ es de tipo positivo y forma N @;, V_ (@) =v si V_(a;)=/y
Vpla)={siV (a;)=v.

Teorema 4: Seaa, by b,...... b,, 'y V. somo en la definicién
precedente y sea y la P-combinacion A by byenn... b, a; luego se cumple
Y ayeeinnn. a,2V siysolosiV (2)=v

donde a; es Vsin(b)=vya esFsin(b)=((1<i<nm).

Si @ es de tipo nulo el teorema resulta de la propia definicidn; si es
de tipo positivo el resultado se obtiene facilmente razonando por induccién
en el ndmero de constantes proposicionales de @.

La definicidn de valuacidn permite asociar en forma obvia a toda V-
combinacién @ una funcién de verdad n-ddica (n = 0 si @ es de tipo nulo,
y n2 0 si es de tipo positivo), que depende de la secuencia b; b,...... b .
Del teorema 4 resulta que dicha funcidn es la misma funcidn asociada en
§3 a la P-combinacién A by b,....... b, a. Por otra parte el teorema 3
permite extender el teorema 2 a las V-combinaciones con lo que queda
demostrada la completicidad funcional del calculo proposicional cldsico
bivalente.

NOTAS

1. Cf. Church [2].

2. Elegimos formular el sistema en forma simbdlica por comodidad, sin
desconocer la posibilidad de hacerlo como un sistema abstracto (Cf.
Curry [1]); inclusive entendemos que este dltimo procedimiento es mucho
mds riguroso y que al recurrir a un simbolismo se introducen automatica-
mente intuiciones que si bién facilitan los razonamientos no son de
naturaleza formal.

3. Es importante observar que estas reglas no definen los expresiones
", Kn, . .etc, sino las que se obtienen cuando en cada una de ellas
los signos i y n son sustituidos por numerales determinados.

4. Si bien el signo > es utilizado en este trabajo también para expresar la
relacién aritmética de mayor o igual, el contexto permite distinguir en
todos los casos entre ambos usos.

5. Esta definicidn tiene los siguientes objetivos: a) definir una clase de
combinaciones que tenga siempre significacion proposicional; b) asociar
en forma efectiva a cada P-combinacidn un orden determinado; c) que
esa clase sea completa en el sentido del teorema 2.
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