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Nous allons exprimer dans ce mémoire une novelle meéthode,
concernant essentiellement la définition de l'intégrale définie, pour
résoudre quelques équations fonctionnelles suivantes. Dans la
derni¢re partie de ce mémoire, nous aurons les solutions caractéristi-

ques des équations fonctionnelles a un parameétre réel ayant leur
valeurs caractéristiques.

I. La premiere squation fonctionnelle

1. La premiere équation fonctionnelle.
Considérons I'équation fonctionnelle suivante, dont la fonction
inconnue f(x) est continue dans l'intervalle [a, b]:

J(x)=%[f{x+("n~1)a}+f{x+(n—n-2)a+b} N

o (=10 }] 0

n

ou

f(x)-_——l—ﬁj{ X+ (n—i)a+ (Z——l)b }
7 im1 n /

ou n est un nombre naturel fixe.
L’argument ci-dessous est équivalent a chercher les solutions
continues dans [0, 1] au cas du plus simple:

=LA 5 )+r(2H) (1)

2. Les sclutions de la premiere éqaation.

A Taide de l'équation (1), l'i-itme teime du coté droit de
(1) est exprimée comme ceci:
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2+ (n—ida+(G—1)Db 1 X+ (n——z)a+(z—J)b
A |- Lgy{rorie

n n oJ=!

+(n—1.a+(1—1)b }
n
_ 1 Lf{ﬁc+(n—z—lwn'—n])a%—(z:lwtzz]_—rn)b}
n =i n
pour i=1,2,...,n

Employons ces #» relations dans le coté droit de (1), on a

f=" sz[ +{n' = (nj—1+0)} at {(nj—=1+i) ~‘J_}~b]
{=19= n
— Lﬁf{ i+ (P—k)a+ (B—1)b }

Ny j=1 n’

Cette relation est le cas de »* au lieu de #n, dans I'équation
(1). Par la répétition du méme moyen, 'équation (1). est vérifiée
aux cas de #*, #',... ; d’aprés la continuité dans [a, b], son coté droit
tend vers l'intégrale définie de la fonction f(x) dans [e, b].

f(x)—-llm—Y‘f{x'*' (N—EK)a+ (k—1)b

} (N=»n", m : naturel)

+o N i= N
=~1—j f(x)dx=c: constante
b—ale
En plus,
5 1 jb cdx=c
._.a «

Donc, c’est nécessaire que

f(x)=c

ou ¢ est une constante arbitraire.

Puisque cette fonction remplit 1'équation (1), c’est la solution
continue cheerchée. Mais évidemment, sans la restriction de la
continuité, nous pouvens obtenir la méme sclution d'apres la
sommabilité de f(x) dans [a,b).
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[l. La dewxieme équation fonctionnelle

3. La deuxieme €quaation forctionnelle.
Nous allons supposer I’équation fonctionnelle (2) plus générale
que I'équation (1). ~

f\x)—)LJ{ %+(n~mz+(z—])b} \ @

7
ou 4 est une constante réelle. Cette équation (2) donne divers
résultats par conséquence de la valeur de A

- 1
4. Le cas ou Q<4 <—-;—.

. /i " ). . .
Posons 1= . (0 <0 <1y, nous obtenons I'équation suivante,
5

par le méme moyen du numéro 2.

0w g (0 —iva+ Gi—1)b
J@y="u { ' }

Tlm

En suite,

J{x)=lim

mr+ ol

g, L x+ ("= a+ ((i—1)b
[ n" 2'](1 n }J

e

b

=0, L {" s dx=0

Donc, une ceule solution continue de Uéquation (2) est
JS(x) =0.

5. Le cas ot _}7 <i.

Posons ;':(}7 (0 <f <1), nous avons

) T x4+ (nm—i)a+( ~1)b
0. f(x) = ,,,_f{ T }

Considérons la limite: m--»-+ o, nous avons une condition
nécessaire pour f(x) :

i
b—a

0= { J(x)dx

C’est-a-dire,
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L F(x)dx=0. 3)

Alors, nous devons diviser ici ce probléme en deux cas: 1°.
A=nP"! et 2°. A#nP"!, ou p est un nombre naturel.

1°. A=»""", En plus, ajoutons les conditions pour la fonction
inconnue f(x), que celle-ci a la dérivée continue du prieme ordre
dans |a, b].

Apres les différentiations de ¢ fois, on a

f(v)(x) ="v—q-!in§f(7 { 1+ (n"‘ Da+ (l——l)b }

n

(4)
(g=1,2,..., p)

Cette équation fonctionnelle (4), ayant la fonction inconnue
f?(x), coincide a I'équation (2), parce que #”~?"' est supérieur a

—}1—; pour la fonction f?(x), I'’équation (3) change en
jh f?(x)dx=0 (5)
(q:09 1)"') p_l)

Au cas excepté ci-dessus ou g est égal a p, d’aprés le numéro
2., on a '

o) =c (&)

ou ¢ est une constante arbitraire.

Cette relation (5’) est certainement toutes les solutions de
I’équation (4), ou g est égal a p. L’intégrale indéfinie de celle-ci
est I’équation :

(p—-1) g P72 e p—1) x+(n_i)a+(i‘—1)b
F @) =3 frn |

} + constante
n

Par conséquence, prenant une constante convenable ¢, 1’équa-
tion (4), ot q est égal a p—1, est remplie par la fonction sui-
vante :

[ (x)=cx+c,
Par la répétition de ces procédures, on a la solution de I’équa-

tion (2) comme suivante, prenant p constantes: c,,¢,..., et ¢,
convenables et uniques.
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JX)=cx+cx +...+c, 6)

Les conditions qui déterminent uniquement les constantes:
¢, Cs,... €t ¢, sont justement les p relations (5). En méme temps,
puisque quelques autres fonctions que cette fonction ne satisfont
point les conditions (5) et (5'), les polynomes (6) sont toutes les
solutions de I'équation fonctionnelle présente.
2°, _:l— <A==x*"". Il y a un nombre naturel ¢ qui remplit I'inéga-
lité :

nt<d<n,

Supposons aussi que la fonciion inconnue f(x) ait la dérivée
continue du g-iétme ordre, apres les différentiations de ¢ fois, on a

fo ) =2y g 2+ (1Dak G=1b |
n?i=1

n
, , . e s el A 1
Par le résultat du numéro 4.,: avec l'inégalité : 0<_n T<';{"
nous obtenons
SP@)=0,
et en suite

frm=c

ou ¢ est une constante d’intégration. Mais, d’aprés la relation
(3), on a

j" SO (x)dx=c(b—a) =0
C’est-a-dire, on a

c=0,
ou

S (x)=0.
De méme, a la derniére fois, il en résulte
J(x)=0.

C’est la seule solution au cas présent.
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6. Le cas ou 1<0. o

Employant une seule fois litération comme le numéro 2.,
Péquation fonctionnelle donnée devient celle-ci, dont le parametre
est’égal 4 4 et est non mégatif. Donc, les solutions sont banales
ou sont égales aux polyndmes (6), ceux-ci sont aussi banaux, car,
lorsqu’on compare des coefficicnts des termes du méme degré
dans [I'équation fonctionnelle primitive, les polynomes (6) sont
identiquement nuls.
7. Les conclasions.
Theoreme. Les solutions de I'équation fonctionnelle :

n

ot # est un nombre naturel, ayant la dérivée continue du p-iéme
ordre dans [a,b], ou p est aussi un nombre naturel satisfaisant
I'inégalité :

np-—f.’ <1 g n]:—l’

sont données au dessous.
1°. Au cas ou 4 est égal a »*', elles sont les polynomes du
p-ieme degré : '

@)= +ex ' +... +c, (6)

ou c¢ est une constante arbitraire, et ol ¢, c,,...et ¢, sont les p con-

stantes déterminées par les p équations simultanées :

j‘b S (x)dx=0,
(qg=0,1,...,p—1).

2°. Au cas ol 4 n'est pas égal a »n*7', elles sont banales, c'est-a
dire, sont identiquement nulles.
8. Les solutions caractéristiqaes.

Au cas ou le paramétre 4 est égal a »""'(=4,), calculant les
solutions caractéristiques f,(x), on a

f(x)=c (¢ est une constante arbitraire.),

() =ex— L " exdx—cf x—2FD
fi(x)=cx i j cxdx c<x 5

—aJa

b
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_  _.|x% (a+b)x  a*+4ab+¥’
()= ... —c{ 5 5 + 12 },
En général, on a
z 14 1
@ ={ fir dr— 1| ay | s @
a —Q@Ja a

III. Remarques

9. La transformation.
Nous remarquons d’abord que, dans I’équation (2), posons
xi—a

x=a+ (b—a)t ou (= ,
b—a

et

f®=g()=ra+ G-} =g(3=2),

Tintervalle [a, b] est transformé en [0, 1] et I’équation lui-méme
en la relation simple:

st L)LY

10. Le nombre naturel 7.

Il est remarquable secondement que nous avons les fonctions
caractéristiques f,(x) pour le naturel 'quelconque #, parce que
les solutions données par les formules (7) sont indépendentes de
la valeur du naturel #.

En terminant ce mémoire, I'auteur veut exprimer ses remer-
ciements sincéres a M. le Professeur T. Matsumoto pour ses conseils
précieux qu’il lui a donné pendent la recherche.



