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Uber Streckenkomplex und Ordnung
gebrochener Funktionen.

Von
Yukio KUSUNOKI

(Eingegangen am 10 Sept, 1950)

Es sei W eine uUb2r der w-Ebene ausgebreitete einfach
zusamm nhdng>nde unendlich vielbldttrige Rizmannsche Fldche.
Nach dem Hauptsatz der konformen Abbildung ldsst sich W
eineindeutig und, bis auf eventuelle innere Windungspunkte endli-
cher Ordnung, konform entweder auf den Einheitskreis |z|< 1
(hyperbnlischzr Fall) oder diz punktierte Ebene | z | << (parabolis-
cher Fall) abbilden. Fir das Eintreten des parabolischzn Falles,
habzn L. Ahlfors [1], Z. Kobayashi [4], R. Nevanlinna (5], E. Ullrich
[7), [8] usw. die Verhdltnisse zwischen Flachenstruktur und Ord-
nung g=brochz2n>r Funktion w(z) untersucht.

Im folgenden ziehen.wir die Riemannsche . Fliche W=W(a,
...,a,) in Betracht, die nur ubzr endlich vielen Stellen a,,...,q,
verzweigt ist. Wir bezeichnen einen zug=horigen Streckenkomplex
(oder kurz Komplex) mit TW(W) und schétzen unter einer Beding-
ung tiber T(W) die Ordnung von w(z) nur vermittels T(W)
(unabhédngig von der Lage der Grundpunkte) ab.

§1. Je nachdem das Gebiet des Streckenkomplexes aus zwei,
24(A>1) oder unendlich vislen Glidern bestehen, bazeichnen wir es
bzw. schlichtes, algebraisches ((A—1)-ter Ordnung) oder logarithmi-
sches Elementargebiet. Diese Elementargebiete sind den Windungs-
punkten der Fliche W eineindeutig zugeordnet.

Nun definieren wir die Folge ¥T={T,} der Teilkomplexe
1.(n=1,2,...) von T, so dass sie folgenden Bedingungen gentigt.

1°. T, ist die Menge der Glieder (mit der Linge 1) von T
und jedes an Knotenpunkten von 7, hingige Glied von T gehort
zu Th.i. Also gilt

g. TycT,c..cT,c...»T.
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2°. T, ist einfach zusammenhidngend in bezug auf 7; d. h.
zwei beliebige Punkte von T, lassen sich einander durch nur
Punkte von T, verbinden und wenn Glieder von 7, abgeschlossene
Kurven bilden, so gehoren diz durch diesz Kurve begrenzten Teil-
gebiete von T zu T, Mit Hilfe darart bestimmter Folge <
definieren wir ferner dzn Teil

T (n—1<t<n; n=2,3,..) von T wie folgt:

Fir ein an Knotenpunkte von. T, hingiges Glied s=abeT,,

i) falls a(oder b)eT,, adjungiert man dem 7T, den Teil ac

(oder bc) von s, wo ac (oder bc) =t— (n—1), ces.

ii) falls beide a, beT,, adjungiert man dem T, wenn {— (n—1)

<%, die Teile ac, bd von s, wo ac =bd=1—(n—1), ¢, des, und

wenn %_g t—(n—1) <1, s selbst.

Einen Teil von T, der mittels derartiger Operationen bei jedem
an T, hingigen Glied von T schliesslich erhalten ist, bezzichnen
wir mit T* Speziell setzen wir T*=T,,;,, wenn I=#n. Es sei nun
v(f) die gesamte Anzahl der Knotenpunkte von T und o(¢) die
Linge des dusseren Randes /™ von T¢, der einen Anfangsknoten-
punkt von f=oo trennt. Dann gilt der folgende Satz von Z.
Kobayashi [4].

Satz 1. Wenn fir t—»ooj[%% divergent ist, so gehort die

Fliche W zum parabolischen Typus und ist die Ordnung von w(z)
hochstens gleich

jli,D(a,,..., a,) igf{t@%},

a(t)

wo D(a,...,a,) den grossten Dilatationsquotianten bei derjenigen
‘pseudo-reguldren Funktion - darstellt, wodurch die Grundpunkte

ay,..., a, auf die g Punkte e"%‘k(k=0, 1,...,4—1) abgebildet werden.
Im folgenden betrachten wir nur den parabolischen Fall, so dass

jt o-tg) — (- o) fir die Folge ¥, und setzen

1 7= logv(t) _zriq
4 133.3 ©dt =K@).
a(t)
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§2. 1. Wir kehren nun nach offenen Flichen W=W(a,,..., a,)
zurick. Falls ¢=2 ist, ist die einzige Fldchentype (mit nur zwei
logarithmischen Windungspunkten) moglich, also ist dann, nach
dem bekannten Satz [1], [5], die zugehorige Ordnung gleich eins
(Mitteltypus). Falls ¢g=3, konnen wir durch eine lineare Trans-

formation die Punkte a,, a,, @, auf &7 (k=0,1,2) abbilden. Aus

Satz 1 folgt nunmehr, dass die betreffende Ordnung die Schranke
inf K(¥) nicht tbersteigen kann. Im vorliegenden Paragraphen
T

setzen wir zuerst die

Bedingung (A): Die Grundpunkte a,,..., a,(¢> 3)sollen auf einem
Kreise (oder einer Gerade) liegen.

voraus. Dann kann man erst annehmen, durch eine ginstige
lineare Transformation der Verdnderlichen w, so dass

a,=e* (k=1,...,9)
Opn—0,=¢,>0 (/,==), 0,.,=27). 1

Nun bezeichnen wir die Gesamtheit der Grundpunkte, die sich
mit

(h:n-lg& (a;,B;: positive ganze Zahlen, ausser 3,=0) (2)
a;

ausdricken lassen, mit E; und andere mit E,. Falls die Menge
E, nicht leer ist, nimmt man jetzt fir jedes Element a;¢E, einen
Punkt a;, der folgender Eigenschaften gentigt :

Bs

laj|=1, |arg a;—0;| <e und argaj=n-"L
(Aj

(4, B;: positive ganze Zahlen), wo 0<:< '1"50,3',:min{(li_ajl(i,j
i

4
=1...,9).
Es ist leicht zu sehen, dass ein solcher Punkt a; immer existiert.
‘Hier betrachten wir diejenige pseudo-regulidre Funktion F;, welche
die Peripherie | w—a; |= ;0 invariant ldsst und den Punkt a; auf
a; abbildet. Es sei d;(¢) der grosste Dilatationsquotient bei jeder
Abbildung F; und 0(¢) =max d;(¢). Dann kann man leicht berech-

ajcEy
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nen, dass d(e)—1, fir ¢e—0) (vgl [3] oder Fussnote”). Nach
den obigen pseudo-reguldren Abbildungen, bezeichnen wir, der
Abkiirzung halber, die ¢ Grundpunkt: mit (1) und (2), (wobei
nun i=1,...,q). Setzt man

r Vil — i B = 73;.

o= Mt .

U501 T:
WOET[/./[1 ;‘i) pi = 3£'J_I.I_rj(l‘=1)"" q)n
1= Fi

so sind p;(i=1,...,q) positive ganze Zahlen und gilt ¢,=p.¢,. Wir
zerlegen nun jeden Bogen @iy, in p: gleiche Teilen und es cei a,
(k=1,...,p) die p=‘él(pi— 1) enisprechenden gleichteilig gelegenen
Punkte, ausser @;, auf deér Peripherie. Wir koOnnen jetzt den
Komplex Ty denken, welcher p+q=_i?1)fEN Punkte a;, a, als die
neuen Giundpunkte besitzt.®

2. Komplex Ty Da die Riemannsche Fliche W nur iber
den Punkten a;(i=1,...,q) verzweigt ist, gibt es immer reguldre
Punkte tber a,(k=1,...,p). Ty unterscheidet sich nicht von T=7T,,
ausser dass p; Glieder zwischen zwei Knotenpunkten von T statt
eines Gliedes in T gezogen werden, das topologisches Gebild der
auf W liegenden Kurve ist, deren Projektion auf w-Ebene den
Bogen A, durchgeht. Die Anzahl der Glieder, die von jedem
Knotenpunkt von Ty ausgehen, ist immer gleich N. Wir definieren
nun die Folge &'={T} der Teilkomplexe von T'= T, folgender-
massen :
1°. " T, besteht aus allen Gliedern von 77, die dieselben Knoten-
punkte wie T, enthalten und diese Punkte von einander verbinden.
Ferner gehort jedes Glied von 77, das von Knotenpunkten von T,
ausgehen, immer dem 75,

(1) Die pseudo-regulire Funktion, welche die Peripherie | z|=7 invariant lisst
und den Mittelpuvnkt z=0 auf z=p(<r; p: reell) abbildet, ist p—fg |zi +z. Ee sei
nun g der grosste Dilatationsquotient, Dann gilt

P
r(r—Ip))

1
+—=p 2+
q 7 74

(2) In §2-3 soll man jeden Komplex mittels derjenigen Zerschneidungskurve
konstruieren, welche nach der Reihenfolge des Arguments die Grundpunkte durchgeht,
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2. T, ist einfach zusammenhidngend in bzzug auf 7.

Mittels {7} kann man ferner den Teil 7% von 7° durch Opera-
tionen i), ii) in § 1. definieren. S2i v'(f) die gesamte Anzahl der
Knotenpunkte, o’'(f) die Linge des dusseren Randes von 7% (vgl.
§1) und fernxr u#(n) die gesamte Anzahl derjenigen nicht T,
gehorigen Glieder von T,,;, die von den Knotenpunkten von T,
ausgehen. Dann gilt

V() =v(t) (3)
o' (1) <a(t) +N-p(t), 4)

wo p(t) =pn) fir n—-1t<n(n=2,...).
3. Wenn die Folge ¥ der
Bedingung (B)
lim ’iQ=O

t>o g (1)

geniigt, erkliren wir hier anschaulich folgendermassen: Der
Komplex T besitzt die profunden Golfe (in bezug auf ¥). In diesem
Falle gilt fur t>t,(e, N)

l::gg <_5A7 (e: dasselbe in §2. 1.).

Daher

J‘ dt >j‘ di 5 1 Y dt

o' ()o@ +Ne() ~ ltelya(t)

Unter den Bedingungen (A), (B) ist dann die Ordnung Von w(z2)

hochstens gleich

N w— log v (1)
14¢)lim- 08 %)
d(e) (14¢) im- dt

Wir fixieren einen beliebigen Wert « und setzen

©dt — ).

= o(f)

Da fur t— o F(t)— o ist, so hat man
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i logv(t) g logw(t) s log v(#)
pt [ l,if‘iF(t)(l_F(m TR
wa (D) F)

also ist diese Wert unabhingig von f,(e, N). Mit Ricksicht auf
der Tatsache, dass fir e—0d(e)—1 ist, erhalten wir das folgende
Hilfssatz 1. Wenn der Komplex der gegebenen Fliche W(a;)
mit der Bedingung (A) die profunden Golfe (in bezug auf %)
besitzt, ist die Ordnung zugehoriger Abbildungsfunktion dann
hochstens gleich inf- K(¥).

Bemerkung. Nimmt man speziell als € die Generationsfolge,
so kann man die Bedingung (B) wie

. Anzahl der Gliedern von der n-ten Generation _
n>o Anzahl der Knoten auf dusserem Rand von T,

darstellen. Dabei ist die im Nenner liegende Anzahl gleich s,(») :
vgl. H. Wittich [9] p. 662. :

§ 3. Hilfssatz 2. Es sei auf einem Kreise &: |w |=R, #(<q)
Grundpunkte a,,..., @, liegend und die tbrigen ¢—7 punkte a,,,,...,
a,(#0, ) beliebig gegeben, aber keine zwei Punkte von a;(i=1,
...,q) liegen gleichzeitig auf jedem Halbstrahl arg w=Konst. Fer-
ner nimmt man an, dass es tber den Punkten a,.4,..., a, stets nur
regulire Punkte oder algebraische Windungspunkte endlicher
Ordnung (< M—1) existiert. Falls der betreffende Komplex dann
die profunden Golfe in bezug auf ¥ besitzt, ist die Ordnung
entsprechender Abbildungsfunktion hochstens gleich iréf -K(%).

Beweis. Wir mogen zuerst annehmen, dass R=1. Unter
obigen Voraussetzungen, in analoger Weise, wie schon in § 2. 1.
angegeben wurde, denkt man teilweise pseudo-regulidre Abbildung

F(w) (weK;: | w —a; | < &)
w (w) = 2 (5)
w (wekK,) (i=1,...,q),

wobei F;(w), mit dem grossten Dilatationsquotienten 6(e), die

Peripherie |w—a; |= ;‘ invariant lasst und den Punkt e«; auf a;

abbildet (vgl. §2.1.). Dadurch konnen wir N Halbstrahlen arg w,
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=—gjgk (k=0,1,..., N—1) so ziehen, dass sie ¢ Grundpunkte

durchgehen. Nun ziehen wir in den derart bestimmten N Winkel-
rdaumen die Winkelhalbierenden und i. a. bezeichnen den Winkel-
raum, der von zwei neben einander gelegten Winkelhalbierenden
begrenzt ist und den Punkt « enthaltet, mit H(»;). Wir ziehen
ferner diejenigen pseudo-reguliren Funktienen G; in 9$(a)), (j=
r+1,...,q) in B:tracht, die die Rinde von $(a}) invariant lassen und
die Punkte a; auf den Punkten ; abbilden, wo z,=04;n &, & : | w, |
=1.Es sei @, der grosste Dilatationsquotient bei obiger Abbildung

G; und @Q=max. ;. Mit w,(w,) bezeichnen wir "eilweise pseudo-
J=rtl,eeg

reguldre Abbildung:
G;(w,) (w,eH(aj))
w, (w,e9(d5))

und betrachten wir, wie friher, den Komplex Ty=7" mit N=p+¢q
Grundpunkten {a,} : ai(i=1,...,7), a(j=r+1,...q), a,(k=1,...,p)

w;'(wl) = (6)

und den Gliedkurven arg wgz%rf(2k+ 1). Durch die Funktionen

N~ N
1 (l)i ._...u)_,2 ()u:].,...,N)
(A) P St AN,
Cu (wy) . log a%_*_w‘—l:’ (1=1,2,...) (7)
A o

werden die iiber 9 (a,) liegenden logarithmischen oder algebraischen
Elementargebiete €,(a)) von (m—1)-ter Ordnung (m >=1) bzw.
schlicht konform in die Halbebene &, : Rz, <0, oder, bis auf ein den
Punkt a, enthaltender
Einschnitt von €,(a,),
in das Gebiet G,:
Rz <0, | S:Fl <m=, ab-
gebildet. Die Knoten(0,
o) auf Elementargebie-
ten gehen in die Punkte
Cun=ic uber, t=0, +1
+2,.... Nun ziehen wir
die am &dusseren Rand
I von T" grenzenden
Elementargebiete, die —
denselben enisprechen- (Jog E.G)

Fig. 1

o 5
[ |
11 (n-1) @ '1'/’_

Ir% /ﬁ\\\l |
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de Gebiete G,(a,),®, in Betracht und schreiben in RZ, <0 die
Halbkreise, die jedem Gebiet &, gehorige Teile von /™ als Durch-
messer haben (Fig.1). Die gesamte Linge derart bestimmter

Menge 6, von Halbkreisen ist gleich%o’(t), wobei ¢’ (t) die Linge

des dusseren Randes von 77 ist. Seien z=2z({,) die Abbildungs-
funktionen, die sich aus w(z2), (5), (6) und (7) ergeben. Dann
zu in z-Ebene enthaltendem Bild von 6, gehort ein geschlossener
Zweig I''(t=1t)), der 2=0 umschlingt. Auf diese Kurve sei 7,(f)
der Kleinste, 7,(¢) der grosste Wert von | z | und «(?) =log 7,(¢) —
log 7,(#). Mit s=log 2 bezeichnen wir denjenigen Zweig des Logarith-
mus, dessen Imaginirteil zwischen 0 und 27 liegt. Dann erhilt
man fir ¢t >4, '

viEr <y |- | de,
rJE, "
wo 01:291"
[ :
Durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung
., I ds [ |dc,|
LS TOES 3| JNPTATRE A N BTG
CES| PUAIRE AL s B

wobei ¢({,) die grosste Dilatationsquotient an ¢, bedeutet. Jetzt
durch Benutzung der Formeln: (vgl. Teichmiller [6])

'_<_ D.,. dx §

Dz]z Dz|.l, Dz|.,£Dz y Djl <y dx = d”

dz

wobei z. B. D,,. den Dilatationsquotienten bei x—z und du, dz
bzw. die Fldchenelement von x-oder z-Ebene darstellt, ist der rechts-
stehende Ausdruck von (8) kleiner als

L(t)- zj

gy,[

wobei L:(t) =0(e) o (1) + (N+2MQ) (1)}, d¢,.=]| dZ, |-dt. Nun nach
dem gleichen Beweisprozess wie Ahlforssche Verzerrungssatz er-
halten wir

4 (* dt
log 1’1(t2) log 72(t1)g 3( )S\t (I(t) +(N+2MQ)/A(t)

s sei 4 die betreffende Ordnung von w(z). Da nun w=o nicht
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der Ausnahmewert in- Picard-Borelschem Sinn ist,

I=1im log n(7, ) < 0(e) lim . : log v (?)
7> log v 4 t—»cos dt »
a(t) + (N+2MQ) ().

Also kOonnen wir beweisen sogleich den Hilfssatz 2 in analoger
Weise wie beim Hilfssatz 1. w. z. b. w.

§4. Allgemeiner Fall. 1. Es handelt sich nun um allgemeinen
Fall, wo die Lage von Giundpunkten a,,...,a,(g>3) beliebig.”
Wir betrachten dann ein Polynom vom Giade ¢—1:

{=R(w) =pw" ' +puw" "+ ...+ b, ©)
wo die Koeffizienten p;(i=1,...,q) durch . . -
R(@)=b, (v=1....,q) (b.#b,) (10)

besﬁmmt werden, wobei b,(v=1,...,q) die 1eellen Zahlen bedeuien,
die nocn den folgenden Bedingungen gentigen. Zuerst gemdss (9),
(10)

M Ay (=1,..,q).

_ 1
Pa'—‘j,

<,
It
—

woO

29=1_

a’'a...a 1
o 1 * 1l (ai—a;) #0
i<J

a’”" ... a, 1

(=1

und A;(i,j=1,...,q) die Komplemente von a; in 4=| a,,| sind.
Schliesslich b,(v=1,...,q) sollen so bestimmt werden ,dass :
,_/dR _4 B ,
C —(7%)1":“& %Bkjbj (k—l, .T" q),

nicht ve.schwinden, wobei B,c,:ﬁ} 2 (g—i) Auyai ' (k,j=1,...,9).

(1) Wir mogen annehmen a,..., a3 o0,
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Weil B,;#0(i#5)", gentigt es zu nehmen als (b,,...,5,) z.B. nach-
einander reelle positive Zahlen folgendermassen :

max | B, | b, <min |B,, | b,

k=1y0.00q k=10, @

m%x | Bklb1+Bk2b2 | <1¥in [B"3Ib3’

wobei man nicht B, bei min betrachtet, wenn sie verschwinden.
k

2. Es sei V die von derart bestimmtem Polynom (9) erzeugte
q—1 bléttrige geschlossene Riemannsche Fldche, die Windungs-
punkte iiber den Punkten ¢,,..., ¢, hat, und w,...w, die entspre-
chenden Kreuzungspunkte in der w-Ebene, deren Vielfachheit bzw.
Aoy 4, (X g—1) ist. Es existiert offenbar auf (=(,=c ein
algebraischer Windungspunkt von der Ordnung ¢—2(2.8.4,,=g—1).
Fiir die von der zusammengesetzten Funktion

=9 (:)=R(w(2)) an)

erzeugte Riemannsche Fldche X ergeben sich dann Windungspun-
kte uber b;=R(a;) und ¢;(i=1,...,q; j=1,...,%). Dagg—fﬁr w=a;
(i=1,...,q9) nicht verschwindet, fallen keine zwei Punkte a;, w.,
aufeinander zusammen und lassen sich die Umgebungen von
Windungspunkten iiber a; schlicht und konform auf dieselben iiber

(1) z. B. By;s#0. In der Tat setzen wir

f(x)=‘ a7 leenenaee. a1
'x'l" ............ x1
17 Sk TN
a,,'l_l ......... aq 1

. 7
Nach Differentiation von Determinante gilt dann Bp= %.

Andererseits
f(x) = (a1 —x) (a) —ag)... (al —aq)
(x—a3)..-(a—aq)
(ag-;—aq).
daher

(a9—1—aq)+0
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¢=b, abbilden. Ausserdem uber ¢=¢;(#b;) ergeben sich nur
algebraische Windungspunkte von der Ordnung <g—2. Wir zie-
hen nun durch mindestens zwei Punkte von b,,...,8, .., {x

hochstens (q'gz) Kreise, die der Gerade Z=0- orthogonal sind,

und nehmen einen nicht auf Peripherien der obigen Kreisen gele-
genen Punkt P(¢,) und lineare Transfermation

— — C —Co
=200 =

So wird |y(d)|=1 und noch kommen keine beliebigen zwei
Punkte von y(b) und x(¢.), (50, ), wobei nur algebraische
Windungspunkte von der Ordnung < g—2 uber y(Z) (| x(¢.)|#1)
liegen, gleichzeitig auf jedem Halbstrahl arg y= Konst. Nun be-
zeichnen wir bzw. mit X und V bzw. das durch x abgebildete
Bild von X und V.

3. Komplex T(X) von X. Auf der z-Ebene verbinden wir
nach der Reihenfolge des Arguments die Punkte y(b)),..., 7(d,),
2(&),e-, (&) durch eine einfach geschlossene Kurve £, die die
Ebene in zwei einfach zusammenhdngende Gebiete A und { zerlegt.
Durch inverse Funktion von y(R(w)) wird man dann als schli-
chtes Bild von Projektion (auf V) von 2 ein Kurvensystem N
(oder kurz Netz) gewinnen und mit 9 und ,§ jede g(=q-1)
Bildgebiete von bzw. 2 und & bezeichnen. Die Punkte a;(i=1,
v @), w;(G=1,...,m) liegen stets auf dem Netz N, aber a; fallen
nicht auf die Knotenpunkte von N zusammen. Wire a; nimlich
ein Knotenpunkt von N, so miisste es eine mehrfache Stelle von
R(w) sein, weil, bei einem Umlauf um den Knotenpunkt von N,
A(>1) Gebiete % und & abwachselnd aufeinander folgen. Da aber
a; andererseits die einfache Stelle von R(w) ist, ist dies unmoglich.

Wir ziehen nun durch die Grundpunkte a; eine geschlossene
Jordankurve L, die sich mit N in einem Winkel schneidet und die
w-Ebene in zwei einfach zusammenhidngende Gebiete A, I zerlegt
und konstruieren den Komplex T(W). Aus der Betrachtung von
§ 4. 2. zuerst folgt, dass sich dieselben Elementargebiete wie T(W)
und noch neu die reguldren oder algebraischen Elementargebiete,
deren Ordnungen hochstens gleich g—1 sind, in T(f() ergeben. Um
diesen Umstand eingehend zu sehen, denken wir nun einen an
2(2< 1< q) Elementargebieten E;(k=1,...,2) in T(W) gemein-
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samen Innenknoten @, der dem Grundgebiete I entspricht, und
nehmen wir an, dass E, den Windungspunkten P, tber a,...,ai,
eineindeutig zugeordnet sind. Das dem Punkt @ entsprechende
Grundgebiet I besteht aus endlich vielen Teilgebieten von 9 und
Y. Weil Punkte ai,...a,, die Kreuzungspunkte von N und L
sind, gibt es immer nur ein 9 und ein § um @..., i,, das mitein-
ander in I eindringt. Um Windungspunkte P, und Q,(k=1,

.,4) miussen die Folgen kongruenter Exemplare (A*, I*)®, (A*,

&*) abwechselnd zusammengeheftet werden, wobei @, die den
Punkten P, zugeordneten Windungspunkte {tiber x(b,l) ., x(bin)
sind. Die Bildgebiete 2*, I* von Gebieten A* und «5 die im
Punkte Q entsprechenden Gebiete I auf W eindringen, winden
nun um @, und sind mit hochstens 2g—1 Gebieten A* oder $*
eininder zu verbinden. Wenn wir nun dem Punkte @ bei jedem
Elementargebiete E,® nur einen Randknotenpunkt (von E,)
zuordnen lassen, der dem in [ eindringenden Gebiete 9* oder §*
entspricht, dann dem Punkte @ ordnen die hochstens 4 Randknoten-
punkte von E,(k=1,...,2) zu, welche einander durch die aus ho-
chstens 2g—1 Gliedern bestehende Kette verbunden werden. Sei
nun @' ein benachbarter Knotenpunkt von @, der dem Grundgebiete
A entspricht. Jetzt ordnen wir dem Punkte €’ die noch nicht
dem Punkte @ zugeordneten Knotenpunkte von T(X) lassen zu,
die den in A} elndrmgenden A* und entsprechen. Nun sind
Gebiete 9 und § nicht beschréinkt, weil alle ihre Rinder immer
den Punkt w=c durchgehen (wegen 4,,=g—1), und einerseits ist
I beschrinkt. Also durch diese Zuordnung den zwei Punkten @,
@' ordnen 2g Knoten von T()?) zu. Seien ferner E, E’ die lings
des Gliedes Q@' gelegenen bznachbarten Elementargebiete. Dann
mochten wir noch bemerken, dass die Randknotenpunkte von E
und E’, die den Punkten @, @ zuordnen, auch einander benachbar
sind und i a. zwischen E und E’ die sog. “ Abwickelung’ von
T(V) eintretet, wodurch sich neue regulire oder algebraische
Elementargebiete ergeben. Falls (9) allgemeine rationale Funkton

(1)' Mit U* bezeichnet man dasjenige kongruente Exemplar U auf der Fliche,
dessen Projektion U ist.

(2) Im allgenieinen bedeutet E dasselbe entsprechende Elementargebiet in T(f}
wie E (in T(W)).
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ist, weil einige Punkte @; und w; aufeinander zusammenfallen konnen,
so wird sich fir T(X) die Elementargebiete von hocherer Ordnung
als dieselben in T(W) ergeben, indem die Glieder mit einer Peri-
ode zwischen den Randknoten von 7°(X) eintreten; die den bena-
chbarten zwei Innenknoten von T'(W) zuordnen. Jedoch in diesem
Falle wird auch ,ohne wesentliche Modifizierung, die obige Betrach-
tung in bezug auf den anderen Umstinden gelten. Wenn w(z)
nur p logarithmische Windungspunkte besitzt, besteht der Komplex
T(X) von R(w(z)) aus p periodischen Enden und die betreffende

Ordnung von R(w(z)), oder w(z), genau gleich %-. (vgl. E. Ull-
rich [7], [8]).

4. Hier definieren wir die Folge T={T} der Teilkomplexe
“von T=T(X), die den folgenden Bedmgungen gentigen.
1°. T. besteht aus allen Ketten in T, welche die den Knoten-
punkten von 7, (in obigem Sinn) zuordneten Randknotenpunkte
von T einander verbinden aber nicht die den Knotenpunkten von
T, (m>n) zugeordneten Punkte durchgehen. Und jedes von Knoten—
punkten von 7, ausgehende Glied (von T) immer gehort zu
T
2°. T, ist einfach zusammenhdngend. in bezug auf T.
Bestimmt man nun wie friher 7° und die Grossen #(#), (1), E(t)
fir 7¢, dann gilt es nach obiger Betrachtung (§4.3), dass

‘ ¥(t) <Konst.-»(t) +0(1)
o (t) <7 (t) <a(t) +Konst.-p() + O(1) (12)
l 7(t) <Konst.-p(t) +O(1) (Konst. <2g)

Somit, falls ltllr; ((?) =0, so wird 152 ”Eg =0.

Mit vorhergehender Bereitung (§ 4.2.) nunmehr nach Hxlfssatz 2
folgt, dass die Ordnung von y(R(w(z))) nicat die Schranke
inf K (&) iibersteigen kann. Aus (12) gilt es nun ebenso wie §2. 3,
T

dass

K@) <(14+)K(Q)

Andererseits haben w(z) und y(R(w(z))) die gleiche Ordnung,
also erhdlt man bei e—0 dem folgenden
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Satz 2. Wenn Komplex T von W(a,,...,a,) mit beliebigen
Grundpunkten a,...,a,(¢g>3) die profunden Golfe in bezug auf T
besitzt, so wird die Ordnung zugehoriger Abbildungsfunktion hdch-

stens gleich inf K(%). Fir die Fille g=3 oder aj=e":t$’. G=1,...,
1 .
q>3), ist die Ordnung immer hochstens gleich inf K(T).
T

Satz 3. Wenn die Riemannsche Fliche W(a,,...,a,)p logarith-
"mische und beliebige algebraische Windungspunkte besitzt und
gilt es, dass mindestens fiir eine Folge der Teilkomplexe von

T(W)
o() < 2ot +0(1), 1imI® —o,
()_1)+.f()+ 1, lim t 3
v()=0()

dann ist die Ordnung von w(z) genau gleichlz)——, d.h. die alge-

braische Windungspunkte bezinflussen noch in solchem Falle nicht
die Wachstumsordnung.
Beweis. Jetzt wegen

1(t) <2p+limf([t]+1—¢) +O(1),
wobei [t] die grosste ganze Zahl kleiner als ¢ bedzutet, aus
Satz 2. und (13) unmittelbar (vgl. §2.3.) folgt, dass die
Ordnung nicht die Schranke K($)=% ubersteigen kann. Einer-
seits nach dem bekannten Ahlforsschen Randstellensatz ist die
Ordnung dann mindestens gleich—g—, was zu beweisen war.
Falls W speziell nur p _
logarithmische Wind- - Fig. 2
ungspunkte [1], [5] -
oder tiberdies endli- ”_3[
ch viel algebraische .7 | ON\TL .
Windungspunkte [8] ;'d TS A
besitzt, = oder Kom- ;! 1 Jenp te: LI 12 ] '
plex T(W) aus p \ = s o=
monotonen periodi- S
schen Enden ..[41’,.L7L y
besteht, dann immer,
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gilt es fiir Generationsfolge
v()=0(1), f(H=0()

,also nach Satz 3. ist die Ordnung allerdings genau gleich -g—.

Nun konnen wir noch ecinen Komplex: z. B. Fig. 2, wo p=q.=4,
() =0(), f({)=0(~1), (also zugehorige Riemannsche Fliche)
leicht konstruieren, der unendlich viele algebraische Elementarge-
biete (algebraische Windungspunkte) von wachsender Ordunug
besitzt, aber die Wachstumsordnung nicht beeinflusst.

§5. Bomerkung. Es sei ¢,(f) fir nur die algebraischen Ele-
mentargebiet E((A—1)-ter Ordnung) so modifizierte Lidnge des
dusseren Randes /™ von T*, wie man statt » die Linge 24—7» nimmt,
falls die Linge 7 eines am Gebiet E grenzenden Teil von 1™ gross-
er als 2 ist. (vgl [4]) Offenbar ¢,(f) < o(f). Nun konnen wir, wie
friher, unsere Sitze 1-3 fur o,(f) beweisen.

Mathematisches Institut,
Universitat zu Kyoto.
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