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Une surface, dans un espace projectif a trois dimensions, qui
n’admet pas de déformation projective peut se détermine unique-
ment, prés a transformation projective, au moyen des quantités
fondamentales H,;, K;; qui se relient par certaines relations. Ces
relations s’expriment ordinairement par un systéme des équations
simultanées aux dérivées partielles contenant les fonctions inter-
midiaires L, M et leurs dérivées. Dans cet article nous déduisons,
en éliminant L, M, les équations définissant directecment les quantités
K., lorsque les quantités H,, sont données. Elles sont des équations
aux dérivées partielles d’huitiéme ordre.

1. Considérons une surface définie par

X=x"(u,v) (c=0,1,2 3).
Posons
3x

1 2__
" Autou’ (w'=u, u'=0).

hij= x xu xl

En supposant que 2=h,, h,,— (h,,)* ne soit pas nul, introduisons

un repére de Lie [x, x,, x,, x;] ou x,=x,, x,=2x, et le facteur commun

des coordonnées du point x, qui se trouve sur la quadrique de Lie
d’apreés la définition méme, est choisi de maniére a avoir

|% %, % x| =0 "+ 1.

Autant que nous considérons une surface réele, nous convi-
endrons de choisir le signe de +/% de telle sorte qu’il soit positif.
Posons

. hij __ Hn Hm
Hy= VEYS H= H, H.,

Il suit de 1a que v+ H=¢"+h. Designons par / % le symbole
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de Christoffel ot la forme H,,du’du’ est prise comme forme fonda-
mentale.
11 vient alors

dx=ux,du’,
(1-1) dx,;=Mydw x+ (I't—3 Kf) dw 2.+ H, du' x
dx,=N;dwx+ N}du'x,
ou
«=0, M/—-N{=0 (i:1-2),
le développement canonique étant donné par
Z=3H,2'2"+ 3 K2’ 22+ . . . ..
2. Rapporté aux paraméatres asymptotiques, il vient
H,=H,=0, K,;,=K;=0.
Posons '

9 K K
I{“'Z " —g, L 22‘~’=b, 1 Hm:ﬁ
a7, %

L=M,+N,—0,+30,, M=My+N,—0,+306"
Nous avons alors comme condition d’intégrabilité de (1-1)
L,=%((ab),+ab,), M,=}((ab),+ba,),
(L), +Lb,— b= (aM) ,+ Ma,—a,,, .

Désignons par ¢ la valeur des deux membres de la derniére
équation de sorte qu’on a

(2-1)

Lo+20logh ;¢ b
ou b b

e L.+2 i‘;f_ll L.+24bL= (§)+ (bT>

*log b

v

Portons-y les valeurs de L,., L, données par la premiére équation
de (2-1). 11 vient (la surface n’admettant pas de déformation
projective par I’hypothése, da et 4b sont différents de zéro)

(23) Lzz‘lﬂ; (%)+ 2:'?’ (”b ),,_ 8:’() ((ab),+ab,),
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i‘ Llog_é ( (ab) % + abu) .

44b  u

En éliminant encore L, nous obtenons

( ) dlog Ab( >+( um) 8logvdb bb,,_>

—l((ab> taby,+L 2 ‘°g “”((ab>u+ab,¢),,

4

_ L ologh (upy. +aby, + L ologh dlog b ((4p) +ab,)
2 ou ou ou

—db(ab) .+ ab,) =0.

Or,
(5), -2 (%),

EA A2 A
1 {%v__alogb b;o-— d’logb ologb dlogbdb ¢}

v

v o v v

’

_9d1lo alogb alogb (alogb
b out ou ou’

£f> =Ab{ 9" log 4b , (3 log 4b )9_'_3 9" log b
b /v on’ ou on’

9 log b alogdb+3 alogb>ﬂ}
ou ou ou ’

(l’z;}g )' ilggﬂ( e )

b{a“ log db 8199,’ db 3 log 4b +6 (db),
duov on Sudv

~~
\"]
[*2)]
N’
N

+3

+3 dlogb 0”log db +64b dlogb

ou Buov ou

:Ab{é?if_lgg,,ﬁ+2 alogbdb a-qug_dé+ d'logb ¢ 4 0log db
ou ov ou ou ov ou’ ov ou
dlogh o'logdb \ dlogh logh 5 dlogh }
ou - Juov ou ou ov ou
d"logbdb  dlogh 3'logbdb | ,, 0logbdb
on’ av ou ouov oy

= ap] &3
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dlogbdb 9°log bdb +94b alogbdb}
u

+2 ou dubv

= ap](=+ 3102” ) +2¢ (-4 40)

(T____ d log b db
ou )

11 vient donc

2 o 4
2-6) o¢,= alogb b o+ 3 loggb _dlogd alogb bY T
ov .oV o v

T=bAb{ ot 31;’5” 7)ﬂ+2r(r,.+db)l»

alogb

{((ab).,+ab,,) +2 ((ab) ,+ab, )}

+b ologdb

9logh
s {((ab)u+abu>,,+z 8D ((aby. +ab)

—% 4b((ab) .+ ab,).
De méme, moyennant la deuxiéme équation de (2-1) et
I’équation

27 My20l08a pr ¢ an
v a a

nous pouvons déduire

(2-8) go,,,‘__?*logarda +(a loga aloga alo§uada)¢ S

S=ada {(cr,.+ 8_1;)1%1 or)" + 20 (o, + da) }
_a dloga
: {((ab) +ba),+2 2282 (ab) ,,+ba,.)}u

+Z algid"{(( b),+ba,),+2 8log"(( b). +ba)}

—a _ologada
5 da((ab),+ba,) (a_T) )
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3. Eliminons cette fois-ci L,, L des équations (2-2), (2-3).

Nous aurons
4b
(7).

()

1 3 4b
— @+ ab) =2 tog L ((ab). +ab) )

_15logh )
> 21088 { ((ab), +ab). 2 log 7 ((ab),+ab)}

; il ‘°g b ((aby, +aby).

Or, d’apres (2:4), (2-5)

(5, - 282 (),

Ab{d log 4b. +9 dlog 4b %° logaAb +3 9’ logb
ou’ ou ou’ ou’
+3 9*logb 3log 4b +3 dlogb 9’ log 4b
ou’ ou ou ou’
+6 dlogb o logb}
ou ou’
=Ab{ 9° log b db ) 9 log 4b aglogb +9 a“logb
ou’ ou ou’ ou’
+3 9°log b 9 log bdb +3 dlogb o logbdb}
ou’ ou ou ou’
[ bll’ull —_ a ]og Ab b’uuu a log b l u buuu
( ‘;,“‘) ~on (‘5“),,+ P ) —24b (7 )
=Abja"‘logbdb +9 alogbdb 9’ log 4b +3 d*logb ologbdb
U o’ ou ou’ ou’ ou
+3 dlogb & logqbdb +9 dlogb dlog db 3logbdb
ou ou” oun ou ou

44 ( 3 log b ) ‘9,19;1?_411 }
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Ca

— b (fuu+2rru+ a';o%b +3 ) lao;gb
e

49 alogb +2(alogb>r)

=Ab{ r,¢+a—laou£b~ 7)1‘—!—2 (r+§~1§§2>(r“+*—8 l(;)f b *)}

Il vient donc
3-1

dlogb 4b dlogh 3 4ab
o = 2 “+—1 — 0.+ (34b— ——log ,
=% T, BT ( w on b)" <

Q=b db{<fu+ Q%Of_b r)u+ 2 <r+ ila?f_b)<7u+ *_8 l;f b -)}

{((ab) +ab),+2 2] log b ((ab)u+ab,,)}

b d db | alogb
+ o log 57 {((ab)“+abu)u+2 ¥¥¥¥¥ ((ab),,,+ab,,)}.

De méme, de la deuxiéme équation de (2-1) et de I'équation
(2-7) nous pouvons déduire

(3-2)

4 dloga - dloga 9 .,  da
,l,———lo .0, A (3da——2= —_log “=)¢—P,
4 ov g ut ou 4 ( ou v & a )90

P= (zda{<o,, + —a—laqfﬁ a) +2(o+ %fixa,. 40 log lgf a o')}

_a { ((ab),+ba),+2 ila‘:)ﬂ((a1>>,,+ba,.>} |

+ Z, aa log | {((ab) +ba),+2 ‘”;’g“(mb) +ba)}
Nous avons donc
(3-3)
lo ,—2loga log A). dlogh \_ 3,0,
(log ), (9. — p)— (log ).( 5.~ 2182 ¢) s

aV
—p_ _da 5 A
=P=Q ( ab’ ab’’
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Différentions cette équation par rapport & u, et portons les
valeurs de ¢,., ¢.. données par (2-8), (3-1). 1l vient

3-4)
(222 - ) 25 1)

(44
=(P—Q).— il‘?ag—f’LP— Q) + (log a),S— (log 7). Q.
u .

De méme, moyennant (2-6), (3-2) nous obtenons :
(3_5) e )

(a alogab a, )( 610ga ) (,?,4,_*_3‘, b)( alo;;bqp:)

—(P-Q),— »r‘l“’agfﬁ (P—Q) + (log ), P— (log ), T.

4. Reprenons les parametres générales. Lorsqu'on multiplie
les coordonnées x° par un facteur commun 4, il vient

H;;= (/:)L,Hij , 1(51"1: (A)gK,:jz .
Posons maintenant
E=K™K,,.

Les EH,;, EK; ne changent pas de valeurs méme quand on
multiplie x par un facteur commun. Ils sont des tenteurs (du poids
nul) relatifs au changement des parameétres. En choisissant le
focteur commun 4 convenablement, et en échangeant les parameétres
u, v s'il est nécessaire, nous pouvons faire E=1. Les coordonnées
sont dites alors mormales. Lorsque nous nous occupons de la surface
réele, pour conserver E=1, en laissant les coordonnées x réeles
pendant le changement des paramétres u#'=u'(u, v), v'=0"(u, v), il
faut supposer que

=Bf(u‘,’__1’."_) >0
o(u, v)
Intropuisons le vecteur covariant

Gi:K{qu Ks’; ’

en désignant par D, la dérivées absolue par rapport a u* ou la
forme EHdu'duw’ (=H,;du’du’) est prise comme forme fonda-
mentale.
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Etant donné un tenseur @, nous obtenons un invavriant

1

d)[l,ﬁ: € 7;—7{—‘ (¢.—9,).

En particulier, lorsque @,,=®,%;, nous écrirons aussi

1 ‘(I/ 7,

ONC= WA= et L ay v

D’aprés ce que nous venons de remarquer, si nous déterminons
le signe & pour un systéme particulier des paramétres, il en sera
de méme pour un systéme quelconque des parameétres. Or, lorsque
nous bornons nos considérations au voisinage d’'un point hyper-
boloque, par exemple, nous pouvons prendre comme € le signe de
H,, de maniére a avoir H,,=&v —H, les parameétres étant asympto-
tiques.

En particulier, posons

1
(4'1) K= 2DL261]= g;./":':—fl_ (DQG]_DI Gg).
Rapporté au parametres asymptotiques, il vient
H,’
{ a (9b 1 dlogab®
11— \— 0ub =— b + bu )
¢ H.. u ) 2 du H,Q((a) ab.)
(4-2) )
b (9da 1 sloga’d 1
= (—+ba)=— —— = b).+ba.) ,
- H, \ov a> 2 v H, ((ab) a.)
9* log b
S SR
2a ouov
Ensuite,
R—_2 HYD,G,=— 1 93'logab
3 2ab  duodv

est la courbure totale de la forme E H;,du‘dw’ (=Hdu'dw’).
Nous avons ainsi
1 2'logh _ "y

) . _ 1 dloga _ R+ K=
43 -k-K= - @b oudw

ab ouodv

Enfin, d’aprés (4-2), nous avons
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((ab),+ba,),+2 L;’f—“ﬁ( (ab).+ba,) = H,,(D,+4G) G.,
4-4) {( (ab),+ba,),+2 21082 ((ap) + ba,.)}
ov v

(——log f ){((ab) +ab),+22108a alog” ((ab), +ba)}

=H.(D,+4G,— (log @),) (D,+4G.) G, ,

(4-5) {((ab)u+abu)u+2 8 g’fb ((ab)u+bau)}u

( Gl 1og-b){ ((ab).+ab) . +2 al"g”(( b)u+abu)}

:HI:Z(DI+4GI— (log ﬁ)u) (Dl+4GI)G‘ .
5. Portant la valeur de o:
_(ada),

ada

’

nous obtenons

ada{(o‘v+al§%a>v+2(a‘ 6loga>< aloga o }

= { (ada) m+a_1°ﬁ(a da) } +2 M{ (ada).,+ dloga (a da) }
ov v ov ov

d log ada ) dlog a
-_—— d n A vf e
39 {(a a) ..+ » (a a)}

Or,
ada=a‘b ﬂ=a?ba ,
ab
(ada),=a*b(D.+2G,)«,
(a da) v~+%°—§£(ada)v=aﬂb(-l)2+469) (D:+2G,) e .
Nous avons donc

m{(\a,ﬁ ologa )y (ry dlova),  dloga,)

=a’b(D.+4G,— (log @),) (D,+4G,) (D,+2G.) « .
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De méme,
bde +c’:)logb >+2( +é)logb)(

=ab*(D,+4G,— (log B).) (D,+4G,) (D, +2G))f.
Donc, en tenant compte de (4-4), (4-5) nous pouvons écrire
(GIY)
P=a*b(D,+4G,— (log a),) (D,+4G,) ((D,+2G,)a—3G,),
{ Q=ab’(D,+4G,— (log 3).) (D,+4G,) ((D,+2G))—3G),
(5-2)

5}

(tog ), (9, 1%L o4 @ b(D.+4G) (De+2G)a— - G)

— (log ﬂh(%——@——1§f£+ab”(D. +4G)) ((D,+2G, )ﬂ—— G ))

—6abK¢=abA,
A=a(D,+4G)*((D;+2G)a—3Gy)
—b(D,+4G))*((D,+2G)3—1G).
Posons .
=K% (D,+4G,) (D,+4G,) (D,+2G,)R+3G,)
— K7 (D,+4G,) (D,+4G,) (D,+2G,)K

_ 1 o
- EV;H {K‘.’ (D;+4G.s) (Dl+4Gt)((DI+ZGI)R+%GI)

—K*(D;+4G,) (D +4G) (D, +2G)R+3Gy) §
—K*"(D;+4G,) (D,+4G) (D, +2G,) K

les parameétres etant supposés générarals. Rapporté aux parametres
asymptotiques, il vient
. 4
(H,»)®

Puisque (p.101)

ologa 5
(zJa{((r F—fa )u+m(’f“+ Ja)}
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{(04 )t algga (ada),.} +24da(ada),

M{(ada)”+ dloga (ada), }
ou

=a’b{(D,— (log @).) (D.+ 462) (Dy+2G,) a+2aba (D, +2G,) &},
nous avons (p. 96, 100)
S=a’b{(D,— (log «),) (D,+4G.,) + 2aba} {(D,+2G.)a—1G.}.

Portant cette valeur et meyennant (5-1), nous obtenons

Pu—g_lgg_az_b_ P+ (log a) z~S
. ou
=a‘-’b{D, (Dy+4Go)* — % (D, +4G) +2abes} | (Dy+2Gy) a—3 G}
a

De la deuxiéme équation de (5-1), il suit

Qu—i%@ Q-+ (log ). Q

=ab{ (D +4G)—( Uy 1B L) D46}

X {(D1+261)a_%61}-
L’équation (3-4) s’écrit donc,
(5-3)
(.%:—sabk){ le‘lfif’ ¢+@b(Di+4G) (D.426)a—1G)]

2 Dffp.— 2B prab (D, +4G) (D+26)5-1G))

—ab(6K,+23,)¢=abB,
B=a{D,(D,+4G,)’—6abK(D,+4G,) + 2aba,} {(D,+2G,)a—3} Gy}
_b(Dl +4G1)3( (DJ + 261);@_‘% Gl)

—A,— 3_16‘;5_" A—ab(6K(D,+4G,) —2a,) ((Do+2G) a—1G,)

=H.)'[(D+2G)U+K"{3K(D,+4G,) + D,(R+ K)}
XA{(D,+2G,) (R+K)+31G,}].
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De méme nous obtenons
(5-4)

L pra e~ 2184 oy 9D, +4G) (D+26)a—1G))
«a ou
(P _ologd (D
(ﬂ +6abK){so,, 3 v+ab’(D,+4G)

X ((D,+2G,)ﬂ—%GI>} —ab(6K,—2a,)¢=abC,

C=a(D,+4G,)*((D,+2G) a—1}G,)
—b{D,(D,+4G,)*+6abK (D, +4G,) + 2abp.}
X {(Dl +2G1)ﬁ—% Gl}

0

—A— J%Q A—ab* (6K (D, +4G,) +28.) (D, +2G,) f—1 G

=(H.)[(D,+2G) U+ K" {3K(D,+4G,) —D,(R—K)}
X {(D,+2G,) (R—K)+3G}}].
6. Posons maintenant
W= {(4(R+K)—-3K(R+K)) (d;(R—K)+3K(R—K))

—K#K*(D,D,R-D,D,R—D,D,K-D,D,K)

+2K"D,D,R rn K#D,D,K}U
+ 2K K*(D,D,R-D;,R—D,D,K-D,K)

— (4, R—3K)D'R+ (J,K—3KR)D'K} U/
+ 2K K*(D,D,K-D;,R—D,D,R-D,K)

— (4,R—-3K)D'K+ (' K—3KR)D'R}y U,
+2(K"”"D,D,K r K D,R—K!"D,D,R N K*D,R)U/
+2(K”D,D,R N Ks* D,R—K!"D,D,K A\ K;*D,K)U,”
+ {(4,R—3K*)D,K— (d,K—3KR) D, R} A\ U/

+ {4,R—3K*)D,R— (d,K—3KR)D,K} \ U,”
ou
D'F=H"D,F, 4,F=H"D,D,F,
U/'=(D,+2G,)U+3KK/’(D:+4G;) ((D;+2G,)R+3G))
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+K?D,R- (D;+2G)K+K"D,K- ((D;+2G)R+1}G)),
U'"=K/{3K(D,+4G,) (D;+2G) K
+D;R-((D;+2G,)R+3G,) +D;K- (D;+2G,) K},

et désignons par V ce qu'on obtient en remplagant U, U/, U/ dans
W par 6K, 8D,K, —2D,R respectivement. Nous obtenons alors

a, B. 6K
a,,— 6abaK D,gﬂ 6Ku+ 2:8:: = (Hr.') : V,
D) a B.+6abBK 6K,—2a,

al' ﬂl’ 'A
a,,—b6aba K D?B B |=H)'W.
Dja B+ 6abBK C

Les équations (5-2), (5-3), (5-4) résolues par rapport a ¢,
¢,, ¢, donnent

. W
=—(H,)* -,
¢ (H,,) Vv

D+26) () +1Kr (D, +4G,) (D+26,) (R+K) +1G)

—REK (14, (R—K) +3K(R-K)}

X {UD,(4K—R) —3K(U,/+U,")}
—2K*K"D,D,(R—K) {UD,(4K+R) —3K(U/'—-U,")}
—2K#K"D,(R—K) {D,(4K—R) (U/—U,")

—(U,/+U,”)D,(4R—K)}],

(D+2G)(V)+1 KD, +4G) (D,+26) (R—K) +1G))

=K;VR {4,(R+K) —3K(R+K)}

x {UD,(4K+R) —3K (U~ U,")
—2K*K»D,D,(R+K) {UD,(4K—R) —3K(U/+ U/}
—2K# K D,(R+K) {D,(4K+R) (U, + U,")

—(U,/-U,)D,(4K—R)}].
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Les H,, étant donnés, pour chacun du systeme des solutions
K., du systéeme des équations simultanées formées par les deux
derniéres équations il existe une surface ayant comme forme fonda-
mentales ces H;;, Ki;. Ces deux équations sont en relation que
I'une peut se déduire de l'autre par I'échangement entre 1, K, U”;
2, —K, —U". Elles sont d’équations aux dérivées partielles du
cinquiéme ordre de K, Nous pouvons écrire le systéme de ces
équations sous la forme qui rend clair son invariabilité, en addi-
tionant et puis, en retranchant l'une de l'autre ces équations
multiliées respectivement par les components #', #? d'un vecteur
contrevariant.



