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Une surface, dans un espace projectif à  trois dimensions, qui
n'admet pas de déformation projective peut se détermine unique-
ment, près à  transformation projective, au moyen des quantités
fondamentales H1 j , K 1 qui se relient par certaines relations. Ces
relations s'expriment ordinairement par un système des équations
simultanées aux dérivées partielles contenant les fonctions inter-
midiaires L, M et leurs dérivées. Dans cet article nous déduisons,
en éliminant L, M, les équations définissant directement les quantités
K g  lorsque les quantités 14 sont données. Elles sont des équations
aux dérivées partielles d'huitième ordre.

1. Considérons une surface définie par

e----e(u, y) (o- =0, 1, 2, 3).
Posons

a2g
g  g „  g„ (u'  u, u2 = y) .h au'aui

En supposant que h= hi i k— (h1 2 ) 2 ne soit pas nul, introduisons
un repère de Lie [x, xi , x,„ .x] x0=x,, et le facteur commun
des coordonnées du point x, qui se trouve sur la quadrique de Lie
d'après la définition même, est choisi de manière à  avoir

lx x, x2 xal —147± h .
Autant que nous considérons une surface réele, nous convi-

endrons de choisir le signe de +h  de telle sorte qu'il soit positif.
Posons

H /h iH
4 V +

14 I 1 1 1 2

1121 1 1 2 2

  

Il suit de là que -V± H =  ± h. Dèsignons par P  le symbole



94 Jôyô Kanitani

de Christoffel où la forme H i j duidui est prise comme forme fonda-
mentale.

Il vient alors

dx=x i dui,
(1.1) dxj= Mo dui x+ eck+

d.x.,= AT, dui x+ A r: dus ,
où

XI= 0, MI —  = 0  ( i  :
le développement canonique étant donné par

2. Rapporté aux paramètres asymptotiques, il vient

H1=-1120= 0 / K 1 1 2  =  K, 22 =0.
Posons

KK i r _  n i   _ a ,
1

/12

K 1 = —b log H 2 =1
" 1 4 2

M=M22+N22 - 0 ,„+ -10 „2.
Nous avons alors comme condition d'intégrabilité de (1.1)

jL„----1((ab)„+ ab„) , M„—i ((ab), + ba,),

((bL)„+ Lb„— = (aM)„+ Ma„—
Désignons par ço la valeur des deux membres de la dernière

équation de sorte qu'on a

1 . 1 _2   a log b5 0 b„„„ 
au b b

a log b + z L ,+2 4 b L =(-° )  F 
b b

( 4 b —  a' l o g  
auav I

Portons-y les valeurs de L„„, L, données par la première équation
de (2 .1 ). Il vient (la surface n'admettant pas de déformation
projective par l'hypothèse, zla et db sont différents de zéro)

(2 . 3) L_  1   ±   1   tb„„„ _   1  ( (ab)„+ ab„)„
2 4 b  b  !  2b=, ,1 b  1,,8 4 1 ?

(2.1)

(2.2)
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1  a log b ((ab) ,,+ ah,).
44b au

En éliminant encore L. nous obtenons
a log 4b b„ _   a log  dh

b I\  b b av b

1 1  a  log db — ((ab) .+ ah.) „„+ ( (ab) „+ ab u ).4 4 av
1  a log b 1  a logb  a log db ((ab) .+ ab.) „+ ((ab) „+ ab.)
2 au 2 au au

— db (ab) „+ ab.) = O.
Or,

0 9 ) _ a lo g d b  9 \
\b av \b

1 a log b2 4b1 a 2  log b a log b a log b 
b t a v av2 av av

( 2 . 4 ) b„„u _ a3 log b +3 a log b  a' log b
u" au au2

I a log b
au /

(2 . 5) _ Lm) a2 log Jb 
- ‘

a log Jb + 3 a' log b
Ib au" au au'

+ 3  a log b a log 41) 
 +  3  

(  a log b I .
au au au

(  b„,„a  log dl)  I b„„„\
\  b  1,,,a v \  b  1

_ A i a" log Jb ± 2   a log Jb a2 log zib +6 (1b)„
( au' av au du av

alog b a2 log+ 6 J bJb a log b + 3 au au av au

=4b a" + 2log dba  log b db a' log db  +  a" log b  +54b.  a log db 1 
au' av au auav au' av au

±
a log b a2 log db +  a log b a'  log ba  log b 1+5db

du auav au& u  & v a u  1

+= db a' log b dl) a  log b a2 log b  + a log b { au2 v au au av au
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+2  a log b 4b d= log b 4b  2 4 b  d log b 
au du bv du

=4b { ( r +  3log b 7) + 27 (7,,+ 4 b)}
du

a log b 
au

Il vient donc

( 2 . 6 ) 3 log b Jb 0( 3 2 log ba  log b log b  )40—T
dv dv dv dv

(  gT=b db{ 7 a l o  b „+ +27(7,.+ A )}
du

- -
b

i( (ab)„+ a + 2  
a l o g b

 ( (ab) ak)}
4 au

a log b+ 
b  a lo g  

(  (ab) „+ ab„) 2 ( (ab)  + ab„)
4 au du

— —
b  

db ( (ab) „+ ab„).
2

D e m êm e, m oyennan t la  deux ièm e équa tion  de  (2 .1 ) e t
l'équation

(2.7) m-,,+ 2   a log a l u _ a„,,
dv a a

nous pouvons déduire

( 2 . 8 ) a  log a' da( d 2  log a a log a  a log a Ja  ■
) o — S

au du2 du du

S  a da {(0- „ + a log a 0)  + 20- (0- +  a )1
dv .

—  a  {((ab) „+ ba„),,+ 2  a log_a ((ab),,+ ba„)}
4 av
a a lo g  aa  log a+  
4 a u

4   i( (ab) + ba,,+ 2
av

((ab),,+ba,)

a— da ( (ab) ,,+ ba„) ( a log a da 
2 av
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3. Eliminons cette fois-ci L ., L  des équations (2.2), (2.3).

Nous aurons

24b( V+ )—(V) —  a log j b  

b b b d u  b2 b
_f t \  _  d   lo g   db b .„ „ \

b au b' b
4b(ab) „+ ab„ a) „„ log ( (ab) „ + ab„) „I

4 au
1  a l o g  b   {

( ( a b )
d b„+ ab„) a.— log ( (ab) „+ ab.)}2 au au b2

1  a2 log b ((ab) „ + ab„).

Or, d'après (2.4), (2.5)
b„,„\a  log b b „ „ „ \
b u ,d u b

__ jb  I a' log db  4_ 2  a log db a 2  log db  
+ 3

 d' log b 
( au' au au= au"

+3 a2 log b a log d   +3ba  log b a= log db 
au2 au aua u ! !

+ 6  a log b a2 log b  I
du du= 1

= 4b '  a log b db  
+ 2  

 a log d b  a 2 log b
+ 2  d

3 log b 
( au" au au2 au"

+3 a2 log b a log b db  
+ 3

 a log b a2 log b dbt
au2a u au au2 1 '

a log ab t  b \ + 2   a log b i  b„,„\ _ 2 4 b  t b„,,.\
\  b  1,,,,d u \  b  I , d u \  b  1,,\  b  1

= L o i  d3 log b db  4 _ 2 a log b db a2 log d  
 + 3

ba 2  log b a log b db 
1a u ' au au= du2 du

+3 a log b 32 log b db
 + 2

 a log b a log db a log b db 
au au2 au au au

+ 4
t  a log lq  a logbdb I .

\  au  I au 1

2a u 2
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a° log b
 r + 3

 a  log b Jb 2rr.„+
au9a u

alogb ( a lo g b y )+2 au au

= u d
A L

(7 - F (7 -ralogb ,  3 lo g b )(
7 „  +  

a logb 7 V .
„  

u aU aU
Il vient donc

(3.1)

a log ba J b a  log b  a4 b \
çom, = 50„ + log • F,.+ 3Jb—  - log ) 0— Q ,

av au b av au b '

( ; ) = 1, 4147 .1_ a log b+  2  \  +   a log b v  7 . ±  a log b 
au a u  I \ au 1 )

— —
4  

-( ((ab).1 -  ab.).+ 2 a log b ((ab).+ ak,)}au
+  b  a log • { ( (ab) „+ abu ) u + 2  a log b  ( (ab) u + ab„)}

4 3u b2

De même, de la deuxième équation de (2.1) et de l'équation
(2.7) nous pouvons déduire

(3.2)

aJ a  log al
a
o g  

 F +

a
( 3 J a  — -  a loga  aJ a \Fw. — •  it, „ + „ logav a u au a u a

P=aia{ (0-,.+  a log a OE )  + 2  G +   d log a  V a  ,.±  a log a ( T V
av ' ‘ a v  A av I 1

—  a  {( (ab) „ + ba„) „ + 2 g  a  ( (ab) „ + ba,.)4 av
Ja+ a   a  lo g • 1( (ab) ,.+ ba„) „ + 2  & lo g a  ( (ab) ,. + ba„)} .4  av a' av

Nous avons donc

(3.3)

(log a log a a )  ,.( —,F (iu )— (log i9),,(

Q ( ___  da3  zlb 
\ ab 1

a log b 
dv

24
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Différentions cette équation par rapport à. u, et portons les

valeurs de 9_, 9„„ données par (2-8), (3.1). Il vient

(3 4 )
(  a„,i _ 3 2  b y (3 log a 0  _ t  q  _  a log ab j9 ,  ■( a log b ,

1 io,
\ a a •\ au 1 \  i9 au /3 , ay T /

a log  a'b-= (P—Q)„— (P—Q) + (log a ),S —  (log 13).„Q .
au

De même, moyennant (2.6), (3.2) nous obtenons

(3.5)
a,„ a log ab  a,  \( 5 0 . _  a log a  0 _  t3.,, + 3 i  b  v  _  log b 9 )

\  a av a  i\ au \ 9 a I\

a l g '-= (P— Q )„—  o ab  (P—Q)+ (log a) „P —  (log t3)„T .

4. Reprenons les paramètres générales. Lorsqu'on multiplie
les coordonnées e  par un facteur commun A, il vient

Ki;i=
Posons maintenant

E = K "K „ ,.

Les E H ,, EK, j , ne changent pas de valeurs même quand on
multiplie x par un facteur commun. Ils sont des tenteurs (du poids
nul) relatifs au changem ent des param ètres. En choisissant le
focteur commun A convenablement, et en échangeant les paramètres
u, y  s'il est nécessaire, nous pouvons faire E = 1 .  Les coordonnées
sont dites alors mormales. Lorsque nous nous occupons de la surface
réele, pour conserver E=1, en laissant les coordonnées x réeles
pendant le changement des paramètres u'=u' (u, y), y'.= y' (u, y), il
faut supposer que

j  a (u' , y')0

&(u, y)
Intropuisons le vecteur covariant

Gi=1-C,"D,K,1;,

en  désignant par Dk la dérivées absolue par rapport à  uk où la
form e E11; i duldu-' (=li o dui d u ')  est prise comme forme fonda-
mentale.



1  a=log b— R +K — —19a b  auav
— a ,
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Etant donné un tenseur 0 11 , nous obtenons un invavriant

1(Pci,J= .v i i -( 0 12—  0 21)•

En particulier, lorsque Oi i = nous écrirons aussi

0, A 0 2= V)D e.2]=
 & H  (.1)(P

D'après ce que nous venons de remarquer, si nous déterminons
le signe pour un système particulier des paramètres, il en sera
de même pour un système quelconque des paramètres. Or, lorsque
nous bornons nos considérations au voisinage d'un point hyper-
boloque, par exemple, nous pouvons prendre comme le signe de
H„ de manière à avoir 11,,=E  — H, les paramètres étant asympto-
tiques.

En particulier, posons

(4.1) K=242G1j-= - -
1

/  (D„G,—D,G2).8 A  ±H . -

Rapporté au paramètres asymptotiques, il vient

1=E— 2ab

b& a   1  a log a2 b  _ 1 ((ab),+ba,)
H „  av 2 av H„

a2 log —
b

K— 1 a

Ensuite,

R - -   2 1   a' log ab 
3 2ab d u dv

est la courbure totale de la forme ElL i duiduJ (=H i ,duidu , ).
Nous avons ainsi

(4.3) —R—K=  1   a' 1°R a
ab du  3v

Enfin, d'après (4 . 2) , nous avons

(4.2)

H i2

1  a log ab 2  _  1  ((ab).+ ab.),
142a  ( auab  + O " b ) — 2 au H„

2ab
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((ab),,+ ba,), + 2  c) lo g a  ((ab) „ + bd) = H12 (D2 + 4G2)G„
av

(4.4) (ab) „+ ba,) + 2  a l
og a ((ab) „+ ba„)}
av

(

a  log  ja  )1( (ab) + ab,) .+ 2  a lo g a  ( (ab),+ ba,)}
av av

= H ,2 (D+ 4G,— (log a)) (D2+ 4G.2) G, ,

(4.5) ( (ab) „+ ab„) „+ 2  a  1°g b ( (ab) „+ ba„)}
au 1 I

a Ji)log ){ ( (ab) „+ ab alog b „) 2 ( (ab) „+ ab„)}
au 14= au

H(D,+ 4G 1 — (log P)„) (D,+ 4G,)G, .
5. Portant la valeur de er

(a Ja) „
CF -=

a Ja
nous obtenons

0-a  J  a le- +
a log a  ( F )  

+ 2  (o -  +  
 a log a 

 )
(

0 -  +  
 a log a }

av av av

= {(a 4a) +  a log a a l 0 , 1(a Ja) „I +2  a 1°g a  (a  Ja),,+  o g  a  (a 4a)}
av av av

a log a Jaa log a (a Ja)  + (a Ja)}  .av av

Or,
Jaa Ja =  b =a-ba,
ab

(a Ja),== b (D 2 + 2G2)

(a j a )  m +   a log a  (a v =) b (D2 + 4G2) (D2 + 2G2 ) a .

Nous avons donc
a log a a a i( „ + 0-0-) ( a log a  X0-, ±  a log a )

av av av
= a= b (D2 + 4G2 — (log a) ,.) (D2 + 4G2) (D2 + 2G2) a .
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De même,

a log b
 I  

± 2  f  ±  a log b 7 .  ±  lo g  b b JI){(7„+
au . \ a u  A au 11

=ab= + 4G,— (log /3) (D,+ 4G,) (D, + 2G .

Donc, en tenant compte de (4 .4 ) ,  ( 4 .5 )  nous pouvons écrire

(5.1)

j a2 b(D.,+ 4G2 — (log a )  (D2+ 4G2) ( (D2 + 2G2 )  a —  G2) f

Q ab 2 (D, + 4G,— (log t9)„) (D,+ 4G,) ( (D,+ 2G,) —I- G,),

(5.2)

a log(log a)( _ „— a + a-  b (D2 + 4G2) ((D2+ 2G2) — G2))
2

3 log b + a , ,— (log (3) 0,,— o (D, +4GI) ((D, +2G,) —
2
 G1))av 

—6abKic--abA , •

A— a (D2 + 4G) 2
 (  ( D2+ 2G2) G2)

— b (D, + 4G1) 2 ((1)1+2G1) j9 — G1) .
Posons

U= KLq (D8 + 4G,) (D,+ 4G,) ((D,+ 2G,)R  -G, i )

— K"P (D8 + 4G,) (D,+ 4G,) (D, + 2G„) K

1  {K g  (D,+ 4G,) (D,+ 4G,) ((D, + 2G,) R G,)
± H

—K" (D,+ 4G,) (D,+ 4G,) (D 2 + 2G2)R +  G2)

—1( 8 4 ' (D8 + 4G,) (D,+ 4G,) (D„ + 2G„) K

les paramètres etant supposés g én é ra ra ls . Rapporté aux paramètres
asymptotiques, il vient

ALI= .(H, 2 ) 2

Puisque (p.101)

a Ja{ ( I-  a log a Œ )  +  ( 0 -  „+ JO}
av
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{(a da),. a loga+ (a 4a) ,} + 24a (a da),
av

a log a Ja
 t

( a  d a ) , ,  ±  a log a  (a 4a)}au 
=ab  1(D,— (log a) ,) (D 2 + 4G2) (D2+ 2G2) + 2aba (D2 + 2G2) a} ,

nous avons (p. 96, 100)

S = a= b 1(D,— (log a ) , )  (D 2 + 4G2) +2abal { (D 2 + 2G2) —  G2} .
Portant cette valeur et m eyennant (5 .1), nous obtenons

P„— 
 a l o g  b

 P + (log a ) S
au

=  b {D, (D2+ 4 G2) 2
 —  

a " (D2+ 4G) +2aba„} 3 (D2+ 2G2) a G2}a

De la deuxième équation de (5 .1 ) , il suit

d log a' b Q + (log /9) Q
au

(D a log ab 
) ( D , +  4 G 1 ) }--= a b2{ , 4Go.t_ 

\ 
/
9

 „„ 

 d au 13
x {(D + 2G,) —1 G,} .

L'équation (3 .4 )  s'écrit donc,

(5.3)

( t t  — 6abK ){ i „—  l
a
°

t ig
 a  +  b  ( D 2 + 4G2) ( (D2+ 2G2) a }

_ D i2 i9 19,a  log b io+ab 2 (D1 + 4G,) ((D 1 +2G 1)19—i-G1)}av
— ab (6K,+ 2/9„)i0= ab B,

B-= a 1D1 (D2 + 4G2) 2 6abK  (D 2 + 4G2) +2aba.}  1(D2 + 2G2) a  —  G2}
— b (D, + 4G 1) 3 ((D, + 2G1) p  - iG 1)

a log a A— a' b (6K (D2 + 4G2 ) — 2a „) ((D2 +2G 2) a — G2)au
(H,02 [(D, + 2G1) U+ K t 7 13K (Dp + 4Gr ) + Dp(R + K )1

x {(D, + 2G,) (R + K) + 1G,}] .
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De même nous obtenons

(5.4)
1 {

3
10ga  —  a F.— 50+a -  b (D2+ 4G2) ( (D2+ 2G2) —  Ga au

b+6abK 3 10g)IF„— 5o + a b2 (D i + 4G1 )ay

X ( (D, + 2G,) — GO — ab(6K, —2a,)F= abC ,

C =a(D 2 + 4G,) 3 ((D.,+2G 2 )a—A G2 )

—b {D2 (D,+ 4G 1) 3 + 6abK(D, + 4G1 ) +2abl3.1
X {(D1+2G1)19

a  log b= A,— A— ab2 (6K(D,+ 4G 1 ) + 29.) (D,+ 2G 1 )P — G 1 )

(1112) 2 [ (A  +  2G2 ) U+ Kf 2 {3K (D1 + 4G,,) — Dp(R — K)}

x  { (4+2G 2 ) (R—  K) + G 1 1] .

6. Posons maintenant

W = {(4 2(R + K) —3K(R + K)) ( 4 2(R —  K) +3K (R—  K))

-  Kr K"' (Dp AR • D,D,R— D i ,D, K. D,D,K )

+2K r2 D D2 R  K2" D, D, U

+ {2K/P9 K," (Di ,D,,R • AR— D„D,K. D,K)

— (42 R — 3K=) R+ (J0K-3KR)Dt K}  U,'

+ 12K" K," — Di ,D,,R- D,K)

— (J2 R — 31C) K+ (kr K —  3KR) D' U,"

+ 2 (K1'7 D pD ,K  K f  A R —  D„ A K 2s'D,R)U,'

+ 2 (K," D„ Dq R A K ' D,R—Kf2D,, AK A Ki;' D,K)Ut"

+ {(42 R -3 K 2)D 1 K— (42 K -3 K R )  R }  A U2 f

+ 142 12-3K=)D 1 R— (J2 K-3KR) D, K1 A U2"

où
D 'F=H "D ,F , D,DiF ,

U,' = (D,+ 2G,) U+ 3K Kt ii (Di+ 4G ,) (Di  + 2G i ) R +
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+K,^iD i R• (D i +2G 1)K +  D i K . ((D,+2G i ) R +A G ; ),

U," I3K(D2+ 4G,)+  2 G 1 ) K

+D ,R • ((4+2G ; ) R+A G J ) +D,K . (D i +2G 1 ) K} ,

et désignons par V ce qu'on obtient en remplaçant U, U 2', U ,"  dans
W par 6K, 8D, K, — 2D,R respectivement.

a, P. 6K

Nous obtenons alors

—6abaK

D2 ' a
a r

D12 d 6K,,+

p„, +6ab PK
219„

2a„

A

= (111 2 ) 2 V,

a„,,-6ab a K D 2 19 B =  ( H 1 2 )  4
 W .

D; a +6abi3K C

Les équations
so„, 90, donnent

So= — (H12) 2

V

(5 -2 ) , (5 .3 ) , (5 .4 )  résolues par rapport

(D i + 2G ,) ( W
v )+ A K,P7 (D i ,+ 4G2,) ((D g + 2G,) (R + K ) +A G2 )

R + K [142(R —  K) +3K(R—  K)}
V

X  {UA (4K— R) —3K(U,' +Ui")}

—2Ks2 D D 2 (R— K) IUD2 (4K+ R) —3K (U —U,")}

— 2KlaKrDp(R— K) {D, (4K— R) ( U1 '— Ut")
— ( U2 '+ U 2 ") D,(4R — K)}],

(D2 + 2G2) (  ; 1-2 K ,r(D„+ 4G,)((D g + 2G2 ) (R—  K) + G 2 )

K -7 1 ?
+  K )  — 3 K ( R +  K ) }

X IUD 2 (4K+ R) — 3K(U2 ' — U2")
—2K2

8' + K ) IUD,(4K — R )-3K (U 1 ' +U,")}

—2K2" Kr D(R  + K ) ID 2 (4K+ R) (U,' +U,")

— (112 ' —112 ") D,(4K — R)}] .
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Les Hi ,  étant donnés, pour chacun du système des solutions
K w  du système des équations simultanées formées par les deux
dernières équations il existe une surface ayant comme forme fonda-
m entales ces 11,» Ces deux équations sont en relation que
l'une peut se déduire de l'autre par l'échangement entre 1, K, U";
2, — K , — U". Elles sont d'équations aux dérivées partielles du
cinquième ordre de Kii i . Nous pouvons écrire le système de ces
équations sous la forme qui rend clair son invariabilité, en addi-
tionant e t pu is, en  re tranchan t l'une  de  l'au tre  ces équations
multiliées respectivement par les components T 1 , '17 2  d'un vecteur
contrevariant.


