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Der Krullsche Durchschnittssatz lautet bekanntlich :

Es sei R éin Integrititsbereich mit Einheitselement, der der Maxi-
malbed;ngung geniigt. Dann ist der Durchschnitt na aller Potenzen
eines beliebigen Ideals a aus R stets gleich dem Nullzdeal wenn a
von R verschieden ist.

Wihlt man fir R an Stelle des Integritdtsbereichs mit der
Maximalbedingung irgendeinen Integritdtsbereich, in dem jedes
Ideal sich als Durchschnitt von endlich vielen schwachen Primiri-
dealen darstellen lisst, so gilt der Durchschnittssatz bestimmt nicht
mehr, wie durch das BReispiel, etwa des Stiemkeschen unendlichen
algebraischen Zahlkorpers,” gezeigt wird.

Um den Krullschen Satz in den obig besprochenen Integritéts-
bereichen zu verallgemeineren, erweist es sich aber als nitig, den
Durchschnitt na® durch einen neuen Begriff zu ersetzen, der aber

i
im Noetherschen Integritdtsbereich mit na‘ Gbereinzustimmen hat.
Es sei darum a, ein beliebiges Ideal, das gleichzeitig mit einem
gegebenen Ideal a auch zu demselben Halbprimideal gehért, d.h. jedes

Element von a, sei nilpotent in Bezug auf a und umgekehrt. Wenn
wir wie den Durchschnitt na‘ auch den Durchschnitt na, von

allen Idealen a,, welche mit a zu demselben Halbprimideal gehoren,
in Betracht ziehen, so sind im kommutativen Ring mit der Maximal-
bedingung die beiden Durchschnitten na und Na, identisch.

In erster Linie handelt es sich um die Elgenschaften des

1) N. Nakano, Idealtheorie im Stiemkeschen Kérper, Jour. of Sci. of Hiroshima
Univ. 18, No. 3. (1955), 271-287.
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Durchschnittes N a, in kommutativen Ringen ohne Einheitselement, in

denen jedes Ideacll sich als Durchschnitt von endlich vielen schwachen
Primiridealen darstellen ldsst, insbesondere um die Verallge-
meinerung von Zariskischen Satz® fiir Nna,. In §2 endlich wird

a
die Zusammenhang zwischen na, und na, im allgemeinen kom-
i 3
mutativen Ring gegeben.

1. Satze uber Na,
[

Den Untersuchungen liegt der kommutative Ring R ohne
Einheitselement stets zugrunde, in dem jedes Ideal sich als Durch-
schnitt von endlich vielen schwachen Primdiridealen darstellen
ldsst.?

Um als Hauptziel dieses Abschnittes zu der Verallgemeinerung
des Zariskischen Satzes zu gelangen, schicken wir einige Hilfssidtze
voraus.

Hilfssatz 1. Sind a und b zwei Ideale aus R und ist b, ein
beliebiges Ideal, das durch n (a,, b) teilbar ist, so wird

(ad,, b) = (0,, b).

Nach unserer Annahme fiir R besitzt (abd, b) eine kiirzeste
Darstellung (ab,, b)) =q,Ng.N . ... NQq, bei der g; ein zum Primideal
p; gehoriges schwaches Primdrideal darstellt. Wenn adp; ist, so
folgt aus ab, S g,

2,.Sqs .
Es sei nun aSp,. Da jedes Element aus p; nilpotent in Bezug
auf q, ist, muss jedes Element aus (a,, b) auch nilpotent in Bezug

auf @q;N(q,b) sein, und umgekehrt.. Aus der Definition von
N (a,, b) folgt danach n (a,, b) Sqs also

%<4q;.

2) O. Zariski, Generalized semi-local rings, Summa Brasiliensis Mathematicae
1 (1946), 169-195.
M. Yoshida and M. Sakuma, The intersection theorem on Noetherian rings,
Jour. of Sci. of Hiroshima Univ. 17 (1954), 317-320.
S. Mori, Uber die Gleichung (ag, b) =y mit einem unbekannten Ideale g,
Jour. of Sci. of Hiroshima Univ. 17 (1954), 303-309.
3) Zur Struktur dieser Ringe vgl. S. Mori, Uber kommutative Ringe mit der
Teilerkettenbedingung fiir Halbprimideale, Jour. of Sci. of Hiroshima Univ. 16 (1952),
247-260.
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Damit ist (b,, b) =q,Nng.N....Ng.= (abd, b) bewiesen.

Hilfssatz 2. Es sei q ein schwaches Primdrideal und von R
verschieden. Ist (a, q) =R, oder besitzt der Restklassenring R/q kein
Einheitselement, so ist N (a,, q) =q.

Nach Hilfssatz 1 ist
(a(d), 9) =), q)
fiir ein beliebiges Element d aus N (a,, q). Danach gilt es

@ da=d (q)

fur ein Element ¢ aus a. Ist p das zu q gehorige Primideal, so
kommen folgende verschiedene Fille in Betracht.

Ist R=p, so ist & nilpotent in Bezug auf g und daraus folgt
nach (1) deq

Ist R+#p und adyp, so folgt aus (1) d(ra—r)=0(q) fiur jedes
Element » von R. Waire dabei d¢g, so musste ra—rep sein, also
wirde @ Einheitselement von R/p. Daraus ergibe sich leicht der
Widerspruch, dass R/q auch Einheitselement besdsse, und zugleich
(a, ) =R wire. Also muss de¢q sein.

Ist endlich R#p, alp, so ist aep und nach d=da=da"(q)
erkennen wir daraus deq.

Hiermit ist unserer Hilfssatz bewiesen.

Hilfssatz 3. Es sei b=q,nq.N....NQq,#R eine kiirzeste Dar-
stellung durch die schwachen Primdrideale . aus R und es besitze
jeder der Restklassenringe R/q:s (=1, 2,...., m) Einheitselement
ei.. Dann hat auch der Restklassenving R/d Einheitselement e,.

Zum Beweise sei p, (1=1,2,....,m) das zu q; gehorige
Primideal. Dann muss jedes p; von R verschieden sein, da R/q;
Einheitselement besitzt.

Aus p, po,. ..., p,, widhlen wir p, p,,...., b, aus, so dass sie
paarweise unteilbar sind, und jedes der anderen Ideale .., Piss,- -
.., b, ein Teiler wenigstens eines von p,, p,,-.-., p; ist. Wenn e,
durch qo....q, ('£Il) teilbar, aber durch keines von gq,, qu.1,- - - .,
q. aus q,- ..., q, teilbar ist, so kénnen wir annehmen, dass e, durch
jedes der v, Pursr,. ..., b, unteilbar ist. Denn aus eep, folgt e’eq,
und e* ist Einheitselement von R/q,. Da p,....p paarweise
unteilbar sind, gibt es auch ein Element d, mit der Eigenschaft

(1) dleq1'qll+l' . 'ql’ dl¢p21 dl*pt}s' c ey d1¢pl/ .
Setzen wir jetzt e/ =e,+d,, so folgt aus e’=ke,(q,), (e, q,) =R und (1)
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2) e’=e’/ (1), (e, q)=R, e'¢p: (i=1,2,....,10).
Im allgeméinen k(")nnén wir deshalb annehmen, dass das Einheits-
element ¢; des Restklassenringes R/q: durch keines der q,, q- - - -,
q. teilbar ist. Daraus folgt Il(e. —e)—O(b) wo d=q,Ng.N.
Ngq, ist. Durch Umformung von ]I (e’—e;) konnen wir ee,....q

=e¢0,....e(d') setzen, und dabel ist e nach (2) ein durch o
unteilbares Element. Wegen ee.,....eép; (i=1,2,....,1) ergibtsich
daraus

r—er=0(q) (=1,2,....,1), also r—er=0(d’)

fir jedes Element » aus R. Damit ist ¢ das Einheitselement von
R/V.

Da d’ nach unserer Annahme durch jedes der p,.1, Preo,- -+ -, D
teilbar und ¥ 2d=q,Nq.N.... NN G N....Nq, ist, gilt (e—e)*ed
fur eine grosse ganze Zahl k. Aus (e'—e)*=e*—e**'r folgt

(3) elcEekﬂr(b), ekEeMrlc (b),

wo 7 ein Element aus R bedeutet. Setzen wir nun e,=e*7*, so
folgt daraus

e,=e’(d), efd.

Wire e ep; fur eines p; von p, h,,. ..., b, so wiirde nach (3) eep..
Da e aber Einheitselement von R/d und d'C), ist, ergidbe sich
damit der Widerspruch p;,=R. Damit muss egp; (i=1,....,m)
sein. - Da e,(re,—r)=0(d) fir jedes Element 7 aus R ist, erkennen
wir somit, dass e, Einheitselment vom Restklassenring R/b ist.
Jetzt wenden wir uns zum Beweis des folgenden Fundamental-
satzes, der eine Verallgemeinerung des Zariskischen Satzes ist:
Satz 1. Es seien a und b zwei Ideale aus R, und es sei b=
GqNGgN....Nq, eine kitrzeste Darstellung durch die schwachen
Primdrideale .. Wenn die Primdrideale q,.1, Qisoy----, Gn QUS
G=1,....,1+1,....n) und nur sie jfolgende beide FEigenschaften
haben :
1 R/q; G=I1+1,1+2,...., n) besitzt Einheilselement;
2 (a,q)=R gilt firr q, G=1+1,1+2,....,n),
so ergibt sich

Nn(a, b)=qNgN....Nq.

Es sei ¥=@;;1N Q2N ....Nq, Dann hat nach Hilfssatz 3 der
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Restklassenring R/’ Einheitselement ¢, und daraus folgt (¢, ') =R
Aus (a,q) =R @G=Il+1,...., n) ergibt sich danach

e€=a;+q, (i=l+1,....,n), wobei a;ea, g¢.q, ist.
Da das Produkt II (a,+q) ein Elemenf aus (a, D) ist, muss (¢, D)

C (a,d), und folgllch (0, ) =R sein. Damit konnen wir anneh-
men, dass Einheitselement ¢’ von i/’ ein Element aus a ist. Setzen
wir nun

»=q,NnqN....Nq,
so ist b=d' Nd” und fir jedes Element d”’ aus d” gilt danach
ed'=d" V'), e’=e ().
Da nach d”¢d” selbstverstiandlich e'd”—d'’ed” ist, so folgt daraus
dd’'—d'eb.

Da wir ¢ als ein Element aus a annehmen konnen, erhalten
wir danach v’C n (a,, b).

Andererseits aergibt sich nach Hilfssatz 2 n (aq, q) =q; (=1,
2,....,0), und daher folgt n (a4 0) Eq.. Damxt muss n (a., 0) S

qaN....Ng=>" sein, und unserer Satz ist in vollem Umfange
bewiesen.

Aus Satz 1 ergibt sich sofort:

Hilfssatz 4. Sind P, Y. ..., b, die allen zu a gehorigen
minimalen Primideale, so gill

N (e 0) = N {1 (P, )}
Sur beliebiges Ideal b. Dabei bedeutet v, ein Ideal, dessen zugehériges
Halbprimideal b, ist.
Der Beweis wird mit Hilfe des Satzes 1 leicht gefiihrt. Im

folgenden wird er aber am verallgemeinerten Krullschen Satz
(Hilfssatz 1) durchgefihrt.

Aus Hilfssatz 1 erkennen wir sofort, dass n (a,, b) die grisste

Menge aller Elemente x mit der Eigenschaft (a(x), b) =((x), ) ist.
In gleicher Weise ist n(p,,, b) auch die grosste Menge aller

Elemente x mit der Flgen‘;chaﬁ (p:(x), b)) =((x), b). Setzen wir
nun d= n {n (Piey D)}, so folgt wegen Hilfssatzes 1

(hd, 0)=(,0) (¢=1,2,....,m).
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Aus p,. ..., Eprn....Nnp,=Nh ergibt sich danach (dh, b) = (b, b).
Setzen wir wieder » = n (f,, b), so muss nach Hilfssatz 1 d'2d sein.
Da 1 aber das zu a gehorige Halbprimideal ist, e1gibt sich daher d' =
n (a4, b) und folglich ist n (g, b) 2D.

Andererseits ist aber nach der Definition von n (a,, b)

n(piay b)g:n(aus ) (2—19 2:"") )

Es gilt damit 2 N (a,, b).

Damit bekommen wir unseren Hilfssatz.

Auf Grund dieses Hilfssatzes ldsst sich auf folgenden Satz
schliessen :

Satz 2. Setzen wir d=anc, b=ac fir zwei Ideale a und ¢ aus
R, so gellen die Relationen

N (0, b) ={N(as, D} N {N (e, D}, N (b, b) =N (05, D).

Wenn wir Py, - -, Paw DZW. Per,- ..o, P als die minimalen
zugehorigen Primideale von a bzw. ¢ bezeichen, so folgt aus
Hilfssatz 4

0 @0 =00 Gaws O}, 0 =010 (e 0},

Ist andererseits ), bzw. f), das zugehdrige Halbprimideal von
a bzw. ¢, so ist h=h,nh, das zu d gehorige Halbprimideal, und
daraus folgt N (§,, b) =N (b, b). Nach Hilfssatz 4 ergibt sich damit

N (s, b) = N (ha, 0) = N ((H0), b)

= ?\ {Q (1‘a[ay b)} 0[561{ Q (pw‘m b)}]: { ? (aa’ b)} Q {n (cﬂ’ b) }

Endlich ist jedes Element von [ nilpotent in Bezug auf b=ac.
Ist umgekehrt ein Element 7 nilpotent in Bezug auf b, so gehort 7
zu h, und zugleich zu §,. Damit ist § auch das zu v gehorige
Halbprimideal und folglich ergibt sich N (d,, b) = N (v,, b).

Es moge schliesslich noch auf ein anéeres Probfem hingewiesen
werden :

Gilt es n (aq, b) = {n (aq, B} N {n (aq, 0,)}, wenn b=0b,Nb,ist?

Um dles zZu beantworten bewelsen wir zundchst den folgenden

Hilfssatz 5. s sei p ein Primideal und b=0,nb,, dann gilt
n (pa, b) —{ﬂ (e, D)} N {ﬂ (Das 02)}.

Zum Bewelse setzen wir b= n (ps, b), D= na(;wa, 0,), b=
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N (ps, b)) und ®=0,nDd, Dann wird >Ed. Es seien auch b,=q,, N

~N Gy, De=QquN....NQ.m, die kirzesten Darstellungen durch
schwache Primadrideale, aus welchen nur q,. ..., Qu, Qon- - - -5 Qar,
nicht die beiden Eigenschaften haben

1 R/q hat Einheitselement ;

2 (p,q)=%
Dann ergeben sich aus Satz 1 folgende Relationen

VEDL=quN ... N, YVEDR=quN. ... NQu,.

Wenn q,; und q,; zu demselben Primideal gehoren, und wenn eines
von ihnen den obig genannten Eigenschaften gentgt, so hat q,.nq,;
auch dieselben Eigenschaften. Danach erhalten wir durch Verk-
niipfung von Satz 1 und Formel b=b,Nb,=q,,N....Nq, NqGyN
NG,

22d, Nnbdb,=b". Also ist p=b".

Aus den Hilfssitzen 4 und 5 folgt leicht der folgende
Satz 3. Sind a und b zwei Ideale aus R und ist b=0b,nb,, so
gilt 0 (a,, ) =10 (a, 0)§Nin(a, by .

Wenn ..., p.diezua gehorxgen mlmmalen Primideale sind,
so wird wegen Hilfssatzes 4 n (a,, b) = n § 0 (bro, D) 4.
a i=1 @
Nach Hilfssatz 5 ist aber

N (Pray b) =1 n i D400 (Pig, 0) | (=1, 2,...., m).
Daraus folgt
N (20 )= 0110 (i 5010 (i, ) 1]

=[010 (a6 {10[A 0 (i 01
=10, b)§Nin (as by)J.

2. Zusammenhang zwischen N (a’, b) und N (a,, b)
1 a

Satz 4. Es sei R, ein kommutativer Ring mit keiner Bedingung.
In R, gilt dann und nur dann

N (a', b) = N (a,, b)

Jir jedes Ideal a und b, wenn fiir das zu abgeho’n‘ge Halbprimideal
b stets 0 (', b) = N (a4, b) ist.
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Nehmen wir N (a%, b) = N (ag, b) fir jedes Ideal a und b an, so
folgt n(b,b)—n(l)a b). ﬂa ) aber das zu a gehorige Halb-
prnmdeal ist, erhalten wir n(ba, b)~n(a,, ). Daraus folgt als
notwendinge Bedingung n ([) ,0) = n (aa, D).

Umgekehrt sei n (%, b)— n (ag, b) fur jedes Ideal a und b, wo

h das zu a g«.horlge Halbprlmldeal ist. Aus [H=2a folgt zundchst
n (H5, D)2 n (a%, b), und daraus ergibt sich n (0q,-b) 2 n (a’, b).

Nach der Struktu1 von n (aq, b) gilt aber n (0., D) n (a’, b).
Danach erhalten w1r n (Qq, b) =n(a’, b).

Wenn R, einer Endhchkeltsbedmgung genugt, so kann Sat7 4
noch folgendermas_sen verschérft werden :

Satz 5 Es sei R ein kommutativer Ring ohne Einheilselement,
in dem jedes Ideal sich als Durchschnitt von endlich vielen schwachen
Primaridealen darstellen ldsst. Dafiir, dass fir jedes Ideale a und
b aus R stels c\ (a*, b) = n (aq, b) sei, ist notwendig und hinveichend,
dass fiir beliebiges Primideal p und beliebiges schwaches Primdrideal
q' (=ER) N W q') =q'=ER ist oder n W', ) =R und R/q Einheits-
element besitzt.

Die angegebene Bedingung ist notwendig. Denn, nach Hilfs-
satz 2 ist D(pa, q')=q'=R, order R/q’ hat Einheitselement. Im

zweiten Falle ist ersichtlich nach Hilfssatz 2, dass N (p,, q) =7/,
oder N (b, ¢)=(p, ) =R ist. Aus unserer Annahmé folgt damit
r‘w v :1’) =q’, oder C\(p‘, ¢) =R und R/q’ hat Einheitselement.

Das Geniigen folgt auch auf folgende Weise. Da in R N (3.,q")
=q'=FR ist, oder N (p,, q') =R und R/q’ Einheitselement hgt, folgt
aus unserer Annat;me

N (pe, ') =N (p', ¢) =q’, oder
N (Ps, 0) =N (p", ') =R und R/q’ hat Einheitselement.
Sind a und b zwei Ideale aus R, und sind p,,...., p, die zu
a gehorigen minimalen Primideale, und ist 0=q,n....Ng. eine

kurzeste Darstellung durch schwache Primirideale, so gilt nach
Hilfssatz 4 und Satz 3

M 0@ =080 0 {=0[01px ) (]
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und daraus folgt Q(Ga, b) =j§[}:rj‘§ n % a0t
Setzen wir nun d=q,Ng.N....Ngq, so gilt es
@ NG, D=0 G a)inin) e in....0in ) q)i, oder
NG =tnk,ain....nin®;ai=R
wobei R/d Einheitselement hat.

Um dies zu beweisen, werden wir drei Fille unterscheiden.
1. Es seien n (v, q) =q,+R und n (b3, 92) =q.=FR.
Setzen wir b= q,nqg, so folgt

=0 pj a) 2 .0 »5, 0), q.= N (pj, a2 2 LN (b5, D),
und wir haben daher nach Satz 3

N (f DEIN (pj a) I NN () a2
=10 (s 4§01 0 (hyr 92) §= 0 (Psey D)

Andererseits ist aber n b/, D)2 LN (Pje, D). Damit ist

NGy, D =105 a)in {0 (s 6§ =0 (bge D)FR.
Es sei wieder n v/, 4)=FR und d'=dnNgq,. Dann ist
N (s MNENGL D=0 (b D), 0 (), D) E N (B 0 =0 (b 1)
Daraus folgt nach Satz 3

0 (s M) S40 (s, D)1 010 (Piey 02) §= 0 (e D).

Da n v/, )2 n Pjsr D) ist, erhalten wir danach n(p/, d)=
1
n (pju, ). Also ist
NG, ) =10k a)inin®, a)inin k) ai.
2. Esseien n v, q)=....= n W/, ) =Rund R/q,,...., R/q
besdssen Einheitselement. Dann ist nach Hilfssatz 3
NGLD=100sa)in....nin G, wi=R
und R d hat Einheitselement.
3. Es seien n(p/, q,)=qFR, und r{w(p,", g) =R, wo R/q.
Einheitselement hat. Setzen wir d=gq,Nq,, so ist nach Satz 1

Q(D;a, D) ZQ(P;M q1) =Q1=?(D:’, a,).
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Daraus folgt n(p/, ) C N(p), q,) =N(psu, D). Andererseits ist aber
i i 3
N(pj, ) 2N (P, d). Damit ist N(p;, b) =N(ps, ), und folglich
Q(p,‘, 0) =1n(p;, 0)ININ(ps, 4}
Es sei wieder N(pj, q.) =R und R/q, habe Einheitselement. Setzen
wir d=>dnq,; so wird nach Satz 3 N(p,, D) =n(p;, D). Daraus
folgt N(pj, ¥) E N(py/, d) =0 ) =N (P ). Da aber riw(p,‘, o)
2 N(ps, D) ist, erhalten wir
NG, V) =00 1), 0p;, D) = {0(ps, adtNinGS, et NNy, )t
Nach den Formeln (1) und (2) erhalten wir
&) Na, D)=niG/, b}
Da nach (2) n(pf, b) =n(ps, b) ist, ergibt sich durch Hilfssatz 4
i a

A0S B} =D {00 D) =0 {(iN-- AP, bl

Aber ist n{(pin... Np)L B E N, b) (j=1,2,....,m). Damit
erhalten wir

n{pin. .. NP, b}g_Q(p,n. e NP a b).
Da aber ?{(p,n. T L | ] Q{(p,n. ...NP,), b} ist, folgt daraus
?{(1‘:”- NP5 0F=0{(iN. .. .0p,) g, b
Aus (3) ergibt sich damit
@ 00 =000k B} =0{(un-...0p.), b
=?{(p,n....np,,,)‘, b} .
Da aber aCp;n....Nnyp, ist, folgt leicht

(5) . N, D En{(®N....Nnp,)"% b}.
Es ist auch ersichtlich, dass
(6) Nn(a’, b) 2 N(a,, b)

ist. Aus (4), (5) und (6) folgt leicht
Nn(a’, b) =N (aq, b).
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