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Preéliminaire

1. Particularisation du repére mobile.

L’objet de cet article est de généraliser la notion de la forme
de Darboux d’une hypersurface pour une variété différentiable.

Envisasaeons (#+2)? 1-formes ol=aldw’ (a, 3=0,1,---, n+1;
j:1-mn) telles que chacun des systémes wi (L=1,---, n+1), %' (A
=0, 1,---, n) contienne » formes indépendantes. Nous pouvons
associer a une courbe quelconque C dans l'espace R" décrit par
le point arithmétique (#',---, #*) un repere mobile [A, A,,-, A..1]
défini par

dA,=ovlA; (@=0,1,-,n+1;3:0>n+1; A, =A)

dans un espace projectif §**', le systéeme ) étant nomme ainsi la
connexion projective majorante.

Deux connexions o}, @, sont regardées équivalentes, lorsqu’elles
font correspondre a une courbe C dans R* le méme développement
I’ (lieu du point A), c’est-a-dire,

'=pA, A\ =75As (L=1,, n+1;a:0->n+1).

En remplacant la connexion donnée «f par une connexion qui
lui est équivalente, nous pouvons faire d’abord

(11) "’n‘l:O, oy ' =0.

Chacun des systemes o) (i=1,---,n), o} (=1, ---,n) se fait alors
ceun de »n formes linéarement indépemdantes. Ecrivons

c s
wi=0'=didw’, =170,
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Nous avons
|@l 0, I'i=0d3, |I's"'|%=0.

Aprés la transformation

A=A, Al=A;, Aui=cA.. (c=VEET,
il vient
1-2) |5t =¢ (E=+1),

les valeus de o, wp*' étant conserveées.
Désignons par (b)), (I’*) les matrices inverses de (@), (%"
respectivement de sorte que nous avons

abl=alb;=1"7"1"=1I}"1""=0]
(iy j:l, Ty n)*

Concernant les étendues des indices nous ferons, d’ores et déja,
la convention suivante :

a, B, 7, A poy, oo, 7, p=01, -, n+1,
a, b, c, h i j, kI, ms t=1, -, n,
A, B, C=0, ---, n,
H I]J K L M=1, -, n+1.

Apreés la transformation

’:A”A» A'l?,:f’ (TIA+A1)! ’:L+1:|“(:kAk+A1L~' I)v

ou
7= -1 (K 1-n+1), p:eg“T""’t,
n+1
= — () %,
il vient
1-3) wj=0 @:1-n), witi=0.

les équations (1-1), (1-2) étant conservées. La connexion ainsi
particularisée sera dite canonique.

2. Transformatson de la connexion canonique
Puisque

ara, - u) =2Law=2Lpar,

u.-:
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nous écrirons

Bf_dfy or_df,

o dw W @
Lorsqu’on fait le changement
w'=Plw*,
il vient

s

of _3fg. 3 _3fp
o @ W W’

(P;QI=PiQ;=0).

La transformation la plus générale amenant une connexion
o} A une autre qui lui est équivalente, en conservant les valeurs
de o), wi*', |2, ©i(@@:1—>n), o!l], est définie par

Ai=Qi A,
C’est-a-dire,
2-1) Qi)' = QLo +dQ;+Qid log v,
ou
[ Pi=0i, Py=a;"'w, w={ TP

@.2)  Pr=-218" " pt _pipipa
/ I0)
l
\ PIQi=PiQi=7,,
a savoir,

| 1
[ @g=an, Qr=mnl
vy

(23) ‘ Q"}:?_I_Og”, leq:Qlk l)[i[uh:__ipﬂ[bsk
' o w o ’

1
\ Pl A+ PEQAwQ., =0.
Dérivons extérieurement I'équation (2-1). Il vient
(2-4) o =PiQ50; ,
ou

(2-5) o= é RS0 N o= — (dof+ o} A o)),
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3. Lignes asymptotiques et lignes de Darcoux.
D’aprés (2-1) et (2-3) nous avons
['I;f.’j+I:ny§ 7 *n+l

JLim

ce qui nous montre que I'équation
L 1
. Canyd — = '.n_+| . "+l
Hw'w=0 (H,, 5 5+ 1 ))

est une équation invariante. Celle-ci définit les lignes asymptotiques
[1].

Posons ensuite

a g s
diH ;= f){ﬂ —I'tHy—5H,;

Hﬁjk :% (Ji jk+"jHik + JkHij) .

Draprés (2-1), (2-2), (2-3) il vient
Hi;'k = VVQé ;’Q;: (Hlms - }‘IHms - /“mHls - ;‘.\'Hlm) ’

ou

W'

. __2(dlogv_dlogv,., )
"= ?T( w' ! I") )

En supposant maintenant que det.|H,,| >0, et en désignant
par (H”) la matrice inverse de (H,;), posons

1
Hj = m .,;ijjk 5

K=H,,—HH;—HH,—HH,;.
Il vient alors
K/ =K, H*"=0,
et
Ky =»QiQ7 QKo
ce qui nous montre que l’équation
K o' e*=0

est une équation invariante. Celle-ci définit les lignes de Darboux

[1].
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4. Connexion noramle

En conservant les lignes asymptotiques et celles de Darboux
ainsi que la particularisation de la connexion mentionnée au n°l,
nous pouvons faire

4-1) R};=0, R:%;=0
(a, 8=0, -+, n+1;14, j=1, -, n).
Pour cela il faut et il suffit de prendre comme connexion nouvelle
I'k=0}, o''=Hyw, w)ii=0,
.

@2 0 J;-:mﬁ-—g ko= Mo
\(ufm =N},
ou
_ 1 20 0 _ 1 k &
Mij———z—( “"l'—l ), N,-j-—'E(P;”Iiji+Plz{-linj))

ng=1 H* (BHJ* +2H.. _9H,

W' o’ W'

_sza;e '_Hjlaéc _-H.\'za’f'j) ’

do" = — ?a}f; ' A o’

=dar A du =da’ NV = —ardb A o

0 ob;
=—1a"( b" b)m YO
o' w’
a savoir,
abs a am a m
a,J—af,”( L )bﬁb; .
o' w’ of o'

Cela étant fait nous avons d’aprés (2-1)
o} =P} (QTw} +dQ?)
_— Ql(”,!) + P i)Q 0("< + P UQIJ(U‘ + Rn . é(”;n‘—l Q)‘dPAO

= QM= PoP+ P21~ L KL)+ Pl Ho =22 ) o

w

m

")u*l —PA (QI/ + I“)T+dQu+1
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—P (Qn+1wn+Qn H(U;:'*' 1 l’l,H.]—“d OHM))
+Pa¢Pb0Hab(_7];J_P’0Hlk(U;‘l+l _*_d(%))
=L p{(-Pr+PePE oo — PoE (117, L LKs)or
—H"dP!+P,(H"lI 5+ H*Il,,—H"P," o |

___p,, {Ni—H“PIP+ P (113,1+ Ks,)

_Hza BR +OZ (PSOROH”__R?H) }wm

w
d’ou
Mri—N' =2 (M:—~N;+n 2P}, ,— P*PPH"))
vy

ce qui nous montre que nous pouvons particulariser la connexion
de maniere a avoir

(4-3) M;—Ni=0.
Pour la transformation conservant cette équation nous avons
(4-4) Pl.= PPH"=w@,, .

La connexion characterisée par (4-2) et (4-3) sera dite
normale.

5. Connexion induite d’une forme quadrique.
D’aprés (2-4) et (4-2) nous avonsS maintenant
/ Rlnl; +Rz Ifj"_ Klnl1l]+Kl njli
\ _HII(Mm] N j) va'(Mlj'—N[j)
G- +H (M= N, +H,) (M =N,

(

‘\ R/m«ij - leij = 2T[nn'j + *% (Kl;Kujs - Kl;Kmi.\‘)
+H1i (Mmj +M,Lj) _}Lm) (Mlj+Nlj)
—Hlj (Mm' +Nmi) +H7nj (M11+NH) ’



Sur la forme de Darboux relative une variété différentiable 209

en posant

0K,
Klmt/j =t ”lecml [[w‘:jK—Isi - ]7¢;Klms ’
104

A1) + 1150’ N o' = ——lT, O
leij:Hmka ijs Tlmv;szkaﬁzj .
En particuier, si l'on fait K,,=0, M;;=N,;, il vient

11 :l\ 1 al
R l.’z: S, M*'*Rffst - t-i: e q\[ + 2 Ml, y
2m—-1) “2m—1) (n=2)

V'TL’?I 'l_—Q,[ n+1,1
Or, grace a (4-1) nous avons
lIJ P,LQIQ Qb \lah ’
3 1 L
l llc - Ql Qi’le[ut ’ {-:',CL :71; R(--lul

Nous voyons ainsi que, si #> 2,

1,y=- (T, wts (-gvl—) T,

se transforme de la méme maniére que M,
Nous avons donc une connexion normale 7% en posant

( 0 7 1

7T0' = 0) 7[:, == (’)l T(:+ Oy
m4l j w1

; —-—Ht,‘j('ﬂ, T, +1 Y,
0 . . 3 s

T, = I/.,7j(l)’, k= II‘,-‘I;»lu],

=0, 7k =1}’ ([IE=H"Il;).

Nous l'appellerons la connexion induite de la forme H;o'e’.

Variété différentiable a connexion projective majorante.

6. Considérons, dans un espace projectif a #+1 dimensions $**',
une homographique réguliére

(D) : pEe=ppé¢* (@=0,1,--,n+1; 3:0->n+1)
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laissant invariant un point O et un hyperplan o qui y passe. Nous
avons pour cette transformation

6-1) pE=0 (K=1, -, n+1), p"'=0 (A=0,1, -, n),
pilplipiti#
en prenant O comme point (1,0, .-, 0) et o comme hyperplan
(0) Tty 0’ 1)'

Nous ferons
=1, prii=n* (=" |pi]).

Il est fascile de voir que I'ensemble de telles homographiques
forme un groupe que nous désignerons par @ Soit M une variété
différentiable 4 » dimensions qui est un espace de Hausdorff et
qui posséde une base dénombrable. Elle admet un champ de
tenseur différentiable covariant du second ordre. Celui-ci s’exprime
par

a;(u (%), -, u'(x))du'Qdw’ (x€U,, |a;] >0)

rapporté au systéeme des coordonnées locales #'(i=1, -+, ) en
voisinage U, du point meM. Posons

PR

de sorte que nous avons |H,;|=1. Lorsque x¢U, nU,, (m, m'eM)
nous avons

H/;=»QiQ;H,,

ou

i 39,'5
Q;Za_‘a pi=2% TP
ou’
En définissant P} (a, 3=0,1, -, n+1) par (2-2), (4-4) nous
obtenons une homographique (P;}) appartenant a @ et, par suite,
une application continue

gm.'ml : Um n U’m' ad ?-

Soit B(M, @) un espace fibré principal construit au moyen
de cette application (6] p. 14).
7. Nous pouvons prendre #'(i=1, ---, n), px(A=0,1, -, n; K
=1, ---, n+1) comme coordonnées locales du point beB. Désignons
par T'(b) l'espace de vecteurs tangents a b, et par T*(b) celui de
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covecteurs tangents. La matrice (pf) peut étre regardée aussi
comme représentation d'un repére formé par les #+2 points
9, -, pot"y (a=0,1, -, n+1) : le point O, n points sur I'hyper-
plan o, un point hors de cet hyperplan. La transformation d'un
tel repére a un autre est définie par

pr=cipt ((¢t)eD)

Cette transformation induit une translation a droite £ dans la
fibre sur un point x (xeM) ainsi qu'une homeomorphisme I*:
T*(Zb))>T*(b). La projection =: B—>M dans la structure
de 'espace fibré B(M, Zb) induit une application linéaire =*: T* (x)
—T*(b). Envisageons un sous-espace g(b) C T*(b) tel que g(b)
Nna*(x) =¢. Un tel sous-espace est déterminé par les (n+1)*
covecteurs tangents de la forme

kx=dpr+ex (A=0, -, n; K=1, -, n+1)
(¢7: combinaisons linéaires de du’).
Puisque dpi=0, nous avons
Trd =cit+ o' —cket (L:1-n+1).

La condition pour que g(b) soit conservé pendant la transla-
tion a droite s’écrit donc

PR=Cx¢h
Il en résulte
g% o5 =qkei
ce qui nous montre que gx¢i ne dépend que de #’. Il en est de
mémr pour
Lo, =L gigi=saw .
n n
Posons maintenant
OR=qR¢ 1 — 0RAdn’,
(7-D w'=—idw, /=0, =0, o=4dw,
R =gidpi+ o —didlog.

Nous avons alots
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A _ 1 NA 48,8
Kx=qkeimn— n—quffcsfg(b) ,

B=—Loguieghy, m=Larguieg(d).
n n

Nous allons maintenant chercher la condition pour que I'espace
g(b) soit déterminé indépendamment du choix des coordonées
locals #’. En efféctuant la transformation

Pi=Prpi, qr=0q;
dans
th=grpiki=qk (dpi+pinl) —iid log =,
nous obtenons
=i+ qkp's {0 — P (Qhol +dQr) —did log v} .

La condition cherchée s’écrit donc

(7-2) o'y =P} (QLw}+dQY) +didlogy,
en particulier,
(7-3) o' =o+dlogy, oii=i—dlogv.

8. Maintenant, en utilisant la connexion =} induite de H,du'dw’,
posons

ah=205—m  oi=1I Ldu’
de sorte qu’on ait
@'¢=P} (Qiw; +dQ%) +didlog,
w'=dah=—du’, (300222 @, aptt=0,
af=(-=2I" + 11 ")w’ apt! —H,:j!TJj,
~n+1 _

Wil = —22a.

Cest-a-dire qu’on a ainsi une connexion projective majorante.
En la ramenant ensuite a une connexion canonique au moyen
de la transformation

A=A, A/'=A+24A,
w1 =Awui + 228 A+ 280,A - (F=H"A),

on a
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(7}'”- :(Bf, H:J :H,-j
Plf=—2rkt+I1E—2#H,+ 22"

et, par suite,

2= =2+ @ra—11i+2Hu—200) H,
+ @ry—113+24Hyu—22,0,)H,
=_2< ,,,,, r;:H,—I';H,)=—24,H,;.

Ainsi les K’;; relatifs la connesxion @;' sont définis par
= % (4 Hy+ 4H, +4,H,),
iw=Hi,—HH,—HH,—H,H,;

(Hi= h’sz:‘)‘

Autrement dit, il existe un champ de tenseur différentiable
covariant du trioisiteme ordre qui s’exprime par

bf,-zdu"’®du’®du‘ <b'jl='_é’c ';jl’ x:{yl(l,,I )

rapporté au systéme des coordonnées locales #’ en U.,,.
9. Réciproquement, si l'on se donne une connexion canonique

~/3

w, 0ou
&'=d')=—du', &t'=H, yod

ainsi que les quantités 4 qui se transforment d’aprés

(91) QI(} _alOg

on peut en déduire les o} qui sont assujéttis a la condition (7-1)
et qui se transforme d’aprés (7-2), car alors l'équation (7-3) est
vérifiée

Nous allons maintenant nous occuper du cas ou &' est une
connexion normale. Supposons qu'on se donne un champ de
tenseur différentiable symmeétrique b;;,du’ @ du’ Q du' ainsi que
ay,du’ @ dw’. Nous pouvons former un tel champ, par exemple,
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en prenant un champ de tenseur différentiable symmétrique
b, du' X du’ et en posant

b{j[:’%(b(j;l'{—bjl;i-*'bﬂu)'

On désigne par ;7 la différentiation absolue ou a;du'du’ est prise
comme forme fondamentale. Nous pouvons d’ailleurs supposer
que les équations '

(lﬂ.b‘j};—:o (i=1, . n)
soient vérifiées en remplacant b;; par

b:ﬁjl = b{jl - ﬂqbz - ailbj - ajlbi

<b¢ = nv_l*_zﬂjkbua ,

ou (@) est la matrice inverse de (a;).
En posant
_ Zb;,ﬂ

K

Ki'I:

et en faisant

— - —;:Kj O 11— 2 H,,+ 240%,
i = 19log«
~1dlogk
2 du

de sorte que I'équation (9-1) soit vérifiée, nous obtenons
. ey 1 ;,._ie\kalog;c
©-2 o=y
ou {f;} est le symbole de Christoffel relatif la forme a;;du‘dw’.
10. Si l'on pose
dul+ o A= Ridu'/

il vient d’aprés (7-1)

ark ary . .
= au’;—a—z;}JrPiiPs'j—Pul’!E .

Portons-y (9-2), Nous obtenons
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b= A — ,+%b,;z,., +%b;ibf,. —%b;jb;-

C’est-a-dire,
leij + leij = bhni;j - blmji iy

leij - lei’.j = 2 {lmij} + % (bz'ibmjs - b;jbm{s)

(R tmij = a,+R lkij) .

Ces équations sont équivalentes a (5-1).

Nous avons étudi¢, dans des mémoires précédents ([2], [3],
(4], [5]), les significations géométriques de I'équation R,.;
+R,.;;=0 consernant un espace a connexion projective majorante
ainsi que les propriétés de lignes de Darboux des espaces assujéttis
a cette condition.

Lorsque R,m,-j—Rm,,-,jzo, il vient

_1 {hmj} du' A dw = lb,,du A by udit?

t

et, par suite, si n=2p

Qlllz JANERAN "J/n du VAREEAN du" .

2p— l"';: 27, 1 ll Ay

ou

[l...l”: ..........................

=y s
blln blgn.v, " blo,,n\s

log—1n i

Suppoons que #=2p et que la variété M est compacte. Nous
avons alors d’aprés la formule de Gauss-Bonnet [7]

j&(l)"zl»-»h.d“‘ A Ndut=2"plary

ou y est I'invariant de Euler-Poincaré,
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