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Préliminaire

1. Particularisation du repère mobile.
L'objet de cet article est de généraliser la notion de la forme

de Darboux d'une hypersurface pour une variété différentiable.
Envisasaeons (n +2) 2 1-formes 04= ce, i d w i  (a , 9=0, 1 ,• • , n+1;

j  : 1 n )  telles que chacun des systèmes 01/J (L =1,• • • , n +1) , ( 4 + 1 (A
=0, 1, • , n )  contienne n  formes indépendantes. Nous pouvons
associer d une courbe quelconque C  dans l'espace R "  décrit par
le point arithmétique (u',..., u " )  un repère mobile I A, A„• • • , A„,11
défini par

d A .„-=o4 A 2 (tY =0, 1, • • • , n+1  ; :  0-->n+1  A 0 -=  A)
dans un espace projectif S " ,  le systeeme (0', étant nommé ainsi la
connexion projective majorante.

Deux connexions (0:, (o c,''' sont regardées équivalentes, lorsqu'elles
font correspondre à  une courbe C  dans R "  le même développement
I" (lieu du point A) ,  c'est-à-dire,

A '= A ==;-.A c c (L=1,• • • , n+1 :  0-->n +1).

En remplaçant la connexion donnée 0):, par une connexion qui
lui est équivalente, nous pouvons faire d'abord

(1.1) w u" =0, '  -= 0.
Chacun des systèmes (,), (i=1, • • • , n) , ' (i=1, • • • , n) se fait alors
ceun de n  formes linéarement indépemdantes. Ecrivons

(0,;-= (0' d i duj , 0 4 - =
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Nous avons

P o ;= ,
Après la transformation

A  = A , A„' = A„, it+1= En+11)
il vient

(1.2) Iri+11=6  ( 6 = --E1),

les valeus de (0„°, (or' étant conservées.
Désignons par (b ) ,  (P f i )  les matrices inverses de (a ),

respectivement de sorte que nous avons

a — (e = r7 11-'= 1 r l 'is -= 8 ;

(i, j=1, • • • ,n).
Concernant les étendues des indices nous ferons, d'ores et déjà,

la convention suivante :
a , p, ;-, ), r, f l =  0, 1, •••, n+1,

a, b, c, h , i, j ,  k, 1, n i, s, t=-1, •••, n,

A , B, C=0, •••, n,

H, I, J, K, L, M=1, • • • , n+1.

Après la transformation

A ' = („A, 21 1'=p (r i A+ A„), A'.+1=,0(7 1̀ Ak+
où

1— — 
 n - F 1

11
)
(K : 1 n + 1 ),,  p  e e r  ,

rk = —  (fZIY +7,)1"'k ,
il vient

(1-3) 0 1 = 0  (i : 1 n), (oLF.1=0.

les équations (1 .1 ), (1 .2 ) étant conservées. La connexion ainsi
particularisée sera dite canonique.
2. Transformatson de la connexion canonique

Puisque

df(u', •••, u")— a fau" 34 ' '
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nous écrirons

— a f b !  af a '
(I ) a i e ' (os

Lorsqu'on fait le changement

,

il vient
a f  _ af Q .; a f _ a f p ,
(0 " ( O S O P  '7

(P tQ = P Q = ).
La transformation la plus générale amenant une connexion

04 à  une autre qui lui est équivalente, en conservant les valeurs
de 4 ,  4+ 1, n )  ,  on% est définie par

Na=vQ:11;,,
c'est-à-dire,

(2.1) = Q104+ d(k + ( a  log 1.),

où

( vp—rFpi-172

(2.2) PP = — alog   , P,+1=13
,
/
, ` ,P,̀,Tab

,

(

\\11Q ; =P,:3C21=(-3 ',: ,
savoir,

( tv t, +1 1
, c  (I ,

n
LI)

(2 .3 )  '1a  l o g - _  1

+ + 14, V  o.
Dérivons extérieurement l'équation (2.1) . Il vient

(2.4) ,

où

(2.5) :, /\  (0 J  —  ( do: + 04 / (i ) ) .
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3 .  Lignes asymptotiques et lignes de Ehurcoux.

D 'après (2-1) e t  (2-3) nous avons

i »
ce qui nous montre que l'équation

(H i,= 1
2  (r4+ 1-1-/',7+1) )

est une équation invariante. Celle-ci définit les lignes asymptotiques
[1].

Posons ensuite

&H..
ki I P

(0

111 = iH i k + k •

D 'après (2.1) , (2.2) , (2.3) il vient

11;jk= q,Q;"(21 (I I —  2 111 „,, — À„,.1 —  ) ',11 1,J ,

où

). = 2 ( a loga  logv ,
3 \  a a

En supposant m aintenant que det.111,„1 0, et en désignant
par (H a)  la  m atrice  inverse  de (HO, posons

H ,= 1
n + 2

1-LikIP

Ifijk FlifIjk

Il vient alors

K i '  = Iç,Il si =0
et

Kijk = " Q Q 7 Q 1 K .

ce qui nous montre que l'équation

K e foWw 4 =0

est une équation invariante. Celle-ci définit les lignes de Darboux
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4. Connexion noramle

En conservant les lignes asymptotiques et celles de Darboux
ainsi que la particularisation de la connexion mentionnée au n'1,
nous pouvons faire

(4.1) R nij=0

(a , ta =0, •••, n +1; j ,  j=1, • •., n).

Pour cela il faut et il suffit de prendre comme connexion nouvelle

1.4 —  , (or con; = 0 ,

(4.2) P4---14- 1( 0 7  =
2

= N •f orl,

où

M  =  (  + - 2
1 (T'A ii H k i+r„k,,,110,

bk. _ 1 l l , ,e,C1-4 ± ,3111,
2 wi (08

1dw"' wt A (,)J
2

----da" A d u '=d e  A f ri or1=— 7c1b; A w i •

1 (ab.7. afr; )—  ' A(01,
2 to'

savoir,

—  
ab;) —3(1;')b'bia',;—a7(  4 j  •

(0 or (11

Cela étant fait nous avons d'après (2.1)

---P,(()e4-kc/(M

=qw,"+-P,s"Ql'a 1 .,"Q 0 ;+

=q(M,„,.— P„?Pl ° +P, °(111', - - 1 K s ) + P ° H
'

(QT,,,a4+ dQ,, 4_1)
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Pai ( +1N" + QL-1 0 4 + 1
v i l

d( L P,11

+ Ph°H"(—  1  -Pi°11 'k (4+ ' + d( 1 ) )

1 P,;'{ (— P",-,+P,RI-1'̀ )w"+0)7 — 13,"Hia(IPI —"Kk.‘,„)(,)-
2

"dPi° +1" (11"11 a+  H"' la— H 'P.') (0-  }

PI"H"̀ (11 s',„+  1   K )
2

a P °  .—IP' + 0̀,' „ P 7 1 1 "

Mil— =  1   ( M,:— )V,;+ n — e))

ce qui nous montre que nous pouvons particulariser la connexion
de manière à  avoir

(4.3) MI —  =0 .

Pour la transformation conservant cette équation nous avons

(4.4) •

L a connex ion  characterisée p a r  ( 4 .2 )  e t  (4 .3 )  sera dite
normale.
5 . Connexion induite d'une forme quadrique.

D 'après (2 .4 ) e t  (4-2) nous avons maintenant

(M„,, — „ —  „„, (M „ —

R,„„,— = 2 T „„,+ f — Ki;K‘.)

— 1-4(M„„+N„,i)+H,„,(Mii+N„),

1 

d'où
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en posant

aK  • — 'K• lm  3

d (H ikoi) + 1/ .  A 11 = A
2

In lij
=

 71 1k R A I: 7 ' —  
H

 o
r
e
T

 j  •

En particuier, si l'on fait K, j , =0, M, J =N i i ,  il vient
H

" — TI.1., —  1 (n -2 )M ,,,
2 (n -1 ) 2 (n -1 )

In °3- I ,i 1 Qii rl?-1-1,1 •

Or, grâce  à  (4 •1 )  nous avons

n ',J = P tk.Q /sQ.,:"Q;R:„,„

R k =()/(),"R `R " k  —

Nous voyons ainsi que, si  n  2,

1//,., — (T / .„+
 H ,1

n - 2 2 (n -1 )

se transforme de la même maniére que M„i .
Nous avons donc une connexion normale 7r: en posant

74=0, 71- =(0' , = 0,

7r7+' 7 111= 0,

7r?, =0,= H k s  I  ! s i ) .

Nous l'appellerons la connexion induite de la forme

Variété différentiable à  connexion projective majorante.

6 .  Considérons, dans un espace projectif  à  n + 1  dimensions S"'',
une homographique régulière

(M) : =i4 (a =0, 1,• , n+1; 19: 071 + 1)
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laissant invariant un point 0  et un hyperplan o qui y passe. Nous
avons pour cette transformation

(6.1) pfl'=-13 (K=1, •-•, n+1), p » =0  (A=0, 1, •••, n),

0 ,

en prenant 0  comme point (1, 0, •••, 0) et o  comme hyperplan
(0, • • •, 0, 1).

Nous ferons

Id.' =1, 1;■ =. 7 2  ( 7 2  =--e'li)1 2)
Il est fascile de voir que l'ensemble de telles homographiques

forme un groupe que nous désignerons par p .  Soit M  une variété
différentiable à  n  dimensions qui est un espace de Hausdorff et
qui possède une base dénombrable. Elle admet un champ de
tenseur différentiable covariant du second ordre. Celui-ci s'exprime
par

(x), •• • , u"(x))du'Odte (xEU „,laf i l -> 0)

rapporté au système des coordonnées locales te/(i =1, •••, n )  en
voisinage U„, du point m E M . Posons

_  a i ;  ( K a i i

de sorte que nous avons IH, J I = 1 .  Lorsque xdf„, n  U ,, (m, m'EM)
nous avons

114 =  Q7Hb,
où

p.,_  1pm2.

En définissant 1-",;' (a , d = 0, 1, • • • , n+1) p a r  (2 .2 ), (4 .4 ) nous
obtenons une homographique (13 : )  appartenant à p  et, par suite,
une application continue

g„„„,,:

Soit B ( M ,  )  un espace fibré principal construit au moyen
de cette application ([6] p. 14).
7 .  Nous pouvons prendre u" (i=l, • • •, n), p",„(A=o, 1, • • • , n ; K
=1, • • • , n +1) comme coordonnées locales du point bE B . Désignons
par T (b) l'espace de vecteurs tangents à  b, et par T* (b) celui de
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covecteurs tangents. La  m atrice  (g )  peut être regardée aussi
comme représentation d'un repère formé par les n +  2  points
(pu°, • •  • ,  p :+ 1 )  (a =0, 1, • • • , n +1) : le point 0 ,  n  points sur l'hyper-
plan o, un point hors de cet hyperplan. La transformation d'un
tel repère à  un autre est définie par

N = c y ,  (  (d) Ep)

Cette transformation induit une translation  à  droite .̀.11 dans la
fibre sur un point x  (x E M ) ainsi qu'une homeomorphisme :
T *  ( (b ) ) ->T *  (b )  . La projection r  :  B  -> M  dans la structure
de l'espace fibre B (M , P)  induit une application linéaire : T* (x)
->T * (b) . Envisageons un sous-espace g(b) cT * (b) tel que g(b)
n e ( x ) = 0 .  Un tel sous-espace est déterminé par les (n +1) 2

covecteurs tangents de la forme

K',1=dplc +9 4  (A =0 , •••, n ;  K =1, n+1)

(r .,1: combinaisons linéaires de du').

Puisque d y  = 0 , nous avons

=- ck; + (L :1-321+1).

La condition pour que g(b) soit conservé pendant la transla-
tion à  droite s'écrit donc

Il en résulte

ce qui nous montre que  qço  ne dépend que de Il en est de
m êm r pour

1  q:, q1801= ;=. Àjdui,s6

Posons maintenant

0 4 =

(7 .1) (0„0=-- (0„K =0, (0''':,+1 =0, (0. - 1=À i dttl,

74 --=- qIcIN + (0: -  a: d log r •

Nous avons alots
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q i,b4  —  alq iic i,Eg(b) ,

•-•-• 1 • , 1= — (roq;KE g (b) , =  —  04€ g(b) .

Nous allons maintenant chercher la condition pour que l'espace
g (b )  soit déterm iné indépendam m ent du choix des coordonées
locals u'. E n  efféctuant la transformation

_ _ Q ,1-q c.;

dans
= qp l' q!,2- (dig ig(or:,) —  al;: d log Ir,

nous obtenons

A -  '71 + + de) — (V,d lo g  .

La condition cherchée s'écrit donc

(7. 2)( o ' : 1  =  P.  (q.' torp+ de) + fiZ d log u,

en particulier,

(7.3) Wou= (0.,"+ d log v, (6",:.1.1 =0) —  d log

8 .  Maintenant, en utilisant la connexion 7.'1 induite de 11,.i du'duj,
posons

(74=204— n t  04= Pa'i dui

de sorte qu'on ait

(7)1 = P1 (Q(7)1, + de) + a'Id log

(Vo = — d u  ( T -4 , =0,

( — 2 r 1 + I I ,k) ro'j , (7)7+1 = H
—2 A '.

C'est-à-dire qu'on a ainsi une connexion projective majorante.
En la ramenant ensuite à une connexion canonique au moyen

de la transformation

A' = A, A/ = + 22 , A ,
A „, +22k A k +22'2 8A ,

on a
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" = (7) ,

— 2 r iki +14-22kHi.+22,a .,

et, par suite,

—  j + (2rtk —22M)H",;
auk

+ (212,— 11.4+221-1,k-2) ) TL,

= — 2( j — — 2 Jkl-Li  .auk

Ainsi les K ', J ,  relatifs la connesxion (7;'' sont définis par

2H .1 —
3  

(J/Hi; + 4 J I ,  + 4/1,1),

(I-1;— n
1
+ 2 11%) .

Autrement dit, il existe un champ de tenseur différentiable
covariant du trioisième ordre qui s'exprime par

b du'OduJOdu' K =

rapporté au système des coordonnées locales u' en (I_
9 .  Réciproquement, si l'on se donne une connexion canonique
(712 OÙ

= — du', rt-C -'1 =H1 j ià-j
ainsi que les quantités 2, qui se transforment d'après

'= Q (4 — 3
 log 1.)

a ui

on peut en déduire les 04 qui sont assujettis  à  la condition (7.1)
et qui se transforme d'après (7.2) , car alors l'équation (7 •3) est
vérifiée

Nous allons maintenant nous occuper du cas où(7/1,: est une
connexion normale. Supposons qu'on se donne un champ de
tenseur différentiable symmetrique k j ,dul Ø  dui d u i  ainsi que
ai5du 1 d u ' .  Nous pouvons former un tel champ, par exemple,

(9.1)



214 Jôyô Kanitani

en prenant un champ de tenseur différentiable symmétrique
k i dui du j  et en posant

3

On désigne par ; i la différentiation absolue où ai i duidul est prise
comme forme fondamentale. Nous pouvons d'ailleurs supposer
que les équations

eb,, p c =0 (i=1, •••, n)

soient vérifiées en remplaçant h 1 ,  par

(b,=  1   e b i j k),n+ 2

où (e )  est la matrice inverse de ( a u ).
En posant

2b,J—  ,

et en faisant

—  —  K 4= —  2/ + //,k;  —241*Hi j + 2),8;,

.
 —  1 a log ic

Ai  
2  aui

de sorte que l'équation (9• 1 ) soit vérifiée, nous obtenons

1 a log ic (9.2)I ' 4 = —  j-k j —
2 2a u '

où { l } est le symbole de Christoffel relatif la forme ai i duiduj.
1 0 .  Si l'on pose

1dro':+ai.:. A — — n i che /  dus,
2

il vient d'aprês (7 .1 )

ar',1 3 1 "— +P,s,P.. -171-'1.a u i

Portons-y (9 2) , Nous obtenons



S ur la form e de D a rb ou x  relative une variété d i f f é r e n t ia b l e  215

RLi= — 2
1 M  ri- —2

1  V I  + —41 b ;ik  I; - -LI k i ki

c'est-à-dire,

Rind; + Rnai i  = bina ;; —

{/mij}

( R i nt i j  a ltekk lk i j )  •

Ces équations sont équivalentes à  (5.1).
Nous avons étudié, dans des mémoires précédents ([2], [3],

[4], [5 ]), les significations géométriques de l'équation R 1 1

+R„,,, J = 0  consernant un espace à  connexion projective majorante
ainsi que les propriétés de lignes de Darboux des espaces assujéttis

cette condition.
Lorsque R ,,, i —R„,,, J = 0 , il vient

1 .. • 1Ilmzil du' A du = b,,du  A
2 4

et, par suite, si n = 2p

121112 A • • • A A • • • A du" .

où

b i2 1 ,i•••b ;;;,,, b , 27„,„

b;:72 b 1 2 . , ,
1 ) 1 2 717,87)

Suppoons que n =2p et que la variété M  est compacte. Nous
avons alors d'après la formule de Gauss-Bonnet [7]

6( 0 .11 1  1 du' A • • • A du"= 2 4vp ! ex ,

où x  est l'invariant de Euler-Poincaré,
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