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Introduction. Nous traitons le probléme de Cauchy relatif 2a
I'équation hyperbolique par la méthode de Calderén et Zygmund
[1], [2], c’est-a-dire, par la méthode de lopérateur d’intégrale
singuliére. Nous savons que le probléme de Cauchy pour 'équa-
tion réguliérement hyperbolique est bien étudié par des travaux
de M. I G. Petrowsky, M. J. Leray et M. L. Garding depuis que
M. Petrowsky [12] a fondé une méthode pour ce probléme. La
méthode de M. Petrowsky est la suivante: trouver d’abord une
inégalité d’énergie pour la solution, et ensuite appliquer le pas-
sage a la limite pour démontrer l'existence en s’appuyant sur le
théoréme de Kowalewski. M. J. Leray a établi cette méthode sous
une forme plus précise [5]. M. L. Garding a montré une autre
méthode élémentaire qui n’utilise pas le passage a la limite [4].
L’auteur a indiqué par une note [13] que s’il s’agit seulement
de trouver l'inégalité d’énergie, on peut utiliser l'opérateur d’inté-
grale singuliére de Calderén et Zygmund pour un systéme
Kowalewskien d’ordre 1. Cette méthode a une difficulté pour le
cas ou la dimension spatiale est 2P, Mais, pour une équation
réguliérement hyperbolique méme d’ordre supérieur a 1, cette
méthode marche trés bien. Donc on peut résoudre le probléme
avec la méthode du passage a la limite, ou bien la méthode de
semi-groupe [10].

Quant a l'équation qui est kowalewskienne, mais qui n’est pas

1) Pour un systéme d’équations, il faut diagonaliser la matrice des coefficients des
équations. Mais alors la construction de la matrice diagonalisatrice N(#) dans [13]]
ne marche plus au cas de la dimension 2=pn. Mais pour une équation d’ordre quel-
conque réguliérement hyperbolique on peut trouver la forme explicite de cette matrice.
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réguliérement hyperbolique, il est difficile & résoudre ce probléme.
La difficulté vient de ce que le polynéme caractéristique ne
détermine pas la condition pour que le probléme de Cauchy soit bien
posé, méme au cas de I'équation a coefficients constants [11].

Alors, au moins 4 ma connaissance, il n'y a qu’un résultat
de Me©. A. Lax pour I’équation a coefficients variables de deux
variables [6].

Cet article a pour but de montrer une généralisation de la
méthode de A. Lax pour le cas de »n variables (z_>2) en utilisant
une classe d’opérateurs qui est une généralisation de la classe des
opérateurs de Calderén et Zygmund.

Nous définissons une algébre d’opérateurs bornés de L* dans
lui-méme et nous étudierons des propriétés de ces opérateurs, dans
le chapitre 1. En suite, nous résouderons le probléme de Cauchy
pour une équation dont le polyndéme caractéristique a des racines
réelles multiples, dans le chapitre 2, sous la condition que la
multiplicité de toutes les racines soit invariante et que l'opérateur
différentiel de I'équation puisse étre exprimé par les opérateurs de
cette algébre sous une forme particuliére. Nous démontrons a la
fin du chapitre 2 que cette deuxiéme condition est nécessaire pour
P’équation a coefficients constants si on suppose la premiére
condition.

L’auteur a directement inspiré par les travaux de mon collégue
S. Mizohata [7], [8] et [9].

L’auteur exprime un remerciement sincére a M. Sigeru
Mizohata pour sa stimulation et pour son encouragement continuel.

Chapitre I Algeébra &,

1. Une classe d’opérateurs. Nous définissons une classe d’opéra-
teurs bornés de L? dans lui-méme qui est dans quelque mesure
une généralisation de la notion de l'opérateur d’intégrale singuliére

de Calderén et Zygmund [1], [2]. Nous suivons toujours les
définitions et les notations de ces auteurs.
Soit H un opérateur défini par la formule :

1, 1) H[u]= i a,()h[u] x€R,, uecl’

ou %, est un opérateur borné de L* dans lui-méme défini par

(1, 2) h[u] = S exp (2zixE)h, (E)i(E)dE
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ou I;,(f) et a,(x) satisfont aux conditions suivantes (1, 3), (1, 4),
1,5), (1,6).

(1,3) a,(x)eB,,
h,() indéfiniment dérivables en dehors de l'origine.
(1,4) A, =supla,(x)|, Aj =sup ’(8 )Ma,(x)’ a=(a,, -, a,)
e, g, | \Ox
{A,}, {A7} forment une suite a4 décroissance rapide® pour chaque «.
(1,5) B, = sup| )|,
EER,

{B,} est une suite a croissance polynomiale®.

E1=1,

(1, 6) \(%)“iz,(f)’ < Bf

lf lal

{B?} est aussi une suite a croissance polynomiale pour chaque a.

Definition Nous dirons désormais qu'un opérateur H appartient a
0, st et seulement si H est défini par (1,1) avec a,(x) et h (&) satis-
faisant (1, 2)-(1, 6).

Pour tout H€O0,, nous définissons I'adjoint H* de H par

1,7 H¥[u] =X hfa,(0[u], k= h(—x)

Nous désignerons le symbole de H par o(H )= a,(x)h,E) qui

a un sens griace aux conditions (1, 3)-(1,6). Remarquons que H*
ladjoint de H€0,, n’appartient pas a 0,. On voit tout de suite
que l'opérateur de Calderén et Zygmund est un cas particulier,
sauf la différentiabilité de a,(x), de O,.

Montrons d’abord que l'opérateur H € 0, définit une application
bornée de L? dans lui-méme. En tenant compte de ce que % est
un opérateur de convolution, on a

2) On définit une suite 4 décroissance rapide comme suit :
Une suite A, est a décroissance rapide si et seulement si pour un entier g quel-
conque, il existe un autre »,, et une constante C tels que l’on a

0<A S r=n

et on dit qu'une suite B, est a croissance polynomiale si et seulement s’il y a un
entier ¢ et 7, et une constante C’ tels que

0<B, LCre r=>rg.
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1k, L]l = { Z2GIRES) |2d5}%§ B, llul
(1,8) |H[«]l < (,Zgng la,(x)|B,)||ul| = (XA,B,)IIuIi

On peut démontrer facilement par la méme méthode la

Proposition 1,1 H définit une application bornée de Dy, dans lui-
méme ou HeO, et m est un entier positif ou négatif ou zéro.

On va voir que presque tous les théorémes dans [1] réappa-
raitront sous une forme plus précise au paragraphe suivant.

2. Une algébre d’opératurs. Nous définissons une algébre &,
d’opérateurs bornés de L? dans lui-méme comme une sorte de
“Tadhérence” de 0,.

Deéfinition. Un opérateur borné K de L* dans lui-méme appartient
a &, et seulement si pour tout entier positif p, il existe une
constante M, et un opérateur H, €0, tels que I'inégalité (1,9) soit
assurée pour toutes les fonctions u € D3 ¥

(1,9 IA(K—HJANTu]ll < M, llull  r+s<p

Evidemment, &, est linéaire. On verra tout a I’heure par le
théoréme 2 que &, est une algébre. Le théoréme 1 indiquera que
l'opérateur AH—HA qu'on utilise assez souvent, appartient a &, si
He0, et méme si He&,. En plus H* de He0, appartient a &,.
On verra aussi un critére au paragraphe suivant qui est assez
commode pour décider si un opérateur appartient a &,.

Nous commencons par prouver un lemme qui sera utilisé par-
tout dans les calculs qui vont suivre.

Soit B, un opérateur défini par l'intégrale:

(1, 10) B.[u] = | &t 9)x— )b pput)dy

3) 4 est aussi un opérateur défini par Calderéon et Zygmund [1] il est défini par:
(/i\u) = || 4 : transformé de Fourier.
il est un opérateur de :D;"'Z dans j)’]"‘z‘l.
*) L’espace D est défini comme suit: L’espace des fonctions i carré sommable

avec toutes leurs dérivées de tout ordre. On écrit des fois D= au lieu de J.
Plus précisément, on peut dire le théoréme 3 de la maniére suivante:
Etant donné »(¢) fonction continue en ¢ 4 valeur j);",_:‘q, il existe une et une seule

solution #(#) de (2,1), fonction continue en ¢ & valeurs dans j);’?;q, et m fois conti-
ntment dérivable en t a4 valeurs dans D2,
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ou a,x, y)€B,.,, I%(E) est une fonction indéfiniment dérivable
bornée dont le support est contenu dans le domaine |£|=1, en plus
elle satisfait 4 la condition suivante :

(1, 11) [(835)“/%@}gKﬂava-*m E=1

ou / est un entier positif ou zéro, et @ est une indice multiple.

Alors voici un lemme qui a été essentiellement déja démontré
dans [8],
Lemme 1,1 Pour tout p entier, il existe un autre m tel que I'opéra-
teur B,(|v|=m) soit borné de L* dans lui-méme et en plus satisfasse

a linégalité suivante pour tout u € D™, .
(o) (5, @w9])
(o0 (’95 H{#% )

r+s<p 2¢q=max(p,n+1) uecd”

(1,12) |INBATH] < Cp,n, m>(2 > sup

O<IBI<T,0LIpI<S

X ( 2 K([pD)+K([»|)lul

2q+n+1+7 < [H] <29+ V]

ce qui signifie que B, reste borné aprés la multiplication par A” (ou
A%

Déemonstration D’abord, remarquons que l'expression a un sens
pour # € D” a cause de la condition (1,11). De plus la distribution
(x*h) est une fonction authentique pour m assez grand comme on
voit facilement par la transformation de Fourier :

(1,13) oh (L) (2 ) iee
’ 2m; o

d’ou vient l'inégalité :

o

o&

(1, 14 a—yrma-n1= ()] (

VA ‘

si on prend m=n+1+/, lintégrale dans le second membre est
finie. .

Alors nous évaluons I'intégrale (1, 10). Ecrivons-le sous la forme
d’'une somme de deux intégrales:

(1, 15) Bv[u]=S ay(x, y)(x— ) h(x—y)u(y)dy

lx-yl=1
* S g, O =Yy —y)uly)dy
= Bw[u] + Bw[u] .
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Compte tenu de (1,13)-(1,14), la norme de la premiére intégrale
est évaluée par le théoréme de Young:

(1,16 11B.L1l1 < sup ot 910 (L) |(Z) 0] de 1
< sup|ay(x, y) | Cm)K(n+1+10) | ul|

ou b, est la volume de la boule d’'unité. La seconde intégrale sera
évaluée en tenant compte de ce que

on a

1,17) 20+ vl
|| B, [u]l| < sup| ay(x, y)| S |x1| 7 0% (2%) S

S EAGIE

Si on prend 2¢=#n+1 pour que l'intégrale S#dx soit finie, on
x
obtient

, 1 2(n+1)+1
|| Bplu]ll < sup |a,(x, )| C'(n) (2—7) KQ@2n+1)+1)
Donc enfin on a
(1,18)  [|B,[«]ll =< sup |a,(x, ) |CU, )(K2n+1+ 1))+ K(n+1+1))
vl=m=mn+1+/
De la méme facon, nous pouvons évaluer la norme de A"BA[«].
Nous profitons de I’expression A =i (Z R‘;) ’ (voir [1], c’est-a-
i X;

o\8

dire, il nous suffit de calculer <82>“B“ <a—> [«] parce que la norme
X Yy

de R; est connue. Alors
(ai ) ( > [u] = (—> Sav(x,y)(x—y)“k(x—y)<a%>pu(y)dy
= [(5.)(5) @t e 3yhi—yyutay

—sacr((2) (5) @) 0 S) weyrht—sminay
@ +1B1<

4) R; est défini a p. 906 dans [1].
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Ici nous utilisons la décomposition utilisée plus haute,
2\ 2\ D \8+¥ .
H(E) () atwn () sty

= S ”» + S ”» = (B{v+Bév)[u]
lx-yI1=1 Iz-yl=1

Alors avec les mémes raisonnments pour »=s=p=0, nous
obtenons

G,

1L = sup| (2 )'(2) i) 112

9

ag) W) | dE|| |

2\ o\
<sup|(2)(2) atw 9| Conn+ 1+ p+ Dl
Jx/ \Oy
m=n+1+p+1
et puis la deuxiéme intégrale :

|1 B4y [u] Il < sup ](a%)y(%)’a(x ), Sl

X( 23 K@qg—|p|+p+n+1+0)ull

o< <2

2¢ = max. (p,n+1), m=n+1+p+!
Donc enfin, on a

@19 1vBNTdi= (25 s (2 (2) awn )

o TBST o<ipi<s | \Ox Oy
X(Cm+CmN( 3 K(lvD+K2g—|pl+ v D«

2¢g =max (p,n+1), m=|v|=n+l+p+1.

3. Ordre d’un opérateur. Nous définissons une notion qui sera
utile dans les calculs qu’on rencontre aprés®.

Définition Nous appelons un opérateur K borné de L* dans lui-méme
“dordre p” si et seulement s'il existe une constante A telle que
pour tous u € D=, on ait

INEA[u]l| < Allull  r+s=<p

Cela voudra dire que l'opérateur A”KA® a un sens comme un
opérateur borné de L? dans lui-méme. Dans cette terminologie,

5) Ici, la notion de l'ordre de l'opérateur borné est introduite pour simplifier les
discussions. Je pense que le mot “l’ordre” n’est pas tellement convenable, mais je ne
trouve pas d’autre expression.
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par exemple, I'opérateur B, dans le lemme 1,1 est un opérateur
d’ordre p si m=n+1+/+p. On va voir un exemple trés simple
d’'un opérateur d’ordre oo. Ainsi, on peut définir I'algébre &, par
un critére; “Un opérateur K€ &, si et seulement si pour p quel-
conque K posséde une décomposition :

(1, 20) K=H,+B,

ou H,e0, et B, est un opérateur d’ordre p.

Nous utiliserons exclusivement ce critérium pour décider si un opé-
rateur appartient 4 &,. Nous allons envisager des proprietés de &,.
Nous commencons par un cas trés simple :

Proposition 1,2 Soit H un opérateur borné de L* dans lui-méme
défini par une multiplication de a(x) € B. Evidemment, il appartient
a 0,. Alors pour p, q entiers quelconques, on peut décomposer
Uopérateur a(x)A?—A?a(x) de la maniere suivante :

1, 21) a(x)A? — A?a(x) = HA?"'+ B,

ou H, est un opérateur dans 0, et B, est un opérateur d’ordre q.

Démonstration Partageons A’ en deux parties: Af+A% on A’f(é)
est a(f)|E]?, Ap=(1—a)|E|? et (€)e D; qui est égale a 1 |E]<1,
et zéro en dehors de la boule |£/<2. Comme on voit facilement,
a(x)A? et Ala(x) sont des opérateurs bornés. En plus ces opérateurs
sont d’ordre . Nous avons vu déja au paragraphe 1 que les opé-
rateurs du type a(x)k ou ha(x) (h(£) est borné) sont des opérateurs

bornés. Mais alors si A(€) est a support compact, ils sont naturelle-
ment des opérateurs bornés. Compte tenu de ce que A= z'<2 R; 8%)’
du fait que icz(x)A’{=(7a~cz(av')>1\’1’Jra(x)iA{‘ ot deux term'es
ox; Ix; Ox;

dans le second membre sont tous les deux des opérateurs du type
précédent, il résultera que Aa(x)A}, a(x)AAL, Ala(x)A? et A7Ala(x)
sont des opérateurs bornés, qui sont encore du type précédent.
Donc l'application successive de la régle de la différentiation du
produit nous montre que Aa(x)A?, a(x)A’A7, Aa(x)A? et A?AZa(x)
sont tous bornés pour ¢ quelconque. De plus on voit

2\ .
(1.22) 1A%l < (2 sup (5 ) atx) ) (sup| M) lul

ou bien
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(1,22)  ||Aa(x)A2ATu]]| g( 3 sup‘<%>8a(x)‘) [ZugglAﬁ(E)l o]

1Bl<4a

r+s<gq

Maintenant, nous utilisons la décomposition (N) définie par
M. S. Mizohata dans ses travaux [7], [8], pour a(y)—a(x):

(1,23)  (Aa(x)—a()AD[u] = |Agy— D(a(s)— atx)u()dy

Qf:"@ (y— 2)"A%(y— x)u( y)dy

SO<WISm71

+ Slv‘ljm@(y—x)‘ﬂ’z’(y—x)u(y)dy |v|=m indéterminé _>1
Notons que la deuxiéme intégrale est justement celle qui a
été étudiée dans le lemme 1,1, parce que z\g(&) satisfait a la
condition (1,11) (/=p). Donc en prenant m=|v|=p+1+q+mn,
l'opérateur défini par cette deuxiéme intégrale est d’ordre g pour
g donné.
Il ne reste qu’a démontrer que la premiére somme d'intégrales
est un opérateur du type H,A?7' ou H,€0,.
Mais alors, la transformation de Fourier nous donne:

YAD 2] -1 v/ 9 \v _ A .
(AKx) — (2—”—1) <éé) (1— (@) |E]? = ¥ (8) |E]?
Donc elle s’écrit

(1, 24) P BRIV P
Y.

o< v|<m

W =[(2) @ a@nien]igrs

oli on voit bien que 1fr,,(§) satisfait a4 la condition (1, 6) parce que

(S0 = (5) [(5p) @-a@ieryiers] 1ei=1 pi=1

~ ()G 0-cenen](3) e

K181 Kl
TR - I'gl"m
v>1, [1§l=1, |aj>1

Donc on a

(1, 24) %(%)w«?rv CIES e
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Evidemment, «I}V(E) est borné |v|>1.
Par conséquent, compte tenu de ce que a(x) € $,,

H,= Y (- 1)"“?@«#,, appartient 4 0,. On peut étendre cette
Y.

o<vl<m-1
proposition aux opérateurs qui sont de la forme a(x)% (ou ha(x))
c’est-a-dire :
Corollaire 1. Soit H=a(x)h, a(x) € B, et h(E) satisfait ¢ la condi-
tion (1,6), alors on a ANH—HA? =H,A?"'+ B, et H*A? - A?H*
= H,A?*7*+ B, pour q donné quelconque. H,, H,€0,, B,, B} sont
d’ordre q.
Démonstration Il suffit de démontrer la premiére égalité parce
qu'on a A?H* — H¥A?= A?h*q(x)— h*a(x)A?= h*(A?a(x)— a(x)A?) qui
sera traité presque par la méme facon pour le cas de A?H— HA?,
Posons #[#]=wv pour tous € D~. Alors on a

A?H—HA?[u] = (A?a(x)h— a(x)hA?)[u]
= (A?a(x)— a(x)A?)h[u] = (A?a(x)— a(x)A?)[v]
= (H,A?" + B)[v]=(H hA?"' + B,h)[u] = (H,A* '+ B,)[«]

ol H, est un opérateur 0, parce que o(H,)= 3 al(x)h,(E)A(E) et que
h(E)h(E) satisfait a la condition (1,6). En plus, B,= B,k est un
opérateur d’ordre ¢ parce que % est borné de D% dans lui-méme
et que A’B,A*=A"B,A°-h (par la commutativité)

Nous allons généraliser en suite cette proposition aux opéra-
teurs €0,. Avant cette généralisation de la proposition, nous re-
marquons le fait suivant:

Corollaire 2 Soit H un opérateur du type a(x)h on a(x)€ B, et h()
satisfait a@ la condition (1,6), alors les opérateurs a(x)h, et h,a(x)
sont des opérateurs d’ordre o~ (Ici h, est défini par le(E)za(«f)l%(E)
on o(f) est la méme fonction utilisée pour définir A? dans la
démonstration de la proposition 1, 2).
Déemonstration On n’a qu’'a remplacer A} dans la démonstration
de la proposition 1,2 par #4,.

Maintenant, nous démontrons la proposition suivante qu’on
doit essentiellement a M.S. Mizohata [8].

Proposition 1,3 Si HeO0,, on a wune décomposion de [I'opérateur
APH— HA? (H¥A?—A?H*) pour p, q deux entiers quelconques.
(1,25) A?PH—HA? =H,A?'+B, ou H,€0,, B,: d’ordre q
(1,25) H*A?—A*H* = H,A*'+B, o H,€0,, Bj}: dordre q
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Démonstration Pour le cas simple ou H=a(x)k, on a déji la
proposition 1,2, corollaire 1. Nous revenons a l'expression (1, 1)
pour le cas général. On a, en appliquant termes a termes le
corollaire

(1, 26) A*H— HA? = ; (Aay(x)hy— au(x)h,AP)
= 3 (HEA? "+ B = H,AP7' 4B,

Donc on n'a qu'a prouver la convergence des séries > Hih, et
, g
2 Bihy.
D’abord, pour >} H!h,, on sait son expression ((1, 24))
M

w20 IS HRLAI=S (2 oD@y )

|
o<pi<m=-1 \

gz(
& \o<pviwm-1

=Cop (22 AK)Bulull

m

sup L2 sup 40 )l

Visiblement, H,= > H!h, appartient a 0, parce que «IAf,,(E)sz(f)
e
satisfait a4 la condition (1, 6).
Grace a la décomposition pour le cas simple de la proposition
"
1,2, on a en désignant Biu = > Sa“(x‘r’ry)(x—y)"A’z’(x—y)u(J’)d}’-
Y.

[y[=m
(1,28) B,= 3 Bthy= 3 (aux)A}— Aa(x)h.+ D) |‘T‘" Bth,= P, +P,.
» [z o |v|j=m

Nous montrons que P, est d’ordre oo, et que P, est d’ordre g.
L’inégalité (1, 22) nous donne pour ¢ donné quelconque :

(1,20) |APATU]l = 2V auwAA B [u]+ A Mau(0A Bl |
= Clg) 32( 3 sup | DPau(x)]) sup [ )] [|u]]
=03 ( 2 ADBulull  r+s=q

et puis (1,19) dans le lemme 1,1 montre (si on prend m=|v|
=p+qg+n+l)

1,30 18PATAI=Cea 3 (3 33 s |(3) (55) @ )

=m

% sup @1l "
=3Cp g, m( 3 sup| D aux)|)sup /) llul]

[vi=m Bl < q+M

=Cp g n) (2 2 ALB)ul]
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ce qui signifie la convergence de la série > B¢k, que P, est d’ordre
M

oo, et que P, est d’ordre ¢ si m=n+1+p+q.

Pour lopérateur A?H*—H*A? on voit facilement que le
raisonnement qu’on vient de faire peut étre appliqué exactement
de la méme maniére, en tenant compte du fait:

A?H* — H¥A? = 3 (APh¥a,(x) — hEa.(x)A?)
= 2 hif(Af’d,L(x)— ﬁ“(x)Ap) .

Comme un cas particulier, on voit tout de suite:

Corollaire Si H appartient a 0,, AH—HA appartient a &,, c’est-a-
dire, il y a une décomposition AH— HA=H,+ B, pour q donné quel-
conque. Ici H,€0, et B,€&,. D’ailleurs, on a la majoration :
L,3)  AH-HMWI=Con(2( 3 ADBulull.

lef<n
Maintenant, on peut énoncer le

Theoréme 1 Si un opérateur K appartient a &,, alors AK—KA y
appartient aussi. (C’est-a-dire &, est fermé pour cette opération)
Démonstration Puisque K est un élément de &,, il y a une dé-
composition du type K=H,+ B, pour ¢ quelconque ou H,€0, et
B, est d’ordre 9. Nous prenons la décomposition qui correspond
a ¢+1 pour ¢ donné. Donc K =H,,,+B},,,. Envisageons l'opéra-
teur AK— KA, on a

AK—KA =AH¢,—Ho A+ ABoy, — By

Par la proposition 1,3, AH{,,—H{,,A=H,+B,. Or, AB},, et
et By, A sont des opérateurs d’ordre ¢ par définition. Donc on a
une décomposition AK— KA=H,+(B,+B,) ou B,=AB,,,—B,,A.
c.q.f.d.
Nous définissons H*¥ pour H€0, par la formule suivante :

(1, 32) H* = > g x)h} si H=3aux)h, .

On verra que si H appartient a 0,, H* appartient 4 &,. Pour
le démontrer, nous envisageons encore le cas simple ou H=a(x)k € 0,
par suite H* =h*a(x), H¥ =a(x)l*. Alors H¥— H* = a(x)h* — h*a(x)
qui est de la forme pareille 4 'opérateur a(x)A— Aa(x) traité dans
la proposition 1,2, sera envisagé un peu plus en détail, on a le
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Lemme 1,2 L'opérateur H¥— H* peut étre développé de la maniére
sutvante pour q domné quelconque.

(1, 33) H#*—-H* = H+H,+ - +H,+H.

ouw H; i=1,2,---,q—1)€0, est d’ordre i.
H,e&, est d’ordre q.
H, est d’ordre oo. (Evidemment H_€ X)) _

Démonstration Nous développons a(x)#*—h*a(x) par le méme
procédé utilisé dans la démonstration de la proposition 1,2. On
sait déja que si on désigne par A¥ l'opérateur qui est défini par
hEE) =aE)h*E) avec a(f) utilisée dans le corollaire de la proposi-
tion 1,2, alors a(x)hf et h¥a(x) sont des opérateurs d’ordre . Ce
qui est important est la deuxiéme partie a(x)hf— hfa(x).

Alors nous appliquons la décomposition (N), on a

(1,34) (@Gt —htat)[u] = | @G0 - aVitc— )y

= SO 2] ylw,(i)(x—y)“hé‘(x—y)u(y)dy

<vl<m

+ | 3 SO Gyt yundy

ou la deuxiéme intégrale a été bien étudiée au lemme 1,1 (/=0)
dont on sait qu’elle définit un opérateur d’ordre g pour |v|=m
assez grand (m=gq+n-+1). Alors il ne reste qu’a expliciter la
premiére intégrale.

Nous commencons par envisager le premier terme :

(%)
5 [(52)atow— sz —yutndy
1<T<n I \Oy;;
que nous désignerons H[#]. On obtient

1,35 JAH[I=con (| 3 sup|(5)aw) )

(3 gl (3]
parce que AH[u]:Zi( >H[u]_ \Zz( ax)2<ai>a(x)

X (x;—y ) hE(x— y)u(y)dy+zR< o >a(x)<ai >(x,-—yj)h’z"(x—y)u(y)dy et
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on peut appliquer le théoréme de Plancherel. On obtient en méme
temps l'inégalité :

1.35) (AL =Con( S sup () an)] )
x( sup (10 () @) Yl

(1, 35), (1,35) signifient que H, est un opérateur d’ordre 1.

(; ) alx)
Si nous désignons H;[u]= g A (x— ) (x— yu(y)dy (i=

Jvl=i

1,2, .-, 9—1), nous obtenons par la rneme méthode les inégalités:®
v+B
1,36 aHATI<Con( 5 sup|(2)atw))
0Bl *
(;3( sup |€]™ ( )h*(f)])ﬂun ros<i

On voit facilement comme on a vu dans la proposition 1,2 que H;
appartiennent a 0,. Maintenant, il faut définir H,[«] par la

(3,
lJ

= Hilu]+H[u]

La premiére intégrale sera évaluée par la méme discussion qu’on
vient de faire. On a

1,30 jamaTdl=co( 5 su|(2)aw))

somme : ——(x—y)hf(x— y)u(y)dy +la deuxiéme inté-

nglwgm 1

grale dans (1, 34)

i
><<qsw§m_lsup 1§17 (ag) h*@)‘)\lull r+s<gq,

quant 4 H2, c’est un cas particulier du lemme 1,1, prenant
K(|v|)= >) B* on a par (1,19), (|v|=m=n+1+q)

vi=[m|

1,39 IWVHATAI= 0o, 3 sup |(2)aw))

o< |@| < m+q
X(O<§SqK(|v|)+K(2p— [ee] +[2])) [Jull
r+s<gq, 2p=max(qg,n+1).

6) Nous utilisons toujours la méme C(n) pour exprimer une constante qui ne
dépend que de n.
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En resumé, (1,36) (1, 38) montrent que H; sont d’ordre 7 et
que H, est d’ordre 9. Donc on peut établir notre développement
en posant H=a(x)h¥ — h¥a(x).

On peut le généraliser au cas général.

Proposition 1,4 S; HeO0,, H*€Q, et on a le développement pour
q donné quelconque :

(1, 39) H*—H*:H1+H2+ ...... _’_Hq_'_Hm

ov H; (i=1,2,:-,9—1)€0, est d’ordre i respectivement,
H,e&, est d’ordre q.
H,, est d’ordre .

Démonstration Par les conditions (1, 4)-(1, 6) imposées a H, qui
s'exprime en série H= Y] a.(x)4", on peut faire la méme discussion
m

qui a été faite a la démonstration de la proposition 1,3 en remp-
lacant A? par #*. Par exemple, (1,36) donne une majoration pour
H; i1=1,2,---,9—1) ou H; est défini par

(1,40) Hy=3Hr, H{w] = | 3 PO yyngee—ypucoidy

Ivl=i

Aussi (1, 37), (1, 38) donnent une majoration pour

(1,41) H,=3"H¥, H4u]= M(%y)”ha““(x—y)u(y)dy
" vl

I=hvl=<m-1

m=1+ntg o+ | WDy yundy

Pour H., il ¥ a une inégalité analogue aux (1, 22) (1, 22').
En résumé, on peut se persuader que H; (1=1,2, --- ¢g—1) sont
d’ordre 7 respectivement et que H, est d’ordre ¢, H est d’ordre oo,

I nous reste donc a démontrer que H; (i=1,2, --- ¢g—1) apparti-

ennent 4 0,. Pour cela, il suffit de montrer que <§§>vﬁ§"“(§) (J»|=1)

satisfasse aux conditions (1,5) (1,6). En effet, on a

(2 iz = (3)V((1—a<§»/%>;“<5» ,

D oF
(aif)"( §§>”if;“($) = (éa—é)"’*viz*“(‘f) =2

d’ou
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(1, 42) '(aag:)( >h*“§)[_|g|lthvl E1=1

B/?: suite a croissance polynomiale c.q.f.d.

Corollaire Si H appartient a 0,, alors A H*—H¥) et (H*—H%)A
appartiennent a &,.

Démonstration Par le théoréme, on peut décomposer H*— H¥
pour ¢ donné quelconque :

H*—H#* = H,+H,+ -+ +H,.,+H.

ou H; (i=1,2, - q)€0, dordre 7 respectivement, H,,, est d’ordre
g+1 et H, est dordre «. Donc on a

A(H*— H*) = AH,+AH,+ -+ +AH,,.,+AH..

Mais AH,,, et AH, sont d’ordre ¢ par définition.

On peut montrer que AH; (i=1,2, --- q) appartiennent a &,.
Puisque AH;— H;A €&, (Théoreme 1), il suffit de prouver que
H;A €0,. Supposons de nouveau que H; s’est exprimé par

H; = ; a(x)h,,
Alors (1, 42) montre

() < ,EﬁlfL E=1

donc par Leipniz

(1, 43) |(ag> GIENE = ca<a§> @2 )|£|]

C(Eﬁ%rs]gl i>1

oll (> CgB.P) est une suite a croissance polynomiale.
B

Donc, hu(€)|€| satisfait a la condition (1,6). On note aussi que
hu(E)|E| est a support dans [£|=1, donc satisfait a (1,5). Par
conséquent, A(H*— H¥) € &,, en méme temps (H*— H¥)A€X,.

Maintenant, nous avancons de démontrer que &, est une
algébre c’est-a-dire que si H, et H, appartiennent a &,, alors H,H,
(la composition au sens de l'opérateur) appartient a &,. Pour cela
nous commencons comme toujours par traiter le cas le plus simple
ol H=a(x)h, K=>b(x)k.
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Nous donnons une définition : [1]
Définition Si H=73 a x)l*, K=>"b,(x)k* €0,, nous désignerons
m v
Popérateur 3 au(x)b.(x)h*k® par HoK. Naturellement HoK €0,.

Proposition 1,5 Soient H, K deux opérateurs €0, qui Sexpriment
H=a(x)h, K=0b(x)k, alors HK€ &,, et en plus HK posséde la dé-
composition suivante pour q donné quelconque,

(1, 44) HK = HoK+H,+ B,

ou H, appartient a 0, et H,€ &, HA appartiennent @ &, et B, est
d’ordre q.

Démonstration Par la définition de HoK, on a pour ¢ donné:

HK— Ho K = a(x)hb(x)k — a(x)b(x)hk
= a(x)(hb(x)— b(x)h)k
=a(x)H,+H,+ - +H,,,+H.)k (Lemme 1,2)
Si on pose a(x)(H,+H,+ -+ +H)e=H,, a(x)\H,,,+~H.)k=B8,,
on voit assez facilement que H, appartient a 0, et que Bq est
d’ordre ¢+1 par la proposition 1,3). Donc HK— HoK € &,. En plus,
H,A appartient 4 0, (parce que H, est d’ordre 1) et B,A est d’ordre
g. Par conséquent, A(HK-- H-K), (HK— HoK)A appartiennent a
a,.
Enfin, nous énoncons la généralisation de cette proposition.

Proposition 1,6 Soient H et K deux opérateurs dans 0,. HK appar-
tient ¢ &,. AMHK—Ho-K), (HK— H-K)A y appartiennent aussi.

Démonstration Nous supposons que H et K se sont exprimés en
forme :

H= ‘“‘] a ), K= Ey_} by(x)k”

Puisque H, K satisfont aux conditions (1, 3)-(1, 6), nous posons
sup | D*a,(x)| = A% , sup |1%*‘(&)|=B,L, sup lél“”‘lD“l%“(E)l:B,‘j ‘
sup | D*,(x)| = A{*, sup |k"&)|=B;, sup |E|11| D*R™(E)| = Bi*.

Alors {43}, {A/*} sont des suites a décroissance rapide et {B,},

{Ba}, {Bs}, {B{*} sont des suites a croissance polynomiale. Cela
étant, on peut écrire HK— Ho K = > a,(x)(h*b (x)— b, (x))k*. 11 faut
Wy

démontrer que la série > a.(x)(#*D,(x)—b,(x)*)k* soit convergente
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au sens de “lopérateur-norme” avec > Aa,(x)(/*b,(x)— b, (x)h*)k>
et D a x)(Hb.(x)—by(x)I")k*A et qu’ils appartiennent tous a &,.

La proposition 1,5 nous montre que lopérateur (A*d,(x)—
b,(x)#*) peut s’écrire en forme HtY+ Bty ou HeY €0,, B“Y est
d’ordre g+1. Donc il faut prouver que premiérement, 3" a.(x)H% k>
soit convergente (Ce qui signifie que cette série appartient a 0,)
avec 3 Aa (x)H:L B et Y a(x)HE) kYA, Et deuxiémement, il faut
montrer que la série 3 au(x)Bi k* soit convergente et d’ordre
g+1.

Cette fois aussi, la méthode de la série (double) majorante
marche bien. Alors nous éffectuons la démonstration seulement
pour N a (x)Hém kA et 3 a,(x)B) k¥ parce que pour les autres,
le méme raisonnement peut s’appliquer.

Envisageons le premier, on a

Hyl = HY + HE> + oo +HyY

(1, 36) nous donne

| HevALu] ]| < Cln) ( sup |Dﬂbv(x>|)

(%)“ﬁa(é)[)n ull

\/\

<IBl=<

Iy /

><< 21 sup|&|'®
<ol <i

d’ou vient
HHEALu]ll < Cm)( 2 AP X B |lull
0 IBI< i+ 1< el <
Donc on a
Ben AL | < SIHPALAI S M(_ 53 AD( 31 BD |lul
par suite
(1L.45) Sllawlakladl < SMAL_ S AP S BIB)|ul

On voit facilement la convergence de cette série double numérique.
Maintenant nous évaluons Za“(x)Bq+1k“, il faut démontrer
que cet opérateur soit d’ordre g+1, c’est-a-dire que

A7 E au(x)B F*A°  soit borné pour r+s<g+1.

En tenant compte de ce que
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N a () By A" = au(0)N By BN+ a(x)H A7 By kYA
+ a(X)B,BiX YA’
(en vertu de la proposition 1, 3) _
11 suffit de démontrer que >} a.(x)A”B&4 A’k soit borné.
Alors (1, 37) (1, 38) nous montrent
(1,46) | Z (@A B A RIa] | S M B AL 3 A)

0Bl m+g+1

X(lle#(lalHK#(ZP— lyl +1al)Billull

| ="

C=l=e 2p=max(¢g,n+1), m=n+1+gq

Donc on peut dire que (HK—HoK)A€&,. Il en resulte que
AHK— HoK) appartient 4 &, parce que HK— HoK appartient a &,
on peut appliquer le théoréme 1. c.q.f.d.
Theoréme 2 Soient H, K deux opérateurs de &,. Alors HK appar-
tient a &,. C’est-a-dire, &, constitue une algébre.

Démonstration Par I’hypothése, on a la décomposition pour g
donné quelconque,

H=H,+B., K=K,+B: ou H,, K,€0,,

B}, B? sont d’ordre gq.

Alors on obtient

HK = (H,+B;}K,+ B}) = H,K,+ B;K,+ H,B; + B;B;

On peut montrer que B;K,, H,B: sont des opérateurs dordre g,
parce que la proposition 1,3 montre que ABIK,A° = A"BA’K,
+A"B'HA'+A’BlB, et que A"BIA® est borné pour r+s<gq par
définition. Or, BIB? est naturellement d’ordre ¢. Par conséquent,
HK appartient a &,.

Corollaire Si H, K appartiennent a &,, (HK— KH)A et A(HK— KH)
y appartient aussi.

Déemonstration On applique comme toujours la décomposition pour
qg+1 (g : donné quelconque) :

H:Hq+1+B(11',—l ’ K:Kq+1+B§+1
Alors on a les identités :

A(HK_ KH) = A(Hq+1Kq+1 - Kq+1Hq+1) =+ A(Bé-leq +1 +Hq+1Bg+1
+B%0-lBg+I)_A'(B§+1 ﬂ+1+Kq+IB|1J+1+B5+1B¢%+1)
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Or’ A(Hq *-1Kq+1*Kq+1Hq+1) == A(Hq+1Kq+1_Hq+1° q+1)
+A(Kq+1°Hq+1*Kq+1Hq+1)

La proposition 1,6 montre que le second membre appartient a &,.
On voit facilement que les termes qui contiennent Bl,, et BZ,
sont d’ordre ¢ par la proposition 1,3. Donc AHK—KH) et
(HK— KH)A appartiennent a &,.

Proposition 1,7 Si H est un opérateur de Calderén et Zygmund,
tel que son symbole ne s'anulle jamais, alors il existe un opérateur
K tel que HK=I+ N et N est un opérateur qui appartienne a &,,
avec AN et NA. (I est lopérateur identique)

Déemonstration Prenons comme K lopérateur dont le symbole
est l'inverse du symbole de H. On n’a qu’a appliquer la proposi-
tion 1, 6.

Nous ajoutons une proposition qui est presque évidente.

Propesition 1,8 Si K est un opérateur dans &,, il est borné de
D7 dans lui-méme pour m quelconque.

4. Opeérateurs dépendant d’un parameétre 2. Nous utiliserons
dans le chapitre suivant des opérateurs €0, qui dépendent d’un
parameétre f. Définissons-les par la série:

H(t) = ; au(t, x)h,

ol a(t, x) est une fonction m fois contintiment dérivable en ¢ a
valeurs dans B, pour 0<¢<k qui satisfait uniformément a la
condition (1, 4). h(&) satisfait a (1, 4) (1,5) et (1,6). Si les dérivées
en ¢ jusqu’a lordre m de a.(¢, x) satisfont a (1,4) (uniformément

en f, mais pas pour l'ordre de dérivation), on définit la dérivée %I

de H(t) par

dH d
7 ; 7 au(t, x)+ I,

Alors on peut définir la dérivée en ¢ pour tous les opérateurs qui
sont fabriqués par la multiplication de A aux opérateurs H(¢) qui
sont déja définis plus haut, parce que l'opérateur A est commutatif
avec d.
t
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Chapitre II Equation hyperbolique

1. Equation hyperbolique. Nous étudions le probléme de Cauchy
relatif 4 ’équation kowalewskienne 2 coefficients variables :

@1 L =24 5 aenenit, o 2 (2 ) (L) u=

P or) " \ox,

v = (v, - v,)
Remplacant symboliquement <aa) par & et < ; > par A, nous
considérons le polynome : i d
(2,2) Po(0) =\ S AWt g\ o £

|v]=m

ol nous supposerons AYo¥»(f, x); une fonction m fois continiiment
dérivable en ¢ a valeurs dans 3%,.

Hypotheése Nous supposerons dans toute la suite que toutes les
racines de I'équation algébrique P,(N)=0 sont toujours réelles. (pour
|| =1) et que si deux racines sont différentes ¢ un point (¢,, %,, &,)
(1&=1) alors la valeur absolue de la différence de ces deux racines
qui est ume fonction continue de t (0<t<t%), x et & |E|=1, est
supérieure a une constante positive.

On voit que si toutes les racines ont la multiplicité 1, c’est le
cas que M. J. Leray a appellé “réguliérement hyperbolique” [5].

Par le travail de Calderén, on sait déja que ces racines A;
sont considérées comme les symboles d’opérateurs H; d’intégrale
singuliére de Calderén et Zygmund (voir [1], [2]). Donc on a droit
de considérer un opérateur d’évolution :

d .
2,3 3, = % _iHA
(2,3) !

(il faut discerner l'unité imaginaire ¢ et I'indice i)

Et un opérateur composé de 9;, qui correspond a P,(\):
(3,4) 11,,,:{_‘1(:1%_51{,.1&):alaz...am_

Nous appelons S le module sur l'algébre X, (définie au chapitre
1), engendré par tous les mondomes qui soient obtenus a partir de
II,, en supprimant au moins un des 9,,9,,---,9, de 11,,.

Alors le lemme 2,1 montre que si 9;,9,, -0, est une base
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de S, alors 9, 9,,, - O, appartient a S, ou iy, iy, -, 1; est une
permutation de i,,1,, - ,i,. Or la démonstration du lemme 2,1 dit
méme plus: Soit

2, o) aill) aig’) ) aik’ = 2 Ko‘(t)bo- ’

ou b, sont des bases de S, alors K t) sont des fonctions continues en
t a valeurs dans L(D7, D) ot m est un entier quelconque.

Envisageons maintenant ’équation d’évolution mise sous la
forme :

(2, 6) IL[«]+N[u]=v
Nous faisons a l'opérateur N[«] I’hypothése suivante :

(H) N[«] est une combinaison linéaire des 94104z ... O4=  p;
prenant O ou 1, le cas p,=p,— -+ =p, =1 étant exclu, et
tous les coefficients sont des fonctions continues en ¢ 4 valeurs
dans (D%, D7), s étant un entier quelconque.

Théoreme 3 On suppose que I'équation (2,1) peut étre exprimée sous
la forme (2,6) vérifiant la condition (H). Alors, pour tout u(t),
Jfonction continue en t as valeurs dans D3, ¥ il existe une et une seule
solution u(t), m fois continiment dérivable en t a valeurs dans D,
vérifiant

4y e — D 0y —
u(O)_dt u#(0) T u(0) =0

La démonstration de ce théoréme sera terminée a la fin du

paragraphe 4 de ce chapitre.
Remarque. Le cas réguliérement hyperbolique vérifie évidemment
la condition (H). Notre cadre englobe une large classe d’opérateurs
hyperboliques a caractéristiques multiples. Par exemple, on a
l'opérateur différentiel du type:

T _zwa) +t d'ordre 1)(L — a*(x)A

d—t—z—a(x) + (termes d’ordre 1) EP—a(x)

+(termes d’ordre au plus 2) ou a(x)€B,, la(x)|>6>0.
La vérification de (H) ne sera pas difficile d’aprés le lemme 2,1
du paragraphe suivant.

2. Nous établissons un lemme qui sera essentiel dans le raisonne-
ment qui va suivre.
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Lemme 2,1 Soient 9,0} ..- ), 9[/0} ..- ) deux opérateurs com-
posés de 9; (i=1,2,---m) de II,,. Alors 9,0 .- 9,—9{'0} ... 9}/
est une combinaison linéaire d’oéprateurs composés d’au plus (k—1)
opérateurs 9; 1=1, 2, --- m) dont les coefficients sont dans &,.

Démonstration Notons qu’il suffit de la démontrer pour deux
Opérateurs alaZ aiflaiajaj-kl ak et alaz ai~1ajaiaj+x ot ak parce
que les autres cas seront obtenus par des combinaisons de ces cas
simples. Aussi, on peut supposer que 9;=0; parce que sinon il
n’y a rien 4 démontrer. Nous remarquons que par notre hypothése,
9;%9; signifie que le symbole o(H;—H;) ne s’anulle jamais pour
(t,x) |§]=1. (En plus |e(H;—H;)|=8>>0).
Commencons par le cas le plus simple: On a

9,9,-0,9, = <i _ iH,.A)(i _ iHJ.A) - <,,d, _ 1‘H].A> (L"'_ _ ,'H,.A>

dt dt dt dt
d . . d . d,. . d .

= ~E(1HJA)—zHiA<d—t—zH,-A>+E(1H,-A)+2HJ.A<Ev2H,-A>
/d o d . d

= —i(Lm )it EA—iHA D gAHA

/d > d . d
H)A+iHA® £iHA® —HAHA
+l<dt R PR e P

. d d . .
— KA, K — (dz H,.> _ (EiH,) — i(H A+ i(H A H,

Ici, on peut dire que lopératuer K, appartient a &,, parce que

d d .
K=(4 H,)- <E H, )~ i(H,AH,~ HAH )
Or, (H,AH;—H;AH;) = (H;H;—H;H)A —H;(HA — AH;)+ H;(H;A
—AH,) appartient a &,, en vertu du théoréeme 1 et du corollaire

du théoréme 2. Compte tenu de ce que <5—;H,->, <5tH j> sont des
opérateur de 0, défini a la fin du chapitre 1, on voit bien que K,
appartient a &,

Maintenant, nous exprimons A par une somme de deux opé-
rateurs 9; et aj a coefficients appartenant a &@,. Puisque o(H;—H})
ne s’anulle jamais (En plus sa valeur absolue est toujours supéri-
eure a une constante positive, on peut appliquer la proposition 1, 7.
Donc on a un opérateur K,€0, tel que
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oK)o(H;—H;) =1, K(H;—H;)=I+N', N’, N'A, AN'€Q,.
Or
2,7 0;—9;, = —iHA+iH A =i(H;— H)A.
En multipliant K, & gauche, on a
K(9;—9,)=iI+N)A =iA+iN'A, B, =iNA
d’ot on obtient

2, 8) iA=K,9,-9)+B,, K,, B€, (Proposition 1, 7)
(2,9) a;aj“‘ajai:K(aj—ai)"'B, K=K1K2, B=BlK1€a’1-

Par conséquent, on obtient

(2,10) 9,9, 3,.,2,2,2,4 + B4—0,2, - 0, ,9,08,,, - B,
=09, 9, (K9,—K9,+B)9,,, - 9,
—09, -0, ,K33,,, 3,00, 9, K33, -0

i j+1 - 2+ k
+ 98,3, ,BO;,, -+ D

i+1 """ Y

Alors nous envisageons l'opérateurs du type:
S:alaZ'“ath'+l.“ak HE&]

Nous pouvons démontrer que l'opérateur s peut s’écrire sous une
forme d’une combinaison linéaire d’opérateurs composés du type
(2,5) d’opérateurs 9; (i=1,2, ---e,e+1 - k).

Posons 9,,, -+ O Ju]l=w. On a

S = alaz au——lauH[w]

Considérons
d

9,H[w] = ( ¢

- z’HeA>H[w] — ( ;tH Jrwl+ H% [w]—iHAH[w]

- < th >[w] +H ;t [w]— i HH,A[w]+ i(HH,— H,H)A[]
+iH (HA - AH)[w]

d

dt

+i(HH,— H.H)A+iH,(HA—AH),

—H( -iHcA>[w]+K3[w] K, = (d H)

dt
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d’ott on voit facilement griace au théoréme 1 et le corollaire du

théoréme 2 et la remarque a la fin du chapitre 1, que si on prend

comme H un opérateur tel que <%> €&,, alors K, appartient a &,.

Mais alors dans notre cas (2,10), K et B satisfont a la dérniére

condition (c’est-a-dire, (%), (%) €&, par définition)”.
Donc on obtient (pour H=K ou B dans (2, 10))

(2) 11) al -+ 9,.,0 Hae+1 o ak = alaz ae—lHaeae+1 o ak

e-1"¢

+81...82_1K8 "'ak

37 e+1

Nous voyons bien que l'opérateur H dans s change sa position
a gauche et que deuxiéme terme ne contient que (k—1) opérateurs
3.. Alors nous éffectuons ce procédé encore pour ces deux termes.

1

D’aprés P'application continuelle de ce procédé on finit par obtenir
une expression qu'on a voulue.

3. Une ineégalite d’energie. Maintenant, nous revenons a I'équ-
ation (2,6). Nous préparons une inégalité pour la résolution du
probléme de Cauchy pour cette équation.

Lemme 2,2 Pour u(t, x) une fonction m fois contindment dérivable
en t a valeurs dans D7,, satisfaisant ¢ w(0)=u'(0)= --- =u""Y(0)=0.
il ¥y a une inégalité pour h suffisamment petit

(2,12) max, IIN[u]Hﬂ)Z.Zé C grélaé-hllﬂm[u] ”:D’;; ,  C<1

on 11, N sont des opérateurs définis au paragraphe 1 de ce chapitre.
Demonstration Considérons une équation d’évolution trés simple :

(2, 13) %u—iHsA[u] —

qui a été traitée dans larticle [13]°. On a eu l'inégalité: pour
u tel que #(0)=0

MS’ Hj—tu—iHsA[u]HZdt =, |2

On va chercher une inégalité analogue pour l'espace D7, par

7) On voit bien que K et B sont construites toujours & partir des opérateurs H;
par la multiplication de 4 et leurs produits.
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la méme méthode en utilisant la proposition 1,3 dans le premier
chapitre.

d 2 R d m m oo
Calculons a—tlluH:D,L,.z—a<(l+A Yu, (L+A"wu>, ued

Az, =<1+ AP (14 A7 A™ Amydu
Ll = <1+ AN D, (1A - (L A, (1 A7 B

= {1+ A")iH Au+0), (1+ A" + L+ A", (1+A")(—iH, Au+2)>
= <A+A™, A+A™> + (O+Au, (L+A™)
+i A+ AMHAu, (L+A™u) =i (L+A™u, (1+A™)H,Aw>

La proposition 1, 3 nous montre
(1+A™"HA = HAQ+A™)+ H{A"+H;, H], H; bornés

Donc on a

{A+A"HAu, Q+A"u> — <A +A™w, 1+A"HAu)

— CHAQ+ A, (1+A™> — <A+ A™u, HAQL+Au>
+ {H{A"u, QA+A™"w> + {HjAu, 1+A"Ww)
— LA +A™Mu, HiN"u> — {1 +A")u, HyAu)>

= {(HA—AH¥)A+Au, 1+ A™u >+ (HIA” + HiA)u, (1+A™)u>

= QAT (HIA - HiA

= (HA—AHQ+Au, 1+Au> + CRA+A"u, 1+Au)> +
+ A +A"wu, RA+A™u)

g HiA"+ HA

qui est borné.
1+A™)

ou

Aussi, les théoréme 1, et 2 nous montrent que HA—AH¥
=HA—-AH +AH,— H¥) appartient a &,. Donc on a

d 2 2 2 2

< Nl < Culloll el +Callu
Par suite, on a

2 h 1 —iH Ayll? _
@10 ut)lly < M1 u—iHAullgndt  OSE<h u(0)=0
ou bien

h
@15) (w0l = M, [ 100l 1Gpdt (=12, m), 0<t<h
‘ u(0)=0
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d’ou on obtient

(2, 16) max. || u(f)|| gm = M,k max. ||9,[«]] g, w0)=0
0 t<h 12 0t<h 2

Nous commencons a considérer des opérateurs composés. Pre-
nons par exemple, l'opérateur s,,_,=—=09,9,---9,, alors pour u(t, x)
m fois contintiment dérivable en ¢ & valeurs dans 97, on a

2,17) max. || s,,.[#]llgm < MA* max. || 1L, [] [l -
O<t<h L2 0 t<h 2

Si si,_, est un opérateur composé de (m—1) opérateurs 9; tel
que 9;s},_,=IL, ou II}, est une permutée de II,, =90, .- 9,,.

Grace au lemme 2,1 II,—II/, est une combinaison linéaire
d’opérateurs composés qui contiennent au plus (m—1) opérateurs

9; (i=1,2,---m) dont les coefficients sont des opérateurs dans &,.
Alors on a

1
max. || sy, [#]llqm = M,h* (max || IL,[u]]]qm
0<t<h 2 0 t<h L2
4 max ||( combinaison linéaire ) || m
‘='sh  d’opérateurs composés 2

d’au plus (m—1) 9;

De la méme maniére, on voit facilement que si s, est un opé-
rateur composé de k opérateurs 9; (i=1,2, --- m) k<m, alors on
a, en supposant M2h1‘<1,

max || s,[u] | qm < MA* (max || see,[#]llgm
o<t <h L2 0<it<h L2

+ max || (combinaison linéaire de tous s, s,, Sk)uH:Dw
oigh 2

< M (max || speL#] llgpm
Ogléh L2

max || (combinaison linéaire de tous s,, S,, *** S, )% ”ZD"‘
L2

Ogt<h
< e
< Mt (max || 1L, [4] ] g
Oli’tg;h
+ max || (combinaison linéaire de tous s, - sm,l)u[]ﬂ)m
0tk 1.2

Nous allons faire la somme de tous les opérateurs s, (k=1,2, ---
m—1). En désignant par #, le nombre de tous les opérateurs s,,
on a
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> max || s[u]llom < Mh? max (|11, [0]lpm
k 0<t<h 3)1,2 0t <h a)LZ
+mMh* 3 max || sy[u]ll gy -
F0Zt<h L2

Si on prend /% suffisamment petit de telle maniére que

%>n,M2h, on arrive a l'inégalité voulue:

2,18) X max || s[u]llgm < M* max [|TL,[u]]lgy -
°§,‘,’,,->f" L2 Ostéh L2
Par conséquent, on obtient l'inégalité (2, 12).

4. Reésolution du probléeme de Cauchy. Considérons d’abord la
partie principale II,, seulement. Nous envisageons I’équation :

2, 19) 1L [4] = v

Alors on peut remplacer (2,19) par un systéme équivalent:

iu—iH,Au =7,
dt
d
T Y% HzA 11— U2
(2, 20) ar =Y
Cidtvm—l_iHmAvm‘l =

Nous remarquons que ce systéme n’est nullement un systéme
des équations aux dérivées partielles, mais un systéme des équa-
tions d’évolutions d’opérateurs d’intégrale singuliére. Alors pour
la démonstration de l'existence de la solution du probléme de
Cauchy, le théoréme de Kowalewski ne marche plus. Mais un
travail de S. Mizohata [107] qui utilise la méthode de semi-groupe
assure que pour l’équation du type:
ac,it' v,—iH Avg = vy,
on peut trouver une solution v, continue en # a valeurs dans D,
continiment dérivable en ¢ a valeurs dans 27!, du probléme de
Cauchy avec la valeur initiale zéro pour wv,,,, fonction continue
en ¢ a valeurs dans 97,. Donc on peut supposer que le probléme
de Cauchy relatif a (2,20) est résolu dans le sens plus haut.



Le probleme de Cauchy et les opérateurs d’intégrale singuliere 149
Maintenant nous résoudrons I’équation (2,6) par la méthode des
approximations successives. Posons

(2) 21) Hm[vp+1] = U_N[UP] M

ol 9,=0, v est une fonction m-fois continiiment dérivable en ¢ a
valeurs dans P;;. Dans la suite, nous fixons ~ dans le lemme 2, 2
qui assure l'inégalité (2, 12). Et puis, nous désignons

(2,22) max I\Hm[u]l\ﬂ)m = |||l#l|| (Notation d’Anneli Lax).
o<t<h 12

Alors on a
Mog— v, ll1=llvg— vl + log_s — vl + -+ + [0, — 0l
Or,
lloe—0,_,|ll = max IIHm[vk—vk_,]II:Dm
0lt<h 12
= max ||N[vk—1—vk—2]”:‘Dm
0<lt<h 12
=< Cmax [[IL,[v, .~ v, ,1llqn  (Lemme 2,2)
0o<it<h 12

= Cllloe-, —vi_|l]
d’ou il vient
llos—vialll = C*llos— ]|
- C?
— -1y ... 4 — —
Dalll=0,lll = (€77 - + COlllo—willl = 7= max lollgym

On voit que {v,} est une suite de Cauchy pour la topologie de

la norme ||| ||| dans I’espace des fonctions continues en ¢ a valeurs
dans Dj;.
Mais on a

max [[v,—0,/lqn < Clllo,—v,lll  C'>1

0o<t<h 12

Enfin, »,(f) forment une suite de Cauchy dans C(D7). Donc si
on pose

u(t) = lim v,(t)
g0
alors u(¢) est une solution m fois continuement dérivable & valeurs

dans D}; du probléme de Cauchy pour ». L’unicité du probléme
est évidente par cette approximation.

5. Equation a coefficients constants Nous démontrons que sous
notre hypothése, la condition du théoréme 3 est nécessaire pour
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Péquation (2,1) a coefficients constants. Ce n’est qu'un résultat
presque banal du théoréme suivant ou on suppose que A" (¢, x)
:Avovl...vn.

Théoréme R. (Courant et A. Lax) Pour que le probléme de Cauchy
relatif a [équation (2,1) soit uniformément bien posé il faut et il
suffit que L(u) soit écrite sous la forme suivante :

(2, 23) L(u) =1L, [u]+ N[«]

qui est exactement la méme chose que (2, 6).

Démonstration. Par une remarque de R. Courant et A. Lax [3],
le probléme de Cauchy relatif 4 ’équation (2, 1) peut étre remplacé
par une famille des problémes de Cauchy relatifs aux équations
réduites qui contiennent deux variables seulement :

oy oy ohvly ,

(2, 24) La(u) = 8;"; —IE"’A“O\Q n(al)\q (an)"‘n—a—x{m_—voa—tvo X, = &;x;
Vo <M

ou «,,---,«, parcourent la sphére d'unité |[a¢|=1. Or, A. Lax

[6] a trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que le
probléme de Cauchy relatif 4 I'équation (2, 24) soit uniformément
bien posé.

La condition de A. Lax s’énonce comme suit :

2,25 PO, @) =P,0M)+a(, @) oit P, =TT (-1 a)

ol P\, @) est le polynéome qui est obtenu a partir de 'opérateur

. . . o]
différentiel L en remplacant ( ;) par «; respectivement et <a—t> par
X

A et n(A, @) est un élément du module engendré par des moénomes
de (A—2X;), qui sont obtenus a partir de P,,,(X):ﬁ(k—x,.(a)) en
i=1

supprimant au moins un des facteurs de P,,(\).

Revenons a I’équation (2, 1) a coefficient constants et écrivons-
le sous une forme de I'équation d’évolution d’opérateur d’intégrale
singuliére comme nous avons fait dans l'article [13]. Alors on a

"u —y, O¥OU
2,26 Lu)= —— Avorr Ve R e RUnAVITWZ 2= ()
( ) (u) " |§ 1 dp
Vg<™
et on peut considérer I'équation symbolique de (2, 26) en éffectuant
la transformation de Fourier spatiale, on obtient
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) ( g Vi < E >Vn G)
2’ 27 _ Avo.v,.,.\m 1 v | P 1vi—vg = — 0
( ) atm f"E’" ’f > IE] |$| atvo

Vg< ™M
Donc ici, en vertu de la condition de A. Lax (2,25), on peut
I’écrire sous la forme suivante :

2, 28) q(jt—ix,.<%> £ >12+ n<§t, é}')u =0

Si on revient a I’équation originelle par la transformation de Fourier
inverse, on trouve justement 'équation (2, 6).
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