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§1. Introduction. Cet article a pour but d’étendre les résultats
de M. L G. Petrowsky exposés dans [10] aux cas ou les coefficients
sont variables. Nous allons traiter d’abord les systémes hyperboli-
ques au sens généralisé. Ce traitement est une suite de mes travaux
antérieurs [8] et [9]. Ensuite, nous traiterons les systémes para-
boliques en nous basant sur le méme principe. Comme on verra
dans la suite, notre traitement est une extension directe des mé-
thodes employées par Petrowsky dans les cas ou les coefficients
ne dépendent que de f. L’extension est faite d’une maniére na-
turelle. A savoir, grace a la théorie des opérateurs d’intégrale
singuliére due 4 MM, Calder6on et Zygmund [1], nous sommes en
état de transplanter le raisonnement fait dans le cas ou les coef-
ficients sont constants au domaine des coefficients variables. Mais,
comme nous avons signalé dans [8], I'emploie des opérateurs
d’'intégrale singuliére nous nécessite quelque-fois des connaissances
assez approfondies de ces opérateurs. Nous en exposons dans le
§2. Comme nous avons déja préparé quelques lemmes dans [8]
et [9], nous nous limiterons a énoncer les lemmes nécessaires avec
quelques commentaires, en renvoyant le lecteur a mes travaux
antérieurs.

Qu’il me soit permis de profiter de cette occasion pour faire
quelques précisions de mes travaux antérieurs [8], [9]:
1) Nous avons insisté dans [9] sur I'impossibilit¢é de construire
une matrice ¢71(x, ¢, ) dans le cas ou #=2 (ou # est la dimension
de l'espace). M. T. Shirota m’a communiqué oralement que cette
situation découle du fait que nous avons limité «J(x, ¢, §&) a valeurs
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réelles, a savior, nous avons limité l'’espace d’eigen-vecteurs de
cHl(x, t, &) a4 vecteurs réels. C’est vrai. Mais, d’étendre l’espace
d’eigen-vecteurs seulement dans le cas ou #=2 est, nous semble-t-
il artificiel.

2) Nous avons montré dans [9] que le résultat de Calderon sur
l'unicite [2] est vrai indépendamment de la dimension de l’espace.
Dans ce cas nous avons supposé que les coefficient des parties
principales des systémes kowalewskiens sont indéfiniment différen-
tiables. Mais ce résultat est vrai en les supposant seulement de
classe C; B>1. En effet, on peut remplacer avantageusement le
Lemme 2.1 de [9], par le Lemme 2.8 de cet article. A savoir,
on n'a pas besion de modifier une partition de l'unite &,&) (i=1,
2, -+, p) en multipliant B(§).

§2. Quelques lemmes sur les opérateurs d’intégrale singuliére.

Nous supposons connue la théorie des opérateurs d’intégrale
singuliére exposée dans [1]. Nous avons exposé dans [ 8] quelques
proprietés de ces opérateurs. QOutre ces propriétés, nous allons
utiliser quelques unes qui vont suivre.

DEFINITION 2.1. Un ensemble d’opérateurs d’intégrale siguliére {H.,} ¢,
est dit borné, si tous les H, sont du type C;, avec B=co, et de
Dlus qu’ils vérifient la condition suivante: pour tout («, 3),

@ 8
sup <%> <88§> o(H,) (x, &) ’ est borné lorsque  parcourt I.

XERM
1£1>1

DEFINITION 2.2. Un ensemble de matrices du type (N, N) dopéra-
teurs d'intégrale singuliére {Jly} ¢, est dit borné, si tous les éléments
figurant dans {J1,} forment un ensemble borné au sens de la défini-
tion 2.1.

Nous dirons désormais que, si un ensemble d’opérateurs d’in-
tégrale singuliére ou bien un ensemble de matrices d’opérateurs
d’intégrale singuliére est borné au sens de la définition ci-dessus,
il est borné dans lespace des opérateurs d’intégrale singuliére.

On sait que, H, et H, étant deux opérateurs d'intégrale sin-
guliére du type Cg, avec 8= oo, alors les opérateurs

HlA_AHn HI*A_‘\Hl*y (H;k_Hf)A, ZX(HI*"Hf), (Hlon—H]HZ)A)
A(HLOszHle)
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sont des opérateurs continus de L? dans lui-méme ([2], Théoréme 3).
Nous énoncons ce théréme sous une forme plus précise :

LEMME 2.1. Lorsque H, et H, parcourent deux ensembles bornés
dans lespace des opérateurs d’intégrale singuliere (@ savoir au sens
de la définition 2.1), alors les opérateurs énumérés ci-dessus forment
des ensembles bornés dans [l'espace des applications continues de L’
dans lui-méme.

On sait que pour tout entier positif m, on peut definir une déc-
omposition
2,1) A"H = HA"+ HA" '+ H,
telle que l'application : H—(H,, H,) soit linéaire et que H,, H, soient
des opérateurs bornés de L? dans lui-méme (Lemme 2.4 de [8]).
On peut dire méme plus:

LEMME 2.2. Lorsque H parcourt un ensemble borné dans [lespace
des opérateurs d'intégrale singulieve, alors H, et H, forment des
ensembles bornés dans espace des applications continues de L* dans
lui-méme.

La démonstration est presque évidente, vu celle du lemme 2. 3
dans [8], nous ne la donnons pas.

Comme nous avons fait au début de l’appendice dans [8],

nous utiliserons une partition de I'unité dans ’espace R”: 2,5’ (x)’=1,

ou les B;(x)>0, sont des fonctions indéfiniment dlfferentlables a
support compact. Supposons en outre que les 3;(x) sont formées de
la maniére suivante : soit {x‘°},_,,,..x®=(0), la suite des points
dont les coordonnées soient des multiples de %,  étant un nombre
positif quelconque, on a alors 8;(x)=B,(x—x¥) (i=1, 2, ---). Enon-
cons-le.

LemME 2. 3.
:Z;()”[Bl(x)Am Amﬁ (x)]l}“ CH(A+1)m 1v||z

pour toute v(x) € D™, ou C est une constante indépendante de v.

Nous avons déja donné cette démonstration au cas ou m=1,
dans I'appendice (I'inégalité ii). Comme la démonstration s’achéve
de la méme maniére que dans le cas m=1, nous n’en donnons pas
la démonstration.

LEMME 2.4. Soit {H;} une suite de matrices d’ordre N d’opérateurs
d’intégrale singuliéve, qui est borné au sens de la définition 2.2,
alors on a
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g I[B (%) H: — I8 (x) ] Au| 2L C | |u|?

pour toute u e 9.
Compte tenu du lemme 2.3, il suffit de montrer que

3 II08:0) I — IGAB (e Tl P C |l

Or, nous avons montré dans [8] (inégalité iii) au début de I’appen-
dice)

SHILB0PA — PAB .0 Tull < Cllulf,

et notre démonstration a faire est presque la méme que celle de
la derniére inégalité.

DeFINITION 2.3. Une famille de matvices d’ovdre N d’opérateurs
d’intégrale singuliére {Jl,},c; est dite uniformément réguliére, s'i/
existe une constante o >0 telle que

lo(T)X| > X1,

pour toute Jl, et pour tout. X, vecteur complexe @ N composants, ou
| X = X197, X=(X,, -, Xp).

On peut alors énoncer le lemme 2.2 de [8] sous une forme
plus précise :
LemMmE 2.5. Soit {Jly}ye; une famille de matrices d’opérateurs
d’intégrale singuliérve, qui est borné (au sens de la définition 2.2)
et uniformément véguliére, @ savoir vérifie la condition ci-dessus,
alors il existe deux constantes o’ >0 et C telles que

|| Ty Au|?>=0"||Aul[*—C||ull?,

ou o' (< o) est une constante qu'on peut premndre aussi proche de o
qu'on le veut, (en prenant alors C plus grand), et les constantes ci-
dessus o’ et C sont communes pour toutes les Jly.

Nous avons donné une démonstration dans l'appendice de [8]
dans le cas ou Jl, est une seule matrice. Mais la démonstration
a faire est presque évidente d’aprés l'analyse faite la-dedans.

Nous énoncons un lemme qui est une conséquence immeédiate
du précédent (voir le lemme dans l'appendice de [8]):

LEMME 2.6. Soit H un opérateur d’intégrale singulieve de classe
Cy avec B>0. Supposons que

(2,2) partie réelle o(H)(x, &)< —38, pour tout &€ Ry, et tout x € Ry,
On a alors
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(H+H*)Au, Au)< —28 ||Au|]*+ ||u]]?,

&(<8) pouvant étre prise aussi proche de 8 qu'on le veut (en prenant
alors « plus grand). De plus, lorsque H parcourt un ensemble
borné (au sens de la définition 2.1) en vérifiant (2, 2), on peut prendre
une v commune pour tous les H appartenant au borné.

Nous renvoyons le lecteur 4 [8]. Remarquons un fait: nous
avons utilisé exclusivement l'inégalité :

e + 0l P<2(|[u]]*+[|9][).  Mais on utilise ici I'inégalité

||u+v|12<crllul|2+-o;iflHvllz, ou o>1,

cette inégalité découle de (|a|+|b1)<o|a|2+—_"-1|b|2.
p—

Enfin, la deuxiéme inégalité signifie que

1

e PR e

De méme que le lemme 2.7, on a le

LEMME 2.7. Soit H un opérateur d’intégrale singuliéve de classe
Cy, B>0; soit
2, 3) 9= sugp[a(H) (x, &), on a alors

[ HAw| <" [| AP+ oyl

w'(C>n) pouvant étre prise aussi proche de n qu'on le veut (en prenant
alors v plus grand). De plus, lorsque H parcourt un ensemble borné
en vérifiant la condition (2, 3), on peut prendre une v commune pour
tous les H.

Nous avons utilisé dans [9] une partition de I'unité de 'espace
Ry : >N & (§)=1, ou &,(£) sont des fonctions indéfiniment différentia-
bles en dehors de l'origine, de plus elles sont des fonctions homo-
génes de degré 0: &;(\%)=&;(&) pour tout A_>0.
DEFINITION 2.4. Soit « la distribution telle que &(§) ;a, a savoir

« est I'image réciproque de Fourier de &(§). On désigne par of, f
étant dans L*, ou bien plus généralement une distribution tempérée,
lopérateur

atf:(r*f.

L’opérateur « ainsi defini est bien un opérateur d’intégrale
singuliére trés simple. Nous avons donc



186 Sigeru Mizohata

LeMME 2.8. Soit H un opérateur d’intégrale singuliere de classe
Cy, avec B=+oco. Alors lopérateur («H—Ha)A est un opérateur
borné de 9° dans lui-méme, s étant un entier quelconque (positif, O,
ou négatif).P

§3. Systémes hyperboliques.

1. Nous allons expliciter les systémes hyperboliques au sens
généralisé (d’aprés Petrowsky) (voir [10], p. 65-66).
Soit
d i . _— X (ko, by, -5 ky) <i>k0.“< a >kn
@1 (§) wtn 0 =g () (o)) wte )
+f£(x’ t) (i:]-y 2) ttty N)

un systéme kowalewskien. On suppose, pour simplifier le raiso-
nnement, que tous les coefficients sont des fonctions une fois con-
tinuement différentiables en t a valeurs dans 3,.

Comme nous avons fait dans [8], en ajoutant les inconnues
on remplace cette équation par une équation équivalente de la
maniére suivante :

3.2)  u, :i"f‘”"*”(A+1)"f'(”+”<gt>puj, 0< p<n;—1

ip
j:1) 21 Ty N
Par le procédé montré dans [8], on arrive a une équation
écrite par opérateurs d’intégrale singuliére :

3, 3) % w(t) = i JBHAuE) + BEyul®) + 18 .

On suppose ici que
1°, Soit
(3, 4) o Jl(t) = (o(H;;) (x, 1, £)) .
Alors toutes les racines de I'équation caractéristique
(3,5) dét A[—o 9(2)) =0

sont toujours réelles pour tout (x, ¢, §). Cela revient au méme que
toutes les racines de I'’équation en M\ déduite en prenant le déter-
minant de la matrice

1) On peut dire méme plus: Soit H un opérateur d’integrale singuliére de class Cg,
g>1. Alors (e¢H—Ha)A est un opérateur borné de L? dans lui-méme ([2], Théoréme
3).
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,)\’nl
A2 " o -
T [2 affoko(x, BAF(EEYR - (66 )n |

k)
AN

(3,6)

prennent toujours des valeurs imaginaires pures (voir [10], p. 27).

2°. o d(t)=(c(H;;)(x, t, £)) est diagonalisable pour tout (x, ¢, &) fixé.
Cest-a-dire que le polynome minimal de la matrice (\J—qoJ9((2))
se factorise de la forme (A—X\)---(A—2X,), X;==7;. De plus, on
suppose que la multiplicité de chaque racine de 1’équation (3,5)
(ou ce qui revient au méme de (3, 6)) est invariants lorsque (x, ¢, &)
parcourt RZx [0, T]xS;.

3°. La différence entre deux racines distinctes est toujours supér-

ieure a une constante positive, lorsque (x, ¢, £) parcourt I'ensemble
ci-dessus.

REMARQUE. 1° Le cas traité dans [8], c’est-a-dire le cas ou o %{(?)
est somme directe de matrices dont chacune admet des racines
distinctes essentiellement entre dans le cas actuel. Notons que
dans le cas actuel les coefficients sont a4 valeurs complexes, alors
que dans [8], nous avons supposé que les coefficients sont réels.

2°, Le cas ou la multiplicité n’est pas invariante pour (x, ¢, &),
n’entre pas dans notre cadre. Remarquons toutesfois que I'invari-
ance est essentielle pour notre raisonnement qui va suivre, L’ex-
emple donné par Petrowsky ([10], p. 67-69) montre que les
conditions 1° et la propriété d’étre ponctuellement diagonalisable
seules ne sont pas suffisantes pour traiter le probléme de Cauchy.
D’autre part, il faut remarquer que dans le cas ou o 4(f) est
hermitien, la condition 1° seule est suffisante pour traiter le pro-
bléme de Cauchy (voir [6]).

Il n’est pas toujours possible de diagonaliser la matrice o 9{(x, ¢, £)
globalement. Mais le travail de Petrowsky dit que les matrices
o (%, t, &) vérifiant les conditions ci-dessus sont localement dia-
gonalisables (voir [12], p. 271-272). Cela nous suggére une possi-
bilité d’étendre directement le travail ci-dessus au cas ou les
coefficient sont variables. Les méthodes et les résultats dans [10],
p. 56-63, sont un peu compliqués, et comme il s’agit ici des cas ot
les coefficients dépendent de (x, ¢, £), nous allons les reproduire ici
en ajoutant quelques précisions.

2. Une conséquence de I'analyse de Petrowsky.
Désignons par P les points (8,, 8,, ---, 8,,) dans l'espace R"*.
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Soit @ un ouvert relativement compact dans R™*",
DeriniTION 3.1. Nons dirons qu’une fonction c¢(8,, -, B,,)=c(P)
appartient 4 &), si ¢(B) est définie au voisinage de O et y indé-

finiment différentiable en (8,, ---, 83,,) avec Un ensemble de

9%
_ 9B,
c(P) sera appelé borné dans &(0), si pour tout v=(y,, v,, ---, v,,)

les dérivéees <§%1>v1 <9783m )Vmc(ﬁ’) et (%)h <§Z;>vm<a%0>c(,3)

sont bornés lorsque ¢(8) parcourt I’ensemble.

DEFINITION DE E(O; MpB; py, -+, D).

Désignons par £(O; My) 'ensemble des matrices d’ordre N
dont les éléments appartiennent a &(0O).

Désingnons par My (8; p,, -+, ps) 'ensemble des matrices M(B)
vérifiant la condition suivante: M(B) est d’ordre N et elle est
diagonalisable pour tout B fixé, et dont le polynome caractéristique
est de la forme (A—X)?r---(A—X,)%s ol A, >\, >--- >\, (\; étant
réels), et de plus X;—X;.,>8.

Enfin, £©; My@;p,, -, p) est Iensemble des sections
E(O; My) au dessus de O a valeurs dans My (S;p,, -, p.).

Un ensemble B de E(O: My(8; p,, -, p,) est dit borné, si tous
les éléments des matrices appartennant 4 B forment un emsemble
borné dans £(O) (au sens de la définition 3. 1), c’est-a-dire que, pour
tout v fixé, (%)Vc;,-(ﬁ), (%)V (‘8‘%) ¢;;(B) sont restés bornés pour
B €0, lorsque c;; parcourt tous les éléments des matrices appar-
tenant a B.

REMARQUE. Nous avons posé t=2,, (x, £)=(8,, -+, B,

Ceci fait, nous voulons montrer la
PROPOSITION 3. 1. Etant donné un borné B dans E©O ; Mn(S;p,, -+, p.)),
O étant un ouvert relativement compact contenant Iorigine, on peut
trouver un ouvert O, contenant I’origine (C O) de la maniére suivante :
Pour chaque élément M(B) de B, on peut associer une matrice dia-
gonalisatrice N(B) de telle maniere que 1° N(B) appartient ¢ £(0, ;
My), NBY 'MBYNB)=I, B€O,. 2° Lensemble des N(B) ainsi
associées forme un ensemble borné dans E(O,; My). De plus {N(B)}
sont uniformément réguliéres: il existe une constante o >0 telle que

|dét. N(B)|>>c >0 pour toutes les N(B), et pour tout B€O,.
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DEMONSTRATION.  Nous allons suivre le raisonnement de Petrowsky.

1°, Soit (A(B), -+, A(B) est l'ensemble des valeurs propres de
Me&©O; Mn(8;p,, -, D). Ces fonctions appartiennent a &E(©)
au sens de la définition 3.1. De plus, lorsque M parcourt B,
I'ensemble des (A, (B), ---, A.(8)) forme un ensemble borné dans
€(0) (au sens de la définition 3.1).

2°. Soit M(B) € (@ ; My(-++)). On sait que tous les mineurs d’ordre
(N—p,+1) de la matrice A,(8)—M(B) sont identiquement nuls.
Mais, pour tout point Pe (@, il existe un mineur d’ordre (N—p,)
non nul en P. On peut dire méme plus: Si I'on prend O,, un
ouvert contenant l'origine, trés petit, alors il existe un 2 >0 tel
que, pour tout M(B) € B, au moins 'un des mineurs d’ordre (N—p,)
de la matrice A (B)—M(B3) est toujours supérieur 3 » en valeur
absolue sur ©,. Montrons-le. S’il n’était pas vrai, il n’en serait pas
vrai quand on restricte 8 a l'origine. Alors il existerait une suite
M™Q), M™(B) € B, telle que MY (0)— M* (la convergence est au
sens habituel), et tandis que tous les mineurs d’ordre (N—p,) de
AW —M™(0) (A™ étant la plus grande des valeur propres), conver-
gent vers 0. Il est alors évident que M*e My(S;p,, ---, p,). En
effet, soient A} >\¥">..->\*¥ les valeurs propres de M*. On a
d’abord s'=s, et ensuite A?(0)—=A¥ (i=1, 2, -, s), dou A¥—A¥,; >6.
De plus dét (W —M*)=A—AF)P1---(A—A¥)?s, 1l ne reste qu’a mon-
trer que M* est diagonalisable. Il suffit de montrer que dy_,(A)=
A=AF)P e (A=A¥)2s7! en désignant par dy_, (M) le plus grand
commun diviseur des mineurs d’ordre (N—1) de la matrice AM— M*,
(Remarquons que dy_,(A) ne se divise pas par (A—A¥)?:), 11 suffit
donc montrer que tous les mineurs d’ordre (N—1) de M —M* se
divise par W—A¥)?2:7' (i=1, 2, ---, s). Montrons-le pour i=1. Dési-
gnons un de ces mineurs par p(A), et les mineurs correspondant a
-2
M—M(0) par p,\). On a d'abord p,(\)—p(\), de 12 (%)”‘ 5,0\
__><d ‘Qpl 2p()»). Comme les p,(\) ont comme facteur (A—A{(0))?17}
d\»?
on a <c72> b.N)
d p1—2 , . . . s
(Zf)\) b, (\) sont équicontinues sur toute partie bornée de A, on a
donc <£’I>m 2])(7\.) iA=AT:0' Nous avons donc M* € Mpy(8; p,, -+, Ds)-

Or, M*e M8 ; p,, -+, p,) entraine qu’il existe au moins un

=0, et comme A{™0)—=A¥ et que les

A=21"(0)
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mineur d’ordre (N—p,) non nul de la matrice M¥/—M*. Or, par
hypothése, tous les mineurs d’ordre (N— p,) de A{?(0)[— M “(0) con-
vergent vers 0. Cela contredit I’hypothése.

3°. Daprés 2°, il existe au moins un mineur d’ordre (N—p,) de
la matrice A, (B) — M(B), M(B) € B, dont la valeur absolue soit supérieure
a » sur @,. On fixe une fois pour toutes l'ordre de tous les
mineurs d’ordre (N—p,) de la matrice d’ordre N. On prend alors
le premier mineur de tels mineurs. On détermine alors un vecteur
propre (C,(P), -+-, Cy(P)) correspondant a A=A, (P) par le procédé
habituel, on prend ici C;(P)=1, si C{P) sont des composants arbi-
traires. D’ol: on peut associer, a chaque matrice M(B)€ B, un
vecteur propre (C,(P), ---, Cy(P)€E(O,) corrvespondant ¢ A=\, de
maniére que ces vecteurs ainsi associés forment un ensemble borné
dans E(O,), M parcourant B.

4°, Nous allons associer a (C,(P), ---, Cy(P)) ainsi construit, des
(N—1) vecteurs (C{®(P), ---, C¥(P)) (i=2, 3, ---, N) formant avec
(C.(P), -+, Cy(P)) des N vecteurs linéairement indépendants. Nous
suivons encore le procédé de Petrowsky (voir p. 60-62). Remar-

quons que Max {|C,(P)|, ---, |Cy(P)|} >1. Ce qui est important est
que, en posant

f:(P) = @(|C;(P)]|)e—i¥C;»pampl. C;(P> (i=1, 2, -, N)

f:(P) doivent étre des fonctions uniformes. Pour cela. il suffit de
prendre O, (C O, trés petit tel que dans O,, les oscillations des
. . s g .1 C
C;(P) pour toutes 1 at BT A
;(P) p outes les matrices € B soient inférieures 3 2o N
1 1

fzf-m. (Cela est toujours possible, d’aprés 3°, parce que

!
Il

(C,(P), -+, Cy(P)) forment un ensemble borné dans &0, M(B)

parcourant B). En effet, soit IC,-(O)IQ%-%, alors |C;(P)|<C
2—\}17, et Y(|C;(P)])=0. Si ICi(O)I>-;-ﬁ, alors en fixant

0<lampl. C;(0)< 27, C;(P) devient une fonction uniforme et —=<_
ampl. C;(P)< 3.

On suppose ici que les fonctions @(x) et yr(x), outre les condi-
tions 1)-4) de la page 61, sont des fonctions indéfiniment différ-
entiables., On voit finalement que, en définissant les C{”(P) (j=1,
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2, ---, N) comme Petrowsky a fait (voir p. 61), (C{°(P), C9(P), -,
Cy(P) (i=2, 3, ---, N) appartiennent a £(0,), et de plus ils forment
un ensemble borné dans €£(0,), M parcourant B. De plus on a

C,(P) C,(P) - Cy (P)
C(P) CP(P) - CY(P) || >8>0,
CiV(P) CE(P) -+ CR(P)

pour tout P€@,, et pour toute M(B)€< B.

5°. Nous suivons le procédé de Petrowsky, indiqué dans le numéro
5 p. 62-63 de [10], c’est-a-dire l'induction sur N. Cela achéve
notre démonstration. c.q.f.d.

De la proposition 3.1, il n’est pas difficile de voir ceci: sil’'on
choisit 5’ et & assez petits et prend un recouvrement assez fin {V/}
(7=1, 2, ---, p) de la sphére unité dans R?, la matrice o %(x, ¢, &)
est diagonalisable par ¢Jl(x, t, §)€Cy, B=co, dans le domains
[x—2°1<7/, |[t—1,|<¢& E€ V), ou % et & sont indépendants de la
position z° et #° et Vj.

Plus précisément, soient {x‘°}; ,,,.. les points dont les coor-
données sont des multiples de % ;2®=(0). Soit @} la cube de
centre x> a cotes paralléles aux axes, de longueur 27 ; soit Q;;=
Q;x V,. alors pour tout Q;;x[—é&+1¢,, t,+&] on peut associer une
matrice diagonalisatrice oJ1,,(x, ¢, £) de o % (x, ¢, £), définie au voi-
sinage de ce domaine :

(3) 7) o'mij(x7 t) E) O'j[(x, t) E) = (rg)xj(x) t: E)o—jzij(xy t) é(:)

ot 09;(x, t, ) est une matrice diagonale ayant des valeurs propres
Nx, 8,8 (1=1,2, -+, s) comme éléments. De plus oJl;(x, t, ) et
oD;[x, t, §) avec leurs dérivées en ¢ forment des ensembles bornés
(avec une identification naturelle) au sens de la définition 3.1. (en
posant Bozt, (1817 Tty ﬂn):(xu ) xn)) ('Bn+1) T 182,,):({:1: T fn)),
1E] =1.

Nous allons maintenant étendre le domaine de définition
ol fx, t, &) et o D;i(x, t, &) a I'espace entier : Ky x R x [,—¢, t,+£].

Soit @; la cube concentrique a Q; a coOtés i 27 ; soit V; un ouvert

(sur la sphére-unité) tel que \ /V;=sphére-unité, V,cC V. Soit r(x)
une fonction indéfiniment différentiable définie sur R? et borné
avec toutes ses dérivées, laissant invariants tous les points de Q,:

lx,~|<~i n (=1, ---, n), de plus dont I'image soit contenue dans la
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cube @ :|x;|<# (=1, ---, n) ; on définit Jri(x)=(x— x?), alors Yr,(x)
applique 'espace R" dans @) et laisse invariants tous les points de
Q;. Soit @,£) une application indéfiniment différentiable de la
sphére unité dans V) laissants invariants tous les points de V;.
On étend alors les domaines de définition par
O-jzij(x! ty é:) = a-mij(lp‘i(x); t) (p;(f)) ’
oD%, t, &) = oD (Yi(x), t, pi£)).
On définit o 4(;,(x, t, §) par
O-Lq{ij(x) t) E) = O}g{(’\!f‘(x), t; (p](g)) .
Alors on a la relation
(3; 8) O-inij(x; t; é:)o“<g{ij(x) t) E) = G‘@ij(x, t) E)O-mz‘j(xy t; E) ’
qui est valable pour (x, ¢, &) € R x[t,— &, t,+&] x Rt.
On a finalement le
COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 3. 1.  Les familles J1;{¢), H;,(t), D;;(¢t),
Jorment avec leurs dérivées en t (:iit T ,(2), ) des ensembles bornés

au sens de la définition 3.1, ou t est paramétre. De plus, les I, (1)

forment un ensemble uniformément régulier (au sens de la définition
2. 3).

Nous utiliserons dans la suite une partition de l'unité dans
I'espace Rj}. Nous avons montré dans [9] cette utilité. Nous
faisons ici d’une maniére plus simple. Soit &;(£) une fonction
homogéne de degré 0:é&;(A6)=@;(§) pour A >0, indéfiniment dif-
férentiable dans |&€|>>1, dont le support vérifie la condition :

support [&;()] sur la sphére-unité < V;;&;£)>0.

I est évident qu’on peut faire une partition de P'unité
@ Er=1 ou les &;(§) vérifient les conditions ci-dessus. De
méme, on fait une partiton de l'unité dans l'espace R: support
[BAx)]CQ;, Bilx)=Bx—x), B(x)étant une fonction indéfiniment
différentiable, et ii‘aﬁ,-(x)zzl.

I1 faut alors remarquer ceci :
LemMmE 3.1. Pour toute u(x)€ L*R"), on a
(BAx) J(E)t;u) (x) = (BAx) I () u) (x) .
En effet,
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(Bi(x) JUt)etju) (x) = B;(x) S cH(x, t, £) exp 27ixE)a (E)a(E)dE .

Il suffit de considérer l'intégrale ci-dessus pour x € supp [Bi(x)].
Comme l'intégale en £ ne s'étend que sur le support de &;£), cette
intégrale se détermine par les valeurs de o 4{(x, ¢, ) sur (x, £)€Q;
x V;, de la on voit que le symbole o %{(x, ¢, £) peut étre remplacé
par o4 x, t, &). c.q.f.d.

3. Probléme de Cauchy.

Nous avons indiqué dans [8] une méthode pour les systémes
strictement hyperboliques. Nous voulons nous appuyer sur le
méme principe. Limitons-nous donc & indiquer que nous pouvons
le faire.

Nous avons défini dans [8] une matrice

B, (t) = A"IX@) TNEA™ + 8,1 .

Dans le cas actuel, nous remplagons cette matrice par

oo, p
(3,9 Buh=A" X « BAx)TLE) I, (8) BAx)a)A™ + 8,1
to—e<t<to+£ .
Montrons que

1°) B,(#) définit dans 9™ une norme équivalente. Pour u € 9™,
on a

(3,10) SNTsBxIe Al 5 ST xS0 8 )4
—A"B(x))ull* .
Ici le second terme se majoré par
c 2, (BA)A™ — A™B(x))ejul
En effet, {Jl;;} forment un ensemble borné (corollaire de la prop.

3.1), Aot [T pere, gy <Lc.
Ensuite, compte tenu du lemme 2.3, et du fait que

3 ol =l

le terme ci-dessus se majore par
CIlIA + 1) ul.

Envisageons le premier terme. Compte tenu du corollaire de
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la prop. 3.1 et le lemme 2.5, il se minore par
7 SIIABaul - C SN waulr
Ce premier terme se minore par
7 S8 oAl ~ T SRR B DAIaulf
Compte tenu du lemme 2.3, il vient
B 1) ST A > T A"~ C A+ 1"l

oll nous avons utilisé I'égalité :
E IBA XAt jul|[* = )Z A7 e ju||* = [|A™ulf* .
(3,11) montre que, si 'on prend B,, assez grand, B,,(f) définit dans
49" une norme équivalente. En effet, on a, d’autre part,
(3,12) ZJ 172 ;8 (x)et; A" ul < c EJ 1B (x)at ;A" ul|* = cl| A™ull.

2°) On va montrer maintenant
— YmBm < B,,A+ A*B,, < v,uB,. .
Considérons
T:;B L x) ;A" YA = T1;8:(x); HANT 4 T8 x)a (A I — JHA™A .
ici le second terme peut étre négligé pour la raison suivante:
2[(T0;;BAx)X{A™ Y — HA™)Au, T1;;B{x);A™u)]|
T B4x); () AP+ [T ;8 ()t ;A

Or, la somme >} par rapport aux premiers termes, se majore par
i

¢ S NIBARAAA™ I — A Aull*= ¢ ||(A" FH— JA™ Al P C[(A+1)"ul~.

En effet, A” 94— HAN" = HA" '+ H,, et d’aprés le lemme 2.2 on a
Iinégalité demandée. Et le deuxiéme terme s'évalue par (3, 12).

Nous allons écrire telle relation par =. Dans cette conven-
tion, on a

J:;B {x)o ;A" HA=T1;;8 (%) ; HAN™ =T, ;3 (x) Ho ;AN
(d’aprés le lemme 2. 8).

Or, d’aprés le lemme 3.1, B(x)Jlc;=B(x)IH;;;. D'ou la derniére
expression ci-dussus
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= JLi;BAR) Iy , AN = T1;58(x) H; ;A0 A™
=J1;;H;;8{x)Aa;A™ (d’apres le lemme 2.4. En effet, 4;; forment
un ensemble borné au sens de la définition 2.2.). Finalement,
(3,13) la derniére expression = J1;;H;;AB(x)c;A™
(d’apreés le lemme 2. 3).
Comme mijcc%ij:g)ijojzij» on a
m;jﬂ{;jA = Q[]’m;jA"‘g{U

ou R;; est une application bornée de L* dans lui-méme. De plus
les R;; forment un ensemble borné dans l'espace des applications
coutinues de L? dans lui-méme : llg{,—jlu(Lz.Lz)<C. En effet

(9Zijt4[ij—tg)ijjzij)A = (ﬂzijﬂij— mij°«5l{ij)A—(g)ijmij_g)ij"gzii)A .
D’aprés le lemme 2.1 et le corollaire de la proposition 3. 1, on voit
notre assertion.
Do,

(3,14)  T;; I AB AR, =D;;T1;;AB(x)a ;A" = Dy ;AT ;B8 (%) A™
Finalement, on a
B, A+ A*B,, =iN"(2] a;B(x)TH[Di;A — ADH]T1;;B(x)a)A™ .

Considérons les opérateurs (9, ,A—AD¥). Ils sont tous des opéra-
teurs bornés de L* dans lui-méme, puisque les 9);; sont des matrices
diagonales et dont les symboles sont & valeurs réelles. Nous pou-
vons dire méme plus: d’aprés le corollaire de la proposition 3.1,
les 9),;; forment un ensemble borné au sens de la définition 2.2,
donc d’aprés le lemme 2.1, les (9;;A—AJ¥) forment un ensemble
borné dans l'espace des applications continues de L* dans lui-méme.

ReEMARQUE 1. Nous avons montré dans [8], que
B_(t) = (A+1)""I*FITUA+1)""+ B(A 1) %"+

définit dans 9™ (m_>0) une norme équivalente, si B est assez
grand. Dans le cas actuel, il en est de méme en posant

B_,(#) = (A+ 1) a;Bx) TN Bx)e;) (A +1)7" + BA +1) 720,

De plus on a
_7—1)13—';1<B-n1A+A*B-méfy—mB—m .
Nous laissons la démonstration au lecteur.
REMARQUE 2. Nous avons envisagé B,,(f) dans te€[¢,—¢, t,+€].
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On peut la construire, si 'on veut, dans tout intervalle [0, 7]. En
effet, & étant indépendant de la position de #,, on recouvre [0, 7]
par un nombre fini d’intervalles ouverts [; (1=1, 2, -+, k) dont les
longueurs soient inférieures a & Soit @,(f) une partition de I'unité

k
subordonnée i ce recouverment: >\ @;(t)=1, sur t€[0, T], supp
i=1

[@:(t)] C I;, @A¢) est une fonction non négative indéfiniment différen-
tiable. Dans chaque intervalle, on a un opérateur B (f), vérifiant
les conditions ci-dessus, et

B,.(t) =2} pt)B>(¢)
répond i notre demande.
3°) Inégalité d’énergie.
D’aprés le numéro 1°), l'inégalité d’énergie est évidente. Il

% B,.(t) est un opérateur vérifiant I'inéga-

suffit de remarquer que d

lité

— B () < & But) < cB,),
ou ¢ est une constante convenablement choisie. Or, cela est évi-
d
dt
sens de la définition 2.2 (corollaire de la prop. 3.1).

dent, vu que J;,(¢) et J1;4t) forment des ensembles bornés au

4°) Ona montré dans [8] que, ¢ étant fixé, en prenant 9, (domaine
de définition de A(t))={u;uec D", Alt)u € D7}, (I-NA(?)) définit un
isomorphime algébrique de 9, sur 9. Pour le montrer, il suffit
de montrer l'existence d’'une matrice C,(¢) vérifiant les conditions
suivantes :

a) C,(¢) définit dans 9' une norme équivalente.

On définit ici

C, = A(Z “jBi(x)mfjmuBi(x)aj)A+BI,
ou les JI(;; sont des matrices d’opérateurs d’intégrale singuliére
définies par
O‘(m,’j) = };(-jzij)—l .

D’aprés la démonstration du numéro 1°, la propriété a) est mani-

festement vérifiée (si I'on prend B assez grand). Montrons main-
tenant la propriété b).
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La relation

o(J1;;)o(H;;) = o(D;;)a(T1;;) entraine
o(H;;)o(T1;;)" = o(T1;;) ' D;;) .

La définition o(J7,;)*="0(J1;;) entraine

o(I,) + 'a(M;) = ‘o (OM;) (D, ) = "ol )o( D) .

En prenant le transposé, on a
(I )) oA, ;) = (D, ) (INT,;) .

En désignant par 4%, l'opérateur d’intégrale singuliére défini par

o(JE) = o(H;;), on a

JW.;J-O tgg{i?_, = .@UOJT(.,-]- .
Or, d’aprés le lemme 2.1 et le corollaire de la proposition 3.1,
les opérateurs (J;; ‘9t — D, ;0 ;)A forment un ensemble borné
dans l'espace des applications continues de L* dans lui-méme. Ceci
fait, on a (en utilisant la convention de 1°)),

;8 (x) AN =N, ;8 (x)0; H¥A = DN;13 (%) HF At ;A
=O10,,8,(x) *HPAC,A

(comme By(x)'Ila; = B(x) 'Hha;), =IN;;8,(x) ' HEAa;A

(d’aprés le lemme 2.4) =JI;; ‘9,8 (x)Ac;A

(d’aprés le lemme 2.3) =I,; ‘HHAB (x)a;A

(d’aprés le fait ci-dessus)=,;; ;AL (x)c;A

(d’aprés le lemme 2.1) =9 ;A8 (x);A .

Cela suffit de montrer notre but.

5°). En résumé, notre cas actuel se traite de la méme maniére
que les systémes strictement hyperboliques. Rappelons-nous que
nous nous sommes appuyés toujours sur le corollaire de la prop.
3.1. On aura les théorémes 3.1 et 3.2 dans [8]. Reproduisons
le théoréme 3. 1.

Supposons que I’équation (3, 3) vérifie les conditions 1°, 2° et
3° au début de §3, alors on a
TeHOREME 3.1. Pour tout t,€[0, T, et pour les données u® € P,
f(t)e D70, T] (fonction continue ent ¢ valeurs dans ™), il existe
une et une seule solution u(t), 0<t< T, de I'équation (3, 3), continue
en t a valeurs dans D%, une fois continuement différentiable en t
a valeurs dans D", prenant la donnée initiale pour t=t,. De plus,
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Papplication (u°, f(1)) > u(t) de D" x D0, T] dans D"[0, T] est
continue.

84. Systemes paraboliques.

1. Nous allons traiter les systémes paraboliques au point de vue
de semi-groupe. Ce traitement nous avons déja montré dans [7],
pour les équations paraboliques. La-dedans les construction des
matrices B,,(f) ont été faites par des expressions explicites. Mais
cette méthode est, nous semble-t-il, difficile a étendre aux systémes
paraboliques. Nous reviendrons ici au mémoire de Petrowsky [10],
et montrerons une extension directe de ce travail aux cas ou les
coefficients sont variables. Remarquons que M.S. O. Eidelman a
publié un beau mémoire sur les systémes paraboliques ([3]). Mais
son point de vue est différent du noétre. Nous donnons d’abord la
définition des systémes paraboliques [10] p. 3.

Etant donné un systéme d’équations aux dérivées partielles mis
sous la forme d’équation d’évolution :

d

dt

B 04 () () ot 0700
(7'=1n, 2, -+, N).

4,1) ( )n{ui(x, 1)

Nous dirons que le systéme (4, 1) est p-parabolique, si
1°. il existe un nombre entier p tel que

4, 2) Pko+ki+ - +R, < pnj; kg < m;.
2°. Considérons la matrice d’ordre N:
A
(4,3) M - (S agfe s (3, OV @it o - (2|

AN

ol Y signifie la sommation sur tous les termes vérifiant pk,+ --
(k)

k,=pn;; lorsque &, x, t parcourent la sphére unité dans Ry, I'espace
Rz, et [0, T] respectivement, les parties réelles de toutes les racines
du déterminant de (4,3) sont restées toujours inférieures a une
constante négative —3.

Cela fait, nous supposons que tous les coefficients sont des
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fonctions continues en ¢ a valeurs dans B,.
Comme dans le cas hyperbolique, nous traiterons (4,1) sous
une équation équivalente. Posons
d k

@0 wa= Ao (), 0<k<n-1, j=1,2,, N,

en ajoutant ainsi les fonctions inconnues, on a un systéeme équi-

valent :
‘U, u
o]

Un Un’

7’_‘1 | ffl(t)

d .
. + :
at ‘fN/(n

+ [Bij(t)

Un’

U,

En posant ‘ : ] simplement %, et en écrivant N’ de nouveau N on
uN/

a une forme matricielle

(4,5 & ult) = HOAUD+LBOA 4+ BOJult) +£(8),

ol p=2b et B,(t), -+, B,,(t) sont des opérateurs continus de 9* dans
lui-méme, s étant un entier quelconque, positif, 0, ou négatif. Nous
écrivons encore, en posant

(4, 6) -@(t) = -@1“)[&%4l + Qz(t)AZb#Z_F s -@zb(t) ’
(4,7) ;’it u(t) = LA™ + B(E) Ju(t) + f(E) = A(H)u(t) +f(2) .

Il est connu que le déterminant de la matrice
4, 8) M —oc(x, t, &)
et celui de (4, 3) coincide ([10], p. 27).

2. Construction de B,,(t). Nous partons du lemme suivant da a
Petrowsky ([1], Lemme 5, p. 24).

LEmMME 4.1. Etant donnée une matrice d’ordre N, A=[a;;]. Soit
4,9 la;;|< K.

Alors, il existe une matrice C=|[c;;] telle que

(4,10) CAC* =
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ou a¥=\;, N, étant les valeurs caractéristiques de A; aty=0, pour
j>i. De plus, on peut disposer que toutes les valeurs absolues des
a¥;(j<i) soient moindres que & domné a l'avance (€ étant supposé
<(N-1)!27K). Alors que la matrice vérifie

(4,11) |dét. C| = (N—1)! 2NK/E)NN-D/2
4, 12) |C; I <(N-1)! 2VNK[&N-1 .

Nous allons appliquer ce lemme 4 la matrice parabolique
cH(x, t, £), nous avons alors

PROPOSITION 4.1. Etant donné 5 >0, il existe deux constantes posi-
tives &, M, vérifiant les conditions suivantes: pour tout point (x°, &, t°)
dans R*x S x [0, T, on peut associer ¢ o H(x, t, &) une matrice sJ1
non-singuliere a éléments constants de telle maniére que, en posant

(*) ol - a‘ﬂ{(x, t, E) = a.@(x, t, E) e oJl ,
o D(x, t, &) vérifie dans le domaine | x—x°| <&, |E—E|< &, [t—1°|<LE,
les conditions suivantes: soient a,(x,t, E), a,(x, t, &), -, ayn(x, t, E)

les éléments a la diagonale, alors a;;(x, t, §) vérifient

partie réelle a;;(x,t, )< —8+7 (=12, -, N);
(4,13) .
la;(x, £, 6)|<n (7)),

alors que
(4, 14) 1]|dét. T\ M,, |éléments de oTl|< M,.

REMARQUE. ¢ et M, sont des constantes indépendantes de la posi-
tion de (x°, #°, &°).

De cette proposition, on voit que, comme dans §3, il existe
un recouvrement de la sphére unité {Vj};_,,.. , et un recouvrement
de l'espace R%:[Q}]; 0....- €t un nonmbre & positif tels que dans
Q,;=Q;xVix[t,—¢& t,+&], on peut associer une matrice o¢J;; a
éléments constants telle que
1) ¢J1;; sont uniformément réguliéres : | (¢7];;)- X| >+| X | pour tout
X, vecteur complexe 4 N composants, et forment un ensemble
borné (d’aprés (4, 14)),

2) les 09;,(x,t, §) définies par (x) vérifient la condition (4, 13).

Il est évident alors que

3) ¢9;;(x,t, &) avec c(11t c9,;;(x, t & forment un ensemble borné

au sens de la définition 2. 2.
On étend, comme nous avons fait dans le cas hyperbolique, les



Le probleme de Cauchy 201

domaines de définition des c;;(x,t, &) en modifiant oJ9((x, ¢, &).
Finalement on a

PROPOSISION 4. 2. Pour tout t,€[0, T] et n donné >0, il existe
des recouvrements {Vitine., et {Q}iwi,.. de la sphére unité
dans Rt et de l'espace R? respectivement, et des matrices o9l
cD;i(x, L, &), o ;;(x, t, &) tels que:

1°. oJl;; o H;;(x, ¢, &) = a-g)l-]-(x, t &) . aJl;;,

o o dl;(x, t, E)=cdlx,t, &) pour (x,t,&)€Q;x[t,—& t,+E|xV;, et
oD, ;(x, t, &) vérifient la condition (4,13).

2°0 AT A D), {9D,; (0}, telt,—¢&, t,+E] forment des ensembles
bornés avec leurs dévivées en t au sens de la définition 2.2. De

plus, {J1;;} sont uniformément réguliéres (définition 2. 3).
1l est manifeste que

ij

définit une norme équivalente dans 9" si 3,, est assez grand, vu
le cas hyperbolique. Plus précisément, on a

(4.16) B,(t) = pA*™ +(B,,—r,) .

ol p est une constante positive indépendante de m, et «,, est une
constante positive convenablement choisie.
On va montrer 'inégalité de la forme :

PROPOSITION 4. 3.
B, A+ A*B,, < — A"t Lol (A4 1) H0-D
o o est une constante positive indépendante de m.
DEMONSTRATION. Occupons-nous de B,,A. Posons
K;; = a;B3,(x)I15T1,,8 (%) .

Envisageons A”K,; ;A" (A*. Pour établir la proposition, il suffit de
létablir pour u € 9. Nous supposons dans la suite, v € 9~. Con-
sidérons la forme

(A" K ;A" N u, u) = (K; ;A" HAPu, A"u),
en posant, A” H=HA"+ H A"+ 9, (d’aprés le lemme 2.2), elle
s’écrit
(K;; HNT o, A7u)+ (K HNT 7 %0u, Au)+ (K H A u, A™u) |

Montrons que, pour notre but, le second et le troisiéme terme sont
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des quantités négligeables dans le sens suivant: Considérons la
forme

|(Kijuv V)| = |(mij8i(x)aju) mijBi(x)ajv)‘

< &M By o+ T8 Rl

ol & étant un nombre positif quelconque. Or, on a

21718 (Ha g [I< C@) [lwllg:

¢ étant un nombre entier positif, 0, ou négatif. En effet, on a le
LEMME 4. 2.

3 1182wl gy < Cls)

ou C(s) est une constante positive, s étant un entier quelconque positif,
0, ou négatif.

Nous donnerons cette démonstration dans I’appendice.

De 14,

ST, 0) | << 6C(=9) [l C5) Il

Cette inégalité entraine que
%}l(K,-jﬂ[lA"’“‘“”u, A"u) | < EC(—b—1) || HLA™ 2 0u| 5 -1y
+ L CO—1) Al .
Evidemment, on a

[ LA™ 20u]| gy 1y <C |1l | gnss, PATCe que J, est une application con-
tinue de 9~ dans lui-méme, et on a posé C= llﬂ,lll(@_@,,) L -y

D’autre part, |[Amu|]_@,,41<||u||@,,,,,,_,,
En résumé,

S LA™, A2)|<EC(— (b= D)C el Cb—1) el Zymsar

et € peut étre pris aussi petit qu'on le veut. Il en est de méme

du troisiéme terme. Nous écrivons telle relation de la forme:
T3 BAx) AT HAP ~ T1,; B(x)at; HA™

Par la méme raison ~ JI,; B (x); A A" ~ T, A*B (x); HA™?

Pour ce dernier, on utilise le
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LEMME 4. 3.
Zﬁ 1B ()N — APB (x)ullg <L d(b, $) |1l -1

ou b est un entier positif, s étant un entier positif, 0, ou négatif.
On donnera cette démonstration dans I'appendice.
Evidemment, on a J7,;A’=A%7];;, et d’aprés le lemme 2.8, et
d’aprés lemme 3.1, le dernier ci-dessus est égal a

—~ Abmijﬁi(x)ﬂ(,-,-ajA’”"'b — Abf]]ijlgi(x)j[ijl\bajAm
~ AT, 9N B(x)e ;A" (d’aprés le lemme 2.4 et la prop. 4.2),
~ N ;M8 (x)a;, A" (la prop. 4.2 et le lemme 2.1)
= Ab@;jAbm;jB;(x)ajAm B
Pour I’évaluation de B, A+ A*B,,, il suffit donc d’envisager, en
posant
mijBi(x)ajAmu =V;;,
(D;;+ DEA,;, M) .
Elle se majore par (d’aprés les lemmes 2.6 et 2.7)
— (28 — N2/ [|A% P+ oy A+ 1) 0,17,

ou &(< 8), n’(C>n) sont pris aussi proches de 6 et de 7 respective-
ment qu'on le veut (il faut alors, bien entendu, prendre  assez
grand), et &, 5’ et y peuvent étre pris indépendamment des (7, j).
Or,

20 (1A% 2= o [IA72u| [P — o [|(A + 1) |7
7

Ce qui achéve notre démonstration.
REMARQUE. La proposition 4.3 est naturellement vraie pour B_,,(),
ou m_>0,

B_,(t) = (A+1)""(3] ;B (%), T1HB (%)) (A +1) 7"+ B_ (A +1)"*D,

Explicitement, on a
B_,A+A*B_,, < —a(A+1)* 0" ol (A+1)X0717"

3. Probléme de Cauchy. Comme nous avons indiqué dans [7], le
probléme de Cauchy pour I'avenir se résout au point de vue de la
théorie des semi-groupes.

Nous fixons une fois pour toutes l'entier m >1, et voulons
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montrer l'existence des solutions de 1'équation (4, 7) dans l'espace
(%)
1°) L’inégalité d’énergie.

Soit #(#) une solution de I’équation (4. 7), une fois continuement
différentiable en ¢ a valeurs dans 9™**, on a alors

L (B tyu(t), u(t) = (B A+ A*B,u, ) + (Bt 1)+ (B f, )+ (Byit, ).

D’aprés la proposition 4.3, on a

< — o [IA PulP 4 o, (A1) 0| [P+ C(Bu, ) +2[(B,f, u)l.

Or, Vo A A1) 07 ]2 %HA"‘“’uIIZ+P% A +1)" |

Désignons (B, w, w)/* par |wl|ls,, alors d’aprés Schwarz
(B Sy @) < f |5y [12t]| By »
enllwl] gm < wllg, < cmllwllgm,  pour 0Lt T,

¢,, et c,, sont des constantes positives, on a
d
dt {Hu(t)”%im(t)} </ ||u(t)||§;m(,)—|—p” Hf(t)mam(t) ,

ou p’ et p” sont des constantes.
Cette inégalité entraine

(D)1, < (E, ) Ll e+ JIax LA ()Ign]1,?

ou bien
4,17) @) < (2, to) [Ilults))gm+ tn<1%3<(t“f(7')||2@'"]» 1>1,.

2°) Dopérateur inverse (I—AA)™', A >0, dans D™ (m>1).

On prend 9, (domaine de définition de A)=9"**. On va
montrer que (/—X\A) définit un isomorphisme topologique de 9™**
sur D", si A_>0 est assez petit. Plus précisément, il existe A, >0
tel que pour 0< A< X,, et pour tout ¢,€[0, T], (I—X1A(¢,)) définit
un isomorphisme topologique de 9"** sur 9™,

Divisons notre raisonnement en plusieurs étapes.

i) pour u € P"*,

2) Comme nous avons remarqué dans le cas hyperbolique, on peut supposer qu’une
B..(¢) est définie pour ¢€[0, T].
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(B,(t) (I=NA(E)u, (I—NA@ )W) = [|[(I—NAE))ull%, o0
> lluHZBm(to)—x([BmA+A*Bm]u) u) .
D’aprés la proposition 4.3, on a

LEMME 4. 4.
B,A+A*B,, < —cA*"*»+q' B < y.B,,,

ou v, est une constante positive indépendante de t. De la
(4,18) I —=NAull,, > llulls, (1—Ny5) .

Cette inégalité montre que (I—MA) est biunivogue de D"** dans
.

i) on va montrer que, pour v € 9" et € P,

(4,19) [<Bpms s, YD1 ClI0l| gyul W] g 25 -

Il suffit de montrer cette inégalité pour v, € 9~. On a alors
{Bomi 0, ¥>=(B,+ 40, V), puisque deux éléments appartiennent a 9.

(Bynast, ¥) = TUK ;A" o0, K A™ )+ 8,0, ) ,
| o [ S NEK A2 gy |1 K A 0] gy + Bl 01 [l
L (KA1 s+ B 1017 (K A ]|+ Bl 1Pl

On va montrer que le premier facteur

2 KA 0]+ B [0l < C [l -

D’abord, LK A0l < 92| |B i) A |y,

ou v est une constante indépendante de (7, j): |o(T7;,)X|<v|X].
D’aprés le lemme 4. 2,

Z} 18 (x)a ;A7 0| |3, < C(—b)glldﬂ\m”’vllf@-b = C(=b)||A"*|1%,,
<L C(=Db) ||| -
Il est de méme du second facteur :

2 NEA™ Yl + B 1P < Col s -

iii) On va montrer que B,,,, est une application biunivoque de 9"
dans 9 ™%, si B,,,, intervenant dans B,, , est assez grand.
En effet, on a
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partie réelle (B, (A+1)%0)> 7 A7+ (8,0, C) ol

ou C est une constante convenablement choisie, ¢ est une constante
positive vérifiant :

la(T1;;) « X| > o | X] .
Montrons-le. Posons w=(A+1)"%yp, alors

(Boysst, (A+1)"20) = (B, oA+ 1w, w)
— (B oMNw, w)+ 3 (Zkb) (Bons o0, w).

e
Occupons-nous du premier terme du second membre,
(4,19) 2, (K A" Pw, K ;A" ) = Z] (K ;A" 2w, APK ;A" w) + R,
= DV(K ;A" w, K A" w)+ R+ R, .
Doy, partie réelle de (4,19) > o’ ||A"**w||’— |R,| — | R,| .
Or,
IR, 1< Z] 172,08 (x)A® — APB (x) ] ;A 2 w]| gy || K ;A 0] | gy

< 7 S ILBADA — A, () JA™ ]| gy, B D), A™ ] g

L N -2 D IR (), A oaw] ,) 2

L yd(b, — )by (Xl A" 2000|451 )72 (1A 0] )

< B (B, — )" l10l] gyeszsn 0] s

= 7°c(0)*d(b, — )|l gm-lloll gm -

Il est de méme des termes restes.
iv) Enfin, on veut chercher une solution # dans 9"** de 'équation
(4, 20) (I—MAu = v,
pour v donnée dans ™. D’aprés iii), il suffit de trouver u € 9"*?
de I’équation
(4, 21) B,,.,(I—-\Au = B,,,,v,
puisque (I—AAu € 9”. Comme B,,. v € D "% il suffit de trouver
la solution vérifiant
Bl [=2A)t, V> = B0, ¥>

pour toute ¥r€ 9% ou ce qui revient au méme pour toute yr € 97,
Remarquons que la seconde forme est une forme semi-linéaire en



Le probléme de Cauchy 207

<, et continue pour la topologie de 9”**, Or, la premiére forme
s’écrit

((H,+iHu, ), ou

2H, = B, .,(I—MA)+([—MAY*B,,.,,

2H, = —i{B,,.,(JJ—AA)—(I—XA)*B,,.;} .

Or, H, et H, sont hermitiens, et de plus H, définit dans 9”** une
norme équivalente. D’ou, si on désigne (H,u, yr)=(u, J)y,, 0N a

(H\+iH)u, ) = (I+iH)u, ¥y,

ou H est un opérateur hermitien borné.
Comme [|w||y, et ||w||gm+2 sont équivalentes, on voit que pour
toute v € 9™, il existe un et un seul élément v de 9" tel que

(B0, ¥>= @, ¥)y, pour toute € P+ De plus, d’apres ii),
[[0l] gm12o <L |[0]| gm. En effet, llﬁlim:ws”llp [ (@, ‘P)yﬁ%\b sup | (@, ¥)m, |
! H1<1

I Il gym+2s<C¢

= Sup |<Bm+bv) ";’>|<CC||UH_@""

En-pn_@,,,wﬁc
C'est-a-dire que I'application de v dans v de 9™ dans 9" est

continue. Il suffit donc de résoudre 1'’équation (considérée dans
I'espace 9"** muni de H,),

I+iHyu =v.

Comme H est hermitien et borné, on a u=(U+:H) 0. De 13, il
existe toujours une et une seule solution u € 9" de I'’équation
(4, 20) pour toute v € 9”. De plus l'application v—u de 9™ dans
g+ est continue.

3°) 1l est manifeste que l'opérateur A est fermé. Nous pouvons
alors utiliser le résultat de Kato [4], plus précisément une légére
modification indiquée dans mon travail [7]. Dans ce but, il suffit
de montrer ceci: (voir prop. 3 de [7]). Posons d’abord, S(f)’=
(A+1)""B, (YA +1)"™, S(¢) est alors un opérateur hermitien positif
opérant sur L? et continuement diflérentiable en ¢ a valeurs dans
L(L*; L*. On pose ensuite

T@#) = (A+1)"S(E)(A+1)", alors on a

T (A+1)"T() = (A+1)"SE(A+1)" = B,(t).
De 1a
1) (Bulu, w)=((A+17"T(t)u, T(t)u)=|T(t)ul|gm.
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2) T(t) et T (¢) sont des opérateurs continuement différentiables
en ¢t a valeurs dans (9" ; 97).

D’aprés la proposition 2 de [7], finalement on a la
PrOPOSITION 4.4. Etant donnés u,€ D", f(t)e D"+*[0, T, fonc-
tion continue en t a valeurs dans D"+, et t,€[0, T], il existe alors
une et une seule solution u(t), t >t,, de l'équation (4,7), continue en
t a valeurs dans D™, continuement différentiable en t & valeurs
dans D", ou m est un entier qulconque positif, 0, ou négatif.
REMARQUE. Précisément parler, ceux qui précédent n’affirment cette
proposition que pour m_>1. Mais, I'inégalité d’énergie et le passage

a la limite affirment que la proposition 4.4 est aussi vraie pour
m<0.

Revenons a 1'équation (4,1). La proposition 4.4 montre la

PrROPOSITION 4.5. Etant donnés la valeur initiale et le second membre
fi et t,€l0, T]: (u, ut, -, u?’_l)e(@"’“’”i, Qrrrrymn oL gt
(7=1,2, ---, N) et le second membre f(t)e D"**[0,T] (i=1,2, ---, N),
m étant un entier quelconque positif, O, ou négatif, il existe alors
une et une seule solution de I'équation (4. 1), u(¢), t >t,, (i=1, .-, N),
u;(t) étant n,-fois continuement différentiable en t & valeurs dans
D, telle que

(;»i ulty) = uy  (1=0,1,2, -, n;—1;j=1, -, N).

Appendice.

1. DEMONSTRATION DU LEMME 4.2, Dans le cas ot s>0, la dé-
monstration est évidente. Occupons-nous donc du cas ou s<0.
Il suffit de montrer 'inégalité

(A1) DB (A+1)—(A+1)Bx)JullF < ClI(A+1)ul?,
- pour u€9°,
Nous voulons montrer plus précisément <CC|[(A+1)"CHyl?.
En effet, [IB(x)ul%)- = [[(A+1)"°B;(x)ul* < 2||B (x) (A +1)"ul|*
+2[|[B(x) (A+1) 7 — (A+1)7"B,(x) Jul*.
Posons
(A, 2) U= (A +1yw.
Alors v € L? et l'inégalité (A, 1) devient
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(A3 E HEBx) (A+1)7" — (A +1)7°B,(x) J (A + 1)o|F L C ol

Soit @) une fonction indéfiniment différentiable a support
compact, qui vaut 1 au voisinage de l'origine. Soit « I'image
réciproque de Fourier de & ). On a alors

Z LB (x) (A+ 1) —a(A+1)7B(x) (A + 1ol F L C, o]

puisque a(A+1)"° est une distribution dont l'image de Fourier

———E@r— est bornée et a support compact.

(1€]+1)

On va donc envisager, en posant
(A 4) I'= §—a)(A+1)"°, & étant la mesure de Dirac,
(A, 5) 2 LB Ax)L'—L'B () (A +1)l? < C, |[v][* .

Considérons I'€)=(1—a())(|€| +1)~°. Elle est une fonction indé-
finiment différentiable et vérifie la condition.

(4.9 [CARCIE

Décomposons

A7 pi0=(BN-18 @MW = 5 D D8 @
(=™

[ Btz PG—9) (x—3ui)dy .

=V
Considérons pour |v|<{m—1,
[ID*B;(x) (2°1') (A°' +1)ol|<sup | D*B(x) | [|(x*1) (A*' +1)o]|,,,, @, étant
v, —_1_ 1v1 A
le support de B,(x). Or, x’l = ( 27”.) <8§> 1(&)
D’aprés (A, 6)
ZIID”B () (2") (A + 1| PG o] P (lv|<m—1).

Soit {2, la boule du centre x> avec le rayon 27; en posant
Pin(x) = S Bz, ¥) (x—p)"L(x— ) (A7 + Do(y)dy,

on va évaluer 20||¢i.v(x)||§2,~ (|v| =m).

Or, o, ,(x) s’écrit (d’aprés Leibniz)



210 Sigeru Mizohata

|x+§és+1 A"'S D,B;.(x, MWD [(x—»)"V(x—y) 1R v(3)dy ,
ol R,, est un opérateur borné de L? dans lui-méme.

1l suffira donc de considérer un des termes ou plutét leur majora-
tions :

¥, = (1D = e |y,
¥, = [ DS — 9= ) July) [y

Prenons la fonction Di[x*I'(x)], on sait que, si |v| est assez grand,
cette fonction est bornée, puisque son image de Fourier est

o (- )" () <o

a,
A+ [E[yFE

et comme |u|<s+1, |v|=m, on a

1*] = IW
<(27l’) lEl)m 1?

donc si m—1">#n+1, la fonction D%(x*1'(x)) est bornée.
D’ou

()| < sup | DETEN | 100) dy
Il (2)]le, < sup| Di(x*I'(x)) ] Hvllm vol (4€2,)"2 vol (£2,)/.
Cela implique
ZII*If‘”(x)IIQ CllolP.

Envisageons ensuite ¥{’(x). En posant |x|*’?Dj(x*I')=1"(x),
x==0, on a

i< | L A e ay<sapinml || 1)y,

i lx—=y1* oy | X —
Par le méme raisonnement qu’a la page 226 de [8], on a
2P @)lg, <L C .
11 reste a envisager

Pi(x) = gwAl‘(x—y)B;(y)(A”‘+1)v(y)dy, pour x€CQ,.

Cette expression s’écrit comme plus haut
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Pix) = XV cuDB(9D, N (x—y)Ruv(y)dy,
A+ M| <S+1

ou R,, sont des opérateurs bornés de L? dans lui-méme. Par la
méme raisonnement qu’a la page 227 de [8], on a

2 llg () 120, < C 0l

2. DEMONSTRATION DU LEMME 4. 3.
1) Le cas ou s_>0. Il est bien facile. En effet.
AR (x)A™ — A" (x) Jul P < 2||[A°B;(x) — B (x)A°JA™u||?
+2[|[[A™ B (x) — B (x) A" Jul|* .

Or, d’aprés le Lemme 2.3, on a
2 HEA“B (x) — B () ATJA™u||P < ClIA™u [T -1 < Cllea]|Gye s o1
SICA™ B (%) = Bi(=)A™ Jul [ < Cllutllgpnss-1 -

3) Le cas ou s<0.

(A+ 1) [A™B,(x) — B(x) A" Ju
= [A+1)7°B,(x) —B;(x) (A + 1)~ JA"u + [A™(A +1)"°B,(x)
— BN (A+1)" Ju.

Il suffit donc de prouver deux inéglités:

SUILA +1) 78 (x) — B () (A + 1)~ JA™u|[* < C, [|ul 5pn- 1
= C, [(A+1)" " u|*.
SYITA™A 4+1)*B,(x) — B () A™(A + 1) Nu|[* < C, [|[(A+ 1) ul?.

Or, la démonstration a faire est la méme que la précédente au
point de vue du principe, nous ne la reproduisons pas.
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