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§ 1. Introduction. Cet article a pour but d'étendre les résultats
de M. I. G. Petrowsky exposés dans [10] aux cas où les coefficients
sont variables. Nous allons traiter d'abord les systèmes hyperboli-
ques au sens généralisé. Ce traitement est une suite de mes travaux
antérieurs [8] et Dl Ensuite, nous traiterons les systèmes para-
boliques en nous basant sur le même principe. Comme on verra
dans la suite, notre traitement est une extension directe des mé-
thodes employées par Petrowsky dans les cas où les coefficients
ne dépendent que de t. L'extension est faite d'une manière na-
turelle. A savoir, grâce à  la théorie des opérateurs d'intégrale
singulière due à  MM, Calderón et Zygmund Dl nous sommes en
état de transplanter le raisonnement fait dans le cas où les coef-
ficients sont constants au domaine des coefficients variables. Mais,
comme nous avons signalé dans Pl l'emploie des opérateurs
d'intégrale singulière nous nécessite quelque-fois des connaissances
assez approfondies de ces opérateurs. Nous en exposons dans le
§ 2. Comme nous avons déjà préparé quelques lemmes dans [8]
et Dl nous nous limiterons â énoncer les lemmes nécessaires avec
quelques commentaires, en renvoyant le lecteur à  mes travaux
antérieurs.

Qu'il me soit permis de profiter de cette occasion pour faire
quelques précisions de mes travaux antérieurs [8], :
1) Nous avons insisté dans [9] sur l'impossibilité de construire
une matrice crT(x, dans le cas où n =2  (où n  est la dimension
de l'espace). M. T. Shirota m'a communiqué oralement que cette
situation découle du fait que nous avons limité 0-74x, t,à  valeurs
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réelles, à  savior, nous avons limité l'espace d'eigen-vecteurs de
0-4t(x, t, vecteurs réels. C'est vrai. Mais, d'étendre l'espace
d'eigen-vecteurs seulement dans le cas où n =2  est, nous semble-t-
il artificiel.
2 )  Nous avons montré dans [ 9 ]  que le résultat de Caldernn sur
l'unicite [2] est vrai indépendamment de la dimension de l'espace.
Dans ce cas nous avons supposé que les coefficient des parties
principales des systèmes kowalewskiens sont indéfiniment différen-
t iab le s . Mais ce résultat est vrai en les supposant seulement de
classe Co 3 > 1 .  En effet, on peut remplacer avantageusement le
Lemme 2. 1 de [9 ] , par le Lemme 2. 8 de cet article. A savoir,
on n'a pas besion de modifier une partition de l'unite ee(C) (1=1,
2, • •-, p )  en multipliant ,8(0.

§ 2 .  Quelques lemmes sur les opérateurs d'intégrale singulière.

Nous supposons connue la théorie des opérateurs d'intégrale
singulière exposée dans [ 1 ] .  Nous avons exposé dans [8 ] quelques
proprietés de ces opérateurs. Outre ces propriétés, nous allons
utiliser quelques unes qui vont suivre.

DÉFINITION 2. 1. Un ensemble d'opérateurs d'intégrale sigulière {H,} y e i

est dit borné, si tous les H , sont du ty pe  C ,  av e c  /9= oo , e t  d e
plus qu'ils vérif ient la condition suivante : pour tout (a, i3),

(

a \., a \ g

- r )  G r ( H 7 ) ( - ;  e)

DÉFINITION 2.2. Un ensem ble de m atrices du type (N , N ) d'opéra-
teurs d'intégrale singulière 1341,

E 7
 est dit borné, si tous les éléments

figurant dans 1341 forment un ensemble borné au sens de la défini-
tion 2.1.

Nous dirons désormais que, si un ensemble d'opérateurs d'in-
tégrale singulière ou bien un ensemble de matrices d'opérateurs
d'intégrale singulière est borné au sens de la définition ci-dessus,
il est borné dans l'espace des opérateurs d'intégrale singulière.

On sait que, H , et H , étant deux opérateurs d'intégrale sin-
gulière du type C / , avec /9=  o o ,  alors les opérateurs

sup
N'

est borné lorsque 7  parcourt I.

A H„ AHP , (I li — A(HP — lit), (H,. H,— 11,11,) A,
A(H10112 — H1H2)
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sont des opérateurs continus de L2 dans lui-même ([2], Théorème 3).
Nous énonçons ce thérème sous une forme plus précise :
LEMME 2. 1. L orsque H, et H . parcourent deux  ensem bles bornés
dans l'espace des opérateurs d'intégrale singulière (à savoir au sens
de la déf inition 2. 1), alors les opérateurs énumérés ci-dessus forment
des ensembles bornés dans l'espace des applications continues de L 2

dans lui-même.
On sait que pour tout entier positif m, on peut definir une déc-

omposition
(2, 1) A"'H = HA"'+
telle que l'application : Ho) soit linéaire et que H„ Ho soient
des opérateurs bornés de L 2 dans lui-même (Lemme 2. 4 de [8]).
On peut dire même plus :
LEMME 2. 2. L orsque H parcourt un ensem ble borné dans l'espace
des opérateurs d'intégrale singulière, alors H, et H o f orm ent des
ensembles bornés dans l'espace des applications continues de L 2  dans
lui-même.

La démonstration est presque évidente, vu celle du lemme 2. 3
dans [8 ], nous ne la donnons pas.

Comme nous avons fait au début de l'appendice dans [8],-
nous utiliserons une partition de l'unité dans l'espace R": E R 1(x)2 1 ,, =0
où les i9 (x) >O, sont des fonctions indéfiniment différentiables
support compact. Supposons en outre que les  i9(x) sont formées de
la manière suivante : soit lx ( 0 1, ( 0 ) ,  l a  s u i t e  d e s  p o in t s
dont les coordonnées soient des multiples de 97, y  étant un nombre
positif quelconque, on a alors /3i (x)= /90 (x— x( 0 ) (i= 1, 2,••). Enon-
çons-le.
LEMME 2. 3.

Ê  P3 1(x)A-  —
i = 0

pour toute v(x)E C", où C est une constante indépendante de v.
Nous avons déjà donné cette démonstration au cas où m=1,

dans l'appendice (l'inégalité ii). Comme la démonstration s'achève
de la même manière que dans le cas m =1, nous n'en donnons pas
la démonstration.
LEMME 2 .4 . S o it  { A i l une suite de matrices d'ordre N d'opérateurs
d'intégrale singulière, qui est borné au sens de la déf inition 2. 2,
alors on a

A v i(x)1v112 C  IRA + 1 r - i v112,
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E 11[31(x)A-R1R1(x)]Au11 2 <CIlull 2i-o
pour toute u E 21 .

Compte tenu du lemme 2. 3, il suffit de montrer que

Ê.
0 I [S i (x) A — MiA Si(x)]u 12 < C' *112 .

Or, nous avons montré dans [8 ] (inégalité iii) au début de l'appen-
dice)

I1[31(x)PA — PA,8,(x)]ul 1 2 < C 12,0

et notre démonstration a faire est presque la même que celle de
la dernière inégalité.
DEFINITION 2. 3. Une fam ille de m atrices d'ordre N  d'opérateurs
d'intégrale singulière 134,1,E 1 e s t d ite  uniformément régulière, s'il
existe une constante o-> 0  telle que

cr(Th)XI o- IXI,
pour toute T , et Pour tout. X , vecteur complexe  à N composants, où
1X1=(EIXi1 2 )1 1 2 , •••, XN).

On peut alors énoncer le lemme 2. 2 de [8 ] sous une forme
plus précise
LEMME 2. 5. S o it  177,1," une fam ille de m atrices d'opérateurs
d'intégrale singulière, qui est borné (au sens de la déf inition 2. 2)
et uniformément régulière, à  savoir vérif ie la condition ci-dessus,
alors il ex iste deux  constantes 0-'> 0  e t C telles que

Ii7 AuH2 >oJ 22—  C  I lu 1 1 2

où a' (< o )  est une constante qu'on peut prendre aussi proche de a-
qu' on le veut, (en prenant alors C plus grand), et les constantes ci-
dessus o-' e t C sont communes pour toutes les 31,.

Nous avons donné une démonstration dans l'appendice de [8]
dans le cas où 32, est une seule matrice. Mais la démonstration

faire est presque évidente d'après l'analyse faite là-dedans.
Nous énonçons un lemme qui est une conséquence immédiate

du précédent (voir le lemme dans l'appendice de [8]) :
LEMME 2. 6. S oit H un opérateur d'intégrale singulière de classe
Ci7 avec 13> 0 .  Supposons que

(2, 2) partie réelle 0-(H)(x,),._< -a, pour tout e- E , et tout x E R:.
On a alors
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((11+H*)Au, Au)< —28' IlAull 2 +711u112,
8'( < 8 )  pouvant être prise aussi proche de 8 qu'on le veut (en prenant
alors y  plus grand). D e plus, lorsque H  parcourt un ensem ble
borné (au sens de la définition 2. 1) en vérifiant (2, 2), on peut prendre
une 7  commune pour tous les H appartenant au borné.

Nous renvoyons le lecteur à  [8 ].  Remarquons un fait : nous
avons utilisé exclusivement l'inégalité :

Hu+0 2 < 2 (11u112 +11v112). Mais on utilise ici l'inégalité

Ilu+v112 <crIlui12 +---œ - 1102Œ-1 ' c>1
cette inégalité découle de (I a + b1) 2 <crl a I 2 + ,

œ  b l
Enfin, la deuxième inégalité signifie que

111/4112 > 1114+02 1102.(T- 1

De même que le lemme 2. 7, on a le
LEMME 2. 7. S oit H un opérateur d'intégrale singulière de classe
CW, l3> 0 ;  soit
(2, 3) 91= sup 10-(H)(x, , on a alors

x,

IIHAull2 <v/2 1A/1112 +71u112 ,
n'(>97) pouvant -être prise aussi proche de n qu'on le veut (en prenant
alors 7 plus grand). De plus, lorsque H parcourt un ensem ble borné
en vérif iant la condition (2, 3), on peut prendre une 7 commune pour
tous les H.

Nous avons utilisé dans [9] une partition de l'unité de l'espace
a ) 2 - 1, où a i (0 sont des fonctions indéfiniment différentia-

hies en dehors de l'origine, de plus elles sont des fonctions homo-
gènes de degré 0 : ef 1(X)---(f i ( )  pour tout X > 0 .

DEFINITION 2. 4. S oit a la distribution telle que c'r() a, a sav oir
g

a est l'im age réciproque de Fourier de a (0 . On désigne par a f ,  f
étant dans L 2 , ou bien plus généralement une distribution tempérée,
l'opérateur

crf . a* f

L'opérateur a  ainsi defini est bien un opérateur d'intégrale
singulière très simple. Nous avons donc
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LEMME 2. 8. S oit H un opérateur d'intégrale singulière de classe
Cp° , avec 8 =  + 0 0 .  A lors l'opérateur (cell— Ha)A  est un opérateur
borné de g s  dans lui-même, s  étant un entier quelconque (positif , 0,
ou négatif)."

§ 3. Systèmes hyperboliques.

1. Nous allons expliciter les systèmes hyperboliques au sens
généralisé (d'après Petrowsky) (voir [10], p. 65-66).
Soit

d „ .
(3, 1) (  d  ) " 'u .(x  t)  = E

( k )

N
a (). t ,k .  ,  k n ) ( x 7  t ) ( )ko... / a k ii

i r t
,

( x

'

t ) )

dt "
+ f ,(x , t) (i = 1, 2, • • N)

un système kowalewskien. On suppose, pour simplifier le raiso-
nnement, que tous les coefficients sont des fonctions une fois con-
tinuement différentiables en t à  valeurs dans _Bx

Comme nous avons fait dans [8 ],  en ajoutant les inconnues
on remplace cette équation par une équation équivalente de la
manière suivante :

(3,2)u  = ( P ' 1)(A + 1)"/ - ( P ' )  (-dd t ) P  u ;  , 0 < p < n 3 -1

j=1, 2, •••, N.

Par le procédé montré dans [8 ],  on arrive A une équation
écrite par opérateurs d'intégrale singulière :

(3, 3) (-
d

d
-
t  

u t) = 3((t)A u(t)+ g(t)u(t) + f (t) .

On suppose ici que
1 ° .  Soit
(3, 4) 0-A (t) = (0-(1111)(x , t, )) .

Alors toutes les racines de l'équation caractéristique

(3, 5) dét (M-0-9L(t)) = 0

sont toujours réelles pour tout (x, t, Cela revient au même que
toutes les racines de l'équation en X déduite en prenant le déter-
minant de la matrice

1 )  On peut dire même plus : Soit H  un opérateur d'integrale singulière de class C ,
13> 1 .  A lors (aH—Ha)/1 est un opérateur borné de 1.2 dans lu i-m êm e (P l Théorèm e
3).
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E cW., ."•k ")(x , t )A . ,h ( ) ( i )k i
«k»

XnN

prennent toujours des valeurs imaginaires pures (voir [10], p. 27).
2 ° .  o-N(t) ,----(o-(Hu )(x , t, )) est diagonalisable pour tout (x, t, e) fixé.
C'est-à-dire que le polynome minimal de la matrice (X/-0-N(t))
se factorise de la forme (X— X,)• • • (X — X,),  X , -i-X3 . D e p lus, on
suppose que la multiplicité de chaque racine de l'équation (3,5)
(ou ce qui revient au même de (3,6)) est invariants lorsque (x, t, e)
parcourt R,n x [0, T ]
3 ° .  La différence entre deux racines distinctes est toujours supér-
ieure à  une constante positive, lorsque (x, t, e) parcourt l'ensemble
ci-dessus.
REMARQUE. 1° Le cas traité dans [8], c'est-à-dire le cas où 0-9{(t)
est somme directe de matrices dont chacune admet des racines
distinctes essentiellement entre dans le cas actuel. Notons que
dans le cas actuel les coefficients sont 'a valeurs complexes, alors
que dans [8], nous avons supposé que les coefficients sont réels.
2 ° .  Le cas où la multiplicité n'est pas invariante pour (x, t, e),
n'entre pas dans notre cadre. Remarquons toutesfois que l'invari-
ance est essentielle pour notre raisonnement qui va suivre. L'ex-
emple donné par Petrowsky ([10], p. 67-69) montre que les
conditions 1° et la propriété d'être ponctuellement diagonalisable
seules ne sont pas suffisantes pour traiter le problème de Cauchy.
D'autre part, il faut remarquer que dans le cas où G-A(t) est
hermitien, la condition 1° seule est suffisante pour traiter le pro-
blème de Cauchy (voir [6]).

Il n'est pas toujours possible de diagonaliser la matrice o-St(x, t,
globalement. Mais le travail de Petrowsky dit que les matrices
0-91(x, t, ) vérifiant les conditions ci-dessus sont localement dia-
gonalisables (voir [12], p. 271-272). Cela nous suggère une possi-
bilité d'étendre directement le travail ci-dessus au cas où les
coefficient sont variables. Les méthodes et les résultats dans [10],
p. 56-63, sont un peu compliqués, et comme il s'agit ici des cas où
les coefficients dépendent de (x, t, e), nous allons les reproduire ici
en ajoutant quelques précisions.

(3,6)

2. Une conséquence de l'analyse de Petrowsky.
Désignons par P  les points (40 , 4„ ••-, 4„,) dans l'espace Rm+1.
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Soit 0  un ouvert relativement compact dans R " '.
DÉFINITION 3. 1. Nons dirons qu'une fonction c (fi • • , c(P)
appartient à e 0 ,  si c(fi) est définie au voisinage de -0  et y indé-

finiment différentiable en 0„ •••, 3„,) avec aT3 -0 . Un ensemble de

c(P) sera appelé borné dans C( ), si pour tout v= (v i , v2 , •••,ales dérivéees ••• ( ) c (R ) et ( a r ( )v m (  as )c(3)m a•a3,
sont bornés lorsque c(f i) parcourt l'ensemble.
DÉFINITION DE e( -6 ; a N ( 8 ; P1, •'', Ps)).

Désignons par S(6; a N ) l'ensemble des matrices d'ordre N
dont les éléments appartiennent à  £(0).

Désingnons par <-9IN(8 ; Pi, « ,  P) l'ensemble des matrices M(R)
vérifiant la condition suivante : M (f i) est d'ordre N  et elle est
diagonalisable pour tout 13 fixé, et dont le polynome caractéristique
est de la forme (X - X,)Pi •• • (X - X s )P, où XI>X2> •  >  (X i étant
réels), et de plus X 1 - X ; ,>8.

Enfin, C(6; a N (8 : P1, •••, Ps)) est l'ensemble des sections
e (0 ; 1N ) au dessus de -ô à valeurs dans aN (8 Ps).

Un ensemble B  de e (  :5l1N(8; p„ •••,ps )) est dit borné, si tous
les éléments des matrices appartennant  à  B  forment un emsemble
borné dans e (5 ) (au sens de la définition 3. 1), c'est-à-dire que, pour

tout v fixé, r(  a y( 3  )c. ; (13) sont restés bornés pouroR aR aoo

E-6, lorsque c i ;  parcourt tous les éléments des matrices appar-
tenant à  B.
REM ARQUE. Nous avons posé t=i3 o , (x ,e)=(f ii, •••, (3 m).

Ceci fait, nous voulons montrer la
PROPOSITION 3. 1. Etant donné un borné B  dans e(6; ,91N(8;p,,•••,ps)),
0  étant un ouvert relativement compact contenant l'origine, on peut
trouver un ouvert 0 , contenant l'origine ( ( 0 )  de la manière suivante:
Pour chaque élément M (0 ) de  B , on peut associer une matrice dia-
gonalisatrice N (0) de telle m anière que 1° N (R ) appartient à e(O,;
a N ), N(13)- 'M(fi)N(13)=1, E O , .  2 °  L 'ensem ble des N(13) ainsi
associées forme un ensemble berné dans g ( 0 , ;  a N ). De plus {N(13)}
sont uniformément régulières: il existe une constante 0-> 0  telle que

Idet. N(f3)I > - >O pour toutes les N(R), et pour tout f i E
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DÉM O NSTRATION. Nous allons suivre le raisonnement de Petrowsky.
1 ° .  Soit (X1(3), •--, X,(18) est l'ensemble des valeurs propres de
ME e(0 ; a N ( 8 ;p,, • • •, P5)). Ces fonctions appartiennent à e(0)
au sens de la définition 3. 1. De plus, lorsque M  parcourt B,
l'ensemble des (X1 (3), •••, X,(3)) forme un ensemble borné dans
C( )  (au sens de la définition 3. 1).

2 ° .  Soit M (3) E e(6 ;,91 N (••.)). On sait que tous les mineurs d'ordre
(N—p 1 + 1 )  de la matrice X1 (3)— M (3) sont identiquement nuls.
Mais, pour tout point  P EO , il existe un mineur d'ordre (N— po
non nul en P .  On peut dire même plus :  Si l'on prend 0 1 ,  un
ouvert contenant l'origine, très petit, alors il existe un n  > 0  tel
que, pour tout M(3) C B , au moins l'un des mineurs d'ordre (N —po
de la matrice Xi (3)/—M(3) est toujours supérieur à 77 en valeur
absolue sur Montrons-le. S'il n'était pas vrai, il n'en serait pas
vrai quand on restricte l'origine. Alors il existerait une suite
Ari ) (0), Mc" ) (0)E B , telle que Mc")(0)-->M* (la convergence est au
sens habituel), et tandis que tous les mineurs d'ordre (N— po  de

— M (0) (X in) étant la plus grande des valeur propres), conver-
gent vers O. Il est alors évident que M * E ,5l'tN (8 ; p l , • • •, Ps). E n
effet, soient x p > x T > • • • > ) £ ,:, les valeurs propres de M * .  On a
d'abord s '=s ,  et ensuite X (0 )— X * (i=1, 2, •••, s), d'où V` —
De plus dét (X/—M*)= (X — Xt)Pi•••(X— X?)P , . Il ne reste qu'A mon-
trer que M * est diagonalisable. Il suffit de montrer que dN _,(X)—
(X _X( x , - 4 )P s -- - ',  en désignant par dN ,  (X) le plus grand
commun diviseur des mineurs d'ordre (N - 1 )  de la matrice X/— M*.
(Remarquons que dN ._1(X) ne se divise pas par (X— Xt)P‘). Il suffit
donc montrer que tous les mineurs d'ordre (N - 1 )  de X/—M* se
divise par (X (i=1 , 2, •••, s). Montrons-le pour 1 = 1 .  Dési-
gnons un de ces mineurs par p(x ), et les mineurs correspondant

XI—M(")(0) par p „( x ) .  On a d'abord p(x)--->p(x), de là
 ( d i

ci  ) P 1  2 p , ,  (X)
(  

d  y 1
-

2
p(x). Comme les p , 1(X) ont comme facteur (X— Xr(0))Pi - ',

\dX o
o n  a  ( 1 - 2 p  (x)

dt A=AP)(0) 0=  ,  et comme xin)(o)— >4  et que les

(  d

dX 
Y i  2 p (X ) sont équicontinues sur toute partie bornée de X, on a

(
d )P1 'donc x) O. Nous avons donc M* E (8 ; p„ • • • , ps )dx  p

( a N •

Or, M* E 5llN(8  ; p1 , " • entraîne qu'il existe au moins un
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mineur d'ordre (N— po non nul de la matrice XII— M * .  Or, par
hypothèse, tous les mineurs d'ordre (N—po de X>(0)I— Mm(0) con-
vergent vers 0. Cela contredit l'hypothèse.

3 0 . D'après 2° , il existe au moins un mineur d'ordre (N—po de
la matrice X,(0)— M(0), M(0) E B, dont la valeur absolue soit supérieure

97 su r  . On fixe une fois pour toutes l'ordre de tous les
mineurs d'ordre (N—po de la matrice d'ordre N .  On prend alors
le premier mineur de tels mineurs. On détermine alors un vecteur
propre (C,(P), •••, CN (P ) )  correspondant à  X= X, (P )  par le procédé
habituel, on prend ici C1(P)---= 1 , s i Ci (P ) sont des composants arbi-
traires. D'où :  on peut associer, d chaque m atrice M (3 )E B , un
vecteur propre (C,(P), ••-, CN (P ))Ee(0 ,) correspondant il X =X , de
manière que ces vecteurs ainsi associés forment un ensemble borné
dans M  Parcourant B.

4 ° .  Nous allons associer à  (C,(P), •••,C N (P )) ainsi construit, des
(N -1 )  vecteu rs (Ci"(P), - • • , Q )(P )) (i = 2, 3, N )  formant avec
(C,(P), ••-, CN (P )) des N  vecteurs linéairement indépendants. Nous
suivons encore le procédé de Petrowsky (voir p. 6 0 -6 2 ). Remar-
quons que Max { C , (P )I, ••• , IC (P )1 >1 . Ce qui est important est
que, en posant

f  (P) ---- P(ICi(P)1)e - ivI c i( p ) Dampi. c , c p )  ( i =  1, 2, • • •, N)

f1 (P) doivent être des fonctions uniform es. Pour cela. il suffit de
prendre 0 2 ( (  f )  très petit tel que dans 0 2 ,  les oscillations des

1 C  
2 . 2 N/N -

1  1  (Cela est toujours possible, d 'après 3 ° ,  parce que2 . 2-\/N •
(C, (P), •-•, CN (P ) )  forment un ensemble borné dans E(0,) M(0)

I1 1  parcourant B ) .  En effet, soit 1C,(0)1 < •
2 2-\ a lo r s  C i(P )1 ‹

/ N

11  1  et Ir( I C i(P ) I )= 0 .  S i  I Ci  (0)1 >  • 2\ / ,  alors en fixant
2 N/N 2  N
0  a m p l. Ci  (0) <271- , Ci (P ) devient une fonction uniforme et — 7r<
ampl. Ci (P )< 3n.

On suppose ici que les fonctions p(x ) et 'tp.(x), outre les condi-
tions 1)-4) de la page 6 1 , sont des fonctions indéfiniment différ-
en tiab le s . On voit finalement que, en définissant les  C (P )  ( i= 1 ,

Ci (P ) pour toutes les matrices E B soient inférieures
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2, •••, N )  comme Petrowsky a fait (voir p. 61), (Ci" (P), CnP), • • ,
C (P ) )  (1=2, 3, • ••, N ) appartiennent à  C(0 2 ), et de plus ils forment
un ensemble borné dans e(62 ), M  parcourant B .  De plus on a

C, (P) C 2  ( P )  ....... CN (P)
C 2 (P)  C 2 (P) ....... C ( P )  >  8 , ›  0,
C(P) C(P) • • • • • • CP (P)

pour tout PE 0 2 , et pour toute M(0) E B.
50 . Nous suivons le procédé de Petrowsky, indiqué dans le numéro
5 p. 62-63 de [1O], c'est-à-dire l'induction sur N .  Cela achève
notre démonstration. c . q . f . d .

De la proposition 3. 1, il n'est pas difficile de voir ceci : si l'on
choisit 97' et & assez petits et prend un recouvrement assez fin IV/i l
(j=1, 2, •••, p) de la sphère unité dans et', la matrice 0-4{(x, t,
est diagonalisable par 0-37(x, t, E Cep° , a= 0 9 , dans le domains
x -  < 9 7 ' , t01 < 8 7  E V , où  n' et & sont indépendants de la

position x° et t° et V .
Plus précisément, soient fx ( 0 1,_, les points dont les coor-

données sont des multiples de n  ; x(" = (0) . Soit q  la cube de
centre x( i) à cotes parallèles aux axes, de longueur 2n ; soit n u =

x V./ . alors pour tout n 11 x [--8+ t„ t 0 +8 ] on peut associer une
matrice diagonalisatrice 0-T i i (x, de 0-,gi(x, t, définie au voi-
sinage de ce domaine :

(3, 7) 0-1713(x, t, )(3-cgt(x, t, 0-2 ( x ,  t, )0-37 13 (x,

où 0-2 1 i (x, t, est une matrice diagonale ayant des valeurs propres
Xi (x, t, (1=1, 2, • ••, s )  comme éléments. De plus 0-371 (x, t, et
0-g)1 ; (x, t, avec leurs dérivées en t  forment des ensembles bornés
(avec une identification naturelle) au sens de la définition 3. 1. (en

0= •  •  . 7 • (02, Fl • • • 2),) = • • • &7)),posant 3  t  ria1 , / 3 0 =  ( X i  • •

11 =1.
Nous allons maintenant étendre le domaine de définition

00711 (x, t, et 0-2 1 ; (x, t,à  l'espace entier : 1?":, x  R  x Et° - E, t.+
Soit Q i la cube concentrique à à côtés 

3  
.29] ; soit V ;  un ouvert

4
(sur la sphère-unité) tel que Vi V1 -  sphère-unité, V1 V .  S o it  *(x )
une fonction indéfiniment différentiable définie sur IC  et borné
avec toutes ses dérivées, laissant invariants tous les points de Q 0 :

x i !<  4
3 n  ( 1 = 1 ,  • • • ,  n), de plus dont l'image soit contenue dans la
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cube Q(') : I x1I i (i=1 , •••, n); on définit l k i ( x ) - - A P ( x — x ) ,  alors qpi (x)
applique l'espace R dans  Q  et laisse invariants tous les points de
Q , .  Soit p g )  une application indéfiniment différentiable d e  la
sphère unité dans 17; laissants invariants tous les points de
On étend alors les domaines de définition par

t, ) = o- T i i (Aki (x), t, cp1 ( ) ) ,
t, c g i Mp i (x), t, cp ( ) ) .

On définit GrA i i (x, t, par

t, ) =  0- .A(*1(x), t, tp1 ( ) ) .

Alors on a la relation

(3, 8) crj211 (x ,t ,)0 -A 11 ( x , t , ) =

qui est valable pour (x, t, ) E R :x [t o - 8 , t ,+& ]x leti.
On a finalement le

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 3. 1. Les familles T , ; (t), St, ; (t),

forment avec leurs dérivées en t  (
d  

T-.(t)
'
 • • • )  des ensembles bornésd t  "  

au sens de la déf inition 3. 1, où t  est param ètre. De plus, les T o (t)
forment un ensemble uniformément régulier (au sens de la définition
2.3).

N ous utiliserons dans la suite une partition de l'unité dans
l'espace R .  N o us avo n s m o n tré  d an s [ 9 ]  cette utilité. N ous
faisons ic i d 'une m an ière p lus sim p le. So it ee 0  une fonction
homogène de degré 0 : eki (X0=ee ; ( )  pour X > 0 , indéfiniment dif-
férentiable dans 1 1_,>1, dont le support vérifie la condition :

support [(e4 ) ]  sur la sphère-unité C V1 ; ag ) > 0  .

I l e s t év id en t q u 'o n  p eu t fa ire  u n e  p a rtit io n  d e  l'u n ité
a .,( ) 2, 1  o ù  le s  a ; ( )  vérifient les conditions ci-dessus. D e

m êm e, on fait une partiton  de l'unité dans l'espace  R :  support
[3 1(x)] C Q1, i(x)= 14x —  x), Ro(x) étant une fonction indéfiniment
différentiable

'
 e t  Ê° /3,(x) 2 = - 1. I - 0

Il faut alors remarquer ceci :

LEMME 3. 1. Pour toute u(x)EL 2 (1e), on a
(131(x),q1(t)ce f u)(x)= (13 i (x),A, ; (t)cri u)(x) .

En effet,
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(3 i (x),St(t)a i u)(x ) =  i (x) 0- A(x , t, e) exp (27-ci* ik 1 ( r a ( ) d  .

Il suffit de considérer l'intégrale ci-dessus pour x E supp [$ 1 (x )].
Comme l'intégale en ne s'étend que sur le support de (Y; (0, cette
intégrale se détermine par les valeurs de u.gt(x, t, e) sur (x, e) E Q.
xV3 , de là on voit que le symbole Œcgt(x, t, e) peut être remplacé
par cr,gl i i (x, t, e). c.q.f.d.

3. Problème de Cauchy.
Nous avons indiqué dans [8 ] une méthode pour les systèmes

strictem ent hyperboliques. N ous voulons nous appuyer sur le
même principe. Limitons-nous donc à  indiquer que nous pouvons
le faire.

Nous avons défini dans [8 ] une matrice

B„,(t) = Am1l*(t)ll(t)Arn+19 m I .

Dans le cas actuel, nous remplaçons cette matrice par

(3, 9) B JO =  Am ( i ( x ) T t  j (t)31, i (t) i(x)“ ;) Am +  m l

t o - 6 < t < t o +E

Montrons que
10 ) B „(i)  définit dans g '"  une norm e équivalente. Pour u E
on a

(3, 10) E IlT13Ri(x)ce3Anzu112> -2
1- E 11 g 2 R i(x)a ;141 12 — E113/ii (Ri(x)A-

- Am3i(x))ai u112 •
Ici le second terme se majore par

c E 11(3,(x)A-- Ami3i (x))a.m112

En effet, {T i f } forment un ensemble borné (corollaire de la prop.
3. 1), d'où 1171ii(t)11 f(L2 ; L 2) -.<c.
Ensuite, compte tenu du lemme 2. 3, et du fait que

lIceiv112 =411 2

le terme ci-dessus se majore par
CIRA +1)"2 - Ju 12 •

Envisageons le premier terme. Compte tenu du corollaire de
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la prop. 3. 1 et le lemme 2. 5, il se  minore par
( 7 ,2

11A-- fi1(x)cciu11 2 -  C E I 1A— iR1Crlai u112 .

Ce premier terme se minore par
j2

E 110i(x)A- cxf ulI2E  I  I ( A - Ri(x)- R i (x)Am)cei u II' .

Compte tenu du lemme 2. 3, il vient

(3, 11) E I Plu Ri (x)cei nmuI12 >  9 . -11A-'nul 12 - c'I1(A ,4

où nous avons utilisé l'égalité :

E 1101(x)Amai uII2 = E I lAmai ul 12 = I lAniu112

(3, 11) montre que, si l'on prend ,8„, assez grand, 13,n (t) définit dans
en  une norme équivalente. En effet, on a, d'autre part,
(3, 12) E I I i(x)a E I lie1(x)cei Amu112 = cIlAmuH2 .

2 ° )  On va montrer maintenant
- 7 ,n B„,<B11+ A*13,,<7„,B„, .

Considérons

i (x)a ; Am i(x)ai,SCAA'n + T i  J O i (x)01i (A- st- <g{A'n)A

ici le second terme peut être négligé pour la raison suivante :

21(T i p8 i (x)cti (Am,g(- ,J(Ani)Au, T 1 1 e 1(x)cei Amu)1
< I l  ifie ..) Aull2 + jlipe i(x)ceiA - u112

Or, la somme E  par rapport aux premiers termes, se majore par

c E I 10,(x)ce.,(A- st- Sa'n)AUI 12= c IRA" St— AA'n)Aull 2 <e IKA + 1 )m uli2

t ,

En effet, Am A - -= 307  1  ± St„ et d'après le lemme 2.2 on a
l'inégalité demandée. Et le deuxième terme s'évalue par (3, 12).

Nous allons écrire telle relation par Dans cette conven-
tion, on a

ift6 i ( x ) c e i S t A A ' n  = .  i p  i (x),Ace J A A -
(d'après le lemme 2. 8).

Or, d'après le lemme 3. 1, /3i (x),_Acri  = Oi (x )A u ai . D'où la dernière
expression ci-dussus
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T u rCi (x)S-li i ce; AA" = T i i i3i (x) ‹gti j A aj A'n
i p Sti i 3 i (x)Aa i Am (d'après le lemme 2. 4. En effet, S i ;  forment

un ensemble borné au sens de la définition 2. 2.). Finalement,

(3, 13) la dernière expression T i p g/ i f Aii' i (x)cri A"
(d'après le lemme 2. 3).

Commeo = , on a

3211 s 11n =  7 320 +  i j

où gZ i ;  est une application bornée de L 2 dans lui-même. De plus
les R i ;  forment un ensemble borné dans l'espace des applications
coutinues de L 2 dans lui-même : ILcR A L 2; L 2) < C .  En effet

(Tu-glu = (31 uS ii — — (2 0 7 i ;  — 3111)A

D'après le lemme 2. 1 et le corollaire de la proposition 3. 1, on voit
notre assertion.

D'où,
(3, 14) T 1 p A 1 i /131(x)a f Am= .

Finalement, on a

B,,A + A m ( a i l  i (x)37ti [M i J A — i(x)cri)Am .

Considérons les opérateurs (g i J A— A5)1.1). Ils sont tous des opéra-
teurs bornés de 1,2 dans lui-même, puisque les 2 i ;  sont des matrices
diagonales et dont les symboles sont à  valeurs réelles. Nous pou-
vons dire même plus : d'après le corollaire de la proposition 3. 1,
les 2 i ;  forment un ensemble borné au sens de la définition 2. 2,
donc d'après le lemme 2. 1, les (g) 13A— Ag)) forment un ensemble
borné dans l'espace des applications continues de L 2 dans lui-même.
REMARQUE 1. Nous avons montré dans [8], que

B = (A +1y mT*37(AH-1y— +13(A +1) - "m+ 1 )

définit dans .gr.
"  (m > 0 ) une norme équivalente, si $  est assez

grand. Dans le cas actuel, il en est de même en posant

B _,„(t) = (A +1) - m(E ce; 3 1(x)V i T i j 3 i (x)a ; )(A +1) -

m  + 3 ( A  +  1 )
-

2(1,141)

De plus on a
— 7 _,,B_„, <B _,,A +

Nous laissons la démonstration au lecteur.
REMARQUE 2. Nous avons envisagé B ( t )  dans t E [t a — 6, to+
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On peut la construire, si l'on veut, dans tout intervalle [0 , T ] .  En
effet, 8  étant indépendant de la position de  t 0 , on recouvre [0 , T ]
par un nombre fini d'intervalles ouverts I  ( i= 1, 2, ••., k) dont les
longueurs soient inférieures  à  s .  Soit p i (t) une partition de l'unité
subordonnée à  c e  recouverment : su r t G [0 , T ], supp
[p i (t)] C I. , q ( t)  est une fonction non négative indéfiniment différen-
t ia b le .  Dans chaque intervalle, on a un opérateur 11(t), vérifiant
les conditions ci-dessus, et

B„,(t) = E p i (t)& )(t)

répond à  notre demande.

3 0 ) Inégalité d'énergie.
D'après le numéro 1°), l'inégalité d'énergie est évidente. Il

dsuffit de remarquer que d t  B„,(t) est un opérateur vérifiant l'inéga-
lité

— cB„,(t) < d
d

 t B„,(t) < cB„,(t) ,

où c  est une constante convenablement choisie. Or, cela est évi-
dent,vu que gl i i (t) e t  

d t  
; (t) forment des ensembles bornés au

sens de la définition 2. 2 (corollaire de la prop. 3. 1).

4 ° )  On a montré dans [8 ] que, t étant fixé, en prenant g A  (domaine
de définition de /1(t))= lu ; u E gm, A (t)u E Dm }, (I —>■,A(t)) définit un
isomorphime algébrique de D A  su r .Dm. Pour le montrer, il suffit
de montrer l'existence d'une matrice  C 1(t) vérifiant les conditions
suivantes

a) Ci (t) définit dans gn une norme équivalente.
b) 71C 1(t) <A (t)C + C1(t)A *(l)<7,C,(t).
On définit ici

C, = A( ce i l 3 i (x)31711,31t, i (x)a i )A 131 ,
,

où les X i ;  sont des matrices d'opérateurs d'intégrale singulière
définies par

= to-(31) - ' .
D'après la démonstration du numéro 10 ,  la propriété a) est mani-
festement vérifiée (si l'on prend 3 assez grand). Montrons main-
tenant la propriété b).
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La relation
crO i .0 0 -0 ( ; ) = - -- cr(g ii )o - M ii)

ŒGRiJ) 0 - (T i i ) - 1  c r i i r o i g i f )  •

La définition 0-(31i r  0-(317. i f ) entraîne

entraîne

    

(T(Sti i ) • t o- ( rCi i ) = 'OEPTCt.daigii) •
En prenant le transposé, on a

0-(arCi i )tcr(Sii i ) 0-(g i i )0-(JrCi i ) .

En désignant par ,q/lti  l'opérateur d'intégrale singulière défini par

= (3-C9[ 4 , on a
j rc i  0  t °

Or, d'après le lemme 2. 1 et le corollaire de la proposition 3. 1,
les opérateurs (X i ;  'S (!, — g 1 i 3It11 )A  forment un ensemble borné
dans l'espace des applications continues de L 2 dans lui-même. Ceci
fait, on a (en utilisant la convention de 1°)),

g1Z113 1(x)cti A A A *--- --31Z13 31(x)ce3 gl*A 2 =-D1Zi 1 d1(x)A*Ace1 A
DT-Ci A i (x ) t‘gt#Aa j A

( c o m m e  3 i ( x ) i s o c e ;  =  
0 1(x )  tee i ) - t•( X )  A l i Acri A

(d'après le lemme 2. 4) ZflZ tS0 j # 1 (x)Ace j A

(d'après le lemme 2. 3) _== t,ViA,8i(x)ajA
(d'après le fait ci-dessus) ==g) i i  1 1 A/31(x)cei A
(d'après le lemme 2. 1) —=-- g i J ADTti i 3 i (x)cej A

Cela suffit de montrer notre but.
5 ° ).  En résumé, notre cas actuel se traite de la même manière
que les systèmes strictement hyperboliques. Rappelons-nous que
nous nous sommes appuyés toujours sur le corollaire de la prop.
3. 1. On aura les théorèmes 3. 1 et 3. 2 dans PT Reproduisons
le théorème 3. 1.

Supposons que l'équation (3, 3) vérifie les conditions 1°, 2° et
3° au début de § 3, alors on a
TÊHORPME 3. 1. Pour tout to E [O , T ] ,  et pour les données u° G
f(t) E g""1[0, 7 ]  (fonction continue en t à valeurs dans g )"'" ), il existe
une et une seule solution u(t), 0<t< T, de l'équation (3, 3), continue
en t à  v aleurs dans g " ' ,  une f ois continuement différentiable en t

v aleurs dans g ', prenant la donnée initiale pour t =t 0 . De plus,
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l'application (u°, f(t))—> u(t) d e  .gt x 2m [O, T ]  dans 2 -  [0, T ]  est
continue.

§ 4. Systèmes paraboliques.

1. Nous allons traiter les systèmes paraboliques au point de vue
de semi-groupe. Ce traitement nous avons déjà montré dans [7],
pour les équations paraboliques. LA-dedans les construction des
matrices 13„,(t) ont été faites par des expressions explicites. Mais
cette méthode est, nous semble-t-il, difficile A étendre aux systèmes
paraboliques. Nous reviendrons ici au mémoire de Petrowsky [1O],
et montrerons une extension directe de ce travail aux cas on les
coefficients sont variables. Remarquons que M. S. O. Eidelman a
publié un beau mémoire sur les systèmes paraboliques (En. Mais
son point de vue est différent du nôtre. Nous donnons d'abord la
définition des systèmes paraboliques [1O] p. 3.

Etant donné un système d'équations aux dérivées partielles mis
sous la forme d'équation d'évolution :

(4, 1) (  
d  ) i  

u -(x t)"

= (E k') (X, t ) ( d  \ k
0 /  a \ h, /  a y?,

f  i (x , t)d t )  a x i )  • • • ax,,
(i =1, 2, .

Nous dirons que le système (4, 1) est p-parabolique, si
1 ° .  il existe un nombre entier p  tel que

(4, 2) Pko+ k, + ••• +k„<Pn ;  ; k o < n ;

2 ° .  Considérons la matrice d'ordre N :
Xni

(4, 3)
X n 2 — E t)X ko • • (27ri n ) k n

( ( k ) )
X n N

E  signifie la sommation sur tous les termes vérifiant pk o H----
(1k ) )

kn =Pn i ; lorsque x, t parcourent la sphère unité dans R , l'espace
, et [0, T ] respectivement, les parties réelles de toutes les racines

du déterminant de (4, 3) sont restées toujours inférieures A une
constante négative — 8.

Cela fait, nous supposons que tous les coefficients sont des



Hi,(t)1 AP

    

rf , (t )

f , , (t)

    

U N /

B ( t )
SUN '

     

d
dt

En posant simplement u , et en écrivant N ' de nouveau N  on
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fonctions continues en t à  valeurs dans 3 , .
Comme dans le cas hyperbolique, nous traiterons (4, 1) sous

une équation équivalente. Posons

(4, 4) u. h k  --- (A +1)(nj-i-k)p ( d  u 0 < k < n i - 1 ,  j=1, 2, •••, N ,

en ajoutant ainsi les fonctions inconnues, on a un système équi-
valent:

UN'

a une forme matricielle

d (4, 5)
d t

u(t)= jt(t)A 2 bu(t)+[3,(t)A 2b- i+ ••• +3 2b (t)1u(t)+f (t),

où p=2b et g t (t), • • • , .B2 b (t) sont des opérateurs continus de gs dans
lui-même, s étant un entier quelconque, positif, 0, ou négatif. Nous
écrivons encore, en posant
(4, 6)3 ( t ) —  3 , ( t ) A 2 b- i +3,(t)A 2 b- 2 + ••• +3„(t),

(4,7)
d  

u(t)=Ugl(t)A 2 b+3(t)]u(t)+f (t)--- A (t)u(t)+f (t).
dt

Il est connu que le déterminant de la matrice
(4, 8) X1-0-S1(x, t, e)

et celui de (4, 3) coïncide ([1O], p. 27).

2. Construction de B„i (t). Nous partons du lemme suivant dû
Petrowsky D l L em m e 5, p. 24).

LEMME 4 .1 .  E t a n t  donnée une matrice d'ordre N , A =[a,„]. Soit
(4,9)

A lors, il ex iste une m atrice C= [c 11 ]  telle que

 

(4,10)C A C '  =
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où Xi étant les valeurs caractéristiques de A ; 0, pour
j > i .  De plus, on peut disposer que toutes les valeurs absolues des
atj ( j < i )  soient moindres que d o n n é  à  l'av ance (6 étant supposé
< (N -1 )!2 N K ). A lors que la matrice vérif ie

(4, 11) dét . ((N — 1)! 2N K I 6 ) N U V  - 1 ) / 2

(4,12)I  C i; ((N -1 )! 2NK/ON - '

Nous allons appliquer ce lemme à  la matrice parabolique
crA l(x , t, ), nous avons alors

PROPOSITION 4. 1. Etant donné n>0, il existe deux constantes posi-
tives 6, Mo vérifiant les conditions suivantes: pour tout point (x°, °, t°)
dans le x Se x [0, T ],  on peut associer à  o-Sl(x, une matrice 0-J1
non-singulière à élém ents constants de telle m anière que, en posant

(*) o - T  •  crA (X , t ,  )=  o - g)(X, t, •  crT  ,

mg)(x, t, vérifie dans le domaine lx—  x° <E, It t ° <
les conditions suivantes: soient a„(x, t, a„(x, t, •• , aN N (x, t,
les éléments à  la diagonale, alors a i i (x, t, vérifient

partie réelle a i i (x, t, e) < -8  + (i= 1, 2, • • •, N );
la i i (x, t, )! <77 (i --1 j) ,

alors que
(4, 14) 1 <I dét. 17 < M o ,  !éléments de 0-T I < M o .

R E M A R Q U E . & et Mo sont des constantes indépendantes de la posi-
tion de (x°, t°,

De cette proposition, on voit que, comme dans § 3, il existe
un recouvrement de la sphère unité { . p  et un recouvrement
de l'espace R :  N a = e t  u n  n o n m b r e  E  p o s i t i f  t e l s  q u e  d a n s
n u = Qi,x17'j x [t o —E, t0 + 6 ], on peut associer une matrice crT i ;

éléments constants telle que
1) o-T o  sont uniformément régulières :1(0-T o ) • XI >71X 1  pour tout
X , vecteur complexe à  N  composants, et forment un ensemble
borné (d'après (4, 14)),
2) les t, définies par (*) vérifient la condition (4, 13).

Il est évident alors que
d3) 0-.0 0 (x, t, avec 

d t
a-g t, forment un ensemble borné

au sens de la définition 2. 2.
On étend, comme nous avons fait dans le cas hyperbolique, les

(4, 13)
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domaines de définition des 0-g 1 3 (x, t, e) en modifiant cr,gt(x, t, e).
Finalement on a
PROPOSISION 4. 2. Pour to u t t 0 G [0 , T ]  e t  n  donné > 0 , il ex iste
des recouvrements { V } 1  1.2..k, e t  {V} i -0.1.2.- de la sphère unité
dans Rg et de l'espace  R  respectiv em ent, et des m atrices o-T
0-2 0 (x, t, e), t, e) tels que:

1°.0 - U l i ;  •  c r . g l i i (x, t, e) =- 0-.0 i i (x, t, e) • 0- J1i ;

où t, t, e) Pour (x, t, e) E Q i E ,  t o  + 6] x  V »  e t
c.g) J (x, t, e) vérif ient la condition (4, 13).
20 . {  j/  i f } , { S ( 1 1 (t)} , { g i f  (t)} , t E[t o —E, to +E] forment des ensembles
bornés avec leurs dérivées en t  au sens de la déf inition 2. 2. De
plus, { T i f }  sont uniformément régulières (définition 2. 3).

Il est manifeste que

(4, 15) 13,,(t) = (E  cep  i (x)M i T, j i  i (x)cxJ )Am + /3,„I  m >1

définit une norme équivalente dans C 't  si /3„, est assez grand, vu
le cas hyperbolique. Plus précisément, on a

(4. 16) B,Jt) > pA 2 m + -

où p est une constante positive indépendante de m, et fc„, est une
constante positive convenablement choisie.

On va montrer l'inégalité de la forme :

PROPOSITION 4. 3.

13,,A+ A*B„,< —0-A"'"+" + 7 '„(A-1- 1 ) 2 ( m - r b - 1 )

OÙ O est une constante positive indépendante de m .
DEMONSTRATION. Occupons-nous de 13,,A. Posons

= ce; 13,(x)V i 71, »  i (x)ce;  .

Envisageons Am KijAm  A 2 b .  Pour établir la proposition, il suffit de
l'établir pour u e Nous supposons dans la suite, u G C o n -
sidérons la forme

(AffiK 1 i AmS/A2bu, u) = (K 1 1 AmAA 2 bu, Amu),

en posant, A!".41- - SA"' - " - 1 - St° (d'après le lemme 2. 2), elle
s'écrit

(K 1 » glAm+2 bu, Amu)+(K,A,Am - '+2 bu, Amu)+(K i p glo A2 bu, Amu).

Montrons que, pour notre but, le second et le troisième terme sont



202 Sigeru Mizohata

des quantités négligeables dans le sens suivant : Considérons la
forme

y)1= -- 1 ff100  i(X )a itt, 1(X)ceiV)1

< 611T • i(X)Crit€11 22 -,± i(X)aiV112.w,

où 6  étant un nombre positif quelconque. Or, on a

E 117/i.p8i(x)af tv1120  II< C(t) 11w112
0

t  étant un nombre entier positif, 0, ou négatif. En effet, on a le
LEMME 4.2.

E° I IO .(x)ul I <  s )  I- - - - u112
.v

où C(s) est une constante positive, s étant un entier quelconque positif,
0, ou négatif

Nous donnerons cette démonstration dans l'appendice.
De là,

(El(K191<&C(— + C s)11v11 2
g y  .

Cette inégalité entraîne que

El (K15 s,A - - "21'u, Amol < C( — b —1)11RiAm- 2bu ir9 )  ( b
1.5

1+ C(b — 1)11Am  u112
g b-,

Evidemment, on a

I I StiAn i - 1 ± 2 b zi I 1g )- - <  C ljull2 „,+ „ parce que St, est une application con-
tinue de 2 -  cl' - 1 ) dans lui-même, et on a posé C= I LW II g )-(b - i) )•

D'autre part, I lAm ul — 1 HUI 6 .1 - 6  — 1

En résumé,
1Ji s i A t n -  1+2bu ,  A tnu  )I< 6 C( —  (b — 1))C111411120. b + 
&

C(b —1)11u112
sD. + b- ,

et 6  peut être pris aussi petit qu'on le veut. Il en est de même
du troisième terme. Nous écrivons telle relation de la forme :

77 i (x)ce J A'n ,q1A2 b i(x)ce S .
Par la même raison— T i i i i i (x)cr i AbStAm+b Ab 13 i (X)Ce

Pour ce dernier, on utilise le
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LEMME 4. 3.

E 113,(x)Ab—Ab31(x))et 1 22 , <  d(b, s)Ilull 2
g ,, ( b  1 )

où b  est un  en tier positif , s  é tan t un  en tier positif , 0, ou négatif .
On donnera cette démonstration dans l'appendice.

i f bEvidemment, o n  a  T A b _  A g lii, et d'après le lemme 2. 8, et
d'après lemme 3. 1, le dernier ci-dessus est égal

A" 7711
 z (x )S , aiAm-} Ab37  f3i(x), ;Am

A bx i i  A j Ab3 1(x )cej A m  (d'après le lemme 2. 4 et la prop. 4. 2),
i i 7 2 i im i3 i ( x ) y jA m  (la prop. 4 .2  et le lem m e 2. 1)

_ Abg i i  Ab x i i i i 3z ( x ) a j A m

Pour l'évaluation de B ,A + A *13,, il suffit donc d'envisager, en
posant

A i  i (x)ce ; Am u =

((g i 1 +.0t)A bv 1 i , Abv i i ).

Elle se majore par (d'après les lemmes 2. 6 e t 2. 7)

— (28' — N 2 97'2 ) I IA b vi; I + I RA + 1Vv1i 2 ,

où 8'(<8), ' ( > i )  sont pris aussi proches de 8 et de y  respective-
m ent qu'on le veut (il faut alors, bien entendu, prendre y  assez
grand), et 8', n '  et 7  peuvent être pris indépendamment des (i, j).
Or,

> HAM +bi4  2 y 1 RA + 1-r + b - 1 1 1 112 •

Ce qui achève notre démonstration.
REMARQUE. La proposition 4. 3 est naturellement vraie pour  B ( t ) ,
où m>0 ,

B _nz (t) = (A +1) - m(E a  i (x)32, j 7C.33 i (x)01; ) (A +1) --- + 3_„,(A +1) - (-±1).

Explicitement, on a

B A + A * B _  <  cr(A  + 1)2(b-m) +  7 (A _4_ 1 )2(b-1-m)

3. Problèm e de Cauchy . Comme nous avons indiqué dans [7 ], le
problème de Cauchy pour l'avenir se résout au point de vue de la
théorie des semi-groupes.

N ous fixons une fois pour toutes l'entier m >1, et voulons
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montrer l'existence des solutions de l'équation (4, 7) dans l'espace

1 ° )  L'inégalité d' éner gie.
Soit u (t ) une solution de l'équation (4. 7), une fois continuement

différentiable en t à  valeurs dans gm+ 2 b, on a alors

d
l l (B,.„(t)u(t), u(t))—((13,,A+ A*Bm )u, u)+ (13'm (t)u, u) + (13 f ,u)+(13m u, f).

D'après la proposition 4.3, on a

<  - - 0- 11Am  b ull2 +7.11(A+ 1 )'"u11 2 +C(Bmu, u)+21(.13„,f u)i.

Or, 7.11(A+1)rn'u l 2 <  6
2 IlAm + b ul 2 +Pill(A+ 1 )m uli2 .

Désignons (13 ,  w ) 112 p a r  1011/3,n, alors d'après Schwarz
, u)1< l l f

<11C,' W q J WB,n<CmWHgy, pour 0 < t < T  ,

Cm e t  c'„ sont des constantes positives, on a

d
d t  

Illu(t)IrBm A  <  Ilu (t)IlLm +  p " f(t)11 2Bm (f)

où p' et p" sont des constantes.
Cette inégalité entraîne

Ilu(t)112Bct,<c(t, tAllu(to)11 2B„( 0)+  m ax Ilf(T)112g-1, 2 )

to < ,  <I

ou bien
(4,17)H u (t)H D ,„ <  c(t, to) lu(t0)11 +  m ax Ilf(T)11 -1, t> to •

t o „ . ‹ . r < t

2 °) l'opérateur inverse (I —XA) - 1 , X > 0 , dans gin (m>1).
On prend .0 A  (domaine de définition de A)----gm±". On va

montrer que (/— XA) définit un isomorphisme topologique de grn±"
sur .W m , s i X >0  est assez petit. Plus précisément, il existe Xo> 0
tel que pour O<X<X o , et pour tout t, E [0, T ], — X A (t„ )) définit
un isomorphisme topologique de gr + 2 b  sur gm.

Divisons notre raisonnement en plusieurs étapes.
i) pour u E en + ",

2 )  Comme nous avons remarqué dans le cas hyperbolique, on peut supposer qu'une
B„,(t) est définie pour t E [0 , T l
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(B„,(to) XA(t 0 ))u, (I— XA(t0))u) -----11(1— XA(t0))u112B„», )

>11u112.9„,(to ) — X(EB„,A+A*B,n11u,u).

D'après la proposition 4. 3, on a
LEMME 4. 4.

B,,A+A*13„,<-0-A"m+ 5 )+7',,B <

on 7'„ est une constante positive indépendante de t. De là

(4, 18) (/ — XA)ull 2B„, >  I — X7'.)

Cette inégalité montre que (I— XA) est biunivoque d e  gm±2b dans
g

n,

ii) on va montrer que, pour y E .0'n et J r  E g'" + 2 1 '

(4, 19) lb>l <  C 41.1,11g-121, •

Il suffit de montrer cette inégalité pour y,  J r  E On a alors
<B,bv, lir>= (B y ,  J r ) ,  puisque deux éléments appartiennent

(B„,+bv, E(KuAm+bv, K i J Am-'-bqr)±13,,,(v, Ait),

l<  E b+0I1v11 11 , 1, 11

< (EH- K jA m ± b Vi&- b ± m1102)1(2 (EI1K 1A m ± b 1 1111;b ± 18  m11142)1/2 •

On va montrer que le premier facteur

E liK o Ani+bv112g _b+R.11v112 <  Ci Ilv11251. •

D'abord, IK0Am+bv112.w- b < 7 2 1 e i (x)cri Am+ b yll 2g-b

où 7  est une constante indépendante de (1, j ) :  0-( 1113)X1 <71 XI
D'après le lemme 4. 2,

E 11Ri(x)a.,A-±b022_b < C ( — b)Eiice,An i - i b le g  = b)liAm±bVII2g- b

<C( — b)11v , .

Il est de même du second facteur :

E IK u lv " -N1, 112g b +0.11 , 1, 1(2C 2 •

iii) On va montrer que est une application biunivoque de gm
dans 2 - m- 2 1 ', si $ b  intervenant dans B,„, b est assez grand.

En effet, on a
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partie réelle (13„,+bv, (A + 1) - "v )>  OE2 2 11Am v112 + — C)111)1122-,

où C est une constante convenablement choisie, 0- est une constante
positive vérifiant :

lo-(3711) • X I> al .

Montrons-le. Posons w= (A +1) - "v, alors

(B„„_b v, (A +1) 2 1'v) = (B,,,-1,(A+1) 21'w, w)

= (B„,, bA2 bw, w)+ E  (21)) ( B m ,  b  A k . , .

tv, w)

Occupons-nous du premier terme du second membre.

kk<2b

(4, 19) E (K 13Am+3bw, K u n t n + b o =  E  (K 1 Am+2bw, A b ic u A m + bw )+ R i

= E (K 1 Am+2bw, K 11A -± 2 b 0 +  Ri +R2 •

D'où, partie réelle de (4, 19) >0- 2 11A"" 2 b W112R R21
Or,

I R11 <I  gl ikR i(x)A b — Ab g i (x)]a A n 7 + 2 b w  -b  1K 0 A'n±b wl I »
t I b< 7 '  E IIER,(x)Ab—Ab,8,(xn o wc m, 1 1 3 i(x )c riA m + b w Ilzb

< 7 2 (E 11...11 2
g -b) 112 (E 11R i (x)ce,Am+bw11 2

2 b)'1 2

< 7 2 d(b, —  s ) ' 1 2 c ( b ) 1 1 2 ( E l l
a A 1,2bw11 22 )1/201.A.,,+bw112.00 1/2

<  72 4 ) 7 / 2 0 ,  — s)7 / 2 11w112.+2b-11 w 2b

72c(b) 1 1 2 d(b, — g.— 111141 Lb . .

Il est de même des termes restes.
iv) Enfin, on veut chercher une solution u dans .0n1+2 b de l'équation

(4, 20) (I —  XA)u = y ,

pour y donnée dans g r '.  D'après iii), il suffit de trouver u E g m + 2 1 '
de l'équation
(4,21)B , n  b(I — XA)u B„,+ b v ,

puisque (I —  XA)u E g " '.  Comme B,n ,_by E il suffit de trouver
la solution vérifiant

<Bni i  — X A )u , 11P> <Bmi-bv, lfr>
pour toute Jr E g m ± 2 b , ou ce qui revient au même pour toute fr  E .

Remarquons que la seconde forme est une forme semi-linéaire en
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Jr, et continue pour la topologie de 
e „ , + 2

1'
. Or, la première forme

s'écrit

((H ,+ Jr),o ù
2H1 =  Bm-I b(

1 "--  X A )± X A ) * B m ± b

2112 = XA) X14)*Bm+ b} •

Or, H , et H , sont hermitiens, et de plus H, définit dans gm -`2 b une
norme équivalente. D'où, si on désigne (H i u, qr)=(u, ',/,)„„ on a

((11,+1112)u, ((1+ iH)u, 4, )H „

où H  est un opérateur hermitien borné.
Comme w  u, et I Igm+2b sont équivalentes, on voit que pour

toute y E g m  , il existe un et un seul élément 5  de .0± 2b tel que

<B„,+ b v, * > =  *) H i pour toute *  E g + ". De plus, d'après ii),
Hi gy+2b<C'HvH. En effet, li-j1 =  sup ( , P H I

 <  su p  1(y, * )„ i i
Hol.w,n+ 2b,

=  sup I <B,n+bv, <cC vH .

C'est-à-dire que l'application de y dans d e  gm  dans g r - 2 1 ' est
continue. Il suffit donc de résoudre l'équation (considérée dans
l'espace gm +" muni de HO,

(I+ iH)u = i3.

Comme H  est hermitien et borné, on a u = (/+ iH) - 1 D. De là, il
existe toujours une et une seule solution u G ,g)m+2 1'  de l'équation
(4, 20) pour toute y E g'n . De plus l'application y —>u de gm dans
gm+2 b est continue.
30 ) Il est manifeste que l'opérateur A  est fermé. Nous pouvons
alors utiliser le résultat de Kato [4], plus précisément une légère
modification indiquée dans mon travail [7 ]. Dans ce but, il suffit
de montrer ceci :  (voir prop. 3 de [7 ] ) .  Posons d'abord, S(t) 2 =
(A +1) -- "q3,,(t)(A s(t) est alors un opérateur hermitien positif
opérant sur L 2 e t continuement diflérentiable en t  à valeurs dans
.1(L2 ; 1,2 ). On pose ensuite

T (t) = (A +1) - "'S(t) (A +1)'" , alors on a
T*(t)(A  +1) 2 m T (t) = (A +1)"S(t) 2 (A +1)'" 13„,(t) .

De là
1) (B„,(t)u, u)= ((A +1) 2 m T(t)u, T(t)u)=IIT(t)u11 2k- •
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2) T(t) et T -1 (t) sont des opérateurs continuement différentiables
en t  à  valeurs dans _C(g'n ; g").

D'après la proposition 2 de [7], finalement on a la
PROPOSITION 4. 4. Etant donnés uo E

  Dm °",
 f ( t ) E  gr+2br , s,Lu T ], fonc-

tion continue en t â v aleurs dans en"b, et t o E [0, T ], il ex iste alors
une et une seule solution u(t), t>t o , de l'équation (4, 7), continue en
t  d valeurs dans gm 'b, continuem ent dif férentiable en t  à  valeurs
dans gm , où m  est un entier quiconque positif , 0, ou négatif.
REM ARQUE. Précisément parler, ceux qui précèdent n'affirment cette
proposition que pour m>1. Mais, l'inégalité d'énergie et le passage

la limite affirment que la proposition 4. 4 est aussi vraie pour
m<0.

Revenons à l'équation (4, 1). La proposition 4. 4 montre la
PROPOSITION 4. 5. Etant donnes la valeur initiale et le second membre
f i  e t  t o G[0, T ] : (4 , •••, E (g m - " i ,  g m + Pcn s- I ) , •••, gm +P)
( j =  1, 2, •-•, N ) et le second membre f i (t) E  g " 1 [0 , T ] (i=1, 2, •••, N),
m  étant un entier quelconque positif , 0, ou négatif , il ex iste alors
une et une seule solution de l'équation (4. 1), ui (t), t > t o , (i=1, •••, N),
u1(t) étant n 1-fois continuem ent dif ferentiable en t  à  v aleurs dans
gm, telle que

( d
d

t
) i

 u ; (4)=-- u (i= 0, 1, 2, • • •, ni -1 ; j=1 , ••• ,N ) .

Appendice.

1. DÉMONSTRATION D U  LEM M E 4. 2. D ans le  cas OÙ s > 0 ,  la dé-
monstration est évidente. Occupons-nous donc du cas où s<0.

Il suffit de montrer l'inégalité

(A , 1 ) E IIER i (x)(A+1) - -(A +1) - sOi(x)]u112 <C11(A+1) - sul12 ,i=0
pour u E  g - s

Nous voulons montrer plus précisément < CIRA +1) - uir•
En effet, 11,8 1(x)uH2,-0 _,=11(A+1) - 5 4 1(x)d112 ‹  2110i(x) (A + 1 ) - s ul

211131(x) (A +1) - s  — (A+ 1) - 5 R1(x )]u l .
Posons

(A, 2) u = (A" +1)v .

Alors v E L ', et l'inégalité (A, 1) devient
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(A, 3) E il[3
1
(x) (A +1) - 2 — (A+ 1) - s0 i (x)] (As 4 ' +1)vi 2 < C  PM' •

Soit (Y( )  une fonction indéfiniment différentiable à support
compact, qui vaut 1  au voisinage de l'origine. Soit ce l'image
réciproque de Fourier de a( ) . On a alors

-
E IIU9 i (x)(A+1) - sce— ce(A+1) - ' /3 i (x)11(As" +1)v 1 2 <C,11v112

puisque a (A  + 1 )' est une distribution dont l'image de Fourier

est bornée et à support compact.

On va donc envisager, en posant

(A, 4) r =  (8 — ce) (A + 1 )"  , 8  étant la mesure de Dirac,

(A, 5) E 11[Ri (x)r-173 1 (x)] (A "' +1)v 12 < C2 11V112 •
i

Considérons f'( ) = (1— Ce( ))( +1) - s. Elle est une fonction indé-
finiment différentiable et vérifie la condition.

(A, 6) ( ) 'f'( ) < (1+ ) S +

Décomposons

(A, 7) (p1 (x) = (E, 8 i (x)r —  , i (x ) ]u )(x ) =  E

+  E  — 1r1 / 3 1.,(x, Ar(x— y) (x—Y)'u(Y)dY •

Considérons pour < m -1,

le  i (x)(x'1')(As+' +1)vil <sup 1(x)111(x1)(A0+1 i étant

le support de 3 1(x). Or, .e r (— 2 -17.--t-i ) Pn (Z ) r (0  .

D'après (A, 6)

11/Y'R1 (x)(x 0 1')(As+1 + 1)012 < C0 110 2(  11)1< m -1 ) .

Soit n i la boule du centre x(i) avec le rayon 2 i; en posant

= 19 1 ,0(x, y)(x — y) 0 L'(x — y) (A - H+1)v(y)dy ,

-
on va évaluer E11991,0(x)Ilk = m ) .i-0

Or, (p ,,,,(x) s'écrit (d'après Leibniz)



210 Sigeru M izohata

E  c „  D i91 (x, Y)g[(x — r (x — Y)]Rp.vv( Y)dY
1X+PI<S-1-1

où R „ est un opérateur borné de L2 dans lui-même.

Il suffira donc de considérer un des termes ou plutôt leur majora-
tions

Ifr("(x) = I Da(x — Y) 1 :(x — Y)]u(Y) I dY ,4

I IP " ) (X )i = DYT(X — Y) IT ( X  --- Y )]U (Y ) dY
C 4 0 1

Prenons la fonction D [e r (x )] ,  on sait que, si I 7) I est assez grand,
cette fonction est bornée, puisque son image de Fourier est

(2.7(1)' — 2
1
4 ) 1v1 ( : j v P( ) < (27)1pd -  ivi a ,  

(1± lev
et comme I <s+1, lv  m , on a

< (270(Pd - i11 (1 ± 

donc si m —1>n +1, la fonction D (.fr (x )) est bornée.
D'où

I , Ir(i 1 ) (x) 1< sup I D:(e  (x)) v(y) I dy
4S2i

(X)I l Q i  <  sui) DP,.(XVr(X)) 110401 vol (4 1 2 i) ) 1 2  vol (S2,y/2

Cela implique

Envisageons
x --k 0, on a

I lir?) (x) I -4 l
i
'
x
PLx

.37.
1
Y2p) v ( y )  I d y < s u p  up(x)

c40i  i x—y 12
p  v(Y)

1 

Par le même raisonnement qu'A la page 226 d e  P l on  a

E II , N2 )(x)1 J. < lv112 •
Il reste à envisager

P i (x ) =  f F(x—y)13 1(y)(A s+'+1)v(y)dy , pour x E Cf2,

Cette expression s'écrit comme plus haut

J '1(x)J! . < C 2

ensuite 1/, 21 (x). En posant I xl 2P/Y:(x'1')= rp (x),

dy.
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p 1 (x) E  c „D tR i (y)M r(x -y )R ,,,,v (y )d y ,
ix+p,i,s+1

où R „  sont des opérateurs bornés de L 2 d an s lu i-m êm e. P ar la
même raisonnement qu'A la page 227 de [8 ], on a

E 11Pi(x)114 c" 11v112

i-o

2. DEMONSTRATION DU LEMME 4. 3.

1) Le cas où s> O. Il est b ien  fac ile . E n  effe t.

HAT8,(x)A-  - A - 131 (x)]u 112 -‹ 211[A 2 id1(x) -73i (x)A1Au 11 2

+ 211[A'S i (x) -R i (x)Am+s]uir .
Or, d'après le Lemme 2. 3, on a

E 11[Asi9i(x)-3,(x)A1A - ull2 <C11A-mull y -, < C11/4112_,D ,
E IICA'n-sidi (x)-,d i (x)Anz±lull 2

3) Le cas où s< O.

(A ± 1) - s[Am,81 (x) - O i (x )A lu
=  [(A + 1) - 5 41(x) -  i91(x) (A + 1 ) - s]Amu + [ANA + 1) - s31 (x)

- 3,(x)ANA 1) - Au

Il suffit donc de prouver deux inéglités :

E 1E(A+1) - 8 18i (x)-i31(x)(A + I r / A r n e  <  C,
= ci il(A+1) - - 1 - u112 •

E 11[ANAH-1rs,d1(x)-‘3 ,(x)ANA+1) - s]u112 <C211(A+1)n'sul1 2 .

Or, la démonstration à  faire est la m êm e que la précédente au
point de vue du principe, nous ne la reproduisons pas.
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