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Introduction. En 1926, G. Julia' )  a eu l'idée de considérer les
familles formées de fonctions holomorphes de plusieurs variables,
pour d'élucider complètement le sujet qu'un domaine dans lequel
une fonction est holomorphe ou méromorphe est assujetti
curieuses restrictions, et a montré que l'ensemble de points où
une famille de fonctions cesse d'être normale satisfait au théorème
de la continuité tout comme la frontière naturelle d'une fonction
holomorphe ou méromorphe. En 1931, W. S ax er" a adjouté qu'il
en est de même pour les familles de fonctions méromorphes.
Ensuite, en 1934, K. Oka" a introduit la notion de la famille et
la normalité dans le champ des surfaces analytiques. Une famille
(S ) de surfaces analytiques dans un domaine de l'espace (x, y) est
dite normale en un point du domaine, si l'on peut trouver un
voisinage du point suffisamment petit pour que l'on puisse choisir
une famille de fonctions adjointes holomorphes de la famille (S)
dans ce voisinage soit normale et de plus qu'il n'y ait pas de
constant zéro parmi les fonctions limites. Une surface analytique
dans l'espace (x , y), étant une variété de deux dimensions (réelle),
a toujours l'aire d'elle-même. Dans cette circonstance, K. Oka a

1) G . Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables (Acta
Mathematica).

2) W. Saxer, Sur les familles de fonctions méromorphes de plusieurs variables
(C.R., Paris).

3 )  K. Oka, Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes etc. (Journal
of Science of the Hiroshima U n iv .) .  Malgré la note au bas de la page, "Les détails
seront publiés tout prochainement" les démonstrations des théorèmes qui sont indiqués
dans cette note n'a pas été publié jusqu'ici,
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indiqué que pour qu'une fam ille (S ) de surfaces analytiques dans un
dom aine de l'espace (x, y ) soit norm al au point p  du dom aine, il
faut et il suf f it que la fam ille (S ) soit bornée en l'aire au voisinage
de p .  Il a de plus montré, comme développement de la théorie de
G. Julia, que l'ensemble de tous les points oit une famille de surfaces
analytiques cesse d'être normale aussi satisfait au théorème de la con-
tin u ité . C'est à démontrer complètement ces résultats et  à faire les
avancer quelque peu que le present mémoire est destiné. Nous
traitons le sur la variété analytique de deux dimensions bien que
nous nous servons les terminologies générales.

1. S ru face analytique. Soit T I une variété analytique complexe
de deux dimensions". Pour tout point p de la  variété  931 il cor-
respond un connexe ouvert 3  sur T t qu i est homéomorphe à  un
dicylindre autour de l'origine dans l'espace des deux variables
complexes x, y de manière que le point p correspond à  l'origine
par cet homéomorphisme. Les coordonnées d'un point de l'espace
(x, y ) so n t un sy stèm e de coordonnées locales en p;sz .f3 s'appelle
un voisinage des coordonnées en p .  On employera dans la suite les
mêmes lettres et les mêmes mots pour deux choses qui corre-
spondent par la homéomorphisme l'un l'autre à moins qu'il ne fasse
ambIguité. Un connexe ouvert sur la variété T t sera dit génér-
alement un dom aine sur TL Une fonction continue f ( p )  dans un
domaine A sur 9)1 à  valeurs numériques complexes et univoque
est appelé une fonction holomorphe dans A, si elle est holomorphe
par rapport au système de coordonnées locales en tout point de
A au sens usuel.

On appelle l'ensemble S  de points dans un domaine A sur 9.YZ
une surface analytique dans A, si pour tout point p ' de A, il existe
un voisinage U du point p' et une fonction f ( p )  holomorphe dans
U  de façon que S r\ U est déterminé par l'équation f ( p ) = 0 ; on
dit, pour abréger, la fonction f ( p )  une fonction adjointe holomorphe
de la surface analytique S  dans un domaine U.

Soit S  une surface analytique dans un dom aine A  sur TZ.
On dit que S  est réductible dans A , s'il y a deux surfaces analy-

4 )  Nous supposons dans ce mémoire qu'elle est réunion dénombrable de compacts.
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tiques différentes non vides S , et S , telles que S=S, u S , dans
Au cas contraire, on dit que S  est irréductible dans A. Pour une
surface irréductible, on peut uniquement déterminer son ordre de
zéro. O n dit brievement cet ordre sa o rd re . S  s'appelle irréduc-
tible en point p  s'il y  a un  vo isinage U  de p  tel que S r\ U soit
irréductible dans U.

Soit (x, y) un système de coordonnées locales en point p  du
domaine A, et B  le voisinage de ces coordonnées, et soit I: un
dicylindre d e  la  fo rm e  I x l< r ,  ly1 < r '  situé dans 8  r\ A, dont
r,  r ' sont des nombres réels positifs suffisamment petits. Alors,
grâce à  C ousin", on peut dire qu'il existe toujours une fonction
adjointe holomorphe d'une surface analytique quelconque S  dans
I'. D 'a p rè s  W eierstrass, nous savons donc que la partie de S
située dans I: consiste d'un nombre fini d'éléments qui sont aussi
des surfaces analytiques et irréductibles dans  r  avec leur ordre, et
on peut le représenter, en négligeant leur ordre, ou bien par une
équation de la forme 'y = f  (x ), dont f  (x ) est une fonction analy-
tique m ultiform e ou non de la variab le x  qui peut être une
constante, ou bien par x= constant :  cette élément s'appelle un
com posant analy tique local de S  dans F.

Toute partie d'une surface analytique S  dans A est appelée
un com posant analy tique dans A si elle est aussi une surface analy-
tique et irréductible dans A. On dira qu'une famille de surfaces
analytiques s'accumule elle-même dans A si l'on peut extraire des
points de chaque surface analytique de la famille de manière que
l'ensemble des points a au moins un point limite dans A. On peut
alors dire q u ' une sur face analy tique dans A est une f am ille de
sur faces irréductibles dans A  avec leur ordre d'un nombre dénom-
brable quelconque qui ne s'accumule pas elle-même dans A.

2. Fam ille  norm ale et C ritérium . Considérons une famille (S)
de surfaces analytiques dans un  dom aine A  sur une variété
analytique 931. Soit 1' un d icy lind re  comme l'on l'explique dans la
section précédente. On peut former, pour la famille (S), une famille
de fonctions adjointes holomorphes des toutes surfaces analytiques

5 )  P. Cousin, Sur les fonction de n variables complexes, 1895 (Acta Mathematica).
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appartenants à  la fam ille (S ) dans F  comme on a remarqué déja.
E lle sera d it une famille de fonctions adjointes holomorphes de la
fam ille (S ) dans F.

On dit qu'une famille de surfaces analytiques (S ) dans A est
norm ale en un point p  du A, avec K . Oka", si l'on peut trouver un
voisinage co du point p  suffisamment petit que l'on puisse tellement
choisir une famille de fonctions adjointes holomorphes de la famille
(S) dans co qu'elle soit normale au sens de Julia" et de plus qu'il n'y
ait pas de constante zéro parmi les fonctions limites. La famille
(S )  s'appelle norm ale dans un dom aine A si elle est normale en
tout point du domaine. Si un point dans A n'appartient pas
l'ensem ble des po ints lim ites de la fam ille (S ) , la fam ille est
normale en ce point d'après le mode de la définition.

D'où et d'après Ju lia", on a :  soit une f am ille  (S ) de surfaces
analytiques normale dans A, on peut ex traire, de toute suite infinite
de surfaces analy tiques appartenants  à  cette fam ille, une suite par-
tielle de façon que l'ensem ble des points lim ites" S o d e  la su ite
déf init une nouvelle surface analy tique dans A.

En effet, pour tout point p  de A, il correspond un voisinage
U  de p  de telle manière que l'on peut choisir tellement la famille
de fonctions adjointes holomorphes de ( S )  qu'elle soit normale
dans ce vo isinage U  et n'ait pas de constante zéro parm i les
fonctions lim ites, c'est pour cela que, d'après le théorèm e de
Borel-Lebesgue, on peut recouvrir tout domaine avec une infinité
dénom brable au p lus des voisinages ; e t d én o to n s les  p ar
U „U „U ,,• • •  .  Choisissons comme ci-dessus dans chaque voisinage
111 la famille de fonctions et la dénotons par  (F 1). Considérons
une suite infinie

S „ S „ S „•••

de surfaces analytiques appartenantes à  la fam ille (S).

6 )  loc. cit.
7 ) ,  8 )  loc. cit.
9 )  Cela veut dire qu'au voisinage de tout point de S o il y aura, des que n  sur-

passe un certain rang N, des points de tous les surfaces appartenants A la suite.



Sur les fam illes de surfaces analy tiques 361

D'abord, on peut en ex tra in e  une suite partielle

'SI, •••

de façon que leurs fonctions adjointes dans U1 :  FI, F L  F j,• • •
convergent uniformément dans U , vers une fonction holomorphe
non id e n tiq u e m e n t nulle, et dénotons la fonction par c13,. De
celle-ci on peut en e x tra in e  une autre suite partielle

S L  •••

de façon que leurs fonctions adjointes dans U2 : F ,  F L  f l , • • •

convergent uniformément dans U , vers une fonction holomorphe
non id e n tiq u e m e n t nulle, et dénotons la fonction par (D ,. En
continuant ce procédé on obtient une suite de surfaces analytiques

S;", S i 3 , • • •

une suite de fonctions ad jo ite s  dans U 1 :  F ,  F ,  .F1 • • •  ,  et une
fonction limite (T)i ho lom ophe  et non iden tiquem ent nulle dans
Le processus sera continue indéfiniment. Il est clair que (I)i = 0
(1=1, 2, 3, •••) dans Ui  définit une surface analytique nouvelle dans
A, et la désignons par S 0 .

On prend la suite diagonale

S l ,  , S L  • • •

et on peut dire que cette suite a S ,  comme une et une seule limite
puisque la suite de fonctions adjointes de la suite est une suite
partie lle  de la  su ite FI, F ,  .n , • • •  dans chaque voisinage U i ,
donc elles convergent aussi uniformément vers (I)i dans U ;  d'après
Julia" ) ,  la suite diagonale a S ,  comme une et une seule limite Ui .
Ceci étant vrai pour tout i  quel qu'il soit, la propriété est donc
démontrée complètement. C . Q . F . D .

Pour obtenir le critérium qui permet d'affirmer qu'une famille
de fonctions holomorphes soit normale et il n'y ait pas de constant
zéro parmi les fonctions limites, nous considérons la moyenne
logarithmique comme suivante. Soit f ( x ,  y) une fonction holo-
m orphe dans un d ic y lin d re  ferm é 1' d e  la  fo r m e  x  —  al<r,

1 0 )  loc. cit. voir page 62.
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r,  r ' étant des nombres réels positifs. On dira que la
valeur

1 S. lo g  f (x , y)Idv
V  r

la moyenne logarithmique de f (x , y) dans l ',  où V est un volume de
1: e t d v  un élément de volume dans l'espace des variables x, y.
Nous la désignons par A r [f (x , y)].

S i  f (x , y) f i (x , y ).1 .
2(x, y), il est évident que l'on a

Ar[f(x, .Y )] Art fi(x, .3I)] + Ar[f2(x, .Y)]

Étant donnée une fam ille (S ) de surfaces analy tiques dans un
domaine A  su r 9Jt. Pour que (S ) soit norm ale au point p ,  de A, il
suff it, prenant un système de coordonnées locales (x, y) quelconque a
p , at étant un voisinage de cette coordonnées locales, que l'on peut
trouver une fam ille (f (x , y)) de fonctions adjointes holomorphes de
la fam ille (S) dans un voisinage co de p , ,  qui se trouv e dans A f- 01_,

suf f isam m ent petit, de façon que, pour tout dicy lindre 1' situé dans
co de la f orm e lx —  ly — b l<r', dont (a, b) est un peint qui
est suff isamment voisin de p ,  m ains d'ailleurs quelconque dans co et
r,  r ' sont des nombres réels positifs, f ixés et suff isamment petits, les
moyennes logarithmiques A r [f (x , y ) ] d an s  le  dicylindre soient
toujours bornées pour la fam ille (f (x , y)).

En effet, soit (f (x , y)) une de la famille de fonctions adjointes
holomorphes dans co qui satisfait au condition ci-dessus. Il est
évident qu'il n'y a pas de constante zéro parmi les fonctions
limites de la famille (f (x , y ) ) . Supposons, par absurde, que (f  (x , y))
n'est pas normale en p o . D'après le théorème bien connu de la
famille normale, dans tout voisinage de p ,  les modules f (x ,  3 7)1
ne soient pas bornés pour la famille (f (x , y)). Écrivons un dicy-
lindre r de la form e x — a l< r ,  ly — b  ‹ r' dans co. La moyenne
logarithmique A r [f (x , y )] est calculée par l'intégrale suivante,

1V
lo g lf (a+ poeie2) *

P 1 P 2
d

P i
d

P2
d O

i
d 0

2

où x =a+ y =b + ( i  signifiant l'unité imaginaire) et V
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est le volume de F .  La fonction l o g l f ( x , étant plurisoushar-
monique" ) , on a facilement

A r[ f (X , y ) ]>  log if (a, b)1 .

Ceci contredit à l'hypothése puisque If (a, b) n'est pas borné
supérieurement pour la famille ( f ( x ,  y )), donc ce proposition est
démontré. C . Q . F . D .

Rem arque. La condition donnée ci-dessus est aussi nécessaire.
On le verra plus tard. De plus, il n'est pas suffisant pour décider
si la fam ille (S )  soit normale, d'estimer la borne des moyennes
logarithmiques dans un dicylindre autour de p ,  seulement.

3. Fonction adjointe holomorphe. Dans ce qui suit nous con-
sidérons toujours l'espace des deux variables x, y. Étant donnée
une surface analytique S  dans u n  dicylindre fermé (Y i ,  72)  de la
forme lx 1<p1, I y ‹ p 2 . Nous allons déterminer une manière de
la construction de fonction adjointe holomorphe dans le dicylindre
(7;., 7'2 ) situé dans l'in térieur de (7 1 ,  72 ) d e  la  fo rm e  1.x
lyl < p ,  d o n t p/i < p i ,  p < p  2 , grâce à  la  m éthode de Cousin
pour l'évaluation de sa moyenne logarithmique que l'on exprime
dans la section précédente.

Commençons par le cas où S  consiste en une seule composant
d'ordre 1 de la forme y  f 0 (x ) ,  dont f 5 ( x )  est une fonction analy-
tique de x  multiforme ou non. Nous la dénotons par S ,.

Soit R , une partie de la surface de R iem ann de la fonction
f o (x ) sur le plan d'une variable x  lim ité par des courbes x = pl

e t  f 0 (x )1  =  p ,. d  est la moitié de la différence de p ,  et p ,  et /
l'intervalle (p,— d, p , )  à  nombres réels. Soit 10 une courbe sur R,
définie par f 0 (x)1=  p„, dont p ,  est un nombre de l'intervalle / que
nous pourrons, l o ne passant par aucun point critique de R ,,  déter-
miner plus tard. Elle se compose d'un nombre fini de courbes de

1 1 ) On dit qu'une fontion réelle et univoque y9(x, y) est, dans un domaine D  de
l'espace des variables complexes x, y, une function plurisousharmonique, si elle satisfait
aux conditions suivantes : 1 .  , Y  est fini et semi-continu supérieurement par rapport

x, y dans D ,  2°. sur tout plan analytique L  passant par un point de D, w(x, y) est
une fonction subharmonique d e  x  ou  d e  y  su r la  p o rtion  d e  L  dans D .  Fonction
pseudoconvexe, d'après K. Oka. Voir, K. Oka, Memoire V I, 1942 (Tohoku Mathematical
Journal).
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Jordan simples sur R . partant celle qui est sur  x  = p „ jusqu'à
celle qui est sur ceci, si elle existe. Les projections de la courbe
I, dans le plan x  reparte 7 , à un nombre fini de parties, et nous
les désignons par 8 ,, 8  • • •  ,8  où f e  est un nombre entier positif
peut être 1, s i  10 n'existe pas. Considérons les parties de S , sur
'Y1, et soient P „ P 2 , ••• , P 0 1  les points de R o sur un même point x
dans 8 „ où 1.), est un nombre des feuilles de R , sur

Formons une fonction

(Dl =  LY— f0(P01 [ Y— fo(P1,,)] •

(1) ,  est évidemment une fonction holomorphe dans le domaine
cylindrique (8„ 7 2) : x E  y E 72 et sa frontiére. S i ,u,= 1. on choit
cette fonction comme la fonction adjointe holomorphe de So dans
(7;., 7 ). Si non, on forme de même façon la fonction (D i  comme
ci-dessus pour tout 8i ,  j=1 ,  2, • • • , a.

Délimitant des variables x , y  d an s  le  dicylindre (7;., 7 ) , ces
fonctions satisfont mutuellement la condition d'équivalence par
rapport à produit') et on a donc un deuxième problème de Cousin.
Alors considérons l'intégrale de Cousin comme d'habitude, il est
évident que cette intégrale se reduit à la forme suivante

1  f  log E y  fo () -1c4-
27ri x

x E  n  ryç . =  8;
Y E

où l'intégrale étant prisse suivant toutes les courbes 10 su r R , à
direction que f ( - )  décrit la circonférence 1.3,1= ,00 au sens positif.

Formons une fonction

F, (13; ev) x E ,

C'est certainement une fonction adjointe holomorphe de S,
dans (71.,

Il s'agit du cas géneral. Supposons que S  soit consists actuelle-
ment par n composants S , de la forme y = f i (x )  (i =1, 2, • •• , n )  dont
J ( x )  sont des fonctions analytiques de x  multiformes ou non, et

1 2 ) Cela veut dire que Oi /Oi  est une fonction holomorphe qui ne prend jamais la
valeur zéro à  la frontière commune de b i  et Si pour tout paire si ai est contigu  à S i .
Voir, K. Oka, Memoire III, 1939 (Journal of Science of the Hiroshima University).
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m  composants T. ; d e  la  fo rm e  x  a;  ( j=  1, 2, ••• , m ), a 5 étant des
points de 7 2 ;  de plus l'ordre de Si est ei et celui de T 5 est d 5 ,  dont
ei e t  d5 sont des nombres entiers positifs quelconques. Pour tout
composant Si on forme des fonctions adjointes holomorphes comme
ci-dessus, et les dénote par F i (x, y).

Alors on choit comme la fonction adjointe holomorphe de S
dans (7;., 7(2 )  une fonction de la forme suivante

F(x , y) = (x— a i )d1 • •• (x—am )dm[F,(x, y)]ei•••••[F„(x, y)] e n  .

4 .  Évaluation. On fait l'usage de même mot que dans la section
précédente. A nouveau, sous le mot une projection d'une surface
analytique S * dans un domaine D sur le plan d'une variable x , on
entend par soit la partie de la surface de Riemann de la fonction
f(x) correspondant à  S *  si S* est représenté par l'équation

f ( x ) , où f ( x )  est une fonction analytique de x, soit le point a
si S * est représenté par x =a ,  soit la réunion de la projection de
ces composants si S * se compose de la réunion des quelque com-
posants comme ci-dessus. De plus, si l'ordre d'un composant de
S * est e , on dit que la projection de S * contient la projection de
ce composant e  fois. On peut de la même façon déterminer la
projection de la surface analytique S * sur le plan d'une variable
y par la représentation de S *  de la  form e x  = g(y ), dont g(y)
est une fonction analytique de y, ou y — b . Ces projections sont
naturellement les espaces métriques au sens usuel. Nous allone
évaluer la moyenne logarithmique de la fonction F(x , y) .dans la
section précédente adjointe de S  avec l'aire totale des projections
de S  sur le plan x  et celle sur le plan y.

Commençons, comme précédent, par le cas où S  consiste en
un seul composant S o d'ordre 1; et dénotons respectivement les
projections de S o sur le plan x  et le plan y par 0 - ?. et

Supposons que l'aire de 0- , ` ' et celle de 0- `),  soient l'un et l'autre
plus petites qu'un certain nombre positif M. Alors la moyenne
logarithmique de la fonction F o (x, y) dans un dicy lindre r o :  (77, 7S)
situé dans le dicy lindre (K , 7'2) de la forme lx —  al<8,, 8 „
dont (a, b) est un point qui est suffisamment voision de l'origine mais
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d'ailleurs quelconque dans (7;., y ')  e t E „  E , sont des nom bres réels
positif s, f ix és et suf f isam m ent petits, est toujours plus petite que
K (M ), K (M ) étant une constante positive et indépendente de So .

En effect, on peut montre, d'abord, qu'il existe une infinité de
nombres p dans l'intervalle /, pour lesquels la longuer totale des
courbes f o (x)1= p sur 0-- ) et des courbes Iy1 = p sur (7,', sont plus
petits que K, ,, M  et K 2 -M  respectivement, K , et K , étant des con-
stantes positives indépendentes de S .  Un ensemble de tous les
nombres p dans / pour que la longueur totale des courbes y  = p
sur (7.,̀)  soit plus grande que 3MI d n'est jamais plus grand que d/3
en mesure linéaire, puisque l'aire de 0- ;), est plus petite que M ; et
désignons l'ensemble de tels nombres par T . Ensuite, soit g o (y ) la
fonction inverse de f o (x )" ) ,  un ensemble de tous les nombres p
dans /  pour que la valeur d'intégrale linéaire de la fonction
g“y)1 2 , où  g a y )  est la dérivée de g o (y ), prise le long de toutes

les courbes I I  = p  sur 0- °, soit plus grand que 3MId n'est jamais
plus grand que d/3 en mesure linéaire, puisque l'intégrale double
de la fonction Ig“y)1 2 dans une partie a sur 01, est l'aire de la
partie sur cr.,° correspondant à  a par l'équation x = g o (y ) et elle est
donc plus petite que M ; et désignons l'ensemble de tels nombres
par 72 . Il y a donc certainement une infinité de nombres p  qui
n'appartient pas aux deux ensembles 7 et 7' la fois, et pour tel
nombre, la longueur total de courbes f(x )1 =  p  sur al' est plus
petite que 6MI d  car ceci est calculé par l'intégrale linéaire de la
fonction Igs(y)1 pris long toutes les courbes  I I  = p  sur D é n o -
tons 6/d par K , et 3/d par K 2 . Cette propriété est donc démontré.

Soit po un nombre de / qui satisfait aux conditions indiquées
et pour quoi les courbes f(x )1=  po sur 01 ne passe aucune points
critiques de o • Il est possible certainement puisqu'il existe qu'un
nombre fini de points critiques de 0-,.° au plus. Dénotons cette
courbe par 10 et une courbe po sur 0- ?, par 4 .  Alors choisis-
sant une détermination de la fonction logarithmique convenable-
ment, autant que x El, et y E 7!2 ,  on peut avoir toujours

1 3 ) Autrement dit, S 0 est représenté par l'équation x = g o ( y ) .  De plus, si f o (x )
est constant, on n'a pas besoin de faire cette raisonnement.
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llog f (x ))1<K 3 -M +K 4

où K ,= K 2 127- rpo e t  K 4 = inox E I log dl, Ilog 2p2 I 7.
Or traçons un dicylindre F 0 : (77, 7 ) d e  la  fo rm e x — a

1.Y— b1<&2, dont (a, b) est un point dans le dicylindre (,)4, ry ) et,
8 1 ) 8

2 sont des nombres positifs suffisamment petits, situé dans
le dicylindre (7;., 7 ) ,  mais d'ailleur quelconque.

Il s'agit maintenant de la moyenne logarithmique A r o [F,(x , y)].
Rappelons la fonction Fo(x, y )  dans la section précédente. On a
évidement

log143; 1 —  f ; j<log1F,(x, y)1<log143 ./ 1+131! x E

et par une calcul d'intégral on a facilement

2M 1  , E log14 (x , y )1dv< „log2p
e&I. (9, V j —  71-ET

y)l)
1
— E I ̀P

1 1;(x, y) I dv < 2K,K,M+ 2 K , K M 2  1 4 )

V
(ai7P

où V  est un volume du dicylindre (77., 7 )  et dv  est un élément de
volume dans l'espace (x, y). D 'où on a

1 Apo [Fo(x, y ) ] l<B ,M + B 21112

où B,=2KiK41s,+ log 2p2 /zei+2/e7r8;82 , et 132 =  2 K IK 3 /  E i •  Dénotons
le deuxième membre de cette inégalité par K (M ), cette propriété
est donc démontrée. C . Q . F . D .

Remarquons d'ailleurs que un nombre K (M ) satisfait comme
une fonction de M  à  la condition suivante :

K(M,)+ K(M 2) < K(11/1,+ M2) •

1 4 )  Écrivons un cercle y autour de l'origine sur le plan x ,  x  x i + ix 2 ,  de rayon
p  et soit un point quelconque de y. De plus écrivons autre cercle 70 de la form e
x —C 8 dans y, alors on a

7r8!  < dX1dX2 2ire ,
2 p  —  lx —CI

lo g  I x Idx i clx2 S zE 2 log 2 p ,
e

"yo
dont e=2.718-• .
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On peut la démontrer facilement par la formule concrète de K(M),
puisque, pour le raisonnement ci-dessus, il n'est pas necéssaire que
0- `, et soient toujours connexe.

Ensuite, on a, pour le composant T i de la form e x = a;

A r o [x — a ; ]I <K *

où K* = max [2/e 1 ,„ Ilo g 2 p ,I] par un calcul d'intégral.
Or il s'agit du cas générale.

S upposons que deux  aires totales des projections de S  sur le
plan x  et le plan y  sont l'un et l'autre plus petites qu'un nom bre
positif  quelconque M . A lors la m oyenne logarithm ique de F(x , y )
dans un dicy lindre (73, 73) ci-dessus est plus petite qu'un nom bre
positif  qui est indépendent de S .

En effet, on sais d'abord que le nombre de composantes  T 3

de la forme x =a ;  avec leur ordre d;  est borné par un nombre N
supérieurement indépendent de S , car l'aire de sa projection sur
le p lan y est z p ] .  Soit M  le plus grand nombre entre l'aires des
projection de S i sur le  p lan  x  et le plan y, alors on a

E ei M i <2 M

dont ei  sont des ordre de S i . D'après ce qui précède, on a

A r o [F (x, y )] = E di A r o [x— a A + E ei A r o [F i (x, y)]
< N •K* + K[2.114]

Donc cette propriété est démontré. C.Q.F.D.

5. L'aire de surface analytique. Considérons dans l'espace des
quatre variables réeles x„ x 2 , x 3 , e t  x , une surface T  de deux
dimensions représentée par l'équation x i =  i (u, y) (i = 1, 2, 3, 4), où

i (u , y )  sont des fonctions continues admettants des dérivées aux
partielles du premier ordre continues dans un domaine D  sur le
plan (u, y). On sait bien que l'aire de la surface T  s'exprime par
l'intégrale double suivant,

E G  F 2 cludy
D
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où E = (   axi y , F (   axi)(
)  

,  
G =

 (   axi y
, =1\ au/ , = i  ati av ,== a v

Soit maintenant S  une surface analytique dans l'espace des
deux variables complexes x  et y représenté par l'équation y= f (x ),
d'après l'équations de Cauchy-Riemann, on voit facilement que
l'intégrale-ci se reduit en une forme suivante

+  f i(x ) ild x ,d x , x  = x ,+ix ,
D

où f ( x )  est une fonction holomorphe dans un domaine D  sur le
plan d'une variable x  et I' (x ) est sa dérivée.

Il signifie que l'aire de la surface analytique S  so it la samme
de l'aire du domaine D  et celle du domaine correspondant à D par
l'équation y= f ( x )  sur le plan d'une variable y, autrement dit la
somme de l'aire de deux projections de la surface analytique S  sur
le  p lan  x  et le plan y. O n a donc en général une proposition
suivante :

S o it S  une surface analy tique dans un dom aine de l'espace
(x, y). L 'a ire  d e  S  est la som m e de deux  aires des projections au
sens de la section précédente sur le plan x  et le  plan y " )

•

De cette proposition, on a facilement quelques résultats comme
suivant.

Soit F(x , y) une fonction holomorphe dans le domaine fermé
de l'espace (x, y) et soit S  une surface analytique dans le domaine
défini par l'équation F ( x ,  y ) =0 . Alors la projection de S  sur le
p lan  x  se com pose d'une surface de R iem ann qui est finie en
nombre de la feuille et nombre fini de points ;  et la projection de
S  sur le plan y l'est aussi ;  on a donc.

L 'aire  de la surf ace analy tique de la f orm e F(x , y )=0  dans
l'intérieur du dom aine d'holomorphie de F(x , y) est toujours f inie.

Considérons une suite de fonctions holomorphes

f1(x) f 2 (x ) , f ,(x ) ,

1 5 )  Cette propriété est indiquée par K. Oka.
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dans un domaine fermé D  sur le plan x convergant uniformément
dans D  vers une fonction f o (x ) et soient S i  ( i= 0, 1, 2, • • •), les sur-
faces analytiques définies par les équations y = f i (x) (i = 0, 1, 2, •••).
Alors la suite des dérivées

f ( x )  ,  f ( x )  , f ( x )

comme on sait bien, aussi converge uniformément vers dérivée
f ( x ) ,  on a donc :

La suite de nom bres réels qui sont les aires des surfaces
analytiques S i  ( i= 1, 2, 3, • • •) converge vers celui de S,.

Considérons la suite de fonctions

F,(x, y) , F 2(x, y) , F o (x, y) , ,

qui sont holomorphes à  l'origine de l'espace (x, y), et convergent
uniformément vers une fonction Fo (x , y) dans lx  < E ,  y  < 8 ', où
E, E' sont des nombres positifs ;  de plus pour tout  I S E  la
surface analytique qui est définie par l'équation Fo (x, y )=  0  a un
et un  seu l po int  7)) d o n t 1/) <E '. Dans ces circonstances,
d'après Julia" ) ,  on a :

Il ex iste un  nom bre en tier positif N  tel que les surfaces
analytiques définies par les équation F i (x, y )= 0  pour tout i > N
satisfont les mêmes conditions que S .  et la suite de fonctions
n=q) i ( ) s'obtient de F i (x, y)= 0 converge vers la fonction s'obtient
de Fo (x, y)= 0 uniformément dans <E.

En combinant ces deux résultats on a facilement :
Soient

Fi(x, , F2 (x , , F3(x, y) , •

une suite inf inie de fonctions holomorphes dans un domaine D con-
vergant uniformément vers une fonction holomorphe F o (x, y), qui n'est
pas identiquement n u l l  dans l'intérieur de D .  La suite de nombres
qui sont les aires des surfaces analy tiques déf inies par les équations
F i (x , y )=0 converge vers celui de déf inie par l'équation F o (x, y)= O.

6. Considérons encore une famille de surfaces analytiques (S)

1 6 )  loc. cit. voir page 62  et 111.
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dans un domaine A sur une veriété analytique Tl de deux dimen-
sions. So it (x , y ) un système de coordonnées locales en un point
p  dans le domaine et l 3  le voisinage de cette coordonnées. Si l'on
peut prendre un voisinage co de p  dans ,s7r- \ suffisamment petit
pour que l'aire de la partie de surface appartenant  à  (S )  qui
demeure dans  o  soient supérieurement borné pour (S), cette con-
dition est évidemment indépendent de la préférence du système
de coordonnées locales en p .  On dit donc que la fam ille (S ) est
bornée supérieurem ent en l'aire au voisinage de p ,  si elle satisfait
la condition ci-dessus. Nous allons formuler ici brièvement ce que
nous avons vu jusqu'ici :

Théorème I. Pour que la fam ille (S ) soit norm ale en un point
p ,  il f au t e t il su f f it q ue  la f am ille  (S ) e st bo rn ée  en  l'aire  au
voisinage de p .

R e m a rp u e . La condition  pour que la fam ille (S )  de surfaces
analytiques sur la variété soit normale que l'on a expriqué dans la
section 2  est nécessaire, car si (S ) est normale en p ,  les aires de
surfaces appartenants à  (S) sont bornés supérieurement au voisinage
de p .  Les moyennes en question sont donc bornées.

7 .  Ensemble des Points ( / ) .  Soit de nouveau (S) une famille de
surfaces analytiques dans un domaine A sur une variété analytique
9it de deux dimensions. Chaque point p  du domaine A est dit un
poin t (J) de  la f am ille  (S ), si la  fam ille  (S ) cesse d'être normale
en  c e  p o in t p .  N ous allons étudier dans la section qui suit
l'ensemble de tous les points ( f )  de (S ), et le désignons par E.

D'abord, l'ensenble E  est évidem m ent ferm é relatif au A ,
puisque la famille (S ) n'est pas bornée supérieurement en l'aire au
voisinage de tout point du E , il en est ainsi au voisinage de tout
point d'accumulation du E  dans A.

Nous allons monter ensuite que l'ensemble E  satisfait au
théorème de la continuité.'" en tout point du E , précisément dit :

S oit P, un point du dom aine A  et (x , y ) un sy stèm e de coor-

171 cf., Memoire IX  de K. Oka, 1953 (Japanese J. of Math.)
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données locales en p o e t  3  un v oisinage de ces coordonnées. On
prend un point (a, b) dans l'espace (x, y) qui est dif férent de l'origine,
e t u n e  hypersphére 0 - ,  de centre (a, b )  telle que sa frontière passe
par l'origine et une hypersphère 0 -

2 de centre l'origine située dans
'13n A .  Dans cette conf iguration géom étrique, si la fam ille (S ) est
norm ale en tous les points de 0-

2  qui sont ex térieurs  à  c i , pour
n'im port quels (a, b) e t 0-

2 ,  ( S )  est norm ale en l'origine, c'est-a-dire
en p o .

En effect, d'abord on ramene par la transformation linéaire
de l'espace (x, y ) qui fixe l'origine, le point (a, b) à  (— a, 0), dont
a  est un nombre réel positif, et continuons de désigner les images
de 0- „ 0 - 2 par les mêmes lettres. Choisissons nombres réels positifs
8 ,  p ,  e t  p ,  convenablement pour qu'un ensembls C: < 6 ,

p 1 < 1 3 7 1 ‹ p , soit situé dans extérieur  à  a i , autrement dit la famille
(S )  so it norm ale en  C .  Il est possible certainement. Or con-
sidérons une suite de surfaces analytiques

S „ S „ S „ •••

dont S i  appartient à  (S). On peut en extraine, d'après l'hypothèse,
la suite partielle

Si S i , , S i ,, •••

te lle  qu 'e lle  converge dans C  vers une surface analytique et
dénotons la par S o . On peut supposer sans restreindre la généralité
qu'un plan analytique x = 0  n'est pas contenu à  So m) ,  si nécessaire,
en faisant transformation analytique biunivoque autour de l'origine
dans l'espace (x, y) de la form e x =x '+y y 2 ,  dont y  est un nombre
réel suffisamment petit. Alors il n'y a qu'un nombre fini de points
de  S ,  sur le plan analytique x =0 dans p1 .< 1 y  ‹ p „ et l'on peut
choisir nombres réels p  e t  E ', pi < p < p „  ‹ E  de façon qu'il
n 'y a aucun po int de S o su r  le  p la n  x = a su r 13,1 =p  pour tout
nombre a, lal < 8 ' .  Il ex iste un  nom bre entier N  te l que S i ,,
satisfasse la m êm e condition que S o pour tout N .  Donc,

1 8 ) cf., W . F . O sgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, II, 1929, p . 216.
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d'après W eierstrass, ceci est représenté dans un dicylindre :
< 6 ', l y  p ,  de la forme suivante :

y" + Ai (x )? - 1 + ••• +A(x) = 0

où A i (x) (i=1 , 2, ••• , v) sont des fonctions holomorphes de x  dans
lx I <6'. Or un degré de ce polynome est borné supérieurement
pour tout Si n , n__>.N, puisque la suite

SI N ,  S i N ± i , S i N + 2 , • • •

est normale dans 91(x) 1 9 ) >0 de P. A lors on peut en extraine la
suite partielle telle qu'elle converge vers certaine limite dans 1',
et donc (S ) est normale à l'origine. C . Q . F . D .

L'ensemble de tout point de A où la famille (S ) est normale
est un domaine ; on dit qu'il est un dom aine de norm alité de (S )
dans A. De plus la frontière de ce domaine satisfait au théorème
de la continuité et cette propriété est évidemment vraie indépendam-
ment du choix d'un système de coordonnées locales.

Un domaine, sa frontière étant bien définie sur sin est dit
pseudoconvexe si tout point frontièr de ce dom aine satisfait au
théorème de la continuité par rapport à tout système de coordonnées
locales en ce point" ) .

T h é o r è m e  I I .  Soit (S) une famille de surfaces analytiques dans
un domaine pseudoconvexe A  s u r 9.n. Le domaine de la normalité
de (S ) dans A est aussi un domaine pseudoconvexe.

8. R e p r é s e n ta t io n  d e  s u r f a c e  l im ite .  Dans cette section nous
nous bornons encor à  l'espace des variables complexes x ,  y .  Soit
A un domaine pseudoconvexe univalent et fini et (S) une famille
de surfaces analytiques dans A définie par l'équation de la forme
f (x , y )=0, où f (x , y) est une fonction holomorphe dans A. Nous
désignons par D  un domaine de normalité de (S) dans. A Grâce
au  théorème d'Oka" )  il est un domaine d'holomorphie puisqu'il est

19) M (x ) signifie la partie réelle d'une variable x.
20) cf., par exemple, Mémoire VI de K. Oka, 1942 (Tohoku Math. J.)
21) Mémoire VI,
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un domaine pseudoconvexe ; et de plus, grâce  à  H . Cartan et P.
Thullen,") il est holomorphe-convexe.

Nous rappelons ici rapidement quelque propriété d'un domaine
holomorphe-convexe.

Dans un domaine D * univalent et fini, un ensemble fermé
« D  est dit polyèdre analytique si l'on peut l'exprimer par Id

fonctions f i (x, y) qui sont holomorphes dans D *  de la form e
suivante,

f i(x , y) E B i( i  =  1, 2, ,

dont B i sont des domaines fermés univalents et bornés sur le plan.
S i  D *  est holomorphe-convexe, on peut construir une suite

de polyédres analytiques

P3 •••

qui tendre vers D * de l'intérieur.
Étant donnés des zéros analytiques dans un domaine D*

holomorphe-convexe univalent et fini. S'il est balayable 2 3 ,  grâce
Oka, on peut trouver une fonction holomorphe admettant le zéro
dans D*.

Or considérons une suite de surfaces analytiques appartenants
la fam ille (S)

S „ S 2 , S ,, •-•

qui convergent vers une surface lim ite dans D , et que nous
désignons par S0 . Alors voici le problème :

Trouver une fonction holomorphe dans D admettant S, pour zero.

Pour cela commençons par une notion analogue  à  "valayable"
comme suivant.

22) H. Cartan et P. Thullen, Regularitits und Konvergenzbereiche. 1932 (Math.
Annalen).

23) Nous appelons que des zéros (I) sont balayables, avec Oka, s'il correspond,
tout point P  de D*, un voisinage polycylindrique y de centre P et une fonction continue
f (x , y, t )  définie pour (x, y) E 7, 0 t  1 ,  satisfaisant aux trois conditions suivantes :
1°. f(x, y, 0) possède les zéros (3 ), f(x, y, 1) ne s'annule pas. 2°. f (x , y , t ) ne s'annule
identiquement à aucune portion a 5 dimensions réelles. 3 ° . Pour toutes paire de voisi-
nages contigués 7, 7', les fonctions correspondantes soient équivalentes par rapport au
produit à Eyny',
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Soient S et S ' deux surfaces analytiques dans un domaine D*.
On dira que S peut être ramené continuellement  à  S ' dans le domaine
D*, si pour tout point de D * il correspond un voisinage 8 de ce
point et une fonction continue f (x , y , t) sur [8 , 0<t<1 ] de façon
que : 1°. f ( x , y , 0) et f (x , y , 1) admettent pour zéro S  et S ' respec-
tivement, 2°. f (x , y , t) ne s'annule pas identiquement dans aucune
portion à  5  dimensions réelles, 3°. pour toute paire de voisinages
contiguès 8, a' les fonctions correspondantes soient équivalentes
par rapport au produit à  [8r\ 6',  OS t <1 ] .

D'où on a facilement la proposition suivante :

Si S  peut être ramené continuellement  à  S ' et S ' est balay able
dans D*, S  est aussi balay able dans D*.

Il s'agit du problème. D'abord remarquons que l'on peut sup-
poser, sans restreindre la généralité que S , ne contient pas un
composant de la forme x =constante, si nécessaire faisant trans-
formation linéaire, puisque S  n'a que une infinité dénombrable de
plans analytiques an plus comme son composant.

S o it  D ,  u n  d o m ain e  fe rm é  d an s l'in té r ieu r d e  D  mais
d'ailleurs quelconque, et désignons la partie de S i d a n s  D , par

(i=0, 1, 2, •••).
Pour tout point (a, b) de S i, ,

 il correspond un dicylindre de
la forme lx— a j<  27' dans l'intérieur de D  de façon que
la projection d'une partie de S , située dans le  dicylindre sur le
plan y est situe dans un cercle !y—  b < 7/72 et pour tout point
x', 1x' — a <97 , il n'y a qu'un et un seul point y', bl <91 12 tel
que (x', y') E S , sauf pour que (a, b) soit ou bien un point double
d e  So , o u  b ien  un  p o in t qu i co rresp o n d  à  point critique
de la projection de S o sur le plan  x ;  désignons les points parti-
culiers par (a i , e a) ( i =1, 2, 3, ••• , v), et les dicylindres correspondent
à (a i , i3i ) par (71, 7 2 ) : x—  a i  <  , I y— cei <  .  D'après le théorème
de Borel-Lebesgue on peut recouvrir tout Si, par un nombre fini de
te ls dicylindres 2

4 ),  et désignons les autres qui sont différents de

2 4 )  Choisissons de façon que tout (a i i, 5 2 -1)  ne rencontr aucun dicylindre
< 71i/2 ,  ly—si l< ni/2 (j=1, 2, ..• , y).
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(71, , ,,4) par (8 1 , 8 )  ( j= 1, 2, , est représenté dans tout
01, (8) par les équations y = f ; (x ), dont f i (x) sont des fonctions holo-
morphes dans 81 et dans (71, 74) par les équations y—Mx), dont 1(x)
sont des fonctions analytiques multiformes sur 71.

Or d'après l'hypothèse on peut dés que i  surpasse un certain
range N  dire que tout surface  S  est recouverte par (ry, 74 ) e t
(81, N ) de la même façon que  S  et tout point particurier de S',
est situé dans le dicylindre < 1 1 / 3 ,  'ail <  '7/2 respec-
tivem ent. So it S y une surface de cette sort, et dénotons par
y =g ; (x ) des équations qui représentent  S  d a n s  (81, 8'') dont g 5 (x)
sont des fonctions holomorphes dans 81, et par y= " i (x) celles dans
04, 74), dont ''1(x )  sont des fontions analytiques ayant le même
nombre de déterminations que M x). Maintenant nous dirons que

peut être ramené continuellement à  S .  P our ce la  il su ffit de
former des fonctions en question seulement dans tout dicylindre

14) et (8 i,
Formons une fonction X(t) comme suivant,

X(t) = 1 0< t< 1/3
= 2 - 3 t 1 / 3 <  t < 2/3
= 0 2 / 3 < t < 1

et dans chaque (81, N), la fonction

(1); (x, y, t) = y —X(t) f i (x) —[1 — X(t)] g i (x) .

Ensuite, pour chaque 71 formons une fonction p i (x , t)  dans
pyl., < t<11 qui est continue et monotone autant que possible
de façon que : 1 0 .  q,i (x, 0)=1 et p i (x , 1)=1 identiquement dans 71,
2 ° .  p i ( x , t )=0  identiquement dans 1 / 3 < t 2 / 3 ,  x  ni/3,
3°. p i (x, t )= 1 identiquement dans 0< t < 1, 2 711 13<lx — a 1 1< n i  2 5 )  ;

et dans chaque (yi , la fonction

2 5 )  Pour cela par exemple formons tii(x , t) dans [ 7 1 i, 0 t_<1/3] comme suivant
ttg x , t ) = 1 - 3 t , '3

=1 - 6t jx —tri I -t, 77;/3 x—a j l 2 n ; /3
=1,

et de plus
ço i(x , t)-7 9 (x , t), 0 < t < 1 / 3

1/3), 1/3 t 2/3
=fr. ; (x , 1—t), 2 /3 _ < t5 1
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Niff (x, y , t) = f i  { y — X (t)[p(x, t)ri(x)+[1— (19 1 (x , 0 ] 4 i ]
— [1— X (t)][p i (x, t) n'(x) + [1 — (f(x , t)] ,

où el(x ) e t  •- 7(x) sont les déterminations des fonctions 1(x ) e t  - i (x)
respectivement et leurs combinations sont fait de façon que leurs
prolongements analytiques viennent toujours au même voisinage
(81 , 80. Les fonctions sont bien definies et univoques ;  et elles ont
évidement les propriétés en question. Donc cette propriété est
démontrée.

Théorème III. S oit A  un dom aine pseudoconvexe univalent et
f ini de l'espace (x, y ) e t soit (S) une famille de surfaces analytiques
de la form e f (x , 0, où f (x , y) sont des fonctions holomorphes dans
A, et dénotons par D un domaine de la normalité de (S) dans A .  La
surface analytique définie dans D comme limite de suite des surfaces
qui appartiennent à (S) est toujours représentée par la forme F(x, y)= 0
dans un dom aine dans l'intérieur de D m ais d'ailleurs quelconque.

Le problème ne peut être résolu que dans l'intérieur de D.
Ce restriction est indispensable, car il existe effectivement des
domaine du caractère contraire" ) .

Université féminine de Nara

2 6 )  On trouvera un exemple dans le mémoir de K. Stein, Analytische Funktion
mehrerer komplexer Veranderlichen zu vorgegebenen Periodizitatsmoduln und das zweite
Cousinsche Problem, 1951 (Math. Annalen) p. 219.

* )  On verra le même thérème que l'on a eu dans la section 6, dans la mémoire
de H. Rutishauser, Über Folgen and Scharen von analytischen und meromorphen
Funktionen mehrerer Variablen, sowie von analytischen Abbildungen. 1950 (Acta
Mathematica).


