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1. Introduction

Le  but de cet article est de montrer une formule asymptotique
concernant les distributions des valeurs propres vis-à-vis le pro-
blème aux limites pour les opérateurs elliptiques auto-adjoints.

Avant d'expliquer notre résultat, nous allons préciser ce pro-
blème. Considérons un domaine D fini dans un espace R " dont la
frontière est une hypersurface S  assez régulière.

So it A (x ; D )  un opérateur différentiel elliptique d'ordre
m (=2b), défini dans D. Nous supposons que A (x ; D ) est for-
mellement auto-adjoint :

(1. 1) A*(x ; D) = A (x ; D).

Cette condition implique que les coefficients correspondant  à  la
partie principale de A(x ; D) sont tous réels.

Il s'agit du problème aux limites de la forme suivante :

(1 2)
A (x ; D)u(x) = f(x) dans £2, .

1..  
13,.(x ; D)u(x) = 0 sur S, j  = 1, 2, •••, b ( =m/2).

Ici, {B 3 } 5 =1 ,2 ,...,5 est un système de b opérateurs différentiels définis
sur S .  Désignons les parties principales de A  et de BI  par A, et
B 0 3 respectivement. On suppose ici que {B3 }  est un système
normal :
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1) A  tout point de la frontière, S  n'est pas caractéristique
(1.3)p o u r  B i .

2) Soit m ;  l'ordre de B 3 ,  on a mi  m k .

On suppose de plus que mi <  — 1, j =1, 2, •••, b.
Naturellement on suppose que le système {B } recouvre A.

En d'autres termes :  Soit N , la normale (intérieure) à  S  au point
x .  Pour tout point x  de S  et pour tout n + 0, vecteur appartenant

l'hyperp lan  tangent au  poin t x, le s  p o lyn o m es  (e n  z)
{/30 3 (x ; +z N x )}

 J 1 2 •
 sont linéairement indépendants modulo

A,(x; +z7■11)=(z— z 1(x ; 97))(z— z2(x ; n)). • .(z — zi,(x ; n)), où z i (x ; 97)
sont des racines ayant la partie imaginaire positive de l'équation
A o ( x ;  ± zN,c )= O.

Nous dirons que deux systèmes normaux {B } e t  {B'i } sont
équivalents, si l'espace des fonctions
( j= 1, 2, •••, b), et celui des fonctions

u(x)
u(x)

définies par B•u=0,
définies par f fi u=0,

( j= 1, 2, •••, b) coïncident. Comme on sait (voir [7 ]) , on peut
associer au système {A ; B ; ( j= 1, 2, • ••, b)} un autre système normal

,b appelé un système adjoint au système {A ; B 3 }. Ce
système n'est pas déterminé uniquement, mais deux systèmes
adjoints au même système {A ;  B 3 } sont toujours équivalents l'un

l'autre.
Ceci remarqué, nous donnons la définition.

Definition 1. 1. Nous dirons que le système {A; B 3  ( j= 1, 2, • •-,
b)}  est form ellent auto-adjoint, si A= A* et que le système adjoint
{.13} est équivalent à  {/33 } .

Nous supposerons désormais que les coefficients de A  et de B 3

sont assez réguliers dans S- 2. Remarquons que, si A  est formelle-
ment auto-adjoint, alors en désignant

D(A ) = { u E C m ();  B J u = 0 ,  j 1, 2, - •-, b}
on a

(Au, y) = (u, A v)

pour tout u, v  G D(A).
A  étant supposé fo rm ellem eut auto-ad jont, on suppose main-

tenant que la forme (Au, u) est restée bornée inférieurement, c'est-
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à-dire qu'il existe une coustante y telle que

(1. 4) (A u, u)> 7llui 2 , pour toute u(x) E D (A ).

Dans les conditions ci-dessus, en prenant le domaine de défini-
tion de A  comme

(1. 5) 2(A ) = {u G 6r2(f2); B1u =  0 , j =  1, 2, •••, ,

il est facile de voir que A  est un opérateur auto-adjoint dans P(E2),
et que cette extension auto-adjointe est unique. En prenant 18 de
manière que S +  > 0, on voit que l'opérateur de Green Gg = (A + 0 I) - 1

est complètement continu dans L 2(12). De là il suit que l'opérateur
A  a une infinité de valeurs propres {Xi} : Xi < X,< • • • < X i <  •
+ 00 .

Nous sommes en état d'énoncer notre résultat. Soit

A(x ; D) = (-1 )ba 0(x ; D )+  (termes d'ordre <  m -1 ), b  =  m I2 ,

(remarquons que ao( x ; ) > O ,  pour tout e 0 ) .

Théorème. Soit N (T ) le nombre des valeurs propres telles que
XJ< T .  Soit

w(1.2) = dxd ,
a o(x; E)<1

on a

(1.6)N ( T ) — ( 2 7 r ) - n w ( ( 2 ) T n 1 m ( T—). 00)2)

Pour démontrer ce théorème, nous allons suivre le travail de
Minakshisundaram ([6]). Dans ce raisonnement, ce qui est essen-
tiel est d'utiliser une estimation assez précise du noyau de Green
G(t; x, y) de l'opérateur parabolique

a(1.7) —
a t

u+Au = 0

Or, l'un des auteurs a déjà obtenu telle estimation (voir En. Dans
ce qui suit, nous allons indiquer quelques points qu'il faudra con-
firmer pour la démonstration du Théorème.

2. Ordres de croissance des X ;  et des co; (x).

S'il est nécessaire, en prenant A + iS1 au lieu de A , pour dé-

1 )  Cette formule a été montrée par Carding pour le problème de Dirichlet
(vo ir [3 ]).
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< const. X ì  (j = 1, 2, • • • ), si s(en tier)>n /2m

+ c c , Si s(entier)> n 12m .2)
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montrer le lemme 2. 1, qui suit, il suffit de supposer que A soit
défini-positif, c'est-à-dire que 7  soit positif dans (1. 4). Désormais
nous le sopposons dans cette section. Alors on a X3> O, j = 1, 2,
Dans cette condition, pour s> 0, on a

(2.1)A - 7  E

OÙ o)1(x ) est une fonction propre correspondant  à  la valeur propre
X1 , et de plus {0)3(x) } forme un système ortho-normal dans L 2(1-2).

Lemme 2.1.

Démonstration.

1) On utilise le fait suivant (voir, [7 ], Théorème 6. 1) :

Au =  f ,  f  E 6 2 ( 2 ) ,  u  E M(A) entraînent u  E & î ( 2 ) .

Supposons que A  soit inversible, alors l'application biunivoque
u ,  Au est continue de gT2+8 (12)n 1(A) sur 6 2(1-2). Or, d'après le
théorème de Banach, cette application est bicontinue, d'où

I lu I Ini+s <  C lA u H ,  pour toute u(x) E 672-"(1-2 )n  (A) .

Appliquons cette inégalité à  co i (x ) , on a

Icoi(x)11 km < const. const. XJI 051 Ick-Dm

En prenant k= 1, 2, 3, • • • , on a

(2. 2) Icoi(x)1 < const. X (s = 1, 2, • • ) .

En appliquant le lemme de Sobolev, on achève la démonstration.

2) Tout d'abord on va montrer que, si s>n l2 m

(2.3)A f  = y )f (y )dy , , f ( x ) E  L 2( ),

Ks(x, Y)I 2 dxdY  < + cc

C txtl
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Ce fait est déjà connu (voir, par exemple [4]), mais pour faciliter
au lecteur la compréhension de cet article, nous donnons la dé-
monstration.

D'après ce qui précède, on a

Cs IlullL 2 pour toute u(x) E L 2(12).

Or, si l'on prend s>n 12m, alors d'après le lemme de Sobolev,
pour tout point x  fixé de £2, l'application u(x)E L 2(12)--->(A- su)(x)
est une forme linéaire continue de L2( 2). On la désigne par L x [u].
Nous avons

(A - su)(x) =  L [u ], iiL2

où C est une constante indépendante de x .  De plus, L x  [u ]  est
une fonction continue de x  dans S2.

Considérons maintenant la forme linéaire définie par

<K, j(x, y)> E  vi (x)L x [u i ]dx

où f(x, y) vi(x)ui(y), u 1(y) E L 2 (S2), vi (x) G P(S2).N  

Evidemment telles fonctions f(x, y ) forment un sous-espace dense
dans PM x 12).

Maintenant,

I<K, f>IGI1 L [
 vi (x)u i (y)]dx et

I Lx EE v(x )u(y )1 I C  I f (x• y)

d'où
I <K, I C mes (12)1/ 2 11 f  (x , AlLka.a) •

Ceci montre que <K, f> est une forme linéaire continue de L2(12 x 12)
définie sur un sous-espace dense dans L2(12 X 12). D'où, d'après le
théorème de F. Riesz, il s'ensuit qu'il existe une fonction K s (x, y) E
P(S2 x S2) telle que

<K, f> LLKs(x, Y )f(x, Y )dxdy .

En posant f(x, y)=v(x)u(y), on a

2cly)
1 1 2
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L x [ u ]= L K s (x, y )u(y )dy , presque partout dans 12. Nous avons

donc prouvé (2. 3).
De (2. 1) et de (2. 3), il suit que

55K (x , y) 2 d x d y = E ").;(2
x

s  )   dx —  E
fa

c.q.f.d.

C oro lla ire . D'après le lem m e on a

(2.4) X3> const. j  =  1, 2, 3, •••, s(entier) > n I2m

3. Noyau de Green pour l'opérateur parabolique

Comme on sait, la solution u(x , t) de l'équation parabolique
avec la donnée initiale f (x )E L 2 (1-2,)e s t  donnée par

(3.1)e - t A f 603)6)3(x), t >  0 ,

où le second membre s'écrit

= 1E e - Y , o,i(x) , D,i(y)} f(Y)dY
la 1

Or, d'après le lemme 2. 1 et (2. 4), la série entre parenthèse est
uniformément convergente pour t> 3  (> 0  arbitraire). Ceci montre
que

(3.2)G ( t  ;  x ,  y ) = e - xito); (x)t,); (y ).

Ceci posé, en multipliant ts - '

G(t ; x , y ) — , c e - xtto); (x)(,); (y) X o e - xtta); (x)a) ; (y ),

on intègre les deux membres en t  de 0 à + 00, en supposant que
R e s  est assez grand. En tenant compte de

t s 'e - xitdt = F (s),
o

1 

EG(t ; x , y) — e - - À i t toi(x)(0.;(Y )it s - i dt
o

A o 

F ( s )  E  
( 1 ) .1(X)coi (Y)

2,5 >0 A.,gi •

on a
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Ce calcul est justifié d'après le lemme 2. 1.
Maintenant, on regarde le premier membre. On divise l'in-

tégration dans (0, 1) et dans (1 ,  +  0 0 ) .  La seconde intégrale est
 —

E  cf); (x)o); (y) e ' i t t 'd t  ,
A; >0 1

qui est visiblement une fonction entière de s. Ensuite, la première
intégrale est

—  E (,); (x)coi (y) .Ç e 'i t t 'd t+  G ( t  ;  x ,  y ) t s - idtxi _< 0 0

En résumé, en désignant

(3.3)" . , ( x ,  y) E  ® j ( X ) j ( y )

xi >0
on a

(3.4)' ' s ( x ,  y) — Si G(t ; x, y)ts - id t+E s (x, y),(s)

.Es (x, y ) =  X o c o i (x )6 ) ; ( y ) f ,
 ) e - An s - 1

d t

—  X 0 6).,(x)0)3 (y) r  s e ' i t t s - ldt

Comme on voit facilement, E's (x, y) est une fonction entière de s.
Maintenant, nous utilisons des résultats dans l'article Pl Ex-

plicitons un de ses résultats. On considère l'équation

a(3.5)
a
—

t  
u— A(x ; D)u = 0

où on suppose

(A. 1) Re A o (x ; ie ) <  0 pour E R —  101 , x E

et de plus

(A. 2) R ( p ,  ; x)  I0 pour R e p > 0 , n E T x ,  (p, 97)  I  0, x E S

Cette condition équivaut à  dire que les polynom es (en  z)
{B, ; (x ; n+zNx)}  1 =1 ,2 , , b  sont linéairement indépendants modulo le
polynome (z—z i (x, p ;  n))••.(z—z i,(x, p ;  n )), où z i  sont des racines
ayant la partie imaginaire positive de l'équation

où
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A 0 (x;97-FzNx )— p = 0 ,  R e p > 0 ,

Or, cette condition est encore équivalente à  la condition suivante
(voir, [1 ] , Théorème 2. 1) : l'opérateur A  avec le domaine de dé-
finition (1. 5) a l'ensemble résolvant tout au moins dans un demi-
plan Re X> X, (si l'on prend assez grand), et d'ailleurs on a

(3. 6)I ( X /  — I _c(L2 ; L 2  G 
c o n s t

 , Re X> X0 .

En d'autres termes, A  est un générateur infinitésimal d'un semi-
groupe analytique.

Reproduisons le résultat Dl Théorème 2) comme le

Lemme 3. 1. Le noyau de Green s'écrit sous la forme

G(t ; x, y) = G o (t, x— y; y)+Gi(t ; x, y)+G c (t ;  x, y),

où (Go l-G i )  est la solution fondamentale et G, est le noyau de com-
pensateur.

(3.7)G c ( t ,  y ; x ) = (27 ) '  ezn exp {A0(x i) t} ,

où A o(x ; D ) est la partie principale de A(x ; D).
Quant à  G „ et G e , on a les évaluations suivantes:

(3. 8) I G I (t ; x, y)l <  t n _c lo n  exp {—c'( 1x-
t7/ 1) q }

(3.9)G c (t ; x, y)l <  t ,,c/
2 exp{— c"( 1x

 r Y I) q } expl—cm(ti:,1 ) q }

où o =1 /m , q =m 1 m -1 , l y =distance(y ,S ).
Revenons à  notre problème. Dans le cas actuel, l'opérateur

( — A ) défini dans l'Introduction satisfait bien  à  la condition (3. 6).
Donc on peut appliquer le lemme 3. 1. De ce lemme, en tenant
compte de (3. 4), on voit que la fonction y )  e s t ,  p o u r  x * y ,
une fonction entière de s.

Considérons maintenant le cas x =y. Dans le cas présent,

Go (t, O; x )= (27 )'  exp {—a0 (x  ; )t} de ,

où ao( x ; )  a été définie dans l'Introduction. Alors, un calcul simple
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montre que

(3. 10) Go(t, 0 ;  x) = (27r) m/m11(n/m)t - nim
ao(x;)<1

=(27r) - nn lm r (n lm )t - nimw ao (x ).

En résumé, pour x E S-2 , on a

(3.11)x ) (27r) nlmw00(x) 
1  

I  m
+ gs(x),s— n

où g ( x )  est une fonction holomorphe de s pour Re s > (n  — 1)/m.

Considérons maintenant

(3.12)
xj>0 xi

x )d x  E  •
J Q

qui est valable pour Re s assez grand.
D'abord, il est facile de voir que

d x  t s - 1 G1(t ; x, x)dt
o

est une fonction holomorphe (de s )  pour Re s > n - 1  . (d'après

(3. 8)).
Ce qui est délicat à  vérifier est l'intégrale

(3. 13) d x  t s 'G c (t ; x, x)dta 0

Nous allons montrer que cette intégrale est aussi holomorphe pour

R e  s>
n - 1

m
En effet, d'après (3. 9), en désignant Re s=0-,

dx Ç lt ' G c (t ; x ) I d t
Jo

< const dl t exp — c '" ( „  y }  dt .
0 0

En posant /x /t" = u, t=  v, on a dl x dt=v"dudv, d'où
1 r i - 1

= const e x p  —c"'uq} du dv .

0 0
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Ce qui montre notre assertion.
En résumé, en tenant compte de (3. 11), nous avons

(3. 14) E  
1  

=  (2 " ' w ao (x)dx  1

 n
+ g(s)

A.,>0 m  L s ---m

où g(s) est holomorphe pour Re s>(n -1 ) Im .
En appliquant le théorème d'Ikehara, on a

N(T)--(27z-rn wao (x)dx  T .

Remarque. Si l'on applique le thoérème d'Ikehara  à (3. 11), on

(3.15)E  I  co.f(x)1 2 — (2n-rwa o(x) T  ,  ( T _  + c o ).
X ,<T
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