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Comme nous l'avons remarqué dans un mémoire précédent[1],
une structure projective d’espace fibré est déterminée si l'on se
donne deux champs de tenseurs covariants dont I'une est du second
ordre, et 'autre troisieme. Nous pouvons la particulariser de telle
sorte qu’on ait

leis = O: Rflis = O, Rn+ 1= Rf?is
(, i=1, -, n; s:1-n),

ou R, est le tensuer de courbure. Drailleurs, la détermination
devient unique par cette condition lorsque #=3. L’objet de cet
article est d’interpréter la condition géométriquement.

Nous considérons une homographique

AO'E,O':‘Q:&T (QTT:RT(.rljtlt,j)

qui représente un élément d’algebre du groupe d’holonomie. En
utilisant 1’espace singulier de cette transformation nous introdui-
sons trois étoiles au moyen desquelles I'interprétation géometrique
est faite.

Nous nous occupons principalement du cas ou n=4. Concer-
nant le cas ou #=3, nous avons donné une généralisation de la
directrice de Wilczynski dans un mémoire précédent [2]. Mais
nous donnons ici une autre configration géométrique au processus
de linterprétation géométrique. Bien que nous ayons pris dans
le mémoire [1] comme groupe de la structure projective d’espace
fibré un sous-groupe du groupe des transformations projectives,
nous ferons usage ici du groupe des applications linéaires générales.
C’est plus commode pour déduire une connexion dont les compo-
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sants sont sous la forme plus désirable, si I'on veut mettre I’espace
fibré bien affine a I'’hypersurface dans l'espace projectif a n+1
dimensions.

1. Considérons d’abord I’ensemble £ des applications linéaires
générales

(P2 7 =p7x |(p)I#0  (o,7=0, 1, -+, n+1).

Introduisons, dans £, une relation d’équivalence définie par
BdN~(7) & pi=pp7 (p+0).

La classe dans cette équivalence sera dite géométrique et celle
contenant (p7) sera notée par (p?),. Elle donne une homographique
générale

(B9 287=p7¢"

Cela étant posé, considérons une variété différentiable M a
n dimensions. Supposons qu’on se donne, sur M, une forme
quadrique ¢ (un champ de tenseurs covariants du second ordre
définis positifs) qui s’exprime par

o=a,(x)du'@dw’ (zeU; i, j=1, -, n)

dans un domaine U d’un systéme des coordonnées locales #!,--, %™
Posons

(L. 1) Hy=-20 (e=¥[(ay) ).

En supposant que xe Un U'(U,U": des voisinages coordonnées),
posons
P:=1, P¥=0 (K=1, ---. n+1),

Z]
Pi=—(logn)=—-"108> pi= 01 pr=q,

P, =4 POPOH", Pi,=PPIH", Piti=w,
((Htj):(H.l'/rlv)—l: yv= ?\l/VI (Pij) [ » 77= il: 7] I (Pij) | > O)-

Soit (@) =(P9)"!, a savoir,

1. 2)



Sur les areétes principales relative a un espace fibre 329

=1, Q =0, @/= a O Qti=0, Quii=—L1,

vy

o__ a a s 0 1 4
Qg = IO%U ’ an-}-l = vy laogv jy Q 'n+l=7P n+1e

Concernant les étendues des indices nous ferons, d’ores et
déja, la conventions suivante

a, B, 7, «(lettres greques)=0, 1, -+, n+1,
a, b, c, ---(lettres latines minuscules)=1, -, n,
A, B, C, D:O, aee, n;‘,’ K, L, M:l’ e, n_l_.l.

Nous avons une application
(P%): UnU-2
et lorsque xeUNU'N U” la relation

(P"9)=(P7)(P)

(P’ gZ/L » P:ill:‘ VT(P;J) | 2 etC.;
"j o -
Pro=SC, Pui=¥(P)I* etc)

est vérifiée.
Introduisons un espace fibré principal B(M, €) au moyen de
cette application. Soit ¢, ’homeomorphism local :
pu: UsX2=p™(U) (UU.=M).
Prenons les points
z,cU, y,=(a)E€L, by=0dr, ¥,)EB.

Les éléments dans le voisinage V, de I'élément neutre e=(d?%)
de £ s’expriment sous la forme (674 19) tandis que ceux dans le
voisinage V, =y,V, de I'élément y,=(a7) s’expriment sous la forme

(p9)=(a5+a3x).

Nous pouvons prendre #' (=1, -+, n), p? (¢, =0, 1, -, n+1)
comme coordonnées d’'un point b dans le voisinage du point b,.

Considérons une fonction différentiable f*(b)=f(«!, p7) définie
dans ce voisinage. Nous avons
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of* _of* s
0E T op ayi.

Lorsque

=%, (%) =(%)
(1. 4) ( out /o \ dut /o 042 /o \ 042 /o
les fonctions f, ¢ définies dans le voisinage du point b, sont dite

équivalentes par rapport au point b,. Nous désignons par df la
classse d’équivalence a laquelle appartient la fonction f. En faisant

dft+do=d(f+¢), adf=d(af) (a:nombre rezl),

nous obtenons un espace vectoriel T#(b,) formé par ces classes
ie. les covecteurs tangents en point b,
En particulier, nous avons
ar=(2) au+( a% ) b
ce qui nous montre que du’, dp? se forment un systeme de base
de T*(b,), car les A7 (g, =0, 1, ---, n+1) sont indépendants.

Si f et ¢ sont des fonctions homogénes de méme degré par
rapport a p? la relation (1. 4) est conservée méme quand on rem-
place a? par pa? et par conséquent, p7 par pp?. Autrement dit,
elle ne dépend que la classe géometrique (a2),.

2. Soit

(o a7
ou'’ ope

le systeme de base de 7(b,) qui est dual a (du’, dp7): on a

<——£tr du’> =4, <——£{L ap.> =0,

2.1 5 ' 5 . .
Jj T
< a : du >'—0; < ar: ('ij)/l.>_5‘15y.°

Lorsque xeUN U’, d’aprés la définition méme de la structure
de l'espace fibré B(M, &), nous avons

2. 2) du''=Pidw’, p's=Pip}.
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et, par suite, griace a (2. 1)

0 _ - 0
apy = Pop

0 _r 0 D
u Yo TP

(2. 3)

Si T'on pose (gl)=(p5)7", il vient
2. 4 9= Q%
3. Si l'on effectue la translation a gauche
L.: ph=cipl ((cd)e),
il vient

dL*(dpt)=chdpl,
a\_ .0
dLr(W) = Cz—azz.

Donc, si 'on pose

0
3.1 A =pY——,
31 apy

il vient
dLA8=1¢,

4 savoir, les 48 sont des invariants a gauche.

Nous voyons ainsi que si nous regardons pf comme les coordo-
nnées d’'un point générateur du group ¥, les A& se forment un
systeme de base d’algebre de &, car on a

0
.= (51 )

Si I'on multiplie un facteur commun p a pj, dps et d/0pg se
transforment respectivement en pdps et (1/0)(@/dpg). Donc, les coor-
données d'un élément de cet algebre ne dépendent que de la classe
géometrique (pg),.

Si nous regardons p§ comme les coordonées d'un point b de
la fibre sur xeM, les A% dépendent différentiablement de b et
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déterminent I'espace ¥,c T(b) des vecteurs tangents verticaux.

Nous avons
0
3.2 =5
( ) apﬂ Q)\
La derniere équation de (2. 3) peut s'écrire
_‘a ’Ban a AT
(3. 3) au" = t au +p “ou'"t QaaAa-

4. Envisageons ensuite la translation a droite
Ro: p"=pfct  ((ch)e 8).
Nous avons cett fois-ci

dRX(dp"2)=(dpi)ci ,

. 0
dR, ( ape ) CYapp ope
Posons
B_
“. 1 OE=pt apy
Il vient alors
“. 2) ap“ =P,

dRDE=0Q"8,

C’est a dire que les @& sont des invariants a droite et se font un
systéeme de base de L,

Donc pour que le vecteur tangent
0
ou'

=D @t L oxtlog )

o=0 —(I'8+, 5“(log £),) D%

soit horizontal (un invariant a droite), il faut et il suffit que les
'8, ne dépendent que de u!, .-, u".
Introduisons maintenant les 1-formes
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4. 3) wi=gidp+asl®, 1du’+%6';dlog .
Nous avons
4. 4) <ol AZ>=0%4, <of 9,>=0

et, par suite, une 1-forme » sur B a valeur dans l'algebre de £ et
satisfaisant a la condition que <o @,>=0: c’est une combinaison
linéaire de .

5. Posons
6. 1) A=pP,, I'5,=0%.

Moyenant (2. 2), (2. 3). (3. 3), la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le vecteur tangent A, dépende différentiablement
de b peut s’écrire

5. 2) I = PAe,QeQi+ 292

s

ou l'on fait la convention que la dérivée d’une fonction f(u!,.--,u")
par rapport a #° soit nulle.

Faisons y ¢=0, A=}, il vient grace a (1. 2), (1. 3)

Fo’jn+ 1 — vyl"ofg'l- leb,
r Iokj’:P T oLijb,
I =Q+ i@+ P& ;.
Nous pouvons donc faire
(5. 3) =0, I'§=df, I,5=0.
Si l'on fait z=n+1, A=}, il vient
I"if'=wle'Q Q)
F’:i}u:FZﬂmij"‘ VVFZ:IQanHQJD'—Qjo
ce qui nous montre que nous pouvons faire
(5. 4) rif'=H,, Ih1,,=0.

Faisons maintenant pg=£k, 2=i, A=j dans (5. 2). Il vient
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j_P (Fa, thanb"l' aQt )+5 kQJo_I_ Biji Hl“QsoHlslc.

Or, le symbole de Christoffel /7%, relatif a la forme H, du'du’ se
transforme par

I8 = PEULEQEQ) +— S0 )+ 30Q0+0Qe — HIQOH™

Donc, I')f;,—II}*; est un tenseur du type (1, 2). Prenons un
champ ¢ de tenseurs convariants symetrlques du troisieme ordre.
Soit

=, du' Qdu’ Qdu”

son expression dans U. Posons

K= bus
K
K/ ;=H"K,;;=ad"b,;;=b/; ((@”)=(am)™).
Nous pouvons faire
(5- 5) Fikj:Ktkj_l'Hikj,
Nous conviendrons de choisir le champ r de telle sorte que
I’équation
(5. 6) b=0, i.e. K5=0 (i=1, -, n; s: 1-n)
soit vérifiée, cela étant possible toujours [2].

6. Désignons maintenant par ;7 la différentiation absolute par
rapport a #', ou la forme H,du'du’ est prise comme forme fonda-
mentale. On tire de (5. 2)

F,ioj.:Qianh(F ’ —(log !J)s a/sb+(log v)a:b'—— (log ”)a(log y)h—l—Png—lHah),
H,'tk fric+1y j_QL Qj’(Ha,lF1:+1y b+(log ’J)sKasb
+ (log v)ar— (log v)a(log v)y+ Pt i Hay).

D’autre part, on a

K =P QQQ Kinat0/Q K7, — QK [, — QK" — QK
+ H uQso K/ sk + HlﬂQso K/isk_ Qso sk K/Ul’

et, par suite, grace a (5. 6)
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K= QQ ) (K v +n(log v),K ')
Nous pouvons donc faire

6.1 Ty Hul b, == 2 K.

Le tenseur de courbure

o OIF,  9lLY
T)y= out ou,

+ Hrkinzrj_ HrijLri
de la forme H,du'du’ se transforme par

T%=P QR Q) Tolant 0, ((log v)e.a—(log v)(l0g v)a)
—0,((log v)o— (log v)(log v),)
+H_, H"((log v)..,— (log v)(log v),)
— H,H"((log v),;a— (log v)(log v).)
+ (0, H,,— 0, H,,)(log v),(log v).H™].

On en tire
T/L’-cilc: QLcha[ Y‘G.SGS + (n'ﬁ 2)((10g "')c.'a'_ (lOg V)G(IOg ”)a

+ Ho H*((log v)s;.— (log v)s(log v).)
+(n—1)H.,(log v)i(log v).H"],

= [ T+ 201~ DH (log ).~ (log »).(log »))
+n(n—1) (log »)log »).H"],

Tt — gy BT
— 0O s I{ca st _
_Ql Q i(Tc-as —2—(77l-——1)_T"” +(” 2)((10g”)c,~a
—(log v)log ))+ =2 H,,(log ),(log »), H*).

2

Dongc, lorsque #>2 nous pouvons faire

(6- 2) Ptoj+-[{ikrn+tk)j=%( Ttl.cjk'l‘chssta)

1

- mflz,f( T--sc +Kr m)-

7. Nous avons enfin
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F'mm—i L3+ (log v)HT 2= 1) — (log v)i(log »).K*)

(I — 7(log ). K. — (log v),(log v) . K*y").
Or,

KT = L QUK Tk (n—2)((log e log log VLK),

K =Q0Q QLK 500+ 1(log v), K 5o+ n(log v)s, K5
—2(log v) (K, y,s +n(log v),K,,)
—(log v)u(K..s+n(log v).K.")
—(log D)b(Kasc;x +n(logv )tKaLc)
+ H,(log V)K" .. +n(log v). K"
+ H,(log v)(K, s +n(log v).K".")],

d’ou

K If:lk.'i - K/ris Trfsz

n
—2

. Qia[Kasl: nz Kbac Tb‘?cs

+2(n—1)(log v).K.'"s+n(n—1)(log v),(log v).K",'].

Nous pouvons donc faire, si #>2,

(T 1) T b=y K + gy K ATt KK,
8. L’équation (4. 3) peut s’écrire
,wx—dpk+p§l“;,du’+ 1 7d log x,
En la dérivant éxtérieurement, on obtient
®. 1) dofi+ o N ot = qipFR T N
ou
8. 2) R,= a;;:g — aal; O P L

Grace a (5. 3), (5. 4) on a
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(8. 3) Rotij':()y Ra":“ijz .
Portons ensuite (5. 5) dans (8. 2). Il vient

RF =K} — K’ ;+ KK — KK+ T
+ Bih[‘zoj'_ 5§rtoz+ F’r‘u-lyiflu _[‘:+1’jI{lL

et, par suite,

(8- 4) letj_l_letJ:Z(K'lmj:t'_ lmt:j)
+}Ili(rmoj'_HmkF:+1’j)+Hnl(rloj—' llc[';cwl,j)
- zj([‘mot'_H;nkFZH,t)_I_Ianj(FLoz—}Isz:+1,z)»

(8- 5) Rtmij'_leij: Z(KsmiI{ZSJ—leiKmsj+ szu)
+H;ni(rloj+Hkr:+l!j)_I{lt(Fmoj+HmkF:+l7j)
- m,j([‘tot‘i'-['Ith:+lat)+}Iz,1(rmot+HmkF:+1’z)-

Portons-y les valeurs de I'’,—Hyl .1, ['’;+Hyls,q,; don-
nées par (6. 1), (6. 2), multiplions H™, sommons par rapport a #,
j. Nous avons alors

Rl-sis + R-sus = 0, Rz-sis"R-xus: 0,
c’est-a-dire,
(8. 6) Rl.sls B O, R.sus == O.

Moyenant ces valeurs de I';—H, 5.1, I+ Hylnyy,; o0
tire de (8. 2)

Rh?tj’_HMcRn+ llfij= - _fl— K;:Lj:s:'t + ’fl'Klfi;s:j
2
n—2

+ L K (That KK —

+2H;Ljr72+1.t_2PIh,ir?1+I,J

Knri( Tr’fjk + Krtsstt)

ce qui nous donne, grace a (7. 1)
(8' 7) Rf?ls: o 1otse

9. Prenons un point x, de M. Soit x la carte locale de M
dont le domain U, contient x,. Nous pouvons toujours supposer
que px, est en coincidence avec l'origine O de E". Considérons
le voisinage U,=p"'&(0, a,)c U, en choisissant convenablement a;
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>0. Un point x ¢ U, peut se déterminer par la distance s de O
a px et le point d’extrémité (¢!, -+, {*) du rayon L passant par
px de la boule &(O, a,): nous pouvons prendre u'=s{' (i=1,.+-,n)
comme coordonnées locales du point x. Nous avons, au dessus
de U, une section locale ¢, (U, Xe) passant par le point z,=¢.(x,,
e) ou on désigne par ¢, I'homéomorphisme local U,x{—p~'U,.
Soit A(x) le chemin sur cette section, au dessus du chemin radial
(x)=p'L sur U,: A(x)=¢.l(x)xe). Nous pouvons prendre, dans
0 (U X ) C B, u'=s{" et p comme coordonnées locales et nous avons
f=const.=d8 le long de A(x). Soit flx)=r*(u*, p) une fonction
différentiable a un point z(x) du chemin A(x). Nous avons le long
de i(x)

Ao (e )

Cela revient a dire que le vecteur tangent a A(x) en point z(x)
s’exprime par (C‘—aau—t>( . D’aprés (4. 4) les coordonnées de I'-
z(x)

élément d’algebre de € engendré par ce vecteur sont données par
<ot €0 >=Ttt logs),

Donc, les coordonnées pf d’un point courant du développement
de A(x) sont données par
apt
ds
Les intégrales p2 de ce systéme d’équations différentielles sont
des fonctions différentiables de s, ¢, .-+, 2" (0<s=<a=a,). Nous pou-
vons les écrire

=PRI, o, SE) 5 BUlog R)(SE, -+, ST

PE=SR(s; o, o, u™) (u'=sL'; s>0).
Pour les intégrales prenant les valeurs initiaux 68 a s=0, on a
fE— 08 (s—0).

Si Ton effectue la transformation

t=ks, c'fz—cki (k+0)
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il vient
uizsct:t C/i,

dpg — 5B I'V-y t 1 m 1 Y ’1 I 3
_'dt__p'y{ w‘( y s 'y tC )+§5w(10gk)1(tc PR tC )}C .

Nous avons donc

Pa=Sus uty e, w0 )=F 5t uty oo, w)=F ks, ut, -, u")

d’ou
_Ofs ork
0="2% =5+
Donc,
9.1 DPE=SE(ul, -, u™).

C’est a dire que le chemin horizontal passant par le point z,
=%, ¢) au dessus de A(x) se trouve torujours sur la section local

F=¢,z, f(x))
au dessus de U=p"'&(0, a)c U,.

10. Les groupes d’holonomie o.,, (U) en tous les points de
la section F coincident avec un group ¢. Le point d’extremité du
developpement issue de 1’élément neutre e¢ d'un lacet en z, dont
la projection se trouve dans U est un élément de ¢. Ainsi tout
point (pf) du développement y d'un chemin quelconque 6 sur F
est un élément de ¢, car il existe, sur ¥, un chemin horizontal
A(x) partant de z, et aboutissant au point z de # correspondant
au point (pf) (la projection de A(x) est un chemin radial sur U).

Nous voyons ainsi que les points (pf) donnés par (9. 1) sont
les éléments de ¢ et que, r étant un vecteur tangent a F en un
point quelconque z, les wf(r) devient les coordonnées d’un élément
de do. ;

Supposons que la projection du chemin 6 soit définie par #
=¢'(¢). Les coordonnées W¢ de do qui donne le vecteur tangent
a 7 en point (pf) sont données alors par

we=gsTiot) (en=(r).
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Celles correspondannt au chemin u"=c¢'(f) s’exprime par ¢ W§.
Si I'on introduit, dans de¢, une équivalence définie par

(WhH=(WE) & (Wi=cWi),

la classe dans cette équivalence que nous appelerons la classe géo
métrique ne dépend que du chemin radial sur lequel la projection
du point (pg) se trouve, car losqu’on fait varier ¢ en laissant ¢ co-
nstant, le pont c¢'(?) décrit un chemin radial.

En portant (9. 1) dans o, nous obtenons, sur U, les 1-formes
wyy telles que, ¢ étant un vecteur tangent a U, les w,5({) devien-
nent les coordonnées d'un élément de do. En particulier, on a w,§
=0 en point x,.

Considérons maintenant, dans U, deux champs de vecteurs Z,
Z,. Nous avons, le long du chemin radial pour lequel (Z,)., est
le vecteur tangent en point x,,

Lo(Z)].=s([Zwo(Z)]st7) (—0 (s—0)).

Donc (Z,wy(Z,))., ainsi que (Z,wy(Z))):,+7 donne un élément de
do. 1l en est de méme pour [Z\wy(Z,)]s,

Nous voyons ainsi que les [(do§+ojAwl)zy, 7,)]-, deviennent
les coordonnées d’un élément de do pour tous les couples de vec-
teurs tangents (z,, 7;) en point z, Autrement dit #®, ‘@, étant
deux vecteurs horizontaux arbitraires en z, RS ;t't’45 est un
élément de do.

Inversement, un élément quelconque de do peut se mettre
sous cette forme [3].

Nous pouvons donc représenter une classe géométrique de do
par une homographique de la forme

(10. 1) pe7= 058 (25=RettY)

dans un espace projectif S**! a n+1 dimensions. Soit [ 4,, 4, -,
A,,,] un repeére fixe dans cet espace.

Puisque RZ,;=0, R"';;=0, I'homographique (10.1) porte tout
point de S$"*! & un point de I’hyperplan A,A,---A,. Elle renferme
donc comme un sous-transformation une homographique dans cet

hyperplan :
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(10. 2) pé4= 0.2 (A=0,-,n;s:1-n).

Celle-ci est encore singuliére. Supposons qu’elle soit de spé-
cialité 1. Elle définit alors une transformation projective réguliére
portant I'espace A,A,---A, a I’espace singulier de la transformation
(10. 2) déterminé par les » points

(10' 3) (‘Q'L?y °tty ‘Qt?, O) (l=1y Yy n)‘

La correspondance entre les hyperplans dans la transformation
(10. 1) est donnée par

(10. 4) =07,

de sorte que tout hyperplan dans S™*! a pour son image un hy-
perplan passant par le point A4,. On obtient ainsi une transfor-
mation projective des hyperplans appartenant a 1’étoile a dimens-
ions n de centre A,:

(10. 5) A e= 0 u, (K=1,.-,n+1;s: 1-n).

C’est une transformation projective siguliére qui définit une
transformation projective réguliére portant 1’étoile d’axe A,A,,; a
I'étoile singuliére de la transformation (10. 5) dont l'axe est la
droite d’intersection des » hyperplans

(0’ Q lf» ) ‘an,‘9n+1f)

qu'on peut regarder aussi comme la droite d’intersection des hy-
perplans

(10‘ 6) (0! ‘Qli’ (XX ‘th 'Qn-(»bt) (l=1, ceey n).
Grace a (1. 2), (1. 3), (2. 3) les quantités
Klwﬂzfc(pgpﬁn+l+pa"+lpﬁo_mlpmwﬂb)

dépendent différentiablement du point b(x'pl) € B et, par suite, il
en est de meme pour I’hyperquadrique dans S**! définie par I'-
équation

1,667 =0.
Nous l'appellerons [I’hyperquadrique de Lie en point b. En
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particulier, celle en point z, s’exprime par
2 $o$n+1=1{“$i$j.
Les hyperplans polaires par rapport a cette hyperquadrique

des points de I'espace singulier de la transformation (10. 2) appa-
rtiennent a I’étoile déterminée par les # hyperplans

(10. 7) (0; ‘Qily-nygtm_gd?)'

L’hyperplan polaire de I'image &” dans la transformation (10.
1) est donnée par

u,=0,
pu¢= QK{,EK,
Oy =— 82 65,

Nous obtenons ainsi une transformation projective portant les
point de I'hyperplan A;A,...A,., aux hyperplans appartenant a
létoile de centre A,. Le lieu des éléments d’incidence dans cette
transformation est le cone

(‘QH+ th)ftéj'l'(gnn,r— Qt?)éiéwl'*zQn+1?(5n+1)2—_—0.

Nous appellerons le conjugué de I’espace A,A4,...A4, par rapport
a ce cone [’aréte principale en z,. C'est la droite d’intersection
des n hyperplans

(Oy ‘Q 1t+ 'ch ooy ‘an+ ‘iny ‘Qn+1y£'_' ‘QE?) (l:]., LRRS] n)-

L’étoile déterminée par ces »# hyperplans sera nommeée [’etoile
principale en z,

11. Posons
Zlmtjlemij_letj-
Il vient d’apés (8. 5), (8. 6)

me: - Zlmijy Zlmji: - szm lelm: szw
Hm‘jz lm:Lj: 0'

Lorsque #=3 en faisant, dans la derniére équation, /=1, /=
1, 2, 3, nous avons
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H®2Y 10+ 2H® Y 1015+ H? 1 1513=0,
H2Y o1+ H Y o+ H® Y 1005+ H? X 1325=0,
H2 Y o+ H Y 35+ H2 Y 1030+ H*2 2 1332 =0.

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par H*,
H?® H®* (=1, 2, 3). Nous obtenons

Hy Y g10s+ Hoo X as1+ Hes Yo+ Hai 2ioes+Hya 21231+ His 211212 =0,
HMZ3123+H12Z3131+H13Z3112:O)
H, 3100+ His Xiiosi+Hi3 201212 =0.

De méme, en faisant /=2, 3, on tire

H3121223+H3221z31+H332 re1e+Hi1 Yeses+ Hiz Xisasi + Hiz Ys12=0,
H2121223+H2221231+H23Z 1212=0,
H2122323+H222 2331+H2322312=0,
HuZ2323+H1222331+H1322312+H2123123+H2223131+H2323112=0,
Hy 30305+ Hys 30331+ Hyg 3 10312=0,
Hy Y5105+ Hyo 35151+ His 25112=0.

En adjoutant les premiéres équations dans ces trois systemes
d’équations, on obtient

HIIZ2323+HIZZ 2331+H1322312+H2123121+H2223131
+H23Z3112+H312 1223+H3221231+H3321212:0

et, par suite,

H1122323+H1222331+H1322312=0,
H2123123+}12223131+H2323112=0,
H;i 3023+ Hie 21s1+Has 201212=0.

En somme, nous avons
Hy Yimest Hie Xoimar + His 20012=0 (4, [, m=1, 2, 3).
Nous avons ainsi
Pmis=0, id.e. Ryy=R.; (I, m, i, j=1,2,3)

ce qui nous montre que, si n=23, ['étoile singulierve de la trans-
Jormation (10. 5), [’étoile formee par les hyperplans polaires par
rapport a I'hyperquadrique de Lie en 2z, des points de [’espace
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singulier de la transformation (10. 2) et létoile principale en z,
sont en perspectivite, les trois hyperplans homologues se coupant en
un plan située dans Uhyperplan A,A,A;As. Les trois axes de ces
étoiles se trouvent dans un plan dont I'intersection avec I’ hyperplan
AA A Ay est le conjuguée harmonique de la premiere axe par
rapport aux deux autres axes.

Puisque le 2 s'écrit

.Q aﬁ == Raf“tit’"= Rf.zall + R.,B.3112+ R,ﬁlgl&

la transformation (10. 5) ou #=3 peut étre représentée a son tour
par la droite / dans le plan qui a, rapportée au repere [A;A4,A4;5]
les coordonnées (I, Iy, I;). Soint PB,, P, Ps les transformations
correspondant respectivement aux cotes A;A;, AsA,, AA,, et =,
72, w3 les hyperplans auxquels ’hyperplan 4,4,/ est porté par les
transformations PB,, Bs, Ps. Parmi les hyperplans passant par I'un
des trois arétes principales qui correspondent respectivement a
By, B, By, il existe les hyperplans 7, &, 7; tels que les intersec-
tions =, N7#,, m, N7y, %3 N7 se trouvent dans '’hyperplan A4,4,4,A4,.
Leurs coordonnées s’écrivent respectivement

(O, LR, hREw LRE, IR —R)
((S,t)=(2, 3)’ (3’ 1)’ (1’ 2))'
Or d’apres (8. 6), (8. 7) nous avons

Rt?m:Rﬁal, R¢312=R¢?23, R'si=Ry (i: 1, 2, 3),
R4?12'—R?912=R4?31—R??31
R4}12'—R!?12:R4§23'—R??23,
R4}31*“R3931=R4§23—R?923

et, par suite,

Rilosli+ R} silo+ Rl iols= Ry lasli+ Rissls+ Riosls,
Rilosli+ Rl 4 R ials= Riai i+ Ry ls 4+ Risi s,
Risli+ Rl b+ Rl ols= Rl ol + Riolo+ R o1,

ces équations étant vértifiées méme quand on remplage R,.’;, par
R4{33'—R}ﬂ.}n-
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Nous voyons ainsi que lintersection des trois hyperplans 7,
iy, 3 est l'aréte principal correspondent a la transformation 2.f.
Autrement dit, toutes les arétes principales en z, peuvent etrve deter-
mineées au moyen des hyperplans appartenant aux étoiles principales
qui correspondent un des cotes A,As, Asy, A1 As.

12. Si l'on efectue, dans S"*!, le changement du repére
A=A, A=¥A, A=A,
il vient
oB=, B =g, gBTI=E (=1
de sorte que I'équation de la transformation (10. 1) devient
pE7= {3 o€

ou

32=0, 0o™'=0, Jr=p 202, 00=p’R2> Jui=252.410

tandis que les coordonnées de la droite dans l'espace A;A,...A,
représentant la transformation (10. 1) se transforment par

£ & E°6)

— gt 0
Y
g8y T e ey

Donc, en posant

>3 I i D m 3 :
R.ly=p Rt s, Rz-msn:ﬂzhzmkRn’-{tjﬂis,ujz-
Rn+ s = lmk:Rn+ ll-cijﬂis!‘jn
nous pouvons écrire
~ > i
.Q a'i: Rattjt t,j,

D’autre part, 'équation de I'hyperquadrique de Lie en point
z, devient

28071 = }-stisj (I‘Z,: p'ps Hy).

Les équations (8. 6), (8. 7) sont conservées dans ce change-
ment, a savoir,

(12' 1) H-—mj(letj_’_ Rmtij): Oy iI’"’j(le”-—- ~mlij): O,



346 Joyo Kanitani

(12. 2) Rsobs.___ n+1§£s-
Nous allons nous occuper maintenant du cas ou #=4. Posons

Z imij— LNy letj-

PUiSque Zmlij:'_Z:lmij! Zlmji:'_ZLmijy en écrivant 1y 2’ 3) 4!
5, 6 a la place de (12), (13), (14), (23), (42), (34) nous pouvons
mettre };,.; sous la forme A,, par exemple,
ZmzzAu, 21213=A12, reey 21234=A16-

Grace a 3= Dum ON a A=A,

La forme quadrique H,;£'¢’ étant définite positive, nous pouvons
faire H,=34,, en choisissant convenablement les nombres g . Cela
étant fait, les équations

H"Y G (1=2, 3, 4)
nous donnent

Tiszat D142a=0, Dioset D1a3s=0, Disset D13s=0,
c’est-a-dire
A24=A35=A53, A14:A36:A63) A15=Aze:Aez~

De méme, moyenant H™Y.;,. (=3, 4), H"};um=0 on
obtient
A12=A56=A65’ A13:A46:A64, A23=A45=A54-
Ensuite, les équations ﬁf""mezo (I=1, 2, 3, 4) deviennent
A11+A22+A33:0,
A11+A44+A55=0,

A22+ A44+Aee= 0,
A33+A55+A66: 0.

En ajoutant ces équations membre a membre on obtient

A44+A55+A66=0-
11 vient ainsi
Au:Ase, A22=A55, A33=A44-
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En résumé, nous avons
i ] 123456
A=Au=Au ((3) (#)e(651321))
13. Le systeme d’équations
(A11+A61'_40)11+(A12+A62)12+(A13+A63)13=Oy

(13. 1) (A +As)'+(Age+ Ase— )P+ (Azs+ As)P=0,
(Agi+ Al +(Ase+ A) P4 (Ass + Ais—p)P=0

admet trois systemes de solutions (7.}, 7% 1) (e=1, 2, 3) tels que

L+ +)P=1 (a=1, 2, 3),

13. 2
( ) {Ia‘l,,1+la21,,2+la3l,,3=0 (axbd; a, b=1, 2, 3).

Ils correspondent aux racines p;, ps, p; de I'équation

AntAg—p AptAeg A+ A
(13. 3) Ag+As, A22+A52—P A+ Ass =0.
Ay +Ay A+ A, Ay +Ap—p

En posant
(13. 4) Li=1Y P=1L2 L=,
nous introduisons /! (=1, 2, 3, 4, 5, 6). De méme, le systéme
d’équations
(Ags— A1s—0)°+(Ags— A1)+ (Agu— A10)I*=0,
(13. 5)  {(Ase— Aee)l*+(Ass— Ass— )P+ (Ass— A2n)l* =0,
(As— Ase)l®+ (A — Ags)P+(Agu— Ass—p)I*=0
admet trois systéme de solutions (J,%, ,°, 1,*) (p=6, 5, 4) tels que
{(lﬁ6)2+(11)5)2+(11)4)2=1 (p=6, 5, 4)
LS+ 1, =0 (p=q; p, ¢=6, 5, 4),
correspondant aux racines pg, ps;, ps de I'équation
Age— As—p Ags—Ais Ag—Ais
(13. 7) Ase— Az Ass—Aps—p  Asu— Ay =0.
Ags— Ase Ay—Ass Ay—Asi—p,

Nous posons cette fois-ci

(13. 6)
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(13. 8) L'=—1L% L=—15 L}=—1\

Posons ensuite
(13. 9) mi=TUSHL),  mi= gt mi= g (L,
mg= %(llt'—lsi), m51=%(12t_lsi), m4i=%(lai'—l4i)-

Nous avons alors grace a (13. 2), (13. 4), (13. 6), (13. 8)
(13. 10) m=m,F,
(13. 11) m'mS+mmpP+mimit+mimB+mlim2+mm=6"= 0",

h k 1:--6
((1) (;) € (61))
et, par suite,
|m/|*=1.

Par l'altération des signes de I%;, I%, I*, si elle est nécessaire,

nous pouvons faire

(13. 12) |m?| =1

en conservant (13. 6). Les [}, % [, satisfaisant a (13. 1), ou p
est une racine de (13. 3), on tire, en tenant compte de (13. 2),
(13. 4)

6

3 % AdoLi=0 (axb; a b=1, 2, 3)

i=1 c=1

ce qui est équivalent a

(] 6
> 3 ALE=0
i=1 p=4
et, par conséquent, a
6 6
(13. 13) izl jZIAw[ailb’=0-

De méme, on a

6
iil 7§4Airlprlqi:0 (pj‘:q’ b, q:4’ 5, 6)

ce qui est équivalent a
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6

(13. 14) > jZG;AUl,,‘qu=O.
= =1

Or, on a grace a (13. 9)

Ll=mi+md, L'=my'+ms, Li=mi'+m,
i (3 [3 i 1 [ (3 1
ld¢=m'—myg, l'=m'—ms, I =ms'—m.

Portons-les dans (13. 13), (13. 14). 1l vient
A(mi'my +m,'m)=0 (axb; a, b=1, 2, 3,
Atj(maimq1+mpimbi):0 (ﬁ), (([i) € ((li?))’

Or, on a grace a (13. 10)

Agm,im} = A mmyt = Aymgm,
A =m)tmy = Agmmlf = Aym mk
((3) (%)=,
donc,

Agmim’ =0, A;m,m’=0 (axb,a,b=1,23;p>xq,p,q=4,5,6),
Agmim=0 (a=1, 2, 3, ¢=4, 5, 6; (¢) e (573)).
14. D’aprés (13. 11) on a

mtlmie"l_ mt2mt5+miami420 (i:]., ooy 6)

(13. 15) {

ce qui nous montre qu’il existe dans S*=A,;A4,A;A, une droite p,
ayant pour ses coordonnées Pliickeriennes (m!, m2, m2, m*, m;?,
m®).

Les droites p,, p, se coupent en un point P;. Les droites p,,
ps ne se coupent pas et elles coupent toutes les deux p; et p; de
sorte que I'une d’elles passe par P, sans se trouver dans le plan
p.p. tandis que l'autre se trouve sur le plan p,p, et ne passe pas
par P,. Supposons que p; passe par P;. Soient Py;=p, Np, Pi=
p2Nps. La droite ps coupe p,, ps, p. et ne coupe pas p.. Elle passe
donc par P, et le point P,=p;Np; n'est pas sur le plan p,p. de
sorte que les points P,, P, P,, P, sont indépendants. Enfin, la
droite pe coupe ps, ps, D4, Ps €t ne coupe pas p;. Elle est donc la
droite de jonction des points P; et P,.

Soient (g}, 02, 6?2, a*) (i=1, 2, 3, 4) les coordonnées du point
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P,. En choisissant convenablement le facteur commun, nous pou-

vons écrire

essssscee

Joyo Kanitani

"=

g1 ‘711 m12=

02 021

01 01‘ 2__

o3 0'3[

03 g3 2__
2|y mﬁ

g4 oy |

011‘713‘

6__
10.03» ey M=
g, O
1 1’ . M=
03! 03\
[03 0y’ 6__
Slglal meg =
Y4 4

g,®

0'14

3 0.24

a,®
0'33

0'33

6,2

g,
0'34

R R R R RN

0'34
0‘44.

Lorsque c’est la droite p, qui passe par P, nous n’avons qu'a
faire

P.=p,Np:, Ps=p.Nps, Po=psNps,
Pi=p;Nps=psNps=psNps;

6?2 o2 o/: les coordonnées de P,

014, 53»
Posons
v =a,pn' (s, t=1, 2, 3, 4; r:1-4).
Nous pouvons mettre
Agm,'my’ (@, j=1, -, 6; 1, j: 1-6)
sous la forme
V’;V’;’Jxl"’zm(thzm, — R )

(p; q, S, t::]-y ,4;h, k, l,m:

D’autre part, on a

1—-4).

7T oy, @D R s, 1 2 3 . 8 t —_— 1 1 2 2 4 4
H=y Vj)Hab—‘Tt Hs 0y ¢ H,,=0; 0i0u=00tol0t+0202+ 0o,

H'\ H o _ (01 0.%0,° 014) (f’}l. .‘7.2.1)7
\H'yy Hoe| ™ \03' 05% 0% 02%) 5,4 5,2),
=(m, )2+ (m,2)2 4o e oo+ (m,5)?
=m1‘m66+m12m65+......+m16m61=1,
H', H13| 1, 1 H.. H
myimgt e m Gmﬁ __0 12 13—
H'oy H'gy ™™ : Hus Hyl ™

d’out

H\3=0, H'y=
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De cette maniére, on tire
H.=d, (s, t=1, 2, 3, 4).

Cela revient a dire que nous pouvons choisir un repére [A4,,
A, A, A, A, A;] de maniére a avoir

Iflsz =0,
Rhlclm = Rkhl'm ’

((h, kB)#(l, m); hklm n’est pas une permutation de 1234).
Nous l'apprellerons le repere canonique en point z,.

15. Reprenons les trois étoiles 33, 3/, 31”: 3 est létoile
singuliére de la transformation (10. 5), 3.’ est formée par les hy-
perplans polaires par rapport a I'hyperquadrique de Lie en point
2z, des points de l'espace singulier de la transpormation (10. 2),
>." est l'etoile principale en point z,, L’axe de 3" est la droite
d’intersection des quatre hyperplans

(07 Q li+ Qil; Q L’t+ Qﬂy Q~ 3<L+ Qi& Q 4'l+ Q‘l4? Q 517 Qi?)
(i=1, 2, 3, 4).

Envisageons maintenant un élément {?. correspondendant a
une droite de la congruence linéaire dont les directrices sont deux
coOtes du repére canonique qui ne se coupent pas. Pour fixer 'idée,
supposons que ces cOtes sont A, A, et A,A,. Alors, les cordonnées
d’'une droite de la congruence s’expriment au moyen d’'une combi-
naison linéaire de celles de A,A4,;, A,A,, A;A,, A;A, de sorte qu’on
a d’aprés (14. 1)

szzgzl, 934=Q43
et, par suite, les coordonnées des hyperplans dont nous venons de

mentionner peuvent s’écrire

0,231, 2012 P13+ Ds, GrutBa, Fs1— 310,
0, 2312, 2022, Gast sz, Foat s, Ts2— 320,
0, Fs1t D1z, Faat Fos, 2003, 2054, Dss— 3a0),
0, at+ G Faot Boa 2054 20 4s, Dsa— (4.

Il existe donc pour chacune des cotes A A, Az A, o' systemes
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de trois hyperplans qui appartiennent respectivement a 3, 3', 2"
et qui coupent A A A;A,) en un méme point.  Soient 1,1, 1" les
droites d’intersection de ces hyperplans avec un plan passant par
A A (AA). Alors les droites 1, I; 1", A,Ay(AA,) forment un
faisceau harmonique.

Il suit de (8. 4), (8. 7)

EL212+E1313+RL414=0, ]?2“24-]?3“3-1-1?4”4=0,
R1121+R1323+Ez424=0, R1z21+l§3123+§4124=0,
Ruu"'ﬁzzaz“l‘]?mu:(), R1z31+1?2532+1?41,34=0,
RL141+RZZ42+R1343=O, R1L41+E2142+R3l4320:
Rszlz—ﬁ2912+ﬁsals—ﬁa?1a+R5414—E4?14=0,
Ryio1— R %+ Rigos— Rlos+ Rygna— R:=0,
E5131—E1931+E5232—R2?32+R54a4—1?4934=0,
E5141—R1?41+Eszm*‘R2?42+R5343—R3?43=0

pourvu que la relation H,,;=4,, soit vérifiée.
D’autre part, par la dérivation éxtérieur de (8. 1), on obtient

<iaR;’l:\;‘lj +[’p; f.ij—f'wﬁ Pt‘f)duk/\dui/\dujzo

(6, =0, 1, -, n+1).

En particulier, si 'on y fait 6=0 ou r=n+1 il vient

Rkt-,;j + Ri‘fj}; —I_ Rj’-kz = O,
Rcrk'ij+ Rcr-zj;c‘l‘ Rcrjlci =0

ce qui est équivalent a

Rk:(-]tj+Ri?jk+Rj?ki=0y Rn+1,kij+Rn+mjk+Rn+1,jm:0,
letj+Rlljk+lekt=0y Rkl£j+Riij+Rijt=0°

Il est facile de voir que ces équations sont vérifiées méme
quand on remplace R par R.

Donc, on peut exprimer, par exemple, R, Rz, Rz, Roars
respectivement par les combinaisons linéaires de

Risss, Riuss; Risis, Riuise; Ries, Riois; Riss, Rigis

Nous voyons ainsi que [’aréte principale corrvespondant a une
droite d de Uespace A \A:A;A, peut étre déterminee au moyen des
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hyperplans appartenant aux étoiles principales qui correspondent
aux droites de la congruznce linéairve dont les dirvectrices sont la
droite d et sa conjuguéz d' par rapport a I’hyperquadrique de Lie
en z,.
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