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Comme nous l'avons remarqué dans un mémoire précédent[1],
une structure projective d'espace fibré est déterminée si l'on se
donne deux champs de tenseurs covariants dont l'une est du second
ordre, et l'autre troisième. Nous pouvons la particulariser de telle
sorte qu'on ait

R  — û 1?•, = 0, Rn+  i!ts =

(1 , i= 1, • • n; s: 1—m),

où R 0.7.0  est le tensuer de courbure. D'ailleurs, la détermination
devient unique par cette condition lorsque n . 3 .  L'objet de cet
article est d'interpréter la condition géométriquement.

Nous considérons une homographique

pVc' = (S2„.°:=Rrer.z itt")

qui représente un élément d'algèbre du groupe d'holonomie. En
utilisant l'espace singulier de cette transformation nous introdui-
sons trois étoiles au moyen desquelles l'interprétation géometrique
est faite.

Nous nous occupons principalement du cas où n = 4 . Concer-
nant le cas où n=3, nous avons donné une généralisation de la
directrice de Wilczynski dans un mémoire précédent [2]. Mais
nous donnons ici une autre configration géométrique au processus
de l'interprétation géométrique.  Bien que nous ayons pris dans
le mémoire [1 ] comme groupe de la structure projective d'espace
fibré un sous-groupe du groupe des transformations projectives,
nous ferons usage ici du groupe des applications linéaires générales.
C'est plus commode pour déduire une connexion dont les compo-



(1. 2)

((fP)=( 1 11,,,)- 1 ) 2  I  (Pl i )  , 72= ± 1, 121 (Pi)j> 0).

S oit (Q73 ) = (Pm ', à  savoir,

Pg=1, Pr=0 (K=1, •••. n+1),{

P.7= — (log v),= a tr   ,  pi _  aa Ut ;   , Pr' = 0,

P2 P4+1=13213111", .13 _l= vv,
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sants sont sous la forme plus désirable, si l'on veut mettre l'espace
fibré bien affine à  l'hypersurface dans l'espace projectif à  n +1
dimensions.

1 . Considérons d'abord l'ensemble .V des applications linéaires
générales

(X ):  I '=/ f r, r  l(P)1*0 7=0, 1, •••, n+1).

Introduisons, dans 2, une relation d'équivalence définie par

(p' —(p <=> p' = pp  (P#  0 ).

La classe dans cette équivalence sera dite géométrique et celle
contenant (X ) sera notée par (p g . Elle donne une homographique
générale

(e u  2e ,0 - =  pfrr.

Cela étant posé, considérons une variété différentiable M
n  dimensions. Supposons qu'on se donne, sur M ,  une form e
quadrique a  (un champ de tenseurs covariants du second ordre
définis positifs) qui s'exprime par

a=a,,(x)duiOdui (xcI. I ;  i, j=1, ••., n)

dans un domaine U d'un système des coordonnées locales u1 ,..., un.
Posons

(1. 1) Ho= a i j ( K =  74"/ I (ao) ).
IC

En supposant que XE Un U( U, tr: des voisinages coordonnées),
posons
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a ui  QQS= 1, Q0K =0, Q .1= n+1-0 Qn+i—  1  
au 'i ' '

n o_  alogv_   1— , n+1 — D oalogv  Hss ,  q n + 1 ,   1 n+l •aus
Concernant les étendues des indices nous ferons, d'ores et

déjà, la conventions suivante

a , 13, r ,  --(lettres greques)=0, 1, •••, n+1,
a, b, c, '«(lettres latines minuscules)=1, •••, n,
A , B , C, D=0, n ; J, K , L , M =1, •••, n+1.

Nous avons une application

(P ) : Un

et lorsque x c Un U'n U" la relation

(P1)=(P)(PT ,)
(P' i a u f i l

" 1(In I 2  etc.;a u t  
,„  4_ auiv i joun+i z e i  f p ; f o l  2  etc.)au,  

est vérifiée.
Introduisons un espace fibré principal B(M, ,2) au moyen de

cette application. Soit iod  l'homeomorphism local :

uc,x2—>p— i(u.)
dut

Prenons les points

x o  c Ud , yo = (a )E  2 , bo =y,(x„, y o )E B.

Les éléments dans le voisinage V, de l'élément neutre  e= (ô)
de 2 s'expriment sous la forme (e + 2 )  tandis que ceux dans le
voisinage V„o =y o V, de l'élément y 0 =(a)  s'expriment sous la forme

(M = (a + ey
2T).

Nous pouvons prendre u' • • • , n), p;r. z-= 0 , 1, •••, n+1)
comme coordonnées d'un point b dans le voisinage du point b,.

Considérons une fonction différentiable f*(b)=f(ui, p;) définie
dans ce voisinage. Nous avons



330 Jôyô Kanitani

* — *  x5,Ta ,ap',1 a  '

Lorsque

(1. 4) ( a)-*u )0 ="( aL* )0 ( r )  0 =  ( ar ')  0

les fonctions f, définies dans le voisinage du point b, sont dite
équivalentes par rapport au point 1,

0 . Nous désignons par d f la
classse d'équivalence à. laquelle appartient la fonction f .  En faisant

df±dço=d(f+ ço), adf= d(af) (a : nombre régi),

nous obtenons un espace vectoriel re(b 0 )  formé par ces classes
i.e. les covecteurs tangents en point bo,

En particulier, nous avons

df= (Of  )
(

Of )
Ou' 0 ap'/: 0

ce qui nous montre que du ', d y  se forment un système de base
de T*(1)0 ), car les A° (a, 7=0, 1, •.., n+1) sont indépendants.

Si f  et ço sont des fonctions homogènes de même degré par
rapport à  p  la relation (1. 4) est conservée même quand on rem-
plaçe ce; par pa s et par conséquent, pr,r par p p .  Autrement dit,
elle ne dépend que la classe géometrique (a .

2. Soit

( Oa   \
\ Ou' )

le système de base de T(1)0 )  qui est dual à (du ', d y ) :  on a

a d u a <  . d >  =ai t , <  dpx> = 0au' au, A

du'> =0, — dpx> =  5 5 .a•
aPc; ax,• 

Lorsque xe- Un U ', d'après la définition même de la structure
de l'espace fibre B(M, 2 ) , nous avons

(2. 2) du"=Pidui, pr;=Ppz.

(2. 1)
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et, par suite, grâce

(2. 3)

principales relative à

à  (2. 1)

a cp, a 
A57 ,-)1= `" ak,"
a a ,,,a(25,;+ P
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a
al) ;awc= C2'' aus p 

att n

Si l'on pose (e) ,  (ter ,  il vient

(2. 4)

3. Si l'on effectue la translation à  gauche

L : pg=cv )1  ((cfc3,)E4

il vient

dL,*(dpg)=4,dpl,
ci.Le (  ao  .apz

Donc, si l'on pose

(3. 1)

il vient

Ag =pz
dP73

dLe A:= A:,

savoir, les Ag sont des invariants â  gauche.
Nous voyons ainsi que si nous regardons pg comme les coordo-

nnées d'un point générateur du group 2 ,  les Af,3, se forment un
système de base d'algèbre de 2, car on a

a(Ag)a--= ( ap 1 ) ;

Si l'on multiplie un facteur commun p à  n, dp; et am); se
transforment respectivement en pc/M et (i/p)(a/ap). Donc, les coor-
données d'un élément de cet algèbre ne dépendent que de la classe
géometrique (p;),.

Si nous regardons in comme les coordonées d'un point b de
la fibre sur x c M ,  les i n  dépendent différentiablement de b  et
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déterminent l'espace c T(b) des vecteurs tangents verticaux.
Nous avons

(3. 2)

La dernière équation de (2. 3) peut s'écrire

a a aq' (3. 3) au" au'

4. Envisageons ensuite la translation à  droite

: p " := g c l  ( (d)e 2 ).

Nous avons cett fois-ci

dR,*(dp":)=(dp.7)d ,

dRe (  ap
a

 ) C   ap
a  

Posons

(4. 1)

Il vient alors

(4. 2)

0:-14 a
a .P;

a =q;;C,

dR ,0=0":.

C'est à  dire que les OP, sont des invariants  à  droite et se font un
système de base de Z b .

Donc pour que le vecteur tangent

a 0, ,  —(1-M+ - afAlog Ic),)0;ate 2
1a —wax+ owogaie o 2

soit horizontal (un invariant à  droite), il faut et il suffit que les
n, ne dépendent que de tt', ••-,

Introduisons maintenant les 1-formes
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(4. 3) (.4= qt,(114' o n i ptdui + -21 6dlog K .

Nous avons

(4. 4) <04 = 67,4, <0,,, L> =0
et, par suite, une 1-forme w sur B à valeur dans l'algèbre de 2 et
satisfaisant à  la condition que <a) 0,> =0 : c'est une combinaison
linéaire de oe.

5. Posons

(5. 1) Ai=Pta0a, rt=6:.

Moyenant (2. 2), (2. 3). (3. 3), la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le vecteur tangent  A .  dépende différentiablement
de b peut s'écrire

(5. 2) o au,A

où l'on fait la convention que la dérivée d'une fonction f(ui,•••,un)
par rapport â u° soit nulle.

Faisons y a= 0, A= j ,  il vient grâce â (1. 2), (1. 3)

r 0 ' = va' o 7. +. , Q
p o ki =e ,k brA Q ,,
J ,  o'o ; = Q  - F r om+15

.21" j .

Nous pouvons donc faire

(5. 3) 0, 0°1=0.

Si l'on fait r= n + 1 , A = j ,  il vient

ce qui nous montre que nous pouvons faire

(5. 4)

Faisons maintenant p=k , 2 =1 , A = j dans (5 . 2 ) . Il vient
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r v i ,P s k ( r a s „ Q ,a Q i b +  jo ± a jk c e_ H ,Q 3 0 H ,sk .

Or, le symbole de Christoffel 11 r e la t if  à  la forme H o c lu i d u i  se
transforme par

/Pik i = P s k (H :bQ iV i b +  
ae: ) + azk Q  +  j k Qi° iiQs °  H's

Donc, r z , i — H ,k, est un tenseur du type (1, 2). Prenons un
champ r  de tenseurs convariants symétriques du troisième ordre.
Soit

z-= lk,„du'C)duiC)duk

son expression dans U .  Posons

K o k —  b tik

&c i = HksKo s  =d'A i s = b i k

Nous pouvons faire

(5. 5) rik j = K i ki + 11 i k

Nous conviendrons de choisir le champ T  de telle sorte que
l'équation

(5. 6) bss ,= 0, i . e .  K = O  ( 1= 1 , • • ,  n  ;  s :  1 —>n)

soit vérifiée, cela étant possible toujours [2].

6. Désignons maintenant par ; i  la différentiation absolute par
rapport à  u ,  où la forme I l i f k i d u i  est prise comme forme fonda-
mentale. On tire de (5. 2)

p i ° , ,Q , a Q a o,— (log v),K a sh + (log 1,) — (log v) a (log 1.,) , +  74 ,H a b ),

ir ,k rz+ 1 , Q ,V 1 )(H ain± „ h + (log v ) , K ,
+(log p) a ,, — (log v) a ( lo g  Ob+ P .F illab).

D'autre part, on a

j; = Pc k QtaQi"Qt a& ,,d+ at k g . ° K  Ir j —Qi°K7

„ Q  K j sk ±  j i ( KYk" — Q 07J18kk7j„

et, par suite, grâce à  (5. 6)
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Q taQ ,"(K cs„„± n(log v),K a s „).

Nous pouvons donc faire

(6. 1) 9 „—

Le tenseur de courbure

rr

zn =J j
k a H k k

+ 1 1 r ,17,,—.17, 311,,au' au,

de la  forme H o duidui se transforme par

T i lfi,=Ps k Q/Via Qjb [ Tcs.ab d-at,'Wog v) — (log ) , ( l o g  v)a )
—abs((log v), ;7,— (log v),(log v)b)
+110„Hot ((log v),,—(log v),(log v)„)
—1-1-„HTlog v)„„—  (log ),(log v) a )
-F(5,sg„— d as1 )(log ),(log v) 1I1"].

On en tire

T'Zf i k = Q ,e ( P E T c s . a s  + ( n - 2 ) ( ( l o g  v) — (log v),(log
f ((log v), ; ,—(log v )(log v),)

+( n - 1 ) H e a (log v),(log
1  [T s.t.„-F2(n-1)Hgr((log (log ) ,( log  v)t)

-I-n(n —1) (log v) log

TZe•ik
1

2 (n -1 )

=Qz e(24 ,(Te:as 1-1-c t
2 ( 1 . 1 1 )

+(n-2)((log v ),, a

—(log ),(log v)a )+  n -
2

2   Hca(log v),(log v),H't).

Donc, lorsque n > 2  nous pouvons faire

(6. 2) r i o i+ H ,k r .± ,k , i=   2
n - 2

 (Tik

1

7. Nous avons enfin

( n  — 1 ) ( n - 2 )
H

"
(T!!„- F K"' Kr„).
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r'76.7-1,J=  
1   

Q(1 -' r.+1,b+ (log v),.(H''sr S' b — r nr+i,b)—(log v),(log 2)),K .'„t)

Q j b(r n ? „ , , - -)2i (log v),K'b t ,s— (log v),(log v) K '`).

17- y r%t= Qia(K bac Tbf„± (n-2)((log 1.))„,.,— (log v),(log

K  rIc;1 = C2ia Q JV L I K L ± n ( lo g  v),K L +n(log 2 , )s;c1C1b
— 2(logv),(Ka sb ,s +n(log v),Ka`b)
— (log v)„(K,'„; , +n(log
— (log 1, ),(Kas,,s+n(log 1.)),Ka te )
+ H.(log v),(Kg br ; s +n(log v),K r bt )
+1 -1,5(log v),.(K'a r ;8 + n(log v),K'a t)],

d'où

içlcçi n _n  2   K'ri
5 T r t.„

= 1 ) a nn 2  K V  b■CS2)1)
+2(n-1)(log v ),K 0 7 3 +n(n-1)(log ),(log v ),K s a tl.

Nous pouvons donc faire, si n>2,

1! t
(7 . 1) I

n(n1-1) +;s' (n— 1)(n— 2) K
P

 '
g( T p , t +  sK q s ) .

8. L'équation (4. 3) peut s'écrire

p w = d y + y n o dui+ y ,d log K ,

En la dérivant éxtérieurement, on obtient

(8. 1) dce+ (0;; A ce= 1 # 1 ? ; : i i du i  A dus,

où

(8. 2) R ;o = au' au) 7 '

Grâce à  (5. 3), (5. 4) on a

1

Or,
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(8. 3) R07.,,, 0 , R o:':"0 -=0.

Portons ensuite (5. 5) dans (8 . 2 ) . Il vient

Kak  j — Ksk jK155+ T . k ij

et, par suite,

(8. 4) &ni ; — —  K lm i;

8 h  j

(8. 5) R i„„;-1?„0,2(K sm iK ,'j— K su,K ,:;+T Im ii)

-H ,„,i(r5 +1 1 ;k r 1941,i)+B .0(r8h°i+11.kr:+1,1).

Portons-y les valeurs de H i k a f  1 ,  r t °i +H ,k ri7 4 „, don-
nées par (6. 1), (6. 2), multiplions Hm i, sommons par rapport â m,
j. Nous avons alors

R 1 .'„— R.', 1 5 =0 ,

c'est-à-dire,

(8. 6) R 8 = 0 s =t . , 5 , R. 1 i 5 0.

Moyenant ces valeurs de 1 7 j - l -likn+1 ,J, 1 -7,+H ik r;411.) on
tire de (8. 2)

-

2 K 4 . s , 1 +  2 K L , s , i

2
n - 2

2K  r

"(7 k + K t" K L ) —   n - 2  
K  r  ( T' " k k+ K "̀ K ''t)' 

2H„,r 2 e ,in f lo

ce qui nous donne, grâce à  (7. 1)

(8. 7) Rs.?"=Ra+1%s•

9. Prenons un point x ,  de M  Soit ie la carte locale de M
dont le domain Uc,  contient x o.  Nous pouvons toujours supposer
que p x ,  est en coincidence avec l'origine 0  de En. Considérons
le voisinage U 1 = p - - i ( 0 ,  a i ) c  U. en choisissant convenablement al
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> 0 .  U n po in t x c Ul  peut se déterm iner par la distance s de  0
px et le point d'extrémité •••, c") du  rayon  L  passant par

px de la boule a1): nous pouvons prendre ut=sC n)
comme coordonnées locales du point x. Nous avons, au dessus
d e  U, une section locale ça.( Ulx e) passant par le  point z„- = y,„(x 0 ,
e) où  on  désigne  par ço,, l'homéomorphisme local U„ x
Soit 2(x) le chemin sur cette section, au dessus du chemin radial
/(x)=p - 1 /, sur U 1 : 2(x) ,  „ (1 (x )x  e ). Nous pouvons prendre, dans
yc,.( U1 x B, sC' et g  comme coordonnées locales et nous avons
pg=const.= n le long de 2(x). Soit f(x)=f*(uk , g )  une fonction
différentiable à  un  po in t z (x ) du chem in 2(x). Nous avons le long
d e  2(x)

df af* ( c, a /-*
ds ate—= aee

Cela revient à  dire que le vecteur tangent  à 2(x) en point z(x)

s 'e x p r im e  p a r  (C̀ a
a
ut )*,). D 'après (4 . 4 ) les coordonnées de 1'-

élément d'algèbre de  2  engendré par ce vecteur sont données par

C1

a
 >  - = —

1  

6"(log K)au' 2

Donc, les coordonnées g  d'un point courant du développement
de  2(x) sont données par

d  g—P f r L ( 4 1 ,  •  •  ,  s C n ) +  
 2  

61(log k),(sCi , • • • , sCn)}ds

Les intégrales pe2, de ce système d'équations différentielles sont
des fonctions différentiables de s, Cl, •••,C" (o_s_a.a,). Nous pou-
vons les écrire

f i(s ; i l ,  • • • , u") ( u 1= s  ;  s> 0).

Pour les intégrales prenant les valeurs initiaux  ô  à  s= 0, o n  a

f  - ›  ag
Si l'on effectue la transformation

C̀t ks, (k  0 )
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il vient

u' = sCL = t
dg,, , 3  f r , (tc, tc,")+ 2

1  51 (log k),(t C", •••, tC'")}C " ‘

Nous avons donc

p:= f  I(s; u', • • • , u") ,  f g(t, u', • • • , u")-= f :(ks; u', •• • , un)

d'où

af a f  0= s.ak at
Donc,

(9. 1) pg= f :(ui , • • • , u").

C'est à dire que le chem in horizontal passant par le point 4
= ço(x o , e) au dessus de 2(x) se trouve toru jours sur la section local

F=ço jx ,f;.(x ))

au dessus de  U — '( O ,  a ) c

1 0 . Les groupes d'holonomie o ( U )  en tous les points de
la section F  coincident avec un group a. Le point d'extremité du
developpement issue de l'élém ent neutre e  d 'un  lace t en  z o don t
la projection se trouve dans U  est un élément de  c. A in s i  to u t
point (pg) du développement r d 'un chem in quelconque 0  su r  F
est un élém ent de 0-, car il existe , sur F , un chemin horizontal
2(x ) partant de 20 e t abou tissan t au  po in t z  d e  0  correspondant
au point (pg) (la projection de 2(x ) est un  chem in  rad ia l sur U).

Nous voyons ainsi que les points (p ic! )  donnés par (9. 1) sont
les éléments de 0- et que , 7  étant un  vecteur tangent à  F  en un
point quelconque z ,  les (og(z-) devient les coordonnées d'un élément
de dcr.

Supposons que la projection du chemin 0  soit définie par u'
= çoi(t). Les coordonnées Wg de do- qui donne le vecteur tangent

r en  po in t (pg) sont données alors par

wg=g4 atea f l ( ( g 1 ) — ( P ) - 1 ) .
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Celles correspondannt au chemin un= c 0 t)  s'exprime par c W .
Si l'on introduit, dans da, une équivalence définie par

((I'VT) -=(W :))  <=> (W g=c147 :),

la classe dans cette équivalence que nous appelerons la classe géo
métrique ne dépend que du chemin radial sur lequel la projection
du point (x) se trouve, car losqu'on fait varier c  en laissant t co-
nstant, le pont cyai(t) décrit un chemin radial.

En portant (9 . 1) dans a l, nous obtenons, sur U, les 1-formes
(04  telles que, étant un vecteur tangent à  U, les co )  devien-
nent les coordonnées d'un élément de d a . En particulier, on a (04
= 0  en point x o .

Considérons maintenant, dans U, deux champs de vecteurs Z,,
Z 1 . Nous avons, le long du chemin radial pour lequel (Z0 ) ,  est
le vecteur tangent en point x,,

[0, „(Z)].=s(rZou(Z)ixo+72) ( 2- 4 ) (s -
0 )).

Donc (Zou(Z))x o ainsi que (Z0w,(Z1))00 +72 donne un élément de
d u . Il en est de même pour [Z1wu(4)], o .

Nous voyons ainsi que les [(d4+ (0 7 ■ A  4 )( 7 1, 7o)12.0 deviennent
les coordonnées d'un élément de du pour tous les couples de vec-
teurs tangents (70 ,  r i )  en point zo . Autrement dit eo„ ro i  étant
deux vecteurs horizontaux arbitraires en zo , 1? t t r i 4  est un
élément de da.

Inversement, un élément quelconque de da peut se mettre
sous cette forme [3].

Nous pouvons donc représenter une classe géométrique de du
par une homographique de la forme

(10. 1) pea= f :e" . ( D  ;7.=12,°.,,O)

dans un espace projectif Sn+ 1 à  n + 1  dimensions. Soit [A. 0 ,  A „ •••,
A o + i ]  un repère fixe dans cet espace.

Puisque R = 0, R rn:F1 , ,  0, l'homographique (10. 1) porte tout
point de sn + ' à. un point de l'hyperplan il.„A i .••A „ .  Elle renferme
donc comme un sous-transformation une homographique dans cet
hyperplan :
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(10. 2) P e'A =  Q S.AeS (A = 0 ,  •, n; s

Celle-ci est encore singulière. Supposons qu'elle soit de spé-
cialité 1. Elle définit alors une transformation projective régulière
portant l'espace A 1A 2 . • •A,, à  l'espace singulier de la transformation
(10. 2) déterminé par les n  points

(10. 3) •••, 0 )  (i=1,•••,n).

La correspondance entre les hyperplans dans la transformation
(10. 1) est donnée par

(10. 4) S2 u ,

de sorte que tout hyperplan dans S "+ ' a pour son image un hy-
perplan passant par le point A , .  On obtient ainsi une transfor-
mation projective des hyperplans appartenant à  l'étoile à  dimens-
ions n  de centre A ,:

(10. 5) Au' „g.us (K=1, • • • , n+1; s: 1—>n).

C'est une transformation projective sigulière qui définit une
transformation projective régulière portant l'étoile d'axe ./10 ,4 . + 1  â
l'étoile singulière de la transformation (10 . 5 ) dont l'axe est la
droite d'intersection des n  hyperplans

(0, Q  1 :, • .., Q  n!, n-1- 1 )

qu'on peut regarder aussi comme la droite d'intersection des hy-
perplans

(10. 6) (0, Q 11, • ••, Q n i ,  Q  n + 1 ,J  ( i — 17 n).

Grâce â (1 . 2), (1 . 3), (2 . 3) les quantités

Kledfi=

dépendent différentiablement du point b(ui,p) E B et, par suite, il
en est de m em e pour l'hyperquadrique dans Sn+' définie par 1'-
équation

+ 1r ( p cOp ± p  n  la, p po H s tp 6 sp to )

lc,pec'eo= 0.

Nous l'appellerons l'hyperquadrique d e  L ie  en  po in t b. En
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particulier, celle en point z, s'exprime par

2  eo en + l_ H i j e ie j .

Les hyperplans polaires par rapport à  cette  hyperquadrique
des points de l'espace singulier de la transformation (10. 2) appa-
rtiennent à  l'étoile déterminée par les n hyperplans

(10. 7) (0, ii,•••,D i n , —  Q ? ) .

L'hyperplan polaire de l'image r  dans la transformation (10.
1) est donnée par

u0= 0,
Pua= D  e z c,

Pun+i= — 9 Kc:eK.

Nous obtenons ainsi une transformation projective portant les
point de l'hyperplan A.1112...An+1 aux hyperplans appartenant
l'étoile de centre A , .  Le lieu des éléments d'incidence dans cette
transformation est le cône

Q 0+ D +(S2 n+ 1,i — t?)Ve" 1 — 2 9  n+1°.(e n+1 )2 =  0.

Nous appellerons le conjugué de l'espace A1A2...An par rapport
ce cône l'arête principale en zo . C'est la droite d'intersection

des n  hyperplans

(0, 9 1 i + • • • 1 i n + n1.7 n+1./E— E?) ( i = n ) .

L'étoile déterminée par ces n  hyperplans sera nommée l'etoile
principale en z,

1 1 .  Posons

Il vient d'apès (8. 5), (8. 6)

Em a l
=

 E im o ,

Lorsque n = 3 en faisant, dans la dernière équation, 1=1, i=
1, 2 , 3 , nous avons
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H
22

E  1212  +  
2

H
23

E  1 2 1 3 +  H 3 3 E1313=0,

H
21

 E  1221
-

1
4 1 2 1

 E  1 3 2 1  +  H
23

 E  1223  +
1133

 E  1323  =
R-21 E 1 2 , 1 + //31E 1 3 3 1 ± H 22v , 

1282 +
1132

E 1832
=  0

.

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par H",
1112,  H "  ( i = 1 ,  2 ,  3 ) .  Nous obtenons

H21E3123+H -22Z3131+H23E3112+MIE1228+H32E1231+H3gE 1212 0 ,

1111 E  3 1 2 3 +
1 1

12 E  3 1 3 1 +
1 1

13 E  3112
- 0

,

1 111 E  1 2 2 1 +
1 1

12 E  1231  +
1 1

13 E  1 2 1 2 = 0 .

De même, en faisant / = 2 , 3 , on tire
1 1

31 E  1223+
1-1

32 E  1 2 3 1 +
1 1

33 E  1 2 1 2 +
1 1

11 E  2 3 2 3 + H 1 2 E 2 3 3 1 +
1 1

11 E 2312
= 0

,

H 2 1 E 1 2 2 3 + H 2 2 E 1 2 3 1 + H 2 3 E 1 2 1 2
= 0

,

1 i2 L E  2 3 2 3 + H 2 2 E  2 2 3 1 4
-

H 2 3 E  2 3 1 2 = 0 ,

HUE 2323+
1 1

12 E  2 3 3 1 +
1 1

18 E  2312  +
1 1

21 E  3123  +
1 1

2 2 E  3 1 3 1 +
1 1

23 E  3112
= 0

,
11.

31 E  2 3 2 3 + H 3 2 E  2 3 3 1 + H 3 3 E  2 3 1 2
= 0

,
1 1

31 E 3 1 2 3 + H 8 2 E  3 1 8 1 + H 3 3 E  3 1 1 2
= 0

.

En a d jo u ta n t  les premières équations dans ces trois systèmes
d'équations, on obtient

J i l l E  2 3 2 3  +
1 1

12 E  2 3 3 1 4
- 11

13 E  2 3 1 2  + H
.
21 E  3 1 2 1 +

11
22 E 3181

+ 1/ 23E  8112  +
1 1

31 E  1 2 2 3 +
1 1

32 E  1 2 3 1 +
1 1

33 E 1212
=

 0

et, par suite,

1 / 1 1 E  2 3 2 3 + H 1 2 E  2 3 3 1  +
1 1

13 E  2 3 1 2  = 0 ,

H 2 1 E  3 1 2 3 +
1 1

22 E  3 1 3 1 + H
-
23 E 3 1 1 2

= 0
f

1 1 3 1 E  1 2 2 3 + H 8 2 E  1 2 3 1 +
1

/33E  1212
=  O.

En somme, nous avons

Hiinm23+Hi2E/7.31 - 4- H a E b n i2 = 0  (i, 1, m = 1 , 2 ,  3 ) .

Nous avons ainsi

E  .7= 0 , e. &nt,— Rmli, (1, m, i, j— 1 , 2 , 3 )

ce qui nous montre que, s i n = 3 ,  l'étoile singulière de la trans-
form ation ( 1 0 .  5 ) ,  l'étoile form ée par les hyperplans polaires par
rapport à  l'hy perquadrique d e  L ie  e n  z o des points de l'espace
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singulier de la transform ation (1 0 . 2 )  et l'étoile principale en z o

sont en perspectivité, les trois hyperplans homologues se coupant en
un plan situé dans l'hy perplan .A0 A,A 2 A 3 . Les trois axes de ces
étoiles se trouvent dans un plan dont l'intersection avec l'hyperplan
A 0 A 1 A 2 A 3 est le conjugué harm onique de la prem ière ax e par
rapport aux deux autres axes.

Puisque le Q 2. s'écrit

D a P. R t t r  R.É3.23/1 + R2.31/2 + R2.12/3,

la transformation (1 0 . 5 )  où n = 3  peut être représentée à son tour
par la droite 1  dans le plan qui a, rapportée au repère [A 1/12113]
les coordonnées (4 , 12, /3). S o i n t  v2 , 433  les transformations
correspondant respectivement aux côtes A 2A 3, A 3A 1, A 1A 2, et 77 1,

2V3 les h yp e rp lan s  auxquels l'hyperplan A 0 A 4 1 est porté par les
transformations 131 , 13 2 , 13 3 .  Parmi les h yp e rp lan s  passant par l'un
des trois arêtes principales qui correspondent respectivement à.
q3„ V 2 ,  133, il existe les hyperp lans  it 2 , 71 3 tels que les intersec-
tions 7c1 n f t „  7r2 fl 7V2 ,  71'3 n 71'3 se trouvent dans l'hyperplan A,A 1 A 2 A 3 .
Leurs coordonnées s'écrivent respectivement

(0, l k R j S ,  1kR2 7. s 1 ,  
1
kR3 7. ?st,

--1
k( R 4 1 st —

 R C
:

7
"
' St)

((s,t)=(2, 3 ) , (3 , 1 ) , (1 , 2 )) .

Or d'après (8 . 6 ) ,  (8 . 7 )  nous avons

R i!l2 =  R ,!3 1 , R 1 1.12=-- R i !2 3 , R i% l=  R i!2 3  ( i= l ,  2 ,  3 ) ,
R4!12"--.1??.?12=R4!31— R,3•231

R4!12 — R•10.12=- R433.23— R.0.23,
R 1

4 . 3 1 — k ? 3 1 = R 4 ! 023-1?3..2,

et, par suite,

R 1
i :23/1 4- R1131/24-- R0112/3 — Ri123/1 4- -W 23/2 - I-  R i !23/3,

R.,!23/1 R i !31/ 22 + R0.12/3 = Ri!31/1 Ri!31/2 + R 0%1 13 ,
R if , 2 3 11 +  R i!31/2 4 - R1? 12/8 R i " :12/1 + 2 1 3 1 R i 1 2 /0 ,

ces équations étant v é r t if ié e s  même quand on rem plaçe  R 1. 5 1 par
R Jo
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Nous voyons ainsi que l'intersection des trois hyperplans fil,
7t2, ft3 est l'arête principal correspondent à  la transformation Q
Autrement dit, toutes les arêtes principales en zo peuvent être déter-
minées au moyen des hyperplans appartenant aux étoiles principales
qui correspondent un des côtes A 2A 3 , A 31 , A 1A 2 .

12 . Si l'on efectue, dans Sn+1-, le changement du repére

A 0 —= A o ,  A ,=. 1A  j ,  4 1 + 1 —
 A n + 1

il vient
ore= e0 ,= t t j i V ,  0.-Én+1= en+ 1 (( p 1m) = (2i

1
)-1)

de sorte que l'équation de la transformation (10. 1) devient

,.̀r4T

où

Do! = 0 , D' t;:+1= 0 , 7 ' p i 1 , 1 Q . l , D ,c:= Q D n+lif = / r i  Q .+1!

tandis que les coordonnées de la droite dans l'espace A,A,...A„
représentant la transformation (10. 1) se transforment par

Donc, en posant

1?- /.'st= t1 R  1
2"

 St
=

 Itt l ' ir k R h if t jp i sp i t •

Pn-1- 1Tst =  2 m ki??4+

nous pouvons écrire

D „T, =

D'autre part, l'équation de l'hyperquadrique de Lie en point
zo devient

2 eC in + 1 = -1 E ie j =P is t/1S O '

Les équations (8. 6), (8. 7) sont conservées dans ce change-
ment, à  savoir,
(12.1) 0,, JO?' m l i  —  0,
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(12. 2) R n+1: Es•

Nous allons nous occuper maintenant du cas où n= 4. Posons

Puisque E„,„ ; = D M »  E z m ii  en écrivant 1, 2, 3, 4,
5 , 6  â  la place de (12 ), (13 ), (14 ), (23 ), (42 ), (34 ) nous pouvons
mettre sous la forme A 1 3 , par exemple,

E1212=Aii, E 1213 ---- A l2 ) • • •, L1234=-1416.

Grâce â  E„„, ; = E i i i „„ on a A „ ,

La forme quadrique H o eiei étant définite positive, nous pouvons
faire f i n = 6 „ en choisissant convenablement les nombres m i .  Cela
étant fait, les équations

E u .  (1= 2, 3 , 4)

nous donnent

Ei323+E 1424 - 0, E 1232 + E 1434
-  0, E 1242+ Ei343 - 0,

c'est-à-dire

A24= A35= 453, A 14 = A 36 = /1 63 , A26-= 14 62.

De même, moyenant 2 j„  (1=3, 4 ), 1-1' E 3 j4„-= 0  on
obtient

A l 2  -  A -56  -  A 6 5 ,  4 13 L 4 4 6 1 4 6 4 ,  1
4

23  - A 45  - /
4

54.

Ensuite, les équations f P E 0 1 = 0  (1 = 1 , 2 , 3 , 4 )  deviennent

A 1 1  + A 2 2  +  A 3 3  -  0 ,

A 11- A 44- A 55= 0,
1422  +  A44  +  A66  - 0 ,

A 3 3 + A 5 5 + A 6 6 = 0.

En ajoutant ces équations membre à  membre on obtient

A44+,455+A66=0.

Il vient ainsi
A ii= A 66, A 22= 2455, A 33= A 44.
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En résumé, nous avons

A t j 'A i l 'A m c  (( ih ) '  ( ik ) E (  25 34 43 5216 ))*

1 3 . Le système d'équations

(A„+ A 0 , - p )1 1 (A l2 - A 62)1 2 + (A 3 3 + A 6 3 )13 = 0,
(1 3 . 1 ) ( A 2 1  +  A 5 0 / 1 ±  (A 2 2  ±  A 5 2  - p)/2 4-(A 2 3 + A 5 3 )/3 - 0,

(A31+ A41)11 +(A32+ A42)1 2 + ( A 3 3 +  A 4 3 -  0 3 = 0

admet trois systèmes de solutions (/al, 1 q 2 ,  la s ) (a = 1 , 2, 3) tels que

{(1a1 )2 +(12) 2 +(16,3 )2 = 1  ( a = l ,  2, 3),(13. 2)
/a

1/0+4, 242 +/a
3/b

3 = 0  (a b ;  a, b=1, 2, 3).

Ils correspondent aux racines P I )  P 2 , P i  de l'équation

(13. 3)
• A61 -  A l 2 +  A 6 2 A13+A63
• ±  A 5 1 A 2 2 +  A 5 2  -  p  A 2 3 +A

5 3

• 1-A 4 1 A 3 2 +  A 4 2 A 33 +  A 43  -  p
=0.

  

En posant

(13. 4) ia 6 / a 2 , ia 4

nous introduisons /a ' (i=1, 2, 3, 4, 5, 6).  De même, le système
d'équations

1 (A ,6 -  A 16 - 10 )P + ( A 65 - A 1 5 ) 15 +  (A 6 4 -  A 14 )/ 4 =  0,
(13. 5) (A 5 6 - A 2 6 )16 + (A 5 5

 - A 25 -  -9)15 - F(A54 -  A 2 4 )14 ,  0,

(A 4 6 -  A 3 6 )/6 + (A 4 5  - A 3 5 )/5 + (A 4 4 -  A 3 4 -  p)14 -  0

admet trois système de solutions (/2,6 , 4, 5 ,  1 „4 ) (p =  6, 5 , 4 ) tels que

{(4,6 )2 +(l„') 2 +(4 4 )2 = 1  (p=6, 5, 4)
(13. 6)

U46+4545+4444=0 ( p  q  ;  p , q=6, 5, 4),

correspondant aux racines p6, P i ,  P 4  de l'équation

A66- A16- P
A 56 -  A 2 6

A 4 6  -  A 3 6

A 65 - A 15

A 55 - A 25 -  P
A 4 5  -  A 3 5

A 64 - A 1 4

A 54 -  A 2 4

A 44 -  A 3 4  P

(13. 7) =0.

Nous posons cette fois-ci
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(13. 8) i p  1 ___. 4 6 , 4 2 _  _1 5D ,  l p 3 /2,4.

Posons ensuite

(13. 9) mi =- -1(ii'+ /6'),
1 1m2 = —2(  + /5'), m3i  —2 + /4'),

1m
2

m 5  11  -8-= 
2  

(l2 —l5),

Nous avons alors grâce à  (13. 2), (13. 4), (13. 6), (13. 8)

(13. 10)
(13. 11) 1m 5w m i 4 + m45mi2+ nvrn i l....=  j _ ak i

((1:) , 
' k 1--6 '

c  (16 ) )

et, par suite,

I Mi j i 2= 1
.

Par l'altération des signes de 16
6 , P 6 , P,, si elle est nécessaire,

nous pouvons faire

(13. 12) Invi
en conservant (13. 6). Les /a

i , /2, la3 satisfaisant à  (13. 1), où p
est une racine de (13. 3), on tire, en tenant compte de (13. 2),
(13. 4)

6 3

E E ( a k b ; a, b =1 ,  2, 3)
8=1 c=1

ce qui est équivalent
6 6

E E
i - L  p = 4

et, par conséquent,

(13. 13)

De même, on a
6 6

6 6

E E O.
8=1 J=1

E E = 0  ( p 4 q ;  p ,  q=4, 5, 6)
i= 1  r= 4

ce qui est équivalent
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6 6
(13. 14) E  E  A  lptlg i=0.i-1

Or, on a grâce à  (13. 9)

m61, /5i= m2'+ m5i, 131 = m3'+1fl41,
l3i = m i i— m 3 i , 14.t = m 31— m41.

Portons-les dans (13. 13), (13. 14). Il vient

(a b ; a , b= 1, 2, 3,

A „(m a
i m,i+ mp'mb i )= 0 ( a

P  ), )

Or, on a grâce à  (13. 10)

= A c i m a hm b
k  A hkm a'm b k ,

= mpimbi =

(( in '( ki )= ( 16.1)) ,

donc,

{ A o m a in4i= 0, A t i m p tm g i = 0 (a 4 b,a,b-=- 1,2,3;p 4 q,p,q=4,5,6),
(13. 15)

A i i m2m,i= 0 (a=1, 2, 3, q= 4, 5, 6 ;  ( aq ) c (161 ) .

14. D'aprés (13. 11) on a
m ine+ m i 2m 1

5+  m,31.1,44_ 0 (i=1, ..., 6)

ce qui nous montre qu'il existe dans S 3 = A i A 2 A 3A 4 une droite pi
ayant pour ses coordonnées Plackeriennes
m , 6) .

Les droites p i ,  P 2  se coupent en un point P , .  Les droites P3/

P 4  ne se coupent pas et elles coupent toutes les deux p i  et p2 de
sorte que l'une d'elles passe par P ,  sans se trouver dans le plan
pdh  tandis que l'autre se trouve sur le plan p i f ' ,  et ne passe pas
par P 1 . Supposons que p ,  passe par P 1 . Soient P n h  P-  2

=
r  1 . 4 ,  -

np4 . La droite p3 coupe p „  p3 , p4 et ne coupe pas p5 .  Elle passe
donc par P 2  et le point P 4 =p 3  np, n'est pas sur le plan p l i ' ,  de
sorte que les points P 1, P2, P3, P g  sont indépendants. Enfin, la
droite p, coupe /32 , p3 , p 4 ,  p, et ne coupe pas p i . Elle est donc la
droite de jonction des points P 3  et P g .

Soient (0-,', 0. 1
2, 0-1

3, ( i=1 , 2, 3, 4) les coordonnées du point

(m i', m i 2 ,  in13 ,  i i i 14, m15 ,



1 2'013 6 3

a 4
1  

a 4
2

1
/ 2 1'7 31 a 3 3

r n 6  = I ,  1 ,.,. 3
0 - '4  " 4

3 4a3 a 3
„. 3  „ . 4
" 4  " 4

m61 = - 1 M 6 6 =
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P .  En choisissant convenablement le facteur commun, nous pou-
vons écrire

1 3'
1 a l

l  
a l

2

4 ,4 1 2 ,  a l  a l  ' 6_  C 1
3  6

1
4

M C =
 0 .2 1 0 .2 21/ " 1 „. 3 / • • 7 " . 1

" 2  " 2 0.2 3  0 . 2
4

m 2 i =
7.1

a l l gi 21 a l
l  

6 1
3

" .  
6_  a 1

3  

a l
4

0'3 
1  

0'3 m 2 2 - - -  6 3
1

 0 - 3
3 / • • • 3 2, ,,,. 

3 3 3
42

1

'9

Lorsque c'est la droite p4 qui passe par P I nous n'avons qu'à
faire

P 4 = P l  nP2/ P 3 = P 1  n P 3 /  P 2 = P 2  n P 3/

P 1 = P 5  n P 6 = P 4  np,=p4np6;
a, 4 , a , 3

,  a,2 ,  a,' :  les coordonnées de P,.

Posons

vs'-=0",r prt ( s ,  t=1, 2, 3, 4; r :  1-4).

Nous pouvons mettre

A o m t /m i ,i (1 ', j '=1 , • •• , 6 ; j, j :  1—+6)

sous la forme

v 'g v s 7, tm (R , . . ,— R k h i„ , )

( p ,  q, s, •••, 4 ; h , k , 1 , m : 1-4).

D'autre part, on a

Fl a b =  0 0 . i t t i t nw m ,  0. Ls 0 . i t a t =  0 .  i t ± 0 . 0 . 0 . , 3 0 . j 3 , 4 0 . i 4

 

„. 11 0 .12 0 . 13 0 . 14 0 . 11 0 .2 1

„. 1 2 „. 3 4 4 „.
" 2  " 2  " 2  " 2 " 1  " 2

( m i l ) 2 +  ( m 1 2)2 _F .......... + ( m ,6 ) 2

=  M 1 111/66 +  M l 2 M 6 5  ..........
+ m i 6 m 6 1 , 1 ,

11',11-P12
11 2 1  fr22

 

, 1 1-P, 3 1
1-P21 H231=-1 

....... +mi6,,,,,o6,n 11'12 117 13
H 2 2  1 1 / 23

d'où

=0

1-1 1 3 = 0, 11'2 3 =0.
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De cette manière, on tire

(s , t=1, 2, 3, 4).

Cela revient à  dire que nous pouvons choisir un repère [A0,
A i , A2 , A3 , A 4 , A 5 ]  de manière à  avoir

f ist=as„
kit/am: 7 --

((h, k) (l, m ); h k lm  n'est pas une permutation de 1234).
Nous l'apprellerons le repère canonique en point zo .

15. Reprenons les trois étoiles E , E  E  " : E  est l'étoile
singulière de la transformation (10. 5), E ' est formée par les hy-
perplans polaires par rapport à  l'hyperquadrique de Lie en point
zo des points de l'espace singulier de la transpormation (10. 2),
E " est l'etoile principale en point zo. L'axe de E " est la droite
d'intersection des quatre hyperplans

(0, Q 20+  Q 0 2 ,  Q 3 / +  Q i3 ,  Q 40+  Q / 4 ,  Q Q  
.
1?)

(i=1, 2, 3, 4).

Envisageons maintenant un élément °;. correspondendant
une droite de la congruence linéaire dont les directrices sont deux
côtes du repére canonique qui ne se coupent pas. Pour fixer l'idée,
supposons que ces côtes sont ii1 Â 2  et A 3A 4. Alors, les cordonnées
d'une droite de la congruence s'expriment au moyen d'une combi-
naison linéaire de celles de i f  1A 3, 211144, A 2243, A 2A - 4 de sorte qu'on
a d'aprés (14. 1)

Q 1 2 =  Q 2 1 ,  Q 3 Q 45

et, par suite, les coordonnées des hyperplans dont nous venons de
mentionner peuvent s'écrire

(0, 2 611, 2r2 12, 4- ej (-513 • 31, 14 -I--• .”..• 41, 5 5 ?)51- 1 ,,

22,(0, 2 rj 12, 2 Q2 2, 4-23 • ..,‘• 321 244- i5• 42, ?)52- 2 .,,

(0, ,?2-  31 +  Q  13) 0 32+  Q  2 3 , 
2

0 33,
2

0 34, 0 53
-

 Q  3?),

(0,Q  41 +  Q  14,Q  42 +  Q  2 4 , 2.(2- 34,
2

0 44, s2 54
-

 0  4 ? )•

Il existe donc pour chacune des côtes ATIA-2, ,213114 c o ' systèmes
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de trois hyperplans qui appartiennent respectivement à E, E', E"
et qui coupent '41242(243A - 4 )  en un même point. S o i e n t  1, l',1" les
droites d'intersection de ces hyperplans av ec un plan passant par
i t A -

2 (143 114 ). A lors les droites 1, ;  1 " ,  2 4 1,4 2(A31-14) form ent un
faisceau harmonique.

Il suit de (8 .  4 ) ,  ( 8 .  7 )

R1212+ R 1 3 1 3 +  R1414 R 2 1 1 2 + 1 ? -3 / 1 3 +  R 4 t1 4 =  0 9

R 1 1 2 1 +  R t3 2 3 +  R / 4 2 4
= 0

, R 1 1 2 1 +  R 3 1 2 3 +  R 4 1 2 4
=  0,

R t1 3 1 +  R t2 3 2  ±  R / 4 3 4
= 0

, R 1 1 3 1 +  R 2 1 3 2 +  R 4 1 3 4  09

.P 1 1 4 1 +  R 1 2 4 2 +  R / 3 4 3  
0

, 
1
?1141 R 2 t 4 2  R 3 1 4 3  —  0,

R 5 2 1 2
—

 R 2 ? 1 2  4
-
 R 53 13

—
 R 3 ? 1 3 +  R 5 4 1 4

—
 R 4 ?1 4

=
 0 ,

R 5 1 2 1  
—1

?1 ?2 1  ±  R 5 3 2 3
— 1-

? 3 ? 2 3 +  R 5 4 2 4  
—1

?
-

4?24 —

R 5131  —  R 1?31 4- R5232 — R2?3,2, + R5434 — R 4 ?3 4
— o,

R5 — _ O  i l
 R141 1 41 5242—  1 t5. 4 2 +  

1
?
-

5343
—

 1?3?43
=-= 0

pourvu que la relation i i= 3 . 0  soit vérifiée.
D'autre part, par la dérivation extérieur de (8 . 1 ) ,  on obtient

(
ale

aualo f 'R , P . i i — r ce p
-r.,i )dut A du' A dui=0

z =  0 , 1 , • • • ,  n+1).

En particulier, si l'on y fait o-= 0  ou z-= n + 1  il vient

R k T ij+ jk R i Tqa=-- - -- 0,

R ak i i  Ro..1.10-1- j k i  =  0

ce qui est équivalent

R,c?,; +R,`.rj ,,+R i ?ki=0, R n + 1,kij + Rn+ 1,i jk R,, +—  0 ,
j +  RUjk+ R u k t =-7 0, R kuj+  R„.10 +/? ; ,5 ,=-- O.

Il est facile de voir que ces équations sont vérifiées même
quand on remplace R  par P.

Donc, on peut exprimer, par exemple,  R ,112, R / 2 1 2 ,  
1

?1 3 1 2 , R / 4 1 2

respectivement par les combinaisons linéaires de

R / 3 2 4 ,  R z 4 2 4  ;  R z 3 1 3 ,  R 1 4 1 4  ;  R 1 1 2 3 ,  R 2 1 3  ;  P / 1 2 4 ,  R 1 2 1 4 .

Nous voyons ainsi que l'arête principale correspondant à  u n e
droite d de l'espace A 1A 2 A 3 A 4 peut être déterminée au moyen des
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hyperplans appartenant aux étoiles principales qui correspondent
aux  droites de la congruence linéaire dont les directrices sont la
droite d et sa conjuguée d' par rapport  à  l'hyperquadrique de Lie
en zo.
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