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I .  Introduction.

Considérons le problème aux limites de la forme:

A (x , D) u (x) = f  (x) ,

13 (x, D) u (x) = 0, j = 1 , 2,•• • ,b  (= /  2 )  ,

où f (x )  E  1,2 (52), Q  étant un ouvert borné dans R " dont la frontière

est une hypersurface S assez régulière, et A (x , D ) étant un opérateur

elliptique d'ordre ni. Dans cet article, les coefficients sont supposés

aussi assez réguliers. Supposons que le système {B , }  est normal et

recouvre A (v io r [2 ] ,  1 0 1 ) .  Supposons maintenant que A  soit in-

versible dans 1, 2 (D) . Plus précisément, soit D  (A ) le domaine de

définition

D (A) =  { u  e ï:2 (9 ) 1 3 ; (x , D )  ( x )  0,XE S , j = 1 ,  2 ,•  ,b)

alors, notre hypothèse dit que A  est une application biunivoque de

D (A ) s u r  L 2 (9).* ) Désignons par G = A - I• l'opérateur de Green.

G  est un opérateur complètement continu dans P ( Q ) .  Nous allons

considérer le cas où A  est un générateur infinitésimal d'un semi-

groupe analytique e " .  On peut supposer, sans diminuer la généralité,
savoir, en considérant A— t I (t> 0 )  au lieu de A  lui-même, que

*) Nous utiliserons quelques résultats dans [2], et [10]. Mais nous n'allons pas les
expliquer ici. Remarquons que l'espace e L ,  (22) est dgigné par He' (S2) dans ces articles.
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(1.1)( H —  A ) - 1 11< 121( _17 1, pour AE C'

où E est le secteur défini sous la forme : I arg2 — 71. 1 5013(<711 9 )•

(1- 2)
217ri r ( A I  A ) - l e m  6 1 2 ' t : > 0 '

o ù  r  est un chemin qu'on peut prendre le contour de I.
-

(1.3) G =e i A d t .
0

Remarquons qu'en posant

(1. 4) (I  -  2 G ) -1  — 1-F W G (À) ,

on a

(1.5)( A I  — A ) -1 = — r,(2).

Dans le cas où G  est hermitien, nous avons déjit montré une
formule asymptotique des valeurs propres dans  [81. Notre principal
résultat est le théorème de la section 8* ) Comme on verra, le travail

d'Arima ( [3] ) est un pilier de cet article. Je tiens à  exprimer des

remerciements à  mon collègue N. Shimakura, qui a bien voulu

discuter avec moi. Plusieurs points ont été éclarcis par sa collabora-

tion.

2 .  Problèmes aux limites.

Considérons un domaine fini dans un espace R "  dont la frontière
est une hypersurface assez régulière. Soit A .(x , D )  un opérateur

différentiel elliptique d'ordre m ( 21)), défini dans D. On suppose

que les coefficients sont aussi assez réguliers. II s'agit du problème

aux limites de la forme suivante :

A ( . i. ,D ) it ( .2 7 )= f(x ) dans fl,
(2.1)

(B ; (x, D ) u . ( x )  0 sur S (forntière de ,Q), j------ 1, 2,• • • ,b (= rn /2 ) .

*) L e  ré su lta t  a  é t é  én o n cé  d an s  la  n o te  [7 ]. M ais dans la dém onstration du
théorème 1, il y  a un  défaut sérieux . N ous ne savons pas que ce théorèm e so it vrai
ou non.
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Ic i {135}  est un système de h  opérateurs différentiels définis sur S.
On suppose que {B 5}  est un système normal :

1) A tout point de la frontière, S  n'est pas caractéristique

pour B 5 ,
(2 .2)

2) So it in ;  l'o rd re  d e  B 5 , o n  a  in i <u t —  1, et de plus

nz.;  m k .

Naturellement on suppose que le système {B 5} recouvre A .  En

d'autres te rm s : Soit N „ la normale intérieure  à  S  au point x .  Pour

tout x  d e  S  et pour tout " 7  0 ,  vecteur parallèle à  l'hyperplan

tangent au point x ,  les p o ly n o m e s  (en  z )  {Boi(x, Z N O }  i = 1 , 2 , • • • , b ,

(B o; étant la partie principale de B 5) ,  sont linéairement indépendants

modulo A of (x ,v + z 1V .)  (z —  z i(x ; 72)) (z —  z 2(x , 72)) • (z —  zb(x> 72)) ,

où z; sont des racines ayant la partie imaginaire positive de l'équation

A o(x, 72+ z N .,)= 0.

Nous dirons que deux systèmes normaux {B 5 } e t  {/3;} sont

équiv alen ts, si l'espace des fonctions u ( x )  définies par B i u(x ) =
( j=  1, 2,.. •17), et celui des fonctions u ( x )  définies par B u ( x )  = 0
( j =  1, 2,• • • ,b )  coïncident. Comme on sait, on peut associer au sys-
tèm e { A ; B 5} un autre système normal {/3 } 1,2, •••, ap p e lé  u n= b

sy stèm e adjoint au sy stém e { A ; B 5}  . Ce système n'est pas déterminé
uniquement, mais deux systèmes adjoints au même système {A ; B 5}
so n t éq u iv alen ts  l'un à  l'autre. Cela posé, on peut considérer le

problème d u a l à  (2.1)

(2 . 3)

Nous allons considérer les problèmes ( 2 . 1 )  e t  ( 2 . 3 )  dans
L 2 -cadre. C e l a  signifie que l'on prend les domaines de définition

comme suivant:

D ( A )  {• EeT .2(S 2); B 5 u =0 ,  j=  1, 2,• • •l)}

I)(A * )= f u E  e;1(..Q) B u  = 0 ,  = 1 ,  2,. • • ,b1 .

A * (x, (17) g  GO1..13 (x , D )v (x )  = 0  sur S.
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S upposons m aintenant pour sim plif ier notre situation que l'opérateur
A  so it inv ersib le . Alors on sait que A *  est aussi inversible. Comme

G =A - 1  est complètement continu, les valeurs propres {A i } d e  A
sont disctrets.

Enogons
Lemme 2.1. S o it  G  l 'o p é rate u r d e  G re e n  d e  A . A lo rs  G  e s t
com plètem ent continu dans 1, 2 (D ).  A lors, G* —  l'opérateur conjugué
a G  d an s  1 , 2 (S2) : (G u ,y )-(u ,G *v ), u ,y e  12  (S 2 ) —  est p réc isém en t
l'opérateur de  G reen  re latif  au  p rob lèm e  (2.3).

Comme il est facile à  vérifier, nous omettons la preuve, et

passons

Lemme 2.2. S o it s  un  en tier te l que  s>n /2m , alors l'app lication
f (x ) ---> (A - f ) ( x ) =  ( G f ) ( x )  est continue de P (D )  dans C ) ,  oit a
est un  nom bre  0<a<1, conv enab lem en t cho isi. Il e st de  m êm e de
f (x) ---> (G* f) (x) .

Démonstration. On utilise le fait suivant:

A u = f , f E e l2 (9 ) , u E  D  (A )  entraîne que u E err (S 2 ).

Comme A  est supposé inversible, alors l'application biunivoque

u- )- Au est continue de e'e s (S2) (ID (A ) sur ei2(s2). Or, d'après un

théorème de Banach, cette application est bicontinue, d'où

iluilm+ GliAt(11,, pour toute u (x )E g n - (s2 )nD (A ).

Ce qui entraîne en particulier

!IA - uil.,<CsdullL, pour toute u(x )E D (S2).

Si l'on prend s>ii / 2 m , alors d'après le lemme de Sobolev, l'applica-

tion u (x ) E L 2 (12) u )(x )  E CqS 2) est continue.
Lemme 2.3. S o it  T  u n  o p é rate u r b o rn é  d an s  L 2 (s2) déf ini sous
la f orm e

A - sBA - "=-GsB G',

1) B  est un  opérateur borné  dans L 2 (S2),
2) s , s ' (e n tie r)>n /2 m ,
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alo rs  T  adm et la représentation

( T f ) ( x ) = L(x, y)f (y)dy,

où L (x , y ) est un  noy au continu  dans .QX12.

D e plus, s, s' étant f ix és, alors l'application de B E -C (L 2 (2 ), L 2 (a ))
dans L(x, y)EC°(,T2x -.6) est continue:
(4. 4) sup I L(x, y )1<C(s, II
Démonstration. D'abord on va montrer que

1) (G s f)(x )= Q H (x ,y )f (y )d y ,

où H(x, y )  est, x  etant fixé, un élément de L 2 ( R )  et on a

y )I 2d y < C  (indépendante de x).

D e plus, si l'on pose Of ( X )  j s1 H (x , y )f(y )d y , elle est une fonction

uniformément continue, lorsque f ( x )  parcourt un ensemble borné
dans L 2 (S2). Plus précisément,

Of  (x) — Of  (x')1 <C llf h z ix -

En effet, soit L . , [ f ]= (G 'f ) ( x ) ,  alors le lemme 2.2 montre que
est une fo rm e linéaire  con tinue dans L 2 (Q), ( x  é tan t f ix é ). E n
appliquant le théorème de F. Riesz, on a le résultat plus haut.

M alheureusem ent, on ne peut pas d ire que le noyau H (x , y )
soit mesurable en deux variables x , y .  On est donc ramené à. con-
sidérer la forme linéaire

<K,f(x, y)> = ,(x) .L Lui (y)] dx,

où f (x , y ) -=  E v i(x )u i(y ), v i(x ) E P ( S ? ) ,  u1(y) E L 2 (D).

Evidemment telles fonctions f (x, y )  forment un sous-espace dense
dans L 2 (2x ..(2)

Maintenant I <K, f> I[ s v i ( x )  u i  (y )] d  xI ,  et



404 S ige r u  Mizohata

1 ,,[Lv,(x )u ,(Y )] i<C (1  f (x, ,Y )1 2 c1Y) 1 '

d'où

J<KJ>j__C mes(2) 112 11f(x , v ) II..L2(2x0)

Ceci montre que <K, f> est forme linéaire continue de L 2 (9X 9 )
définie sur un sous-espace dense dans L 2 (S2 X 9). D'où, d'après Riesz,

il existe une fonction K s (x, y) G  12(S2 x12) telle que

<K, f> = s2 K,(x, y)f(x, y)drdy.

En posant f (x , y )  =  v (x )u (y ), on a

L„[Itil Ks(x, y )u (y)dy, preseque partout dans P .  Nous avons

donc démontré que:

2 )  Il existe un noyau K , du type d'Hilbert-Schmidt tel que

(G s f)(x )= s2K,(...r, y)f(y)dy, presque partout dans Q .

(x,Y) i 2dxcly< -I- 0 0 .

Ceci préparé, on va montrer le lemme. Considérons

(BG")* = (G ")* B* = (G*)"B* (d'après le lemme 2.1).

On peut appliquer  à  l'opérateur (G *)" B * le résultat plus haut,

on a donc

1) Il existe un noyau k(1 , y) tel que

((G * ) 13*P ( x ) YV(Y)dY,

1 (x, y )  I'dy<C.

2) Il existe un autre noyau du type d'Hillbert-Schmidt tel que

((G * )"B *  f )(x )---- sj K(x, y )f(y )cly , presque partout dans D.
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D'où,

( B G s 'f ) ( x )  l se2K (y , x )f  (y )dy  presque partout dans Q.

On utilise pour Gs le résultat 1). On a donc

( 7 f ) ( x ) =  ,Q Î -1(x, y ) d 4 2K (z , y ) f (z )d z , par Fubini,

= s20 (x ,z )f (z )d z , où 0(x,z)= s2r -/(x,y)K(z,y)dy.
- -

Considérons 0`)(x, z ) = V 1 (x ,y )K  ( z ,y )d y . On voit que, x  étant

fixé, ø °(x, z ) —0 (x ,  z )  presque partout (en zES2), d'où

(  7  ( x ) (  x , z )f(z )c lz .

D 'ap rès ce  q u i a  é té  rem arq u é  p o u r les  n o yau x  H  e t K ,  il e s t
fa c ile  d e  v o ir  q u e  00 (x , z )  e s t  c o n tin u e  e n  ( x ,  z )  d an s -Six Si.
Enfin, l'inégalité (4 .4 )  est évidente d'après ce qui précède.

c. q. f. d.

3 .  Fonctions principales.

Soit A  l'opérateur défini par (2 .1 ). So it G  l'opérateur de Green
d éfin i d an s la  sec tio n  2. O n d it qu 'une fonction  w (x )  est une
fonction propre de A , si w ( x ) D (A ),  w (x )% 0  et

(c/-71)w (x) = O.

La valeur c  est dite valeur propre de A . Cette condition équivaut

(I— cG)co(x) = 0, (o(x) E L 2 (S2).

D ans le cas où G  n'est pas hermitien, on étend la notion des
fonctions propres de la m anière suivante: O n dit que la fonction
u (x )  est une fonction principale de G  ou bien une fonction propre
généralisée de A  relative à  la valeur propre e, s'il existe un entier k
tel que

(I— cG)k u(x ) = 0, u(x )ED(..(2),

ou ce qui revient au même
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(cl— A ) ki t ( x ) = 0 ,  u  (x )  D (A k ).

On sait que l'espace des fonctions principales forme un espace de
dimension fini. La dimension m  de cet espace est d ite le  d e g ré  de
la valeur propre c. D ans le cas où G  est hermitien, le degré n'est
autre que la  m ultip lic ité de la  valeur p ropre. C om m e G  est com-
plètement continu, si l'on écrit

(3. 1) (I —2G) - 1 = /+2PG(A),

r G ( 2 )  est une fonction  méromorphe et ces pôles sont précisément
les valeurs propres de G. Soit

TG(2) — ± I  3  2 ( x ' Y )  +(A — c)'

le développem ent autour du pô le c ,  o ù  H (2 ) est holomorphe au
voisinage de c.

On a

B i(x , .)))= 0i(x )lk i(y ),

o ù  {v i (x )}  ( i= 1 ,  2 ,  •  •  •  ,  in )  est un système de fonctions principales
linéairement indépendantes, et engendre l'espace des fonctions prin-
cipales. Autrem ent dit, le nom bre n t  est éga l au  d egré  d u  p ô le  c.
De plus, on a

(x )* ;  ( x) dx = — ô .

R em arq u o n s  le  fa it  su iv an t, q u i e s t v a lab le  p o u r to u s  le s
opérateurs complètement continus dans 12 (Q).

Proposition 3.1. S o ie n t {25} le s  v aleu rs  p ro p res  d e  l'o p érateu r
G. L es v aleurs propres de  Gk son t données par {A» et les fonctions
p rin c ip ale s  d e  G k  re lativ e s  au  p ô le  ,11;  coïncident av ec celles de G
relativ es à 25 . Si éventuellem ent, A = A 2 =2 = • • • =A  ,(= ck) , alors l'espace
d es  f o n c tio n s  p rin c ip ale s  d e  G  re latif  au  p ô le  c ' est engendré  par
c e u x  d e s  f o n c tio n s  p rin c ip ale s  re latif s  à 21;1 ( i =  1, 2, , ) ,  e t  sa
dim ension est m 5, +m 52+•••m 5, ( m 5 ,:d e g ré  d e  25).
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Remarque. L es fonctions principales de G  relatives aux pôles
différents sont linéairement indépendantes.
Démonstration. Partons de la formule

(I —  p 0 ) '  I —  p r (p ;  G k )  = 2 7
1
T i L = E {1/ (1   1}FG(A)d2,

qu i est va lab le  p o ur p  dans un  petit vo isinage de l'o rig ine, où  e

est cho isi p etit. E n  effet, l'on  a  ,u
(  

 1  
 y

< a <  1, on a le développe-

le cercle Pi = e . D'autre part, comme e est petit, on peut supposer

que, pour I /1._.<_e, r,(2) = G+ 20 + • • • + Am 1Gm + • • • D'où

1  S'I f ,   1 k  rG iG o icu
27ri 1A1=-E 2'

D 'o ù , le  se co n d  m em b re  d e  la  fo rm u le  précedente est égal

=p'G pF (p; G k ).

Remarquons que la formule prédédente s'écrit

1  

r
1  

F (p ;  Gk) — —
(27ti)31A1---e

r 0 ( 2 ) d 2

Cette formule s'écrit encore

(3.2) F ( p ;  0 ) —  — .
1 1

zarziAI=R 12 -----Âk
P G (2 )d 2 e

A

s

' L '
a

-

2
GIc i le  cerc le  121 =-- R  n'a pas de point com m un avec  {A },  e t  le s  {21}

qui figurent dans le second membre de (3. 2) sont les points tels que
12i I < R .  C ette  fo rm u le  m on tre  le  p ro longem en t analytique de
1"(p; G"), défini d'abord seulement au voisinage de p = 0 .

Envisageons le résidu au point  A =A , d an s  (3 .2 ). Pour abréger,
nous écrivons c  au lieu de A,. En posant

P B "(x  v ) r  (À ) 
- Z - • + ,(A -

m e n t : 1/(1—  — 1 g i   1
. ,  qui converge uniformément sur2k Â jk

i= 1

on a
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kjL C

Ceci montre que v 2 ( ,a ;  c ) , v 3 (te; c),••. ont leurs pôles uniquement

k c ''
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1Res[ r , (A ) ]=  R e s  1 1 B •  -Res[  H (A )] .
A=c À' J-1 A=1 ( 2 - 0 '( 1 —  g ) ] —

Supposons toujours /.24 c.k , alors le dernier terme est 0. Considérons
donc

1 v i ( a ; c ) =R e s
[(À — c ) . 1 ( t t  2k)1

D'abord on a

= 1, 2,— ,p ).

(3 .3 ) 1

P — C fr

En général, on a
a V - 1

" — 1) 
/  

aC  ) ç 9 1 ( 1 2 ;

On peut donc calculer tous les termes explicitement. Par exemple,

c k , et leurs ordres sont toujours 2  (en d'autres termes, le

terme d'ordre 1 manque). D'après ce qui a é té  expliqué plus haut,

et compte tenu de (3.3), la démonstration est complète. c. q. f. d.

Proposition 3.2. S o it  G  l 'o p é ra te u r d e  G re e n  d é f in i  d an s  la
section 2. S o ie n t {21 }  ses v aleurs propres, oit À ;  f ig u re  au tan t  d e
f o is  que  son  degré . A lo rs , pour tou t s  e n tie r te l q u e  s>n / 2 n t ;

1
Ail

C o

Démonstration. On s'appuie sur le lemme de Schur. Ce lemme

est le suivant: Soit K (x , y) un noyau d'Hilbert-Schmidt. Soient

{À } le s  valuers propres de K  comptées autant de fois que leurs

degrés. On a

21j  I2 K (E ,y )1 2 d x d y

Or, nous avons montré (lemme 2.2) que (P— K  est, pour s> / i/ 2»r, un
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noyau de tel type. Alors la proposition précédente montre que les
valeurs propres de A  sont précisément {À}. Ce qui m ontre notre
poposition. c .  q .  f .  d . .
4 .  Opérateur GE.

Nous imposons à. l'opérateur A  la condition suivante, qui est

une limitation essentielle dans cet article :

(4 .1 ) i ! - A )-11! <
121 +1

pour 2E C '-E ,
—

où est le secteur défini sous la forme : arg,i-n1<ço 0 ( <7r/2).

On sait alors que l'opérateur A  est un générateur infinitésimal d'un
semi-groupe analytique, et e 4 ( t > 0 )  est défini par

(4 .2) e "  -   1 • em A)-1cIÂ ,
2 7 ri r

où le chemin r  est, par exemple, le contour de  L  C om m e le

spectre de A  est dans le demi-plan, on peut supposer que r  est

situé dans le demi-plan Re A<O, plus précisément, Re AG -ô  (8 > 0 )

convenablment choisi.

Les formules suivantes sont vérifiées facilement.

(4. 3) G= A - 1 -   1 G U -  A ) - 1   d
'
I 

2 7 ri P A

(4 .4 ) G =  - Y '  et Adt
0

(4 .5 ) (  -  G )' -   1 ( A l  -  A Y '
2 i ( -

61'1
, 0 "  

s  étant réel positif.
7r r

(4 .6 )e e , ` A d t  = ("II- A ) - ', Rep>0.0

On définit l'opérateur Ge ,  qui est une bonne approximation de
de G, de la manière suivante :

-
(4. 7)G E =  l

e  
e "  d t  (e>0 ).

Compte tenu de (4.4), on voit que,  J  GE-Gil0 ,  lorsque e -  +0 .
Cherchons les propriétés de Ge.
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Lemme 4.1. Soient { A ,} =1 ,2 ,... les v aleurs propres de G  (=celles
d e  A ) , le s  v ale u re s  propres de G E sont précisém ent {25e- EAj} et les
fonctions principales de G e relativ es à 2.ie - 6 Ai coïncident avec celles
de G relativ es à A ,.
Démonstration.

1   ('

(4.8)
G e = — e e 'A d t —  

2 n i
 (A I— e"` d tJr

1 1 r
(AI— A) - 'çoe(2)612.

où (pe(2)= e 6 4 / 2.

D'où, comme la section précédente, pour g  assez petit

(4.9)( I -  - I = — (A) —  ( 2 1 - — A) - '61,1

En effet, (Ge)" est donnné par

(4 . 10) (Ge)" —  1 (AI A ) - 'goe (2)"d2.
2 n i  r

Remarquons

(4. 11)( A I — A ) ' =  — rG(2).

D'où

(4. 12) r( p  ; G ) =  2
1;r i___1,1e_E4 PG(2)dit.

Ce qui peut s'écrire encore

1  (4 . 13 ) PO/ ; Ge) -= 1l ' G ( 2 ) c h l - F R e s  [ 1
R e -E

 rG(2)].
27Ei r Ac

Le passage de (4.12) à. (4.13) se justifie de la même manière qu'on
a fait dans la démonstration de la proposition 3.1. Expliquons-le en

bref. On déplace le chemin P  à  un autre chemin r '  .à gauche et

ajoute les résidus correspondant aux valeurs A, compris entre
T ' et T " . E videm m ent on peut supposer que tels A, sont à. un

nombre fini. (4.13) montre le prolongement analytique de (4.12),
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défini au voisinage de = O. E n  effet, com m e r  peut être déplacé
arbitrairement à  gauche, le prem ier term e du second m em bre de
(4.13) est holom orphe (en ,u )  dans un  cerc le  don t le  rayon  peut
être  cho isi aussi g rand  qu 'on  le  veu t. O r, les résidus du  second
m em b re  se  ca lcu len t d e  la  m êm e m an iè re  q u e  d an s la  sec tio n
précédente, et on voit immédiatement que le lemme est démontré,

c. q. f. d.
Maintenant, nous allons montrer une autre propriété de Ge (x , y ).

Com m e GE a  le  n o yau  co n tin u  Ge ( x ,  y ) ,  d 'après F redholm , r(R;
GE)  s'exprime sous la forme bien connue :

(4. 14) r(A; Go_De(x, 
( 
y; A) ( x ,  y ) E 2  X  2 .De .1)

Nous allons montrer d'abord
Lemme 4.2.

-
(4. 15) DE(2) = (1 — )  oit 2;

(6 ) 2 3e - 6 A i

I c i  4 E ) s e  f ig u re  au tan t  d e  f o is  q u e  s o n  d e g ré  ( = d e g ré  d e  Ai ).
Par conséquen t, com p te  tenu  de  la p roposition  3. 2, DE (2 ) est une

f onc tion  en tière  d ' o rder O.

Démonstration. I l  su ffit de  m on trer que D E ( 2 )  est d'ordre O.
Pour cela, on décompose

G ke = G ii.kmG6 .

Montrons que A sGE a le noyau continu quel que soit s. Comme A ' et

GE est permutable, compte tenu du lemme 2. 3, il suffit de montrer
que A 'Ge e s t u n  o p éra teu r co n tin u  q u e l q u e  so it s. Or, compte

tenu de (4.8),

As Ge—
2 7 r i

( A I —  A ) - 1 ,r(o6 (2)dA .
r

M aintenant, il est clair que cet opérateur est borné.
E nsu ite , com pte tenu du  lem m e 2.3, on  p rend  k = 2( [7z/2m]

+ 1 ) .  Alors G k  a le noyau continu . C eci m ontre que G ' s'exprime
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comme le produit de (m + 1 )  noyaux continus, ou plus précisé-
m ent, com m e le produit de (m +  1 ) opérateurs bornés, chacun

d'eux ayant noyau continu. Or, il est connu que le déterminant

de Fredholm :relatif à  te l noyau  est d 'ordre au  p lus 2/(m +1)
(v o ir  T .  Carleman, Math. Zeit. (1921), p. 213 ). Comme n t  est
arbitraire, D (2 ; Ge ) =D E (2 ) est donc d'ordre O. c. q. f. d.

5 .  Propriétés fines des noyaux G :(x, y )  e t  GE (x , y ) .

Dans cette section, nous allons toujours garder les hypothèses

des sections 2  et 4. Soit

(5 .1 )e " —  G ( t ,  x ,  y )

le noyau de Green. Ce noyau a été étudié par M i "  Arima dans

[31 (voir aussi [ 8 1 ) .  Enonçons un résultat dans [3 ] comme le
Lemme 5.1. S oit

(5. 2) e"= G (t, x , y ) = Go (t, x— y ; y )  + G i (t, x , y ) + G,(t,x , y )

(Go + G D  é tan t  le  n o y au  f o n d am e n tal ( c o n s tru it  p ar Eidelm an)
c o rre sp o n d an t  au  p ro b lè m e  d e  C au c h y  e t  G , é tan t  le  n o y au  d e
com pensateur. O n  a alo rs

(5 .3 )  IG ,( t , x , y ) I<c o n s t. t' e x p (  c l x
t
—

a Y c ( kt ( c > 0 )  ,

oit l y --d is(y , S ), a =- 11m,

Rem arque. Le noyau  (G o + G O  a été étud ié par Eidelman. Il
avait obtenu l'estimation

(5 .4 )I  (Go+ G1)(t, x , y )  I < co n st. r"/"' e x p (  —   
t"

Par conséquent, compte tenu de (5 .3 ) , on a

(5. 5) I G (t, x , y )I<const. t-"h"exp(-- c l x t—OEY 14)
Considérons d'abord

(5. 6) G"—  (— G ) =  1   r t"e "d t = G 's(x, y ) ,  ( s >0 ) .T(s) 30
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Il faut rem arquer que G.',(x, y) est défin i pour tout s  réel positif.

Proposition 5 . 1 .  G (x , y )  a la p ro p rié té  su iv an te :
1) pour x # y ,  il est continu,
2) si s>n/m, G ,r(x, y ) est continu ,

s i  s= n/ y)I< C 0+ x—
s i  s< n/m ,

(5.7)y ) I < C I x -

Démonstration.

G 's(x , y)—  I  1  t' - 'elAdt+  1
r ( )

 r - l e m d tr ( s )  0 s

- ...GP(x, y) + C 1 (x , Y).

Considérons d'abord

(x, y ) —  (2 1 —  A )lf-  ,(2 )(12
F

oùf ( A )  —  1r( s ) f 't s 'e m d t

U n calcul sim ple m ontre que, quel que soit entier positif k ,  on a
sur A E F ,

I 21 k i f ,(2) I < C (k , s).

Ceci montre que, quel que soient / et /', 11.'611 ) A "  est un opérateur
borné dans / 2 ( D ) .  A lors, d 'après le lem m e 2. 3, G!' ) ( x , y )  est un
noyau continu.

Considérons donc G P .  Ici on  u tilise (5. 5). Alors on aura

GP (x , y )1 < t '" / " ' exp(   flit .0

D ans le cas où  s> n / m , la proposition est évidente, car l'intégrale
est sommable même quand x  = y . D an s  le  c a s  o ù  s< n / m , on fait
le changem ent de variab les : t =  I x — y  .  A lors l'in tégra le  c i-
dessus se majore par

C ' l x I M S - 2 7 exp( — c r)d t .0
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Rem arquons que cette intégrale est toujours sommable au voi-
s in a g e  d e  t = O. D a n s  l e  c a s  o ù  s > i i h n ,  on peut rem placer
l'intégrale (0 ,  x— y  I -"') p ar (0 , 0 0 ). D an s le  cas  o ù  s=n/ n i ,  elle
se majore par

t 'd t< C o+  C ilo g lx c. q. f. d.

M aintenant on va envisager l'allure de Ge (x , y ) (=  GE) lorsque
e tend vers O.

(5.8) G e  G
CE CE

 em d t=  G ( t ,  x ,  y ) d t .0 0

Lemme 5.2.
1) S i  n/ m<1,G e (x, y ) tend  unif orm ém ent v ers G (x , y )  s u r S2><S2,

lorsque e--> +O.
2) S i  n/  m < 1, quel que soit 8>0,

lx— y !" - ""'IGE (x, y ) — G(x, y)I 0, unif orm ém ent dans S2 X D,
lorsque e +O.

Démonstration. 1 )  est évident compte tenu de (5 .8 ) et la pro-
position 5. 1. M ontrons 2). Le changement de variables :  t=

in  t '  montre que

IGe(x, y ) —  G(x, y)1<CIx— t-'/exp ( — ctc")dt.
0

I x -

Il suffit donc de montrer que

lx — y I 8 ) t-"i'exp( — cta )d t

tend uniformément vers 0  lorsque e - -  +O . Posons e

Alors en posant  I  x— y ! ' = ev'(e - I x— yl)" = e'/'" cette intégrale
se majore par

e' sup t -  e x p (  ctaq)dt}  =C onstan t. ewm.0 <t < + 0 . 0

0

c .q .f .d .

Comme une conséquence immédiate des propositions 5. 1 e t le
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lemme 5. 2, par un calcul habituel dans la théorie du potentiel, on a

Corollaire. Soit k= [n/ in] + 1 .  Soient Gs =Gs(x, y ) ,  e t  ( G ) '

C ) (x , y )  (s =1, 2,•••),

1) pour s > k ,  0 ( x ,  y )  —> G,(x, y )  uniformément sur S2X D, lorsque

e --> +0,

2) pour s<k,
lx— G !')(x , y ) — Gs (x, y )  I --->•0, uniformément dans S2XS2,

lorsque e—>+0, o ù  est un nombre positif fixé, et d'ailleurs qu'on

peut prendre aussi petit qu'on le veut.

6 .  La form ule de trace due it Poincaré.

Dans la section précédente, nous avons montré des propritétés

des noyaux Gs (x, y ). L e  n oyau  d e  G reen  G(x, y )  n'est pas

nécessairement continu, mais ses itérés G k  (k > n/ m ) sont représentés

par des noyaux continus. Dans cette situation, on peut appliquer

la méthode de Poincaré ( [9] ). Nous allons expliquer une partie

de ses résultats dans cette section.

Soit D  un domaine borné dont la frontière est une hypersuface

régulière. Soit G(x, y )  un noyau continu : G (x ,y )  EC(..2> < S2). On

sait que la formule de trace due  â  Fredholm

(6 .1 ) -  DL CA)/ D ,(2 ) x, x; 21G)dx.

En posant

(6 .2 ) b„= a G „(x, x)dx (n= 1, 2,• • .),

le développement de (6 .1 ) , autour de 2 = 0 ,  donne

(6 . 3 ) — DL(2)/DG(A) = b1+ b22+ • • • +b.,1" - 1 +b„ +12" +  •  •  •  .

Compte tenu de DG (0) = 1 ,  on a, au voisinage de 2 = 0 ,

DG(2) = eXP
b2  -2
2•  • •  —   b

"  À" ••• ) .
21

Poincaré a désigné
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(6. 4) .0„(2; = exp(bvi+  • • • + 
 b „

2"- 1 ) DG(2)
n - 1

= ex p (
13„

2 "  -  
 1 3 „+

1 2 ' 1 -  •  • ) .
n  +1

Compte tenu de (6 . 2 )  e t  (6 . 3 ) , on a

(6.5)—  M , ( 2 ;  G)/g„ (À; G) =

( r G ( 2 )  — G —  /V —  • • • — A' - "G " ) ( , x ; 2 )dx .

Maintenant nous supprimons l'hypothèse que G(x, y) est continu,

et imposons les conditons suivantes :

(6. 6) 1) G (x , y ) dé fin it u ne app lica tion  con tinu e dans

C°(,Q ) et en même temps une application complètement

continue dans L 2 (S2).

2 )  G* =G ,,(x , y )  sont des noyaux continus pour  k =
n , n  +1 , n  +1 , 71+ - 2 , • • • ( ic i  n  n'a aucune relation avec

la dimension de l'espace).

Soit

(6 . 7) b b„7) K (A) — " n2 + 1 - • • • .n+1

Nous allons m ontrer que eK (À) , définie seulement au voisinage de

2 = 0 ,  admet le prolongement analytique .0")„(2 ; G )  et elle est une

fonction entière, et (6 . 5 )  est vraie dans tout le plan de A. C om m e

on verra, ce qui est avantageux d'utiliser la fonction g „( 2 ; G ) est

que .0„(A ; G ) a pour zéros justement les valeurs propres  e  de G,
et l'ordre  in1 du zéro est égal au degré de la valeur propre e1.

Le prolongement analytique se fait A l'aide du second membre

d e  (6 . 5 ). Dans ce but, considérons le développement de (6 . 5)
autour de 2 = 0 .

— K' (A) —13,1"- 1 +13„.„A"+13„4,22"+' + • • •
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110:-Ftse bnh+111-12" •' •
h =0 h =0

co
• • • + 11 " + " - E  b h h +  a s h À 2 E  b . v o n  v Its h

h -0

Donc, (6. 5) peut s'écrire

(6. 8) = 2"1 (x , x ;  À " )  x  E A" *- 1 x
k = i

(G kro ) ( x , x ;  , r ) d x .
D

C ette relation  donne le pro longem ent analytique de — K '(A ). En
effet, on  sait, d 'après F redho lm , (lue le  second m em bre est une
fonction m érom orphe dans tout le plan. Envisageons les pôles du
second membre. Soient {ci } le s  v a leu rs  p ro p re s  d e  G . D'après ce
qui a été expliqué dans la proposition 3. 1,

['G(À)r e ( t i " ) - - E  Res[  „ ] .
s c, A

1

te--  -

En utilisant l'expression de r , ( 2 )  au voisinage de  A = c

13(" r c (2) —  E . +HG°,
(À —  i ) j

et compte tenu de

1) trace ( B ) =  O, (1>2),
2) trace (1310 )--m , (m 1= le degré de la valeur propre ce), on a

1ro(x, x; p")dx----E Res i
D [  ( À" —  p")(À—  c i )  

ni

D 'autre part, en partant de la relation, (voir (3. 2)),

1 1 (G kro)(p")---- — E  R e s  
i A =  i [  Ak (r —  ti")

r , ( 2 )  j+  
 ̀2

1

7ri r — p")
P G ( 2 ) ( 1 2 ,

on
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trace [G k ro(/2")]— RÀ=e,s, [ 1
2, ( e _ p „)  ] t r a c e  (B r )

=  -  E   k .c i (,u"—c7)

Alors, (6 .8 )  devient

l n ;  
K l ( P ) —  t t " - 1 E

n - 1

t t n+k-1 E
c'; 02" —

D'où,

(6.9) K ( p . )  —E „
m i  „ /2- 1 {1+

 n - l t
1.2-1

) C i  ) i 12—c i  (  c i •

Cela signifie que K ' (,u) a les pôles simples pour c1,c2,•••,c1• • •  et

le résidu au point c ; est égal à  m i .  Cela implique que

A
(6. 10) 2 „(A ; G )= exp( (À) eK(A)

0

est une fonction entière et a pour zéros c i , et dont les ordres sont

précisément m i . Evidem m ent (6 . 5) est valable pour tout A d'après

la définition de 2 „( 2 ; G).

7 .  Expression de — ek(2; G ) / k ( 2 :  G ).

Dans (6 . 5 )  changeons n  en k:

(7 .1 ) — .0 (2 ; G)/ gk (Â ; G)

( T c  G  2 G 2 Ak-2Gk-i ,) , xL x ;  A ) d x .

Nous allons appliquer cette formule au noyau de Green G (x , y ),
étudié dans la section 5 . On prend

(7.2)k =  [ n / +1 .

Proposition 7 .1 .  S o it G  (x , y )  le  n o y au  d e  G re e n  e n v isag é  c lan s
la sec tion  5 , on a
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2 +  22 + \k-i)
(7. 3) 2k (2 ; G )=- H (1 —± )e x p {

elji=1 dij 22, k - 1

/ 
Âj )

oit les v aleurs propres 2;  de  G  se  f igurent au tant de  f o is que leurs
degrés.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux parties.
1 )  Montrons que g k (2 ; GE) .—  > k ( 2 ;  G) , + 0 ) , uniformément sur
tout com pact de C . D 'après (6. 10),

k (2 ; G  =  exp ( K (2)c/A ),0

où
k - 1

—K ( A )  = arG :(x , x ; ,ik)dx+E A k+P - ' ( G rP ,:) (x , x ; 2 k )d x .
P=1

( Q  signifie (G e )k).

D'après Fredholm,

FG :(x , x ; = D G :( x ,  x ; A")/D(2" ; G ) .

O r, compte tenu du corollaire du lemme 6 .2 , il est clair que

D(2k; CE') - - ->D(A k ; G k ); D G :(x , x ; R k ) - - ->DGk(x, x;2")

uniformément sur S2 X  K , K  étan t un  co m p act (arb itra ire ) d e  C 1
.

Ceci entraîne encore que

GW G: (x , x ; iik )= Q 6 1 (x , z )D G :(z , x ; 2 k )d z  converge vers (GPDGk )

( x ,  x ; 2") dans le même sense.

Ceci remarqué, soit R  un nombre tel que, sur le cercle  AI =R ,
il n 'existe aucun zéro de D(2* ; G " ) .  Dans ce cercle nous excluons
les zéros de D (2"; G*) par de petits disques {si } .  A lors 1/D(Ak;
converge uniformément dans le cercle exclué les disques {o}. C e c i
entraîne que  K ( A ) K '(2 )  dans le  m êm e dom aine . O r, dans la
définition

g ) ( 2 ; Ge) = exp ( 0 K ( z ) d z )
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l'intégration est prise sur n 'im porte quel chem in. N ous fixons un
chemin de la manière suivante : D'abord prenons un point fixé zo sur
le  cerc le  Al1  = R .  Pour aller de l'origine à un  po in t du  cerc le , on
prend d 'abord  le segm ent Ozo*) ,  et pu is le  chem in  sur le  cerc le .
Ceci entraîne que

g5(2; GE) - -* g k ( 2 ;  G)

un iform ém ent sur le  cercle Al1  — R . C eci entraîne que Wk (2; GE )
converge uniformément dans I 2j < R .  Comme R  est arb itraire, on
voit que cette convergence a lieu sur tout compact K  de Ci.

2 )  Montrons que

- 1  (7.4)E — < + 0 0 , pour > i i / n i .
:7=1 I Ai I a

T elle  estim atio n  a  é té  m o n trée  d an s la  p ro p o sitio n  3. 2 sous la
forme plus faible. Montrons-le donc en bref. Compte tenu de (4. 5)
et d 'après le raisonnem ent fait dans le lem m e 4. 1, o n  v o it q u e , s
étant rée l positif,

1 r Gt; G'') — 2 1J r , _  (

1_  , 0 s TG(2)(12 Res
2)s

r  G  
G O ]

où G' = ( — G). Ensuite le même raisonnement que dans la proposi-
tion 3. 1 montre que les valeurs propres de  G "= (— G ) ' est précisé-
ment ( _ 2 ) s  y  c o m p r is  le u r s  d e g ré s . D 'a u tr e  p a r t , d 'ap rè s  la
proposition 5. 1, p o ur s> / 2 m ,  G s' (x , y )  e s t u n  n o yau  d u  typ e
d'Hilbert-Schmidt, donc on a d'après Schur,

- 1(7. 5)I  G;(x , y ) I
 2d x d y < + 00, p o u r  s>n /2 h t

On a donc

*) On peut supposer le segment Ozo n'a pas de points communs avec les disques
tail .
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1 (7.6) <  oc)
A»

(k =  [n l nt] + 1 ).
.i=i1 k

Par ailleurs, compte tenu de 0 ) = ,i 1er- E'ti, il existe un M , tel que

-  1(7. 7) E) < M ,  quel que soit E .
r4

3 )  D'après le lemme 4. 2,

D (2; Ge) —= ( 1  
250 )

Ceci entraîne que — D '(2; GE)/ D (2 ; (JE)= (E )
I .

2.;

Or, le premier membre est égal (d'après (7. 3)) -1-
b (,,E) 2P- 1 + •••,

b (pE ) - -  ( Q ) ( x , x ) d xa

D'où

(  
 1  

 y
-  1)( E)  (p  =  1 , 2,—).

On a donc, d'après (6. 4),

mE)ce) L'2gk (A  G E )= ex p (b i 21- -
2  

A
2  +•••+ 

k -

1e)ii. 

2k - 1 )D (2  ; GE)

=fi (1— )exp i + ( ) 2 +  + 
k ± 1

( 225,) ) k l .
2 r )A r  2 ArJ-1

Or, Ar ) —> A1 ( e - >  0 )  avec les multiplicités, et compte tenu de (7. 7),
le passage à  la limite donne (7. 3). c. q. f. d.

Résumons ce qu'on a obtenu. Remarquons d'abord qu'on a deux

expressions de ( — G)s :

1  
r  ( s )  0  

ts-letAclt, (6 .6 ),

( ;

) s =  9 /
( À / (  —2)s

(4  5 )

L'équivalence est immédiate compte tenu de (4 . 2 ). En effet
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1e ' A d t  —   1 ( 2 I — A ) -1 d 2 - 1e A t t s - Idt
F(s) 0 27ri r r  ( s )  0

1-2 n i  r A )-1(-- 2 ) - 6 1 2 '

En combinant (4 . 6 )  e t  (5 . 6 ),

(8 . 8) r,( 2 )  —  
G  _ 2 G 2

0
= et A p- k -

i= 0

— At)'] ( R e 2 ? 0 )

D'où, compte tenu de (7 . 1 )  e t  (7 . 3 ),

Proposition 7.2.

(7. 9) t r a c e (  ceA ço(t ; 2)dt)-- 
.7
 (   1  +   1   + • • • + 

2k-2
„  (R e )> 0 ) ,

-1 — A,

où ç9(t; 2)

où les valeurs propres A;  figurent autant de fois que leurs degrés.

8 .  Formule asymptotique des valeurs propres.

Regardons le premier membre de (7. 9) :

,,c ' elA ço(t; 2)dt - - oetA ço(t; 2)dt+V  eiA ça(t; 2)dt.

Considérons d'abord la dernière intégrale. Compte tenu de ça ( t ;  A),
elle s'écrit

k -2 ( k
etA (p(t; 2)dt= e 'A  e—  d

j t
t . .

.

D'où,
k-2

t r a c e (  e "  g t ; 2 ) d t ) N (x , x ; 2 )d x .  1 V , ( x ,x ) d x .
sa .7=0 j ! Sl

En effet, pour s > 0  arbitraire,

1  eu  t  cl t  (2 1 —  A ) - 'f (2 )d2 ,
2 n i r1

(  —2t) i

10 :1!
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où f (À ) r+feA tdt. Or, sur A E r ,  on a Re 2 < - 8 ,  et Re 2<— c121,

( c > 0 ) ,  d'où 1f 1<Const. 12 Is+ .1—' e- 1̀m . Ceci montre, compte tenu
du lemme 2. 3, que

t r a c e (  efAti - 1  d t )= 2 N i (x , x )d x

a le sense déterminé. Il en est de même de N (x , y ; A).
Considerons

cc
N (x ,  ,x •  2 )d x =trac e (  e iA e - A  ̀cit).

Remarquons le principe suivant: Soit 7'(A) = A T ( A ) A "  ( s ,  s t >
n /2 m ), désignons le noyau de T(A) par N (x , y ; A). Alors, si B(A)
est continuem ent différentiable dans l'espace (1,2 (D) ; 1, 2 (D)) , alors

le noyau N (x , y ; A ) e s t  continuem ent différentiable dans l'espace

e t d
e1

,1 'T (A ) a le noyau - j -- N (x , y ; A). Ceci se voit facile-

ment compte tenu du lemme 2. 3. Appliquons cette propriété

T (2 ) etA e-A `cit (R eA > 0), en prenant B (A )=A sT (A )A s'. Comme

on le voit facilement, B (2 ) est indéfiniment différentiable pour A>O,
et on a

-

( d

d

, )

B O ) C A ' (  t)keiA A
--

 cit.

D'autre part comme iletA  A  "11<Cs+s , ,  pour t> 1 ,  on a
I( 

 d  
 y

B (2)
c1,1

 

<C onst.  e _ 2 ,  pour 2—>+ C.°  (k =0 ,1 , 2, •••).

 

Donc on a confirmé que non seulement sup 1 N (x , y ;  2 ) 1 ,  mais
a

aussi toutes les dérivées sup 1(  
k 

N (x , y ; 2 )1  décroissent exponen-

tiellem ent vers 0  lorsque 2— ›+00.

Considérons ensuite

tra c e 6  etA ço(t; A )dt)= c p ( t ; G (t, x , x )dx0 0 a
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Montrons que cette fonction est continuem ent d ifférentiable  pour

2 > 0 , et

d y o ( t ; G (t, x ,x )d x ) —
 o   :A ço(t; G (t, x , x )clx .

0

En effet, compte tenu de a  p(t ; ,z) — (-0 { C A ' . 1, 
1

 °1 o n  aa2 5=0

1G (t,x , x )  ( t ; < C O n S t .  r( " 1 ”0 +( k  -1),

 

pour A borné et t E  [0, 1] . Remarquons que — (n/ In) (k -1 )> — 1 .

aAlors, comme la fonction G (t, x
'
 x ) - -  v ( t ;  A ) est majorée par va-a2

leurs absolues, pour A borné, par une fonction sommable (indépen-

dante de 2 )  dans (x , t)E.S2 x (0, 1), on voit que la différentiation

sous le signe de l'intégrale est légitime.

Résumons :

Lemme 8.1. L a c lif l'é ,ren tiation  (k -1 ) f o is  cles deux  m em bres
d e  (7  .9 ) donne

(8.1) 1

.1 =1 (À .7) k

1  c c
(k —1)! )01a

e- Àit0 - 1 G(t, x , x ) dtdx -I-0(c`A ), (A --> +

En décomposant,

(8.2)G ( t ,  x ,  y )  =G 0 (t, x—  y ;  y )  + Gi(t, x , y ) -1-G,(t, 27, Y ),

utilisons le lemme 5. 1. Go se défini par

(8. 3) Go(t, x — y ;  y )  (2 7 r) le 5
-- - - Y)  exp  {A o(x,

o ù  110(x , D )  est la  partie principale de l'opérateur A (x , D).
Supposons que les coefficients de Ao soient tous réels. Posons

(8.4) A o ( x ,  =  (  — (b= m /2).

On sait que a ( x ,Ç ) >0  pour tout * ( ) .  Définissons
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(8.5)( x ) — w ( .9 )  =  /27..V(x)dx.
.cx,o<1

On a alors

Lemme 8.2.

Gu(t, 0; x)= (27r) - "n/ na' (n/ m)ze,„(x)t - "/"'

Démonstration.

Go ( t , O; x )  = (27r) - " exp { a (x , e)t}  de.

Introduisons les coordonnées polaires :  p (co )= ra (x , co ) ' où r=  lei,
et co est la variable sur la sphère d'unité Comme x  est fixé en ce
moment, au lieu de a (x , co )  nous écrivons simplement a ( w ) .  Alors

dp=  a(co)'/ '" dr E K i dcoi

D'où

d p d co=  a ( co ) i i 'd r  d co  r= a (co ) - '1"'p .

(8. 6) S exp {— a(no)t}  r" - lc irdw =
a

a ( co ) - "/" do) exp( — p't)p" - 'dp
0

Or, exp( —ton't)p" - ldp= 1/ m t - "/"T(n/ m).
0

D'autre part, comme on le voit facilement, = —

1 
a (co ) - "/"' dco,

.co n
d'où ( 8 .6 )  est égal

t - """n/ m r (n/ m ) dC. c. q. f. d.
aw<1

Quant à  G „ on a

(8. 7) x , x )  d x < c o n s t .  t - ,/ , , ,+ 1 / , , ,
.

En effet, le premier membre se majore, compte tenu de (6 . 3 ) ,  par

-
const. exp —  c 1

'  ) q } t - '/'"c/L. .

En posant //t = rt, t" d u , ce nombre se majore par,
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-
const. t - "/" 1  exp( — cuq)du .

0

Calculons

I t k - n / m - l e- À clt
0

Ceci est égal à Â - k dt= 2" " — —n  + 0  ( e - "A) , (c'>0 ) .

Compte tenu des lemmes 8. 1, 8. 2, on a donc

Lemme 8.3.

-(8.8) E  1 — (27r) - " { (k  1)!}  - 1  r ( n +1) )w(s2) A k
J-1(2—  ,i i )k

+0 ( Alt/rn -k-1 /m ) ,  ( A ,  + 0 0 )

Nous allons en déduire la formule asymptotique des valeurs

propres A. Supposons que les A sont rangées de manière que les

parties réelles des A ;  forment une suite décroissante.

Posons

(8.9)— 2 ;  =  a ; .

Maintenant on impose aux 2;  la condition suivante :

Condition.

(8.10) L e s  2;  o n t c o m m e  u n e  se u le  d ire c tio n  asy m p to tiq u e
l'ax e  rée l n ég atif .
En d'autres termes, quel que soit e> 0 ,  on a

lm 2;  ‹e  I Re /1,1 , Pour j>N (e).

Posons

(8. 11)

et montrons

(8.12)

-  1  
f  GO = E (A -KTY

-  1  (1  +  o (1 ))f(2 ), pour 2—> + 00.
J=1 i l j ) k



S ur les propriétés asy m ptotiques des v aleurs propres 427

1 (A +c e i+ii9 j)k —( 2 + a j ) k 1 f ( 2 ) —  E  
( 2 - 2 5 )k i = i (A + ai + i  j )k (A-1- tei )k •

D'après (8.10), pour e>0 donné  à  l'avance, il ex iste  u n  N(e)
tel que I 0; 1< e a ;  pour j> N .

(AH- ee.i + i8i) k (À +  a i) k l< ( k )  <
I (2+ a i + i l e j ) kg = 1 1( 2 - k i t i + i i ) k l q=1

O r, s i l'on  p rend  A  assez grand, c'est-à-dire que pour 2>20, ce

nombre devient < 6  et cela a lieu pour tout j=  1, 2,• • -
Pour les termes tels que j > N ,  on a

 Ig< ± ( q 1 9 ; ( k yeg ( 1 ± e

V il 1 A+ a i l . - -  g=1\q) i a j l g .zz-1\q)

En résumé, pour 2>À0,

(

1 1  
(À+ cr,)k (À— 2i )k )1

( • • • — . . . )  < {(1 + e )* - 1}  E 1 
i=N+1 i = N + 1  GH—  t r i ) k

Ces deux inégalités impliquent (9.12). D'où

(8.13)  E 1  —(270 - . { ( k - 1 ) ! } -1 r ( - 7L + 1 )  r(k— --n—)w(s2),r1- k .
- 

i=1(2+cei) k

Appliquons le théorème taubérien d û  à  Hardy-Littlewood ( [5] ) :

rd M ( t )  A  
o ( t+ A )2)P —

M ( t ) — A r ( P )  
r ( d ) 1 ( p —  + Pour +  ,

où 0 < a < p ,  et M (t ) étant une fonction positive non-décroissante.

D'où

(8. 14) N ( t ) E  1— (2rc) - "w (D )t"/" , pour t-->+ oo  .
ce,< t

Posons t = a ;  dans cette formule, on a

j— (270 - "w ( Q )  c ef"in

A-->H- c o , entraîne que
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Compte tenu de ad( —,1 1) —1, on a

(8. 15) 21 —  (2 7 c)" 'z t)(2 ) - "'I T "  pour j - -

Résumons le résultat, qui a été montré par Carleman ( [4] ) et

Grding ( [6] ) et par plusieurs auteurs dans des cas particuliers :

Théorème D an s la co n d itio n  (8. 10) on  a

N ( t ) =  E  1— (270 - "zu(D )/"l', pour t— >+
t

21 — — (27r)'"w(D) - '" f il", pour l— >00

oh les v aleurs propres 71 ; sont rangées de .m aniére que

Re A > R e  22 > • • • >  Re 21 >• • • -->  C>0

et les 2 1 f ig u re n t au tan t d e  f o is  q u e  le u rs  d e g ré s  ( le  n o m b re  d e s
f onctions propres généralisées linéairem ent indépendantes).
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