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1. Introduction.
Considérons le probléme aux limites de la forme:
Az, Dyu(x) =f(x),
B;(x, D)u(x) =0, j=1, 2,---.b(=m/2),

ou f(x)eL*(2), 2 étant un ouvert borné dans R" dont la frontiére
est une hypersurface S assez réguliére, et A(x, D) étant un opérateur
elliptique d’ordre m. Dans cet article, les coefficients sont supposés
aussi assez réguliers. Supposons que le systéme {B;} est normal et
recouvre A (vior [2], 10]). Supposons maintenant que A soit in-
versible dans L?*(2). DPlus précisément, soit D(A) le domaine de
définition

D(A) = {ue&:(2): Bi(x.D)u(x) =02 S, j=1,2,b}

alors, notre hypothése dit que A est une application biunivoque de
D(A) sur L*(2).¥ Désignons par G=A" 1'opérateur de Green.
G est un opérateur complétement continu dans L*(2). Nous allons
considérer le cas ou A est un générateur infinitésimal d'un semi-
groupe analytique e'4. On peut supposer, sans diminuer la généralité,

a savoir, en considérant A—¢tI(t=>0) au lieu de A lui-méme, que

* Nous utiliserons quelques résultats dans [2], et [10]. Mais nous n’allons pas les
expliquer ici. Remarquons que l'espace &:2" (2) est déigné par H™(2) dans ces articles.
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ot X est le secteur défini sous la forme: |argd—n|<<ep,(<<n/2).

1

-2 A —
1-2) ¢ 2ni

Sr GI— ) Ndr, 10,

ou I est un chemin qu'on peut prendre le contour de J.

(1.3) G= —S:v"dl’.
Remarquons qu'en posant

(1. 4) (I—=2G) =T+ rs(2),

on a

(1.5) GI— A= —16(d).

Dans le cas ot (5 est hermitien, nous avons déji montré une
formule asymptotique des valeurs propres dans [8|. Notre principal
résultat est le théoréme de la section 8% Comme on verra, le travail
d’Arima ([3]) est un pilier de cet article. Je tiens & exprimer des
remerciements 4 mon collégue N. Shimakura, qui a bien voulu
discuter avec moi. Plusieurs points ont été éclarcis par sa collabora-

tion.

2. Problemes aux limites.

Considérons un domaine fini dans un espace R” dont la frontiére
est une hypersurface assez réguliére. Soit A(ax, D) un opérateur
différentiel elliptique d'ordre m(=2b), défini dans 2. On suppose
que les coefficients sont aussi assez réguliers. II s’agit du probléeme

aux limites de la forme suivante:
‘A(.I?,])) u(x) =f(x) dans 9.

2.1
iB,-(x, D)u(x) =0 sur.S (forntiére de ), j=1,2,--- b(=m/2).

) Le résultat a été énoncé dans la note [7]. Mais dans la démonstration du
théoréme 1, il y a un défaut sérieux. Nous ne savons pas que ce théoréme soit vrai
ou non.
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Ici {B;} est un systétme de b opérateurs différentiels définis sur S.

On suppose que {B;} est un systétme normal:

1) A tout point de la frontiére, S n’est pas caractéristique

pour Bj,

2) Soit m; lordre de B3;, on a m;<m—1, et de plus

M;FE Ny,

Naturellement on suppose que le systéme {B;} recouvre A. En
d’autres terms: Soit N, la normale intérieure a S au point x. Pour
tout x de S et pour tout »=0, vecteur parallele & 1’hyperplan
tangent au point x, les polynomes (en 2) {Bo(x,7+2N.)} 1000
(By; étant la partie principale de B;), sont linéairement indépendants
modulo Ao (z, 7+2N.) = (z—z(x: 1) (z—2(zx, ) - (—=z(x, ),
ol z; sont des racines ayant la partie imaginaire positive de I'équation
Ao(x, p+2N,) =0.

Nous dirons que deux systémes normaux {B;} et {Bj} sont
équivalents, si 1'espace des fonctions u(x) définies par Bu(x) =0
(j=1,2,--+b), et celui des fonctions u(x) définies par Bju(x)=0
(j=1,2,-,b) coincident. Comme on sait, on peut associer au sys-
tétme {A; B;} un autre systétme normal <{Bj};.1...5, appelé un
systéme adjoint au systéme {A: B;}. Ce systéme n’est pas déterminé
uniquement, mais deux systémes adjoints au méme systéme {A: B;}

sont équivalents I'un & lautre. Cela posé, on peut considérer le

probléme dual & (2.1):
A*(zx, D)v(x) =g(x)
\Bi(x, D)v(x)=0 sur S.

(2-3)

Nous allons considérer les problémes (2.1) et (2.3) dans
L*-cadre. Cela signifie que l'on prend les domaines de définition

comme suivant:
DA) = {wusfh(@): Bu=0, j=1,2,b}
DA®) ={uefi(@): Bu=0, j=1,2,---b}.
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Supposons maintenant pour simplifier notre situation que 'opérateur
A soit inversible. Alors on sait que A* est aussi inversible. Comme
G=A" est complétement continu, les valeurs propres {1;} de A
sont disctrets.

Enogons
Lemme 2.1. Soit G [lopérateur de Green de A. Alors G est
complétement continu dans L*(2). Alors, G* — Uopérateur conjugué
a G dans L*(2): (Gu,v)=(u, G*v), u,ve L*(2) — est précisement
Lopérateur de Green relatif au probléme (2-3).

Comme il est facile a vérifier, nous omettons la preuve, et
passons a
Lemme 2.2. Soit s un entier tel que s=n/2m, alors Uapplication
f(x) = (A=) () = (G*f) (x) est continue de L2(2) dans C°(R), oit ¢
est un nombre 0<<e<<l, convenablement choisi. 1l est de méme de
f(@)= (G (2).

Démonstration. On utilise le fait suivant:
Au=f, fe€..(2), ue D(A) entraine que u€E:(2).

Comme A est supposé inversible, alors l'application biunivoque
u—Au est continue de £77°(2)ND(A) sur £1.(2). Or, d’aprés un

théoréme de Banach, cette application est bicontinue, d’ot
2]l meZC.||Aue||,, pour toute u(x)€E7*(2) ND(A).

Ce qui entraine en particulier

A= 2| en<C:|lut]| > pour toute u(x)es L*(2).
Si 'on prend s>n/2m, alors d'aprés le lemme de Sobolev, I'applica-
tion u(x)e L} (@) — (A=) ()= C°(Q) est continue.
Lemme 2.3. Soit T un opérateur borné dans L*(2) défini sous
la forme

T=A"BA'=G'BG", oi
1) B est un opérateur borné dans L*(2),
2) s, s (entier)>=>n/2m,
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alors T admet la représentation
(TN @) =\, L D@y,

oiv L(x,y) est un noyau continu dans 2X 2.

De plus, s, s’ étant fixés, alors Uapplication de BE L(L*(2), L*(2))
dans L(x,y)EC(@X8Q) est continue:

(4-4) sup| L(z, y) |<C(s, s) Bl
Démonstration. D’abord on va montrer que
D GH@ =\ H nfGdy,

ol I/—}(x, y) est, x etant fixé, un élément de L*(R;) et on a
Slﬁ(x, ) |*dy<<C (indépendante de x).

De plus, si I'on pose (D,(x)=ggﬁ(;r, ) (y)dy, elle est une fonction
uniformément continue, lorsque f(x) parcourt un ensemble borné
dans L*(2). Plus précisément,

[0,(x) —0,(2) | <C| flluz] x— 2|
En effet, soit L.[f]=(G'f)(x), alors le lemme 2.2 montre que L.

est une forme linéaire continue dans L*(2), (x étant fixé¢). En

appliquant le théoréme de F. Riesz, on a le résultat plus haut.

A\
Malheureusement, on ne peut pas dire que le noyau H(x, y)
soit mesurable en deux variables x,y. On est donc ramené a con-

sidérer la forme linéaire

K.f(x, y)>= Zg‘v:(x) L.[wi(y)]dx,
ou f(x,y)=3vi(x)u:(y), vi(x)el* (), w(y)el*(2).

Evidemment telles fonctions f(x,y) forment un sous-espace dense
dans L*(2X9).

Maintenant |<{K, f>I£ISQL, [Zvi(x)w:(y)]dx]|, et
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| Lol 5o (] 1< 17 5 12y
d’ou
KLY 1=C mes(@)™ £, 9 lucun

Ceci montre que (K, f) est forme linéaire continue de L*(2X2)
définie sur un sous-espace dense dans L*(2X2). D’ot, d’aprés Riesz,
il existe une fonction K,(x, y) €L*(2X®2) telle que

(K> :ga K.(x, y)f(x, y)dxdy.
En posant f(x,y)=v(x)u(y), on a

L,[u]zgng(.L',y)u(y)dy, preseque partout dans £. Nous avons

donc démontré que:

2) 1l existe un noyau K, du type d’'Hilbert-Schmidt tel que
(Gf) (I)=SQKS(.1‘, v f(y)dy, presque partout dans £.
S | K, (x,y) *dady<<+oo.

Ceci préparé, on va montrer le lemme. Considérons
(BGHY*=(G")*B*=(G*)"B* (d'aprés le lemme 2.1).

On peut appliquer & l'opérateur (G*)*B* le résultat plus haut,
on a donc

1) 1 existe un noyau K(az,y) tel que
(G B @ =\ Ko nrGdy,
VIR pay<c.
2) 1l existe un autre noyau du type d’Hillbert-Schmidt tel que

((G*)"B*f)(x)=ggK(.r, ¥)f(y)dy, presque partout dans £.
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(BG™f) (x)=§gk67£)f(y)dy presque partout dans £.
On utilise pour G* le résultat 1). On a donc
(T (x) =Sgﬁ(,r,y) (lySQT((z, y)f(z)dz, par Fubini,

(oo sdz ob 0(r0) = HiteKGIy.

Considérons 0°(x, 2) =§Qﬁ(x.y)1/\>(z.y)dy. On voit que, x étant

fixé, 0°(x, 2) =0(x, 2) presque partout (en z€2), d'ol

(1) (@) = 0°Ce 2) f2) e

N\ N\
D'aprés ce qui a été remarqué pour les noyaux H et K, il est

facile de voir que 0°(x, z) est continue en (x,z) dans 2X.
Enfin, l'inégalité (4.4) est évidente d’aprés ce qui précéde.
c.q.f.d.

3. Fonctions principales.

Soit A T'opérateur défini par (2.1). Soit G l'opérateur de Green
défini dans la section 2. On dit quune fonction w(x) est une
fonction propre de A, si w(x)eD(A), o(x)=x0 et

(cI—A)o(x)=0.
La valeur ¢ est dite valeur propre de A. Cette condition équivaut a

(I—-cG)o(x) =0, o(x)e L(Q).

Dans le cas ou G n’est pas hermitien, on étend la notion des
fonctions propres de la maniére suivante: On dit que la fonction
u(x) est une fonction principale de G ou bien une fonction propre
généralisée de A relative a la valeur propre ¢, s'il existe un entier %

tel que
U—=cG)u(x)=0, wlx)el*(Q),

ou ce qui revient au méme
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(cI-A)'u(x)=0, ulx)eD(A".

On sait que 'espace des fonctions principales forme un espace de
dimension fini. La dimension m de cet espace est dite /¢ degré de
la valeur propre c. Dans le cas ot G est hermitien, le degré n’est
autre que la multiplicité de la valeur propre. Comme G est com-

plétement continu, si 'on écrit

(3.1) (I —=2G)'=1+rs(2),
r'¢(2) est une fonction méromorphe et ces podles sont précisément
les valeurs propres de G. Soit

Fo(2) :é %%%)Jrz{u)

le développement autour du péle ¢, ot H(A) est holomorphe au

voisinage de c.
On a
Bi(z, y) = 2o (0¥ (),

ou {p:(x)} (:=1,2,-+,m) est un systétme de fonctions principales
linéairement indépendantes, et engendre l'espace des fonctions prin-
cipales. Autrement dit, le nombre m est égal au degré du pole c.

De plus, on a

lo.ovi@rde= a1

Remarquons le fait suivant, qui est valable pour tous les
opérateurs complétement continus dans L*(2).
Proposition 3.1. Soient {4} les wvaleurs propres de lopérateur
G. Les valeurs propres de G* sont données par {Ai} et les fonctions

principales de G* relatives au pole X coincident avec celles de G

relatives & ;. Si éventuellement, 2y, =2,=--=,(=c*), alors lespace
des fonctions principales de G* relatif au pole ¢* est engendré par
ceux des fonctions principales relatifs & 25, (i=1,2, $), et sa

dimension est mjy+mu+-m;,  (ng:degré de ;).
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Remarque. Les fonctions principales de G relatives aux poles
différents sont linéairement indépendantes.

Démonstration. Partons de la formule
(I—puGH) ' —I=pul'(u; G")————S {1/(1——%—)—1}1}(1)61&
27t Jin=¢ A

qui est valable pour x dans un petit voisinage de lorigine, ol e

k
est choisi petit. En effet, I'on a u(—i—) <a<C1, on a le développe-

Ak
le cercle |A|=¢. D’autre part, comme e est petit, on peut supposer
que, pour |d|<le, I'c(R) =G+I1G+ -+ 21™'G"+++ Dol

ment: 1/(1— “ )— 1= ﬂ"—ilj—k, qui converge uniformément sur
iz

1
2m1

Do, le second membre de la formule précedente est égal a

Z‘u’G”‘ al (p; GY.

J(ik
SI/;\‘I -e M* i Le(Ddi=n'G".

Remarquons que la formule prédédente s’écrit
q

1
(erz)gm e pu— /I”

r(g; G=— re(Dda.

Cette formule s’écrit encore

(3.2) r(ﬂ;G~)=—2imgm Rﬂlﬂr‘c(x)a’x+2 Resl: 1xkrc(x)].

Ici le cercle |A] =R n’a pas de point commun avec {1}, et les {i;}
qui figurent dans le second membre de (3.2) sont les points tels que
|2:]<<R. Cette formule montre le prolongement analytique de
r'(u; G*), défini d’abord seulement au voisinage de x=0.

Envisageons le résidu au point 1=4; dans (3.2). Pour abréger,
nous écrivons ¢ au lieu de 4;. En posant

B;(x, v)

rs()= 2‘.(/1 51

+H(),

on a
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kel s 0 | ERe g o < Rel s HO)

Supposons toujours u3xc*, alors le dernier terme est 0. Considérons

donc

(w )—=Reg| - L 1 9.
@i(p: ©) I}SSI:(I‘—C)I(/J_”)} (] L2 ’P>
D’abord on a

1
(3.3) oy ) =-———.

n—c

En général, on a  ¢;(p: (r):-l—<i)j—lqo1(/x' c) .
’ INE G-I\ ac ’

On peut donc calculer tous les termes explicitement. Par exemple,

7, k=1
ACE C) =(/f+c,,)z‘ .

Ceci montre que ¢;(u; ¢), ¢s(p; ¢),++ ont leurs poéles uniquement
A ¢*, et leurs ordres sont toujours >>2 (en d’autres termes, le
terme d’ordre 1 manque). D’aprés ce qui a été expliqué plus haut,
et compte tenu de (3.3), la démonstration est compléte. c.q.f.d.
Proposition 3.2, Soit G lopérateur de Green défini dans la
section 2. Soient {A;} ses valewrs propres, ou A; figure autant de

Jois que son degré. Alors, pour tout s entier tel que s=>n/2m,

1
<<
7|4
Démonstration. On s'appuie sur le lemme de Schur. Ce lemme

est le suivant: Soit K(a,y) un noyau d'Hilbert-Schmidt. Soient

{a;} les valuers propres de K comptées autant de fois que leurs

degrés. On a

; SSS | K (x, y) |*dxdy.

1
L 2;1?

Or, nous avons montré (lemme 2.2) que (*==K est, pour s=>nu/2m, un
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noyau de tel type. Alors la proposition précédente montre que les
valeurs propres de A sont précisément {ij}. Ce qui montre notre
poposition. c.q.f.d.
4. Opérateur G..

Nous imposons & l'opérateur A la condition suivante, qui est
une limitation essentielle dans cet article:

v

-1 C
@D G D g

pour A &(C'—3,

ou X est le secteur défini sous la forme: |argd—r=|<<e,(<<wn/2).
On sait alors que l'opérateur A est un générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique, et ¢'4(¢2>>0) est défini par

(4.2) er= b\ -,
we JIr

<

ol le chemin I' est, par exemple, le contour de 3. Comme le
spectre de A est dans le demi-plan, on peut supposer que I' est
situé dans le demi-plan Re 2<C0, plus précisément, Re A=<<—4 (6>>0)
convenablment choisi.

Les formules suivantes sont vérifiées facilement.

, a1 adid
(4.3) G=a=L Sr(u a4
(4. 4) G= ——Swe"dt
0
(4.5) (_G)‘=2—1,,;Sp(“‘ A fﬁ) s étant réel positif.
(4.6) S”e'“’e"dtZ(,uI—A)“, Reu=>0.

On définit 'opérateur Gg, qui est une bonne approximation de

de G, de la maniére suivante:
(4.7) Ge=—\_ et >0).

Compte tenu de (4.4), on voit que, ||Ge—GJ| — 0, lorsque ¢e—+0.
Cherchons les propriétés de Ge.
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Lemme 4.1. Soient {A;} jo1.s,.. les valeurs propres de G (=celles
de A), les valeures propres de Ge sont précisément {le ) et les
Sonctions principales de Ge relatives a ;e € coincident avec celles

de G relatives a 2;.

Démonstration.

I Ge=—{"emar=— L\ ar-a-a] e a
(48) & Zmtr JI &

l e Sr (I~ A) e (D) dA.
o ee(d) =i

Do, comme la section précédente, pour u assez petit

o1 1 e
(4.9) (=uGori-1=510 L 1} ar-ay7az.

En effet, (Ge)* est donnné par

(4-10) (Ge)"=—1.—g (A= A)~'pe(A)*dA.
27t Jr
Remarquons
(4.11) (A= A) "= —T'e(d).
D’ou
(4.12) I Ge)=—t S L roda
’ ’ 2mi )r p—2e " ° )

Ce qui peut s’écrire encore

(4.13) 1(p;Ge) =—2—}TTSP—N_—2¢E—AI"G(1)CIA+‘Z‘,IAQS§[;—_—1}?& rc(x)} .

Le passage de (4.12) a (4.13) se justifie de la méme maniére qu’on
a fait dans la démonstration de la proposition 3.1. Expliquons-le en
bref. On déplace le chemin I' 4 un autre chemin I & gauche et
ajoute les résidus correspondant aux valeurs A; compris entre
I et I'. Evidemment on peut supposer que tels 4 sont & un

nombre fini. (4.13) montre le prolongement analytique de (4.12),
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défini au voisinage de x#=0. En effet, comme I" peut étre déplacé
arbitrairement & gauche, le premier terme du second membre de
(4.13) est holomorphe (en x) dans un cercle dont le rayon peut
étre choisi aussi grand qu’on le veut. Or, les résidus du second
membre se calculent de la méme maniére que dans la section
précédente, et on voit immédiatement que le lemme est démontré,
c.q.f.d.
Maintenant, nous allons montrer une autre propriété de Ge(x, y).
Comme G¢ a le noyau continu Ge(x, y), d’aprés Fredholm, r(a;
Ge) s’exprime sous la forme bien connue:

(4.14) ro Ge)z%‘_), (z, y)E2X8.

Nous allons montrer d’abord

Lemme 4.2.

@15) D =T (1=, o B0 =re .
js1 ¢

Ici 2P se figure autant de fois que son degré (=degré de ;).
Par conséquent, compte tenu de la proposition 3.2, De(2) est une
Sonction entiere d’order 0.

Démonstration. Il suffit de montrer que D:(1) est d’ordre O.

Pour cela, on décompose
Ge=G"A"Ge..

Montrons que A‘Ge a le noyau continu quel que soit s. Comme A° et
Ge est permutable, compte tenu du lemme 2.3, il suffit de montrer
que A°Ge est un opérateur continu quel que soit s. Or, compte
tenu de (4.8),
A’Ge=—-—1 - S I—A)Xpe(2)dA.
2nt Jr

Maintenant, il est clair que cet opérateur est borné.

Ensuite, compte tenu du lemme 2.3, on prend k=2([n/2m]

+1). Alors G* a le noyau continu. Ceci montre que G° s'exprime
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comme le produit de (m+1) noyaux continus, ou plus précisé-
ment, comme le produit de (m+1) opérateurs bornés, chacun
d’eux ayant noyau continu. Or, il est connu que le déterminant
de Fredholm .relatif & tel noyau est d’ordre au plus 2/(m+1)
(voir T. Carleman, Math. Zeit. (1921), p.213). Comme m est
arbitraire, D(4: Gg) =De(2) est donc d’ordre 0. c.q.f.d.

5. Propriétés fines des noyaux G.(x,y) et G:(x,y).

Dans cette section, nous allons toujours garder les hypothéses

des sections 2 et 4. Soit

(5.1 =Gt 2, y)
le noyau de Green. Ce noyau a été étudié par M'* Arima dans
[3] (voir aussi [8]). Enoncons un résultat dans [3] comme le

Lemme 5.1. Soit

(5.2) =G, x,y)=G6G(t, z—y; y) +Gi(¢, x, y) + G.(t,x, y)
(Go+Gy) étant le noyau fondamental (construit par Eidelman)
correspondant au probleme de Cauchy et G. étant le noyau de
compensateur. On a alors

-y
fa

. c<£’—)q> (c=>0),

tll

(5-3) |Gt 2 y) | <const. t"”"‘exp( —c

oit I,=dis(y,S), a=1/m, g=m/(m—1).

Remarque. Le noyau (Go+G;) a été étudié par Eidelman. 1l

avait obtenu l’estimation

“’;y—r) (e>0).

(5.4) | (G+G)(t, x,y)|<Lconst, t™" exp(— ¢

Par conséquent, compte tenu de (5.3), on a

)

s . ( __ s — 1 “ s=1,tA — (Y :
(5.6) G'=(-G) F(S)Sot erdr=Gl(x, v), (s=>0).

(5.5) |G, x, y) [<const. t'"/"'exf’(— Cl i

Considérons d’abord
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1l faut remarquer que G.(x,y) est défini pour tout s réel positif.

Proposition 5.1. Gi(x,y) a la propriété suivante:
1) pour x=y, il est continu,
2) si s>nf/m, Gi(x,y) est continu,
st s=n/m, |Gi(x, y) | <G+ logla—y| ™.
st s<<n/m,
(5.7) [Gix, v) | <Cla—y|™™.

Démonstration.

s(x, y)=

S et dl +——~ S t et

re) rs)
=GO(ax, v) +GP(a, v).

Considérons d’abord

1 ¢ o
- SP(AI—A) (D)

GO (2, y) =

ou fD) = tleMdt .

rs )S

Un calcul simple montre que, quel que soit entier positif %, on a
sur A€T’,

21D <KC(E, 5).

Ceci montre que, quel que soient / et /', A'GP A" est un opérateur
borné dans L*(2). Alors, d’aprés le lemme 2.3, G (x,y) est un
noyau continu.

Considérons donc G®. Ici on utilise (5.5). Alors on aura

)dl‘

Dans le cas ot s=>n/m, la proposition est évidente, car l'intégrale

r—y
ta

1
IG‘gO)(J,.‘ y) I<CIS ts—l-—n/m exp(_(‘
0

est sommable méme quand xr=y. Dans le cas ou s<<n/m, on f{ait
le changement de variables: r=|x—y|"t'. Alors lintégrale ci-

dessus se majore par

|x=yl™m
C'lx—y| """’S £ exp(—ct®)dt.
0
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Remarquons que cette intégrale est toujours sommable au voi-
sinage de t=0. Dans le cas ou s>n/m, on peut remplacer
I'intégrale (0, |x—y|™) par (0,o0). Dans le cas ou s=n/m, elle
se majore par

lr=y|™m
S:""” +S 1 'dt < Cy+ Cllog| 2 —y| . c.q.f.d.

1

Maintenant on va envisager 'allure de Ge(x,y) (=Ge) lorsque

¢ tend vers O.
€ &
(5.8) Ge—G= Soe“dtz Su G(¢, x, y)dt.

Lemme 5.2.

D Si n/m<<1,Ge(x.y) tend uniformément vers G(x, y) sur 2XQ,
lorsque e— +0.

2) Si a/m<1, quel que soit §>0,

lz—y|" """ Ge(x, y) —G(x, y) | = 0, uniformément dans 2X2,

lorsque ¢ — +0.

Démonstration. 1) est évident compte tenu de (5.8) et la pro-
position 5.1. Montrons 2). Le changement de variables: t=|x—
y|™ ¢’ montre que

Elx—y|-"

|Gele, )~ G, DI Cla=y |+ | o mexp(— eyt

Il suffit donc de montrer que
Elx—y|-"

lz—y]| ”S t"exp(—ct*)dt

0
tend uniformément vers 0 lorsque e—>+0. Posons elx—y|"=¢
Alors en posant |xz—y|?=e¥"(eV"|x—y|)3=e¥" £ cette intégrale
se majore par
e sup {&%" Sjt‘"/"' exp(—ct*)dt} =Constant. ",

0<E<+o0

c.q.f.d.

Comme une conséquence immédiate des propositions 5.1 et le
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lemme 5.2, par un calcul habituel dans la théorie du potentiel, on a
Corollaire. Soit k= [n/m] +1. Soient G'=G.(x,y), et (Ge)’'=
GOz, y) (s=1,2,+),

1) pour s>k, GO (x, y) = G.(x,y) uniformément sur 2x 8, lorsque

e —> +0,

2) pour s<k,

|x—y|" "GP (x, y) —G.(x, y)|—0, uniformément dans 2%,
lorsque e—>+0, ol & est un nombre positif fixé, et d’ailleurs qu’'on

peut prendre aussi petit qu'on le veut.

6. La formule de trace due a Poincaré.

Dans la section précédente, nous avons montré des propritétés
des noyaux G,(x,y). Le noyau de Green G(x,y) n'est pas
nécessairement continu, mais ses itérés G* (A>>n/m) sont représentés
par des noyaux continus. Dans cette situation, on peut appliquer
la méthode de Poincaré ([9]). Nous allons expliquer une partie
de ses résultats dans cette section.

Soit £ un domaine borné dont la frontiére est une hypersuface
réguliere. Soit G(z,y) un noyau continu: G(zxy) €C'(2x82). On

sait que la formule de trace due a Fredholm
(6.1) — DL/ De (D) =Sgr(x, z: 2|G)dx.
En posant

(6.2) b,,=SgG,,(x, Ddx  (1=1,2.+),

le développement de (6.1), autour de 1=0, donne
(6.3) —Dec(D)/Ds(X) =br+bsd~++ +b,3" "+ byyrd" 4+~

Compte tenu de Ds(0)=1, on a, au voisinage de 1=0,

Ds(2) =exp (—blx——]’;— LB —%g"_... ).

Poincaré a désigné
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(6.4 D.(1:G) =exp (bt o+ L) Do)

b bu+1 n41
= — = R — )
exp( n n-1 )

Compte tenu de (6.2) et (6.3), on a

Sg(rc(z) GG — e — G (D dx

Maintenant nous supprimons ['hypothése que G(a,y) est continu,

et imposons les conditons suivantes:

(6.6) 1) G(r,y) définit une application continue dans
C°(2) et en méme temps une application complétement

continue dans L2(2).

2) G'=Gi(r,y) sont des noyaux continus pour k=
non+1, n+1,n-+2,-+ (ici n n'a aucune relation avec

Ja dimension de ['espace).
Soit

SO TR S
6.7) K@ . 2 . 2 .

Nous allons montrer que ¢*®, définie seulement au voisinage de
2=0, admet le prolongement analytique 9.(4: G) et elle est une
fonction entiére, et (6.5) est vraie dans tout le plan de 2. Comme
on verra, ce qui est avantageux d’utiliser la fonction 9,(1; G) est
que 9,(a: G) a pour zéros justement les valeurs propres ¢; de G,
et l'ordre m; du zéro est égal au degré de la valeur propre c..

Le prolongement analytique se fait & 'aide du second membre
de (6.5). Dans ce but, considérons le développement de (6.5)

autour de 1=0.

- K’ (A) = ])"l”nl - bn p]/{" -+ ,7,,+21”+] e
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=1 Z bupind™ + 2" 2 Dunnial" =+

h=0

+ x”—k -1 2 bnh+nq klﬁh + + A2”_2 2 bnh+"n ]Z"’I~

h=0

Done, (6.5) peut s'écrire

n-1

6.8) —K'(D)= AMSQI“G'- (x,x: ") dx+ kf‘_, AT
=1

SQ (G*re) (o, x; A)dx.

Cette relation donne le prolongement analytique de —K'(1). En
effet, on sait, d’aprés Fredholm, que le second membre est une
fonction méromorphe dans tout le plan. Envisageons les poles du
second membre. Soient {c;} les valeurs propres de G. D’aprés ce
qui a été expliqué dans la proposition 3.1,

re(p)~—3 Res[ ! T'c(/l)}

i A=<

En utilisant I'expression de I'¢(1) au voisinage de A=c; :

re(a)= Z]( ) + H(2),

et compte tenu de

1) trace (B{?)=0, (22),
2) trace (B?)=—m; (m;= le degré de la valeur propre ¢;), on a

i A=c;

S Fe(x, x5 p)dx~3] Res[ (l"—/z"§(1~€;)],)1i

M
” C
i —C;

D’autre part, en partant de la relation, (voir (3.2)),

(GTe) () = = B Res| s ol |+ 50 | s (D A,

i A=c

on -a
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k n _ 1
trace |:G Te(p )] Z E\{ﬁ‘s[ P — ) O—c)

_ m;
(e —ch)

Alors, (6.8) devient

]trace (B

n-1
—K' (@) ~— @S 5 it E——k( i
i k=1 i C;

u = w—ch)’
D’ot,

6.9 K~S-2 i

'un_C:f ci
2 n-1 n—1

+<J‘_> _|_...+<_£‘_> }:2 m; <_,u_)
C; C; i MU—C; C; .

Cela signifie que K'(x) a les poles simples pour p=cy,cs,00,ci000 et

le résidu au point ¢; est égal & m;. Cela implique que
A

6100 9.0 ) =exp(| K (Daz)=ern
0

est une fonction entiére et a pour zéros c¢;, et dont les ordres sont
précisément ;. Evidemment (6.5) est valable pour tout 1 d'apres

la définition de 9.(2; G).
7. Expression de —9.(1; G)/Di(4: G).
Dans (6.5) changeons n en k:
(7.1) —Di(2: GY/ D(1; G) ‘
=\, re=G=1G— -~ (2 s Dt

Nous allons appliquer cette formule au noyau de Green G(z,y),

étudié dans la section 5. On prend
(7.2) k=[n/m]+1.

Proposition 7.1. Soit G (x,v) le noyau de Green envisagé dans

la section 5, on a
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, @ =1 (1= Dexpf A s gy LAV
(7.3) Du(2; G) ]131(1 X})exp{lj+2ﬁ+ -ilg)

oit les valeurs propres ; de G se figurent autant de fois que leurs

degrés.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux parties.
1) Montrons que 9.(1; Go)—=9D.(1; G), (e—>+0), uniformément sur
tout compact de C'. D’aprés (6. 10),

Dy(4:Ge) = exp(S;\Ké(x)d/l),

—Ke() = /IHSQ re(x, x; Adx+ gzw-lgg (G're) (x, x; d.

(Gt signifie (Ge)*).
D’aprés Fredholm,

rei(x, x: ) =Det(x, x5 &)/ D5 Ge).

Or, compte tenu du corollaire du lemme 6.2, il est clair que

D@#; Go)—>D; G5 Det(x, x; )= Do (x, x;2)
uniformément sur XK, K étant un compact (arbitraire) de Cu.
Ceci entraine encore que
GiDe (x, x; lk):SQ Gi(zx, 2) D¢ (2, x; #)dz converge vers (G*Dg")
(x, x; ) dans le méme sense.

Ceci remarqué, soit R un nombre tel que, sur le cercle |1] =R,
il n’existe aucun zéro de D(A*; G*). Dans ce cercle nous excluons
les zéros de D(A*; G*) par de petits disques {8;}. Alors 1/D(1; G
converge uniformément dans le cercle exclué les disques {8;}. Ceci
entraine que Kg(1) — K'(2) dans le méme domaine. Or, dans la

définition

Du(; Go) = exp(S:Kg(z)dz)



420 Sigeru Mizohata

I'intégration est prise sur n'importe quel chemin. Nous fixons un
chemin de la maniére suivante: D’abord prenons un point fixé 2, sur
le cercle |2] =R. Pour aller de l'origine 4 un point du cercle, on
prend d’abord le segment Ogz,*, et puis le chemin sur le cercle.

Ceci entraine que
D(2: Ge)—De(4; &)

uniformément sur le cercle |i]=R. Ceci entraine que 9D, (1; Gg)
converge uniformément dans |[1]<CR. Comme R est arbitraire, on

voit que cette convergence a lieu sur tout compact K de C.
2) Montrons que

1

Tae —— < +oo, pour a>>n/m.
j

(7.4 =T
Telle estimation a ét¢é montrée dans la proposition 3.2 sous la
forme plus faible. Montrons-le donc en bref. Compte tenu de (4.5)
et d'aprés le raisonnement fait dans le lemme 4.1, on voit que, s
étant re¢el positif,

Fa G = Te(Rda i—Z‘,Res\: e rc(a)]

77'?181"/1 (= T A=Ai

ot G'=(—G). Ensuite le méme raisonnement que dans la proposi-
tion 3.1 montre que les valeurs propres de G =(—G)* est précisé-
ment (—2;)° y compris leurs degrés. D’autre part, daprés la
proposition 5.1, pour s>n/2m, G.(x,y) est un noyau du type
d’Hilbert-Schmidt, donc on a d’aprés Schur,

o 1

(7.5) Z g _SSIG'(J ) *dxdy<<+oo, pour s>n/2m .

On a donc

* On peut supposer le segment Ozo n’a pas de points communs avec les disques

{8} .
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/11]”_<+°° (k= [n/m] +1).

Par ailleurs, compte tenu de 2= 2,7, il existe un M, tel que

(7.6) il

oo

7.7 E i é)lk<1\1 quel que soit e.
3) D’aprés le lemme 4.2

D@G:Ge) = g(l—x—@,—) .

Ceci entraine que —1'(x: Ge)/D@Q: Ge) = 27—1
i=1 Aj

Or, le premier membre est égal (d'aprés (7.3)) a b® +bEr+---+
bEI T+ ou

b = SQ(Gé) (x, x)dx .
D'ou
S Ly ©) 9
Blp) = @orze,
On a donc, d'aprés (6. 4),
D,(2; (Je)—exp(b@’wbz B4 AL b /z"-‘)l)(/z; Ge)

k—
5 A A 12y L (2
= (1= o)l o () + i) )

j=1
Or, ¥ — 1; (e—>+0) avec les multiplicités, et compte tenu de (7.7),
le passage a la limite donne (7.3). c.q.f.d.
Résumons ce qu'on a obtenu. Remarquons d'abord qu'on a deux

expressions de (—G)*:

= =G )S et dr,  (6.6),
(—Gy=ytf ar- B @),

L’équivalence est immédiate compte tenu de (4.2). En effet



422 Sigeru Mizohata

I,(S)S:t"l fA(lt~2—.gr(/II—A) ‘d/z_(_)S iy

— —Z}r—lgr (I—A) (= 2)"da.

En combinant (4.6) et (5.6),

(8.8) Fo(d) = G AG — wov — =2 GH1
:_S:gm[e-m S ]”) :|dt, (Rex>0).

D’oti, compte tenu de (7.1) et (7.3),

Proposition 7.2.

oo o k=2
(7.9 trace(&o eo(t; /l)dt> = ,E=1 </1—1/I,~+% +eee j,, 1>, (Rei>0),
k-2 ;
ol o(t: D=cM— ( ft) ,
im0 !

ou les valeurs propres A; figurent autant de fois que leurs degrés.

8. Formule asymptotique des valeurs propres.

Regardons le premier membre de (7.9):
o 1 oo

S eo(t; x)dt=80e“<p(t; /1)a?t+g1 eo(t; A)dt.
. v

Considérons d’abord la derniére intégrale. Compte tenu de ¢ (z; 2),

elle s’écrit
k-2 (—l k (Poo .
S ot /I)dt—g e Mt — ——.‘—S e de .
. ,

Do,

o k=2
trace(& et o(t; /l)dt> S N(x, x; Ddx— ( /I) S N;(x, x)dx.
1
En effet, pour s=0 arbitraire,

Asgl szdz_—g I — A (D da,
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ou f(/l)=Sl tHeMdt. Or, sur A€, on a Re 1< —4, et Re 2<l—c|2],

(c>0), dou |f(2)|<Const. ||+ te™  Ceci montre, compte tenu

du lemme 2.3, que
trace (Sje"‘t” -1 dt) = SQ Ni(x, x)dx

a le sense déterminé. Il en est de méme de N(x,y; ).

Considerons
S N(x, x; Ddx= t1ace<S e“e""dt).

Remarquons le principe suivant: Soit T(A)=A"BQ)A™ (s,s>
n/2m), désignons le noyau de 71(1) par N(x,y; 2). Alors, si B(1)
est continuement différentiable dans I'espace L (L*(2); L*(R)), alors
le noyau N(zx,y; i) est continuement différentiable dans 1'espace

(;[ T() ale noyau—— N(z,y; 2). Ceci se voit facile-

ment compte tenu du lemme 2.3. Appliquons cette propriété a

C'(@xQ), et

T(Z)=S:oe"e‘“dt (Rexa>0), en prenant B(1)=A"T(1)A”. Comme

on le voit facilement, B(1) est indéfiniment différentiable pour 1>>0,

et on a

< a‘é)B(x) S eN(— )AL,

D’autre part, comme [e*A**'||<<Ciss, pour t>>1, on a

l d\ -2

| 71 B(2)|<Const. e pour i—>+oo (k=0,1,2, ).

Donc on a confirmé que non seulement sup |N(x,y; 1)|, mais

(2) N y: 0

tiellement vers 0 lorsque A—+ oo,

décroissent exponen-

aussi toutes les dérivées sup

Considérons ensuite

trace(S:e“qa(t; A)dt) = S:qa(t; A)dthG(t, x,x)dzx.
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Montrons que cette fonction est continuement différentiable pour
Ai>0, et

d (" . r oo (0
m—(gotp(l. /l)dtgg(x(l, .t,x)d.L)— Su—a—l—qo(L. /I)cltsg(;(t, x, 2)dx.

) . 0 . — 2 —At k—a(_lt)j
En effet, compte tenu de gl—rp(t,/l)—(—t) N =2 , on a
i !

IG(t,x, x)%(o(t; x)‘gconst. g /mE =D

pour A borné et t& [0,1]. Remarquons que — (n/m)+ (k—1)>—1.
Alors, comme la fonction G(¢, x, x)% o(t; 2) est majorée par va-

leurs absolues, pour 2 borné, par une fonction sommable (indépen-
dante de 1) dans (x,t)e2x(0,1), on voit que la différentiation

sous le signe de l'intégrale est légitime.

Résumons:

Lemme 8.1. La différentiation (k—1) fois des deux membres
de (7.9) donne

oo

B.D By “k

e 11)1818 MG 2, 1) didz+O(e?), (1= +e0).

En décomposant,
(8.2) GG x.y)=G(, x—y: y)+Gi(t, 2, y) +G.(L, x, y),

utilisons le lemme 5. 1. G, se défini par
(8.3) Gylt,xz—y; y)= (Zn)"’ge"“"")sexp {Ao(, (€)1} d€,

ot Ae(x, D) est la partie principale de lopérateur A(x, D).

Supposons que les coefficients de A4, soient tous réels. Posons
(8.4) Az, &)=(—D""alx,§) (b=m/2).

On sait que a(ax, £)>0 pour tout &z(. Définissons
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(8.5) w.(x) =S <1d$; w(R) = Sgw,(x)dx.

a(x,£)

On a alors
Lemme 8.2.
Go(t, 05 )= Cr)7"n/mr(n/m)w,(x)t"".

Démonstration.
Go(t,0; )= (Zn)‘”gexp {—al(x, &)t} d¢.

Introduisons les coordonnées polaires: p(w)=ra(x, ®)¥", ot r=|¢],
et o est la variable sur la sphére d’'unit¢ Comme x est fixé en ce
moment, au lieu de a(x, ®) nous écrivons simplement a(w). Alors

dp=a(w)V"dr+3K;dw: .
D’ou
dodo=a(0)""drde: r=a(e)™"p.
.6 (Jexp(—atorn ridrdo=\ a @) do\ exp(~ o0 dp.
0
Or, Sw exp(—p"t)p" ‘do=1/m t'""I'(n/m).
0
D’autre part, comme on le voit facilement,g d$=ig a(0)""do,
a(®)<1 nJe
d'ou (8.6) est égal a
t™""n/m F(n/m)g d¢ . c.q.f.d.
a®<1
Quant a G, on a
(8.7) S.O |G.(¢t, &, ) | dae<const, ¢="/mH/m,
En effet, le premier membre se majore, compte tenu de (6.3), par

const. Smexp { —c (é—)q} t"dl,
0 t

En vposant /./t=u, dl.=t*du, ce nombre se majore par,
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const. t"’/"'“/"‘g exp(—cu)du .
0
Calculons

Slt"'"/'"‘le"“dt .
0

A
Ceci est égal & A”/m‘*got"'”/'"“e“dt ="*tr </c —7’2 > +0(e), (">0).

Compte tenu des lemmes 8.1, 8.2, on a donc

Lemme 8.3.

(8.8) 2(1 /1)*

= @) (k=11 (L 1) (k= (o) a7
HO@HImY (g 4-00). |

Nous allons en déduire la formule asymptotique des valeurs
propres 1;. Supposons que les 1; sont rangées de maniére que les
parties réelles des A; forment une suite décroissante.

Posons
(8.9 —Ai=a;+iB;.

Maintenant on impose aux 4; la condition suivante:
Condition.

(8.10) Les 2; ont comne une seule direction asymptotique
l'axe reel négatif.
En d’autres termes, quel que soit €0, on a

[Im ;| <le|Re,|, pour j7=>NC(e).

Posons

@1 FW=F G

et montrons

(8.12) i =(1+0(1))f(2), pour i—-+oo.

1(A— 1)
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i(1+aj+l'ﬁj>k—(l+a;)k 1

f(X) —2(1 1 )k j=1 (l‘l‘d,“l‘fﬁj)k (/H-a;)” ’

D’aprés (8.10), pour e>0 donné & l'avance, il existe un N(e)
tel que |B;|<lea; pour j>>N.

(Ata;+iB)'— Qta)!| < (R (At+a) |8, (R _Bi |
(l+a;‘+1‘ﬁj>k |<Z<> I(l"‘ﬂtj"*‘lﬂ})kl <q§1(q> l—l—a;l'

¢=1

Or, si l'on prend 1 assez grand, c’est-d-dire que pour A1>1,, ce
nombre devient <e et cela a lieu pour tout j=1,2,--- N.

Pour les termes tels que j7=N, on a

é( ) /H—a,l \m( >

En résumé, pour 1>>3,

‘ < <,> e?=(1+e)*—1.

i( (/H-la,-)" - (/z—lxj)* )l<e§"xﬁ+_1&,)_*

o

2(~--—--->|<{<1+e>* B3 L

j=N4+1 j=N+1 (X—l- /)k

Ces deux inégalités impliquent (9.12). D’ou

CRD (Zn)'”{(k—l)!}‘lr(;%+ 1) P(k—%)w(g)z"/“‘*.

(Z+ a)t
Appliquons le théoréme taubérien dt & Hardy-Littlewood ([5]):

S“’dM(t)

~ - A=+ oo, entraine que
o G+ H - q’

~ F(P) $+P—C - —_
M(t) AI‘(a)F(p—a+1)” , pour t—+oo,

ol 0<To<<p, et M(¢) étant une fonction positive non-décroissante.
D’ol

(8.14) N(@)= z‘, 1~ (2n)"w(2)¢t"", pour t—>+ oo .
Posons t=a; dans cette formule, on a

i~ (2n) " (@)
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Compte tenu de a,;,/(—4;)~1, on a
(8.15) A ~—Cr)"w(@)™"j"" pour j—oo

Résumons le résultat, qui a été montré par Carleman ([4]) et

Garding ([6]) et par plusieurs auteurs dans des cas particuliers:
Theoréme Dans la condition (8.10) on u

N@)= > 1~QCa)"w(@t"", pour t—>+ oo,

ReAj>—t
Ai~—Cr)"w (@)™ " pour j—oo
oit les valeurs propres A; sont rangées de maniere que
Re 4 > Ret >> Re 2 >+ — —oo |

et les 1 figurent autant de fois que leurs degrés (le nombre des

Sonctions propres généralisées linéairement indépendantes).
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