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Dans le mémoire précédent [12]°, nous avons donné une
démonstration au théoréme, disant que tout domaine pseudoconvexe
sur Pespace projectif complexe, n’ayant pas de point critique
intérieur et possédant au moins un point frontiére, est holomor-
phiquement complet?®. Dans cette démonstration, la métrique
kdhlérienne projective jouait un role essentiel.

Dans le présent mémoire, nous nous proposons de montrer
que la métrique joue le méme role aussi sur une variété kihlérienne
générale.

Soit d(P) la distance d’un point P i la frontiére d’'un domaine
pseudoconvexe ), mesurée par une métrique kihlérienne. Lorsque
9 s’étend sur I'espace numérique C” et que 'on mesure la distance
par la métrique euclidienne, la fonction —log d(P) est une fonc-
tion pseudoconvexe dans 9. Lorsque 9 s’étend sur l'espace
projectif et que la distance d(P) est mesurée par la métrique
projective, la fonction —log d(P) est fortement pseudoconvexe.
Mais, sur une variété kihlérienne générale, il n’en est pas ainsi.

Cependant, on peut introduire un ordre de pseudoconvexité
o(—log d) de la fonction —log d(P) et I'évaluer inférieurement
par une quantité propre de la variété kihlérienne, pourvu que la
métrique soit analytique réelle. Cette évaluation permet a la
métrique de jouer le role fondamental.

1) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie, placée a la fin de
ce mémoire.

2) Ce théoréme est da 4 M™ Fujita; voir [6].

3) Voir [9], p. 40; [10], p. 117.
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D’aprés ce résultat, nous pouvons résoudre le probléme de
Levi sous diverses nouvelles conditions. Par exemple, on verra
que, sur une variété analytique complexe admettant une fonction
analytique réelle @(P), fortement pseudoconvexe, tout domaine
pseudoconvexe, complétement intérieur a la variété au sens large,
est holomorphiquement complet. D’ailleurs, comme corollaire de
ce théoréme, on pourra donner une démonstration plus élémentaire
a certains résultats déja connus, concernant le probleme de Levi
(voir n° 11).

1. Domaines sans point critique intérieur.

Nous désignons par ¢{/ une variété analytique complexe de
dimension complexe # et par z;,=z2; y(P) (i=1,2, ---, n), ou simple-
ment z,(P), un systéme de coordonnées locales dans un voisinage
U d’un point de €I/. Dans ce travail, nous supposons toujours
que toute variété, qui intervienne dans la suite, admet une base
dénombrable d’ouverts pour sa topologie.

Nous appellerons domaine sans point critique intérieur sur la
variété un espace topologique séparé &), a base dénombrable, et
possédant une application continue, dite projection et notée =, de
9 dans U, qui est un homéomorphisme local.

Quand il est besoin de distinguer la projection, nous dé-
signerons le domaine par (9, »). Mais, quand aucune confusion
n’est 4 craindre, nous le noterons simplement 9.

Par la projection =, le domaine 49 admet une et une seule
structure de variété analytique complexe de dimension #, pour
laquelle la projection = est une application holomorphe. Nous
munirons toujours le domaine 9 de cette structure canonique.

Lorsque la variété €1 est I'espace numérique C”, notre défini-
tion de domaine coincide avec celle de H. Cartan et P. Thullen [3].

2. Domaines pseudoconvexes.

Pour les domains sur 'espace numérique C”, nous adoptons la
définition de pseudoconvexité due a Oka®.

4) [107], p. 108
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Soit 9 un domaine sans point critique intérieur sur l'espace
C” des variables complexes z,, -, 2,. 9 est dit pseudoconvexe
§’il satisfait aux deux conditions suivantes;

1°) Pour tout point M de C”, il existe un voisinage U de M
tel que, pour toute composante connexe § de = '(U), on puisse
trouver un plus petit voisinage Vc U de M de maniére que, si
7z (V)N S contient un sousdomaine A isomorphe par la projection
7 a la réunion A=A, UA, de deux ensembles ouverts A, et A,
dans C”, définis respectivement par

(4, P<la—2<p, |za—23| <1y, -, 12,— 2] <7,,
(4,) |21 =211 <p, |22—23] <7, -, [2,— 20 <70,
ou (27, -+, 20) est un point fixe (quelconque) de V et p, p', 7; et 7}
sont des constantes positives avec p'<p et ri<r;, (i=2, -, n),

alors il existe un sousdomaine, contenu dans = '(V)N3J et con-
tenant A et isomorphe par la projection = au polycylindre C:

(C) lzl—ztl)|<p, |22—Zg|<7’2)“') ‘zn_z2|<rn'

2°) Pour tout polycylindre I': |z,—a,| <7,, -+, |2,—a,| <7, et
pour toute transformation biholomorphe +:y,=f(z2,, -, 2,) ((=1,
2, ---,n) d’'un voisinage de T sur un domaine dans l'espace numé-
rique des variables complexes y,, -, ¥,, le domaine (z '(T"), Ton),
sur l'espace C*(y), satisfait a la condition 1°).

Remarque: Lorsque la condition 1°) est remplie pour un
voisinage U d’un point M, elle I'est aussi pour tout voisinage U,
de M contenu dans U. Car, pour le voisinage V, il suffit de
prendre l'intersection VNV, de V et un polycylindre V, contenu
dans U,. Dailleurs, pour un point P intérieur 4 4 et pour sa
projection M=#=(P), la condition 1°) est toujours vérifiée pour la
composante connexe & contenant P, puisque l'on a I'isomorphisme
7' (V)N8=~V pour un polycylindre V suffisamment petit autour
de M.

D’apreés ce qui précéde, nous voyons que la pseudoconvexité
d'un domaine est une propriété de la “frontiére” de 9 et, de plus,
elle est une propriété locale a chacun des “points frontiéres”, au
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moins sous la forme de définition®.

Ensuite, considérons un domaine 9 sur une variété analytique
complexe de dimension »n. Nous dirons que le domaine 9 est
pseudoconvexe, si, pour tout point M de CI/ et pour tout voisinage
U de M suffisamment petit, le domaine = '(U), considéré comme
domaine étalé sur l’espace C*(z) a 'aide des coordonnées locales
z,, >, 2,, est pseudoconvexe, au sens précédent.

3. Metrique kihlérienne.

Une métrique hermitienne sur une variété analytique complexe
YV de dimension # peut s’exprimer dans chaque domaine de
coordonnées locales z,, -+, z, par une forme quadratique hermi-
tienne définie positive
ds* = 3 g;;(2)dz,dz; ,”

ij

ou les fonctions g;; sont des composantes du tenseur fondamental
g par rapport aux coordonnées locales et elles satisfont aux
relations g;;=g;; (i,j=1, .-+, n), et les dz,, ---,dz,,dz,, ---, dz, sont
des coordonnées de I'espace tangent, correspondant aux coordonnées
locales z,, -, z,.

Dans ce mémoire, nous nous restreindrons au cas ot les fonc-
tions g;; définissant la métrique sont des fonctions, a valeurs
complexes, analytiques réelles par rapport aux variables réelles
Re z; et Im z; (dites aussi analytiques réelles par rapport aux z; et
Z; ou simplement analytiques réelles).”

On dit que la métrique est kdhlérienne si la forme différen-
tielle Q=31 g,;dz; \dZz; est fermée: dQ=0. S’il en est ainsi,

5) Oka a donné la définition de pseudoconvexité encore sous quelques autres
formes; Voir [107], p. 111. Docquier et Grauert ont considérablement arrangé
diverses notions concernant la pseudoconvexité; Voir [4].

6) Les coordonnées donnent lieu a4 un homéomorphisme p(P)=(z,(P), -, z,(P))
d’'un ouvert U a un ouvert V de I'’espace C*. Par l'intermédiaice de p, une fonction
f(P) dans U correspondent canoniquement a une fonction f(p-1(z)) dans V. Mais,
lorsqu’il n'y a aucune confusion a craindre, nous les identifierons pour la simplicité
et nous noterons f(z) une fonction sur la variété €I/, Il en sera de méme pour les
dz; et dz,'.

7) Remarquons que cette restriction n’est essentiellement nécessaire que dans
les lemmes 2 et 5,
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certaines formules de la géométrie différentielle ont des expres-
sions assez simples par rapport aux coordonnées locales com-
plexes®. Par exemple, le tenseur de courbure s’exprime par
rapport aux coordonnées complexes sous la forme

9o - 80 0.+
(1) Rijy = — 20 43 gri En 78
82,.,8.’2, Tk azk Gz,

ou la matrice (g'7) est la matrice inverse de (g;;). Posons
IR =3 g g7 8" g" Rijur Ryyei -

On sait bien que cette quantité ne dépend pas des coordonnées
locales donc elle est une fonction globale sur la variété.

4. Quelques coordonnées normales.

Maintenant, nous nous proposons d’examiner la possibilité de
la normalisation des coordonnées relative a la métrique kihlérienne.
L’étude étant locale, considérons dans un ouvert U de C” une
métrique kihlérienne ds*=3] g;;(2)dz;dz;, et supposons que les
fonctions g;; sont définies dans U.

Pour une matrice carrée (\;;) de degré n telle qu’on ait

Zgif(zo)xihxjk = 8[:7: (811)1 = 0 Sih:.:k» ahﬁ.:l)

en un point z,=(2{, -+, 2) de U, appliquons aux coordonnées la
transformation linéaire
(1) zi_z?zz)\‘ijz; (i:]-)'")n)'

J

Alors, les composantes g7;(2’) du tenseur fondamental g par rap-
port aux nouvelles coordonnées (2’) vérifient aussitot les égalités

(2) 24;(0) = 5,;.
Développant g/; en série entiere de (2/,2'), on a
(3) gi;(2) = 5,';"‘2’](0;;;3;4‘17;;:‘5?)

+23(Cijrs2i20 € 54520204 d55:2120) + -
15

8) Voir par example [2], p. 117,
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ou les coefficients c;;,, et d;;;; sont symétriques par rapport aux
indices ¢ et s. Des relations gj;=g?;, il résulte
(4) @50 = bijis Ties = Aigis s Cjies = Cijoi-

Considérons ensuite au voisinage de l'origine une transforma-
tion analytique biholomorphe
(5) w; = Zaijzg'i"zklgijkz;zi"";l'yt‘jklz;ziz;'i_"'

7 I Ir ks
(G=1,-,n)

ou B;;, et v, sont symétriques par rapport aux j et k et aux

J, k, [ respectivement. Les composantes g;;(w) du tenseur g par
rapport aux coordonnées w,, ---, w, auront les relations

AN ~ ow % e
gi;(2) = ngi(w)az;ké;;’ G, j =1, n)
ou
glz”{k = aki"‘Z; Bkipz?/,-l-szq}')'k,-qu;,zé—{‘ (G, k=1,--,n)

Nous allons déterminer la transformation (5) d'une facon qu’on ait

(6) Zwr = 8+ 2 Apsiw, w,+O(r%) , r=vw;|».

En écrivant

5[0+ 2] Aurar 2 TuaZ+ O]
X LA +220 Brip2,+3 20 Vaipa 2024 +0(r%)]
XL ;4223 B2 +3 2] V1502020 +O() ]
= DV Qg ;+2 23 (Ap; Brip 20+ ki Brjp2p)
+3 23 (T Vrips2n 20+ Ok VejpaZnZy)
+ 27 (s ﬁljaspathkisi+4Bkipi§qu) 2,2,+0(r")
et en comparant cette relation a la formule (3), on verra que,

pour qu'on ait (6), il faut et il suffit que les égalités suivantes
soient vérifiées :

(7) 20 Oy = i3,
(8) 2200, Brip = Uijps 22301 Brjp = bisas
(9 ) 3 Zﬂkjrykipq = Cijpa> 3 Z Aui Vejpa = d:‘]w_q ,
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(10) 2y, aleklst'aspatq+4 P Bkt’pﬂ_qu = €ijp-

(7) signifie que (a;;) est une matrice unitaire. Si 1’on choisit une
matrice unitaire («;;) tout arbitrairement, alors on peut déter-
miner d'une facon unique les coefficients @B, et Yiju tellement
que les relations (8) et (9) soient satisfaites. En vertu de

0°giz
ciris = (5arot2),

_ 0gi;
%ijp = (82,’, >0

et de (1) du n° 3, I'égalité (10) se transforme en

Alalsi = _Rklsf(o) ’

ot R,,; sont les composantes du tenseur de courbure par rapport
aux coordonnées (w). Nous sommes ainsi arrivés a

(11) Zu(w) = 8 — Ry O)w, @, +O(r°).

Examinons encore plus en detail le procéssus de transforma-
tion de (2) en (w). Comme on peut obtenir (\;;) a partir de
(g:;(2,)) par le calcul arithmétique et par la racine carrée, il existe
des fonctions A,,(2) analytiques réelles dans U telles qu’on ait

22852 N ()M u(2) = 3,z

en tout point de U. Ensuite, les coefficients a;;, et c;;,, de (3)

sont aussi analytiques réelles en tant que fonctions de (z,) et de

(). Donc, on peut déterminer la transformation (5) de maniére

qu’'elle varie d’'une facon analytique réelle par rapport aux (z,, @).
En résumé, nous avons le lemme suivant.

Lemme 1. Soient g;;(z) n* fonctions analytiques réelles (a
valeurs complexes) dans un ouvert U de C" telles que la forme
2. 8:;(2)dz;dz; définisse une métrique kdhlérienne dans U. Pour
tout point (2,) dans U et pour toute matrice unitaire (a;;) de degré
n, il existe alors une transformation (analytique biholomorphe) de
coovdonnées locales

w; = f(z; 2,, a)
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dans un voisinage de z,, telle quon ait fi(z2,; 2,, a)=0, que les
composantes du tenseur fondamental g puissent s'écrive par rapport
aux coordonnées (w) sous la forme

Zi;(w) = 8;;—23 Rifsi(o)wswt+0(r3)
et que les fonctions f(2; 2,, o) soient analytiques réelles par rapport
aux paramétres (2,, ). De plus, pour toute matrice (\%;) satisfaisant
a D) 8i;(2)N N e=8,5, on peut choisir une matrice unitaire (c;;) de
telle facon que

6f(z

()
nrz(n a) Ih’
6 //

5. Geodésiques.

Soit €IV une variété analytique complexe de dimension #,
munie d’une métrique hermitienne. La longueur d’une courbe z;=
2;(t) (a<t<p), différentiable de classe C', dans le domaine U d’un
systéme de coordonnées locales z,, -+, z,,, est donnée par la formule

dz; dz,
= d
$= VE &1y dt dt .

Pour mesurer la longueur d’'une courbe différentiable de classe C',
qui n’est pas nécessairement contenue dans un domaine de
coordonnées, il suffira de la partager en morceaux, chacun contenu
dans un domaine de coordonnées locales.

La distance entre deux points est, par définition, I'infimum
de la longueur de toutes les courbes différentiables de classe C'
joignant ces points. Si la variété C{/ est connexe, elle est un
espace métrique muni de cette distance.

9) La démonstration montre d’ailleurs que, dans le cas ol la métrique n’est que
hermitienne, on peut trouver une transformation de coordonnées locales, aprés
laquelle on exprime

gi7=0i;1t T Aisri 242, +0(r3) .

Si deux systémes de coordonnées locales admettent l'expression des g;; de la

forme

g,~7=5;}+0(1’) .
alors la transformation entre eux posséde des développements tayloriens dont les
coefficients du premier degré forment une matrice unitaire.
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Si la métrique est kidhlérienne, '’équation de géodésique peut
s'exprimer localement par rapport 2 un systéme de coordonnées
z,, »+, 2, dans une forme simple

d*z; 6gk, dz,dz, )
(1) 2+Z 82 dS dS =0 (Z:]-)"'»n)

avec le paramétre s, qui exprime la longueur des géodésiques.
On a

dz; dz;
Z 8iids ds =1.

Pour s assez petit, toute courbe d’intégrale de I’équation (1) est
la courbe plus courte entre ses extrémités.

Supposons désormais que la métrique est kidhlérienne et
analytique réelle.

Prenons dans U un point P avec ses coordonnées (z,) et une
matrice unitaire («¢) de degré u, et considérons les coordonnées
locales (w) obtenues dans le lemme 1. Soit w;(s; z,, @) le systéme
d’intégrales de I'équation

d*w; ag dw,, dw )
(2) gt T2 &7 awk’d—skd—;=0 (i=1,,m)

satisfaisant aux conditions
w,(O) =0 (1217 Y n))
dw dw .
ioy=1, £50)=0 =2 -, n).
ds( ) Is 0) (J n)

Comme on a

= 2O %) () — 1,

s est le paramétre exprimant la longueur'®. D’ailleurs, d’aprés le
lemme 1, les fonctions w;(s; z,, @) sont analytiques réelles par

rapport a toutes les variables (s, z,, a). Développons chacune
d’elles en série entiére de s:

w; = mzzjlaim(zm a)sm (ZZ]., °tty n) .

10) Voir, par exemple, [5], p. 50.
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En substituant a s la variable complexe c=s++/—_1¢, nous avons
Ci(o-;zora) = ijai,m(zoya)dm (l=1) R n)

Ces fonctions-ci sont holomorphes a4 l'origine par rapport a o et
elles vérifient les conditions

gi(o;zoya)zo (izly"'an)
%0;z,00=1, %0;2,0)=0 (=2, ).
do do

Donc, au voisinage de =0, on aura la fonction inverse o=¢7(7;
z,, &) de r=¢,(o; 2,, @), qui est holomorphe par rapport a la
variable complexe t au voisinage de l'origine et analytique réelle
par rapport aux variables (z,, a).

En posant

(3) u, = {'(w, 5 2, a),
Uy = W,y >y U, =W,.

on a un systéeme de coordonnées locales (#) en P. Nous allons
calculer certains coefficients des développements des composantes
g%;(u) du tenseur g

0w, 0w,

* = F
g%;(u) Z Zru(w) ou; u,

D’abord, I'équation (2) et les relations suivantes
dw\) _ dw,\ _ .. _ (dw,\ _
(@) =1 (G === (G)-o
~i] 0Ze;\ 08e; \
250 =55 (37), = (ow,0;), = °

entrainent les relations

(dzw‘l: 0 (dsw’)f( D4 )0= —Ry5(0).

ds® ds® Ow, 0w,

Il suit de la que

() = o RO '

Alors, (3) devient
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w, = ul—%Rm(omHm

Wy, = Uy, >, W, = Uy,

donc on a
gZ’ll = 1——;—leuf+--~
ZZ’ =5, (siiz2ouj=2).
Par conséquent,
gi(uw) = gulw) gZ’ g%
_ (1—2Rﬁs,.wsw,+--~)<1—%R;§ﬁu$+---)(1—-;—1?1*;ﬁa§+---)
= 1 Ritutl =5 Rl — 2 R, 4+
gty =2%) = glfggl — S RAami, e

g%i(u) = gij(w) = 8;5— 2 RYzoustt,+ (1,7=2)
ou les R%;,, signifient leurs valeurs a lorigine (w)=(0). (En
vertu de (R;;u)o=(R%;4)0)-

En tenant compte de ce que toutes les fonctions et tous les
coefficients intervenant dans les formules précédentes sont analy-
tiques réelles par rapport a (z,, a), nous obtiendrons ainsi le
lemme suivant :

Lemme 2. 1°) Pour tout point P de U et pour toute géodésique
! issue de P, il existe un systéme de coordonnées locales (u,, -, u,)
en P, tel que | Sexprime par
Imu, =0, #,=0,--,u4,=0
el qu'on ait
gtiw) =1 sur i,

o g*%; sont les composants du tenseur g par rapport aux coordon-
nées (u).

2°) De plus, pour tout ouvert VeU, il existe un mnombre réel
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E>0, tel quen tout PV, on puisse trouver les coordonnées (u) de
1°), qui sont valides dans le &-voisinage de P, quelle que soit la
géodésique 1. € ne dépend ni de P ni de I.

3°)  Pour tout nombre réel >0 et pour tout ouvert VU, il
existe un nombre réel >0, plus petit que &, tel qu'en tout point
PeV, on puisse trouver les coordonnées (u) de 1°), par rapport
auxquelles les composantes des tenseurs admettent les inégalites

0g%;
] <

| R%;0(u)— R*%;,,(0)| < &

pourvu que la distance de (u) a Uorigine (0) (=P) soit plus courte
que &,. & mne dépend pas du choix de P.

6. Ordre de pseudoconvexite.

Une fonction ¢(P) définie dans un domaine 9, a valeurs réelles,
admettant —oco pour sa valeur, est dite fonction pseudoconvexe
dans 9), si elle satisfait aux conditions suivantes :

1°) %P est finie et semi-continue supérieurement dans 9 ;
2°) Pour tout point P, de 9 et pour toute droite complexe L
passant par P,, avec

a(L): 2z, =2+Mt, -, 2,=20+ N0,

la trace de @ sur L, considérée comme fonction de la variable
complexe #, est sous-harmonique en #=0.

Une fonction (¢) d'une variable complexe ¢ est dite sous-
harmonique en t=t,, si elle est semi-continue supérieurement au
voisinage de #,, et si, pour tout >0 assez petit et pour toute
fonction u(f), continue dans |f{—#,| <7 et harmonique dans |¢—¢,]
<r avec Y(#)Zu(t) sur |t—¢,| =7, on a ¥ (t,)=u(t,).

Maintenant, rappelons-nous quelques notations et leurs pro-
priétés concernant sur les fonctions pseudoconvexes, employées
dans notre mémoire précédent.

Soit @(2) une founction continue, 4 valeurs réelles, définie au
voisinage du point z=a sur le plan d’une variable complexe z.
Désignons sa valeur moyenne sur la circonférence |z—a|=r de
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centre a et de rayon 7, par

ol @) = - | “pla+retydo.
’ 2z Jo

Si @(2) est différentiable de classe C% on a

lim “ra @) =2@) _ L Aoy,
2 4

>0 V4

Soit @(P) une fonction, a valeurs réelles, continue au voisinage
d’'un point P,=(a,, -, a,) dans l'espace C*: (z,, -+, 2,). A chaque
droite complexe L, passant par P, de la forme:

(L) 2 = al+)\'1t> ”'yzn:an+7\'nt

avec |A,|?+ -+ |N,|?=1, ¢ étant une variable complexe, correspond
une fonction continue

(DPO,L(t) = <p(a1+)\'1tv "'»an+7\nt)

de ¢ au voisinage de t=0. Posons

Wo2) = 4in lim inf #roPre) = ®r.©)
ou inf, signifie la borne inférieure prise quand L parcourt
l'ensemble des droites complexes passant par P,. Alors, Wo(P)
est une fonction de P a valeurs réelles, admettant oo pour sa
valeur.
Si @(P) est différentiable de classe C? on a
2

_ : 0’p
We = 4231’_}2212 52,02,

i

Quant aux propriétés de We, on voit que

1°. Pour qu’une fonction continue @(P) soit pseudoconvexe, il
faut et il suffit qu'on ait We(P)=0.

2°. Si W=k, k étant une constante, et que ¢ est une constante
positive, alors W(cp)=ck. Si Wo=h et W=k, h et k étant des
constantes, alors W(p++)=k+k et W[max (@, )= max (%, k).

3°. Si 4, Y, -+ est une suite de fonctions continues avec
Wr,, =k, k étant une constante indépendante de m, et que, pour
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m—oo, +r, converge uniformément vers une fonction ¢, alors
W=k

4°, Si W=k dans un domaine, alors, a l'intérieur complet du
domaine, @ peut s’approcher uniformément d’une fonction +,
différentiable de classe C? et vérifiant W-=k.

5°. La valeur We(P,) est invariante par toute transformation
analytique (biréguliére) de coordonnées au voisinage de P telle
que les coefficients du premier degré dans le développement
taylorien des #» fonctions, qui définissent la transformation,
forment une matrice unitaire.

6°. Soit z;=f(¢t,,,¢t,) ({=1,---,n) une transformation analy-
tique (biréguliére) de coordonnées dans un domaine. Si W,p(P)
=0, alors

W, p(P) = W, p(P) < "W, p(P)

ol ¢ et ¢’ sont respectivement le minimum et le maximum de la
distance de l'origine a I'hypersurface S’, qui est l'image, dans
I'espace de (z), de I'hypersphére S:3)(#;|°=1 dans l’espace de
(t), par la transformation linéaire définie par
6f-)
Z,- - ! t .
12' <8t,- p’
Donc, ¢ et ¢’ sont positifs et indépendants de ¢ et ils varient d’une
facon analytique réelle par rapport a P.'
Maintenant, soit €I/ une variété hermitienne de dimension #
et soit @ une fonction continue, a valeurs réelles, dans un voisinage

d’un point P. Prenons un systéme de coordonnées locales (z,, -+, 2,,)
au voisinage de P tel que l'on ait

g:;(2) = 8;;+0(r),
ou P=(z,) et »¥»=3"|2,—27|% et posons
op(P) = W.p(P).

D’aprés les remarques faites dans le n° 4'® et la propriété 5° de

11) Voir [12], p. 171.
12) Voir la note 9) au bas de la page 330.
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ce n° la quantité wp(P) ne dépend pas du choix d’un tel systéme
de coordonnées. Ceci nous permet de l'appeler ordre de pseudo-
convexité de ¢ en P.

De méme que sur l'espace numérique, nous disons qu'une
fonction continue ¢ dans un domaine est fonction pseudoconvexe
si Pon a partout wp=0. Et, ¢ se dit fonction fortement pseudo-
convexe si, pour tout point du domaine, il existe un voisinage de
U et un nombre réel positif £ tels qu'on ait wep=k dans U.

On sait que, si 9 est un domaine pseudoconvexe sur une
variété analytique complexe CIV et @ est une fonction pseudo-
convexe dans 9, alors le domaine {P=9; @(P)<a} est aussi
pseudoconvexe, quel que soit le nombre réel a.

7. Distance frontiére.

Dans une variété riemannienne €}/, considérons une courbe,
de classe C', /:[0,1)— <. Si, pour tout ensemble compact K
dans <V, il existe un nombre réel positif & tel que /(¢) soit en
dehors de K pour tout #>1—¢&, nous appelons cette courbe /
courbe issue de P=/(0) et tendant vers la frontiére. Soit P un
point de CV, nous appelons distance de P & la frontiére de CV
I'infimum de la longueur, mesurée par la métrique riemannienne,
de toutes les courbes issues de P et tendant vers la frontére et
nous la désignons par d(P, €/) ou simplement d(P). Dans chaque
composante connexe de €Y/, d(P) est ou bien la constante infinie
+ oo ou bien une fonction continue 2 valeurs finies et positives.

Pour un domaine 9 sur <J sans point critique intérieur, qui
est par définition un espace étalé sur €I/, on peut munir 9 d’'une
métrique riemannienne, canoniquement par l'intermédiaire de la
projection z. Donc, aussi dans 9, on peut définir la distance
d(P, 9) d’un point P a la frontiére de 9.

Lorsque la variété CJ/ est l'espace numérique C” ou bien
I'espace projectif complexe, la définition que nous venons de donner
coincide avec celle d’Oka [10] ou avec celle que nous avons donnée
dans [12], respectivement.

Notre but est d’évaluer inférieurement l'ordre de pseudo-
convexité w(—log d(P)) pour un domaine pseudoconvexe 4 sur
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une variété kihlérienne CJ/, Avant de Il'entreprendre, il sera
besoin de quelques études préparatoires.

8. Conditions a la frontiére.

Lemme 3. Soit U un polycylindre ouvert dans I’espace numérique
C” et soit 9 un domaine pseudoconvexe, contenu dans U et défini,
par D={(2)eU; p(2)<0} avec une fonction @, différentiable de
classe C*, fortement pseudoconvexe. Soit P un point de 9. Supposons
qu'un des points frontieves de D, les plus approchés de P par rapport
a la métrique riemannienne, soit un point Q intérieur ¢ U. Alors,
on peut tracer au voisinage de @ wume surface caractéristique
réguliere, passant par Q, extérieure ¢ 9 sauf en Q. Autrement
dit, il existe un voisinage V de Q et une fonction f(z) holomorphe
dans 'V, telles que l'ensemble analytique o= {f(2)=0} w'ait pas de
point singulier et qu'on ait Qo et o N D= {Q}.

Démonstration. De méme dans le mémoire précédent, dévelop-
pons ¢(2) au point @=(z,) en série taylorienne

p(z) = 2Re (3] a(z;—2))+ 20 b; (2:— 202, —29))
+20 6 (23— 2%, —2)+ 0%, r=vz;—2%%.

Comme la forme quadratique >)c¢;;o;a; est définie positive, au
moins un des coefficients @; et b;; n’est pas nul. Car, si a;=b;;
=0 (4,j=1, .-, n), on aurait (z)=0 au voisinage de (z,), qui
contredit ce que (z,) est un point frontiére de 4. Donc, 'équation

Slalzi—2D+3>] bij(zi_zg)(zj_z.r;)) =0

définit une surface caractéristique ¢ qui passe par @=(z,) et ne
rencontre pas 4 au voisinage de Q.

D’ailleurs, d’aprés I'hypothése, @ est le point frontiere le plus
approchée de P, on peut tracer une hypersphére S, ayant son centre
en un point convenable P,, telle que S passe par @ et que l'intérieur
de S soit contenu dans 9. Si la surface o n’était pas réguriére
en Q, on aurait ;=0 (i=1, ---, n). Etant @;=0, si la forme
quadratique 31, (z; —27)(2;—z5) est carré d’une forme linéaire, o
est un seul plan donc n’a pas de point singulier. Sinon, o serait
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ou bien somme de deux plans distincts passant par @ ou bien
un cone quadratique en €. Dans tout cas, o deverait entrer a
Iintérieur de S. Or, c’est impossible. Donc, o doit étre réguliére.
c.q.f.d.

Soit 9 un domaine sur une variété analytique complexe </
et soit 9, un ouvert dans 9. Soit Q€9 un point frontiere de
9,. Nous dirons que 9, est fortement pseudoconvexe au point
Q@ s’il existe un voisinage U de @ dans 9 et une fonction ¢,
différentiable de classe C? et fortement pseudoconvexe dans U telles
que D, NU={PeU; ¢(P)<0}. Lorsque 9, est fortement pseudo-
convexe en tout point frontiére de 9),, intérieur a 9), nous disons
que 9, est fortement pseudoconvexe relativement a 9.

Ces définitions étant faites, nous avons le

Lemme 4. Soit 9 un domaine pseudoconvexe sur ['espace
numérique C". Pour tout nombre positif & il existe un sousdomaine
D,.c D, fortement pseudoconvexe relativement ¢ 9D, tel que I(28)C
D, C D(E), ou D(r) signifie 'ensemble ouvert des points P de 9 dont
la distance euclidienne d(P)=d(P, D) a la fronticre de 9 dépasse
v, v étant un nombre positif.

En effet, posons Q’={Pe.@, d(P)> —%} On sait que la
fonction —log d(P) peut s’approcher uniformément dans 9’ d'une
fonction ¢, différentiable de classe C? et fortement pseudoconvexe
dans 9 :

| —log d(P)—gp(P)|<p dans @ .

Si Pon prend le nombre positif p assez petit, on obtiendra le
domaine le{PeQ’; @ (P)< —log (%8)}, qui satisfait a la

condition du lemme.

9. Propriéte fondamentale.

Quant a la distance a la frontiére, nous allons maintenant
démontrer le théoréme suivant.

Theéoréme 1. Soit UV wune variété analytique complexe de

13) Voir [10], p. 126.
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dimension n, munie d’'une métrique kihlérienne analytique réelle et
soit D un domaine pseudoconvexe sur V), tel que sa projection n(D)
soit contenue dans un ensemble compact K dans <. Soit d(P) la
distance ¢ la frontiére de 9, mesurée par la métrique kihlérienne.
Alors, il existe un nombre positif &€ et un nombre réel K tels qu'on
ait o(—1logd)(P)=K en tout point P ou d(P)<E Les nombres &
et K ne dépendent pas du domaine 9 mais ils dépendent seulement
de l'ensemble compact K.

Pour démontrer le théoréme, établissons d’abord quelques
lemmes, qui sont des cas spéciaux du théoreme.

Soit U un ouvert dans C”, muni d’une métrique kidhlérienne
analytique réelle

ds* = 3 g:;(2)dz; dz; ,

soit 9 un sousdomaine c U, fortement pseudoconvexe relativement
a U, et soit d(P) la distance a la frontiére de 4. Pour tout
ouvert VeU, on peut facilement trouver un nombre positif € de
maniére que

1° pour tout point PV, on ait d(P; U)>2¢, ou d(P; U) est
la distance kihlérienne de P a la frontiére de U;

2° TIénoncé 2° du lemme 2 subsiste ;

3° l’énoncé 3° du méme lemme subsiste pour & =E¢.

Pour un ouvert VeU et pour le nombre positif & que nous

venons de trouver, nous aurons le lemme suivant.

Lemme 5. [/ existe une constante réelle k telle que, pour tout
point P VN D avec d(P)<E, on ait

o( —log d)(P) = —4(/|RI| (P)+k),

ou ||R|| est la quantité définie dans le n° 3 @ partir du tenseur de
courbure.

Démonstration. Soit P un point de VN9 tel que d(P)<€& et
soit @ un des points frontiéres de 9, les plus approchés de P.
On peut décrire une géodésique /, issue de P et passant par Q.
D’aprés 1°, @ est intérieur 4 U. D’aprés 2° et 3°, on peut choisir,
en vertu du lemme 2, un systéme de coordonnées locales u,, -, %,
dans le voisinage U, de P, formé des points moins écartés de P
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que &, de telle facon que / s’exprime par
Imu, =0, u,=0,---, u,=0.
Donc, Qe U,. En employant ces coordonnées, nous allons évaluer
W.(—log d)(P) = o(—log d)(P).
Soit L une droite complexe passant par P:
(L) u; = M1, (=1, -0, 1) avec >)[nil*=1.

Pour I'évaluation, étant d(v)=d(\;7) la restriction de d(P) a L,
il suffit d’évaluer inférieurement la

lim inf . —log d,)+log d,(0)
750 7? ’
ol pu,, signifie la moyenne sur le cercle |r|=7. (Voir n° 6)
Selon le lieu de @ relatif a L, il faut distinguer deux cas suivants.

(a) Cas ou QL.

Dans ce cas, A,=:--=2x,=0. Donc, on peut supposer sans
diminuer la généralité n,=1, u,=7. Alors, sur L, P s’exprime par
u,=0 et @ par u,=a=d,(0). Pour toute valeur complexe t assez
voisine de 0, décrivons la ligne /. définie par

() u, = (1—t)r+ta  (0<t<1).

La longueur de /., mesurée par la métrique k&hlérienne sera
donnée par

an) = |V k) du,| = la—7| | Vgr(@=Br—ta, 0, 0)at .

Da la définition de d(P), on a d,(r)=dr) et, pour r=0, on a
d,(0)=d,0). Donc

lim inf ,u'r.o( — log d0)+ lOg do(O) > lim inf ,U:,,o( — IOg dl)+ lOg dl(O) .

70 7 r>0 Ia

Or, d(+) étant différentiable, la limite au deuxiéme membre existe
et elle est égale a

lim ©,.{ —log d,)+1log d(0) _ %Af( —log d(0)).

750 7?
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Calculons celui-ci directement. En écrivant

_log d(r) = —log|d—r| —log Sl\/gi"l((l—t)-r—ta, 0, -, 0)dt

on a d’abord A(—log|a—7|)=0. En posant Azgl\/_dt, on aura
o(—logA) _10A

or Aodr’
#(—log A) _ 10471 2A
0707 At1oT A oro7’
0A 1 ogk
04 _ (" 1_08h1 4)gs,
or St)\/g'i"l ou, ( )

oghf, 1 o%gh
ou, | gk ou,ou,

oA _ Sl[:,l,
0T o7 oL2g¥¥

Comme gf=1 sur /, nous obtenons ainsi l'inégalité suivante :

](l—t)zdt.

1 Q2 3k
(1) LA (-—logd(0) = —| P88 (1-tyar.
4 00u, 0,
(B) Cas ou @ ne se trouve pas sur L.
Dans ce cas, en reprenant u,, ---, #, convenablement, nous
pouvons exprimer L par les équations

ulle-r, u2=7\27', uaz...:unzo’ |X1|2+Ix2l2:1.

D’aprés le lemme 3, on peut décrire a I'extérieur de 9 une
surface caractéristique touchant 9 en @. Plus précisément, il
existe une fonction B(w,, -+, u,) holomorphe au voisinage de (u,,
cyu,)=(0, -+, 0) telle que (B(0), 0, ---, 0) soit le point @ et que
(B(), uy, -, u,)e V—D sauf (u, -, u,)=(0, ---,0). Joignons main-
tenant un point P'=(\,7, A,7, 0, -+, 0) sur L, suffisamment voisin
de P, et le point correspondant Q'=(B(\,r, 0, ---, 0), n,7, 0, :-+, 0)
de la surface, par une ligne /., définie par

(L) u,=A—On7+tBA,7, 0, -+,0), wu,=nN,7, Uy=+=u
La longueur de /., sera donnée par
ar) = | v gt du
= 180w, 0, ++, 0= nurl | Vgh(A— )+ 48, nar, 0,0)dt
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Comme on a d,(0)=d,(0) et d,(r)=d(r), on verra, de méme que
dans le cas précédent,

o(—log d,)(0) = A(—log d,)(0).

On a aussi Alog|B8—,7|=0. Posons B=Sl\/ﬁdt. Alors,
0

L [3gu((1 ox+t285,)+ agik‘xz]dt

or o/ gk Lou, ou, ou,
B _ g[_—_l ., ., i
0T 07T oL2gk??
]. {agu aB ag‘ll ( 86 >
+ 1—n,+122 1-Hn,+t22
V' g¥ \ou,0a, (1-8) 6u2 8u o1, (1=8) ou, :
8gn ( N E@ ) 8gu }]
42l ((1 A, +t = + = dt.
i, 0u, (=9 ou, * Bu,d u, :

De I'hypothése que @ est un point frontiére de 9), ayant la
distance minimum de P, et de la définition de B, il s’ensuit que

90, .., 0) = —gXQ).
ou,

Donc, pour +=0, nous obtenons

(2) L A(—1og d,(0)) = —S ) 6g1} a,a, dt,
4 0 =12 0u; 00
ou a1:(1-t)x1_g2§(Q)t7\‘2 et a,=x
Or, &¢=¢, étant suffisamment petit, on aura, d’aprés le lemme 2,

S aaf

+k
#7=10u ;0

pour une constante Z.
Donc, dans tous les deux cas, les inégalités donnent naissance
a l'évaluation voulue :

w(—logd) = —4(||R[|+k).
c.q.f.d.
Soit U encore un ouvert dans C”, muni dun métrique
kdhlérienne analytique réelle. Soit maintenant 9 un domaine
pseudoconvexe sur U et soit d(P) la distance de P=9D i la
frontiére de 4). Nous allons montrer le
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Lemme 6. Pour un ouvert VEU, il existe un nombre réel K et
un nombre réel positif & tels que, si P est un point de DN="'(V)
tel que d(P)<E&, on ait o(—log d)(P)=K. Les nombres & et K ne
dépendent pas du domaine 9 mais ils dépendent seulement de VeU.

Démonstration. D’aprés le lemme 4, pour tout nombre positif
&, il existe un sousdomaine &), fortement pseudoconvexe, contenu
dans 9 et contenant 9(&’). Pour la distance d,(P) a la frontiére
de 9,, tous les points frontieres de ), remplissent toutes les
conditions du lemme précédent. En tenant compte du fait que
les constantes & et K= —4(mVax ||R||+ k), obtenues dans le lemme

précédent, ne dépendent pas du domaine, on verra que, pour tout
point P 9), avec d(P)<§, subsiste I'inégalité w(—log d(P))=K.
En vertu des relations

d(P)-¢&¢ = d(P)=d(P),

quand &’ tend vers 0, d(P) converge uniformément vers d(P). Par
conséquent
o(—logd)(P) =z K,

pour Pe DN="(V), d(P)<E. c.q.f.d.
Maintenant que le probléme a été résolu localement, le
théoréme est facilement démontré. En effet, prenons pour chaque
point M de K un domaine U de coordonnées locales, contenant
M, et un voisinage V de M tel que VeU. En vertu de la compacité
de X, nous pouvons choisir parmi les voisinages V un nombre fini

d’eux, soient V,, V,, -, V,, qui forment un recouvrement de X.
Soient U,, U,, -+, U, les domaines de coordonnées locales corres-
pondant aux V,,V,, -, V, respectivement. D’aprés le dernier

lemme, il existe un nombre réel K et un nombre réel positif &
tels que l'énoncé du lemme soit vérifié pour tous les couples
U;, Vy) i=1, 2, ---, p). Avec ces nombres réels, 'énoncé du
théoréme est aussi vérifié. Nous avons ainsi achevé la démonst-
ration du théoreme.

10. Construction des fonctions pseudoconvexes.

Soit C{/ une variété analytique complexe, munie d’une métrique
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kdhlérienne analytique réelle. Soit 9 un domaine pseudoconvexe
sur ¢ tel qu'on ait »(9D)e=<Y. Supposons d’ailleurs qu’il existe
une fonction fortement pseudoconvexe @ (P) dans CU.'*

Théoréme 2. Dans ces conditions, on peut construive une
fonction continue ® dans 9 telle que [’on ait

{Ped; d(P)<at €9

pour tout nombre réel o, et w®=1 dans 9.

La méthode de la démonstration de ce théoréme est essentiel-
lement la méme que celle d’Oka™. Commencons par établir le
lemme suivant.

Lemme 7. [l existe une fonction ®, continue dans 9D telle que
o®,=1 et que, pour tout nombre véel o, on puisse trouver un
nombre réel positif p tel que {P=9; d(P)<a} cD(p).

Démonstration. Soient K et € les nombres réels trouvés dans
le théoréme 1 pour K==(9). Nous allons démontrer le lemme
dans le cas ou K est négatif. (Au cas ou K=0, le méme raisonne-
ment sera appliqué d’une fagon un peu plus simple.)

Soit M le plus grand de l'unité et du max {|p(P)|; PEn(D)}.
Posons

(1) Vo = —log d(P)+(1— K)o (P).
Alors on a wy,=1. Etant

— p~MO-K) [ Z’_&
(2) r=e , B log(z)’
posons

9D, = {P€D; ¥ (P)<B}.

Alors, nous avons
g)(%)c@,c@(’?) )

14) Remarquons qu’il sera suffisant qu’une telle fonction existe au voisinage de

z(9D) et, de plus, qu'on peut supposer qu’on ait wg,(P)=1 au voisinage de 7(9), en
vertu de la compacité de z(9). Cela ne diminue pas la généralité.
15) Voir [10], p. 128,
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Car, si (P)=/, on aura
logr = —-(1-K)M=< —(1-K)p(P)=(1-K)M = —logr,

—log—g— < —logd(P) < —logﬁs.
2 2
Donc,
£zapy =Tt
2 2

Par conséquent, ), est une fonction pseudoconvexe au voisinage
de 09, et 9, est un domaine pseudoconvexe.
Soit d,(P) la distance de Pe 9, a la frontiére de 9),. Comme
on a 7(9,)c (D), on voit o —log d,)(P)=K, pour tout point P 9,
tel que d(P)<é& (c’est-z‘]—dire que d(P)<£+’%E>.
Ensuite, en posant
¥(P) = —logd(P)+(1-K)p(P),
D, = {PED,; ¥(P)<B},

on aura o\r(P)=1 pour tout P9, avec d,(P)<E& et
& r'e
g),(;)cﬁkcﬂ),(;) '

Par conséquent, 9), est un domaine pseudoconvexe.
En répétant ce processus, on obtiendra une suite décroissante
de domaines pseudoconvexes

2
929,59,5--59,5, (9, (%))
et une suite de fonctions

\tb‘oy ‘\I/l, ‘\l/z’ ooy \P‘k) vee

ou chaque +r(P) est définie dans 9, et telle que wy (P)=1, si

2 —_—
dy(P)<& Comme on a d(P)>k%E pour P9, et que =(9) est
compact, ces suites s’arrétent en nombre fini. Clest a dire que,
pour un certain numéro m, on a d,(P)<¢& dans 9,, et il exite
un point Pe9,,_, tel que d,,_(P)>& A ce moment, oy, (P)=1
dans 9),, tout entier.
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Soient B, et B, deux nombres réels 8>83,>G,. Dans 9),,_,,
prenons deux domaines

Ai = {Pe-q)m—];‘l/'m—x(P)éﬂi} (i:]-) 2)-

B, étant pris assez voisin de 8, on pourra avoir
3 re
Qm—l _4_E CAZCAIC@nz(el)Cg)mcg)m—l —2'_

ou &, est un nombre positif déterminé par 3,. Posons maintenant

infv,, = v,, supy,, =7,.
04,

04,
Bien que les frontiéres 0A, et A, ne soient pas nécessairement

compactes, v, et v, sont finis, puisque +,, est bornée dans 9),,(&).
Prenons ensuite deux constantes réelles A et B telles que

AB,+DB>y,
AB,+B<y,
A>1.

Avec ces constantes, définissons

Vru(P) quand PeA,,
®,,_(P)={max[A v, (P)+B, ¥,(P)] quand PEA,—A,,
LA, (P)+B quand Pe9,,—A,.

Alors, ®,,_(P) est une fonction définie et continue dans 9),,_, et
on a w®,, (P)=1 dans 9,,_,.

En employant &®,,_, au lieu de +,, et ,,_, au lieu de ,,_,.
nous aurons une fonction ®,,_, dans 9),,_,, par le méme passage.
Aprés avoir répété m fois ce passage, nous pourrons construire
une fonction &, remplissant les conditions imposées dans le lemme.

c.q.f.d.

Avant de montrer le théoréme, établissons encore un

Lemme 8. Pour tout nombre réel a, il existe ume fonction
@(P) continue dans 9= {®(P)<a}, telle que wp=1 dans 9) et
que {Ped’; p(P)<a}led) pour tout nombre réel .

16) De ce que £,>4,, cela est certainement possible,
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Démonstration. Prenons un nombre positif p tel que 9’ < D(p)
P
3
connexes de 9(p,) et soit O un point fixe dans 9),. La distance
MP) de O a P 9),, mesurée par la métrique kihlérienne, est une
fonction continue dans 9),. Pour tout point P de 9),, désignons
par S(P, p,) I'ensemble {Qe D ; dist (@, P)<p,}. Si l'on prend p,
plus petit que &, il est homéomorphe a I'intérieur d’'une hypersphére.
Désignons ensuite la valeur moyenne, étendue sur S(P, p,), d’'une
fonction continue ¢ par

APy =3 Q@)

et un nombre p, tel que 0<p,< Soit 9, 'une des composantes

ou dv est I'élément de volume déterminé par la métrique kidhléri-
enne et V est le volume de S(P, p,). En prenant deux fois la
moyenne :

A=A et n, = A,

on aura une fonction A (P), définie et différentiable de classe C*
dans 9,2p,).

Au voisinage d’un point P, utilisons un systéme de coordon-
nées u,, -+, #, satisfaisant aux conditions du lemme 1. Pour deux
points Q,=(ul, -, ul) et Q,=(u}, -+, ) dans S(P, p,), on aura alors
I’évaluation

IMQ)—MQ)I* = C{lug—ui |+ -+ |un—u| 7},

ou C est une constante positive, dépendante de »(49)) mais indépen-
dante du choix de P. Par rapport a ces coordonnées, il en résulte
que l'on a

o,

o, | = c  (@G=1-4n)

et qu’il existe encore une constante positive C,, (indépendante du
choix de P), pour laquelle on a
N,

=C i,7=1,--,n).
duon,| = © (44 )

Ces inégalités nous permettent donc de trouver un nombre positif
K, tel que
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or(P) = — K, pour P9 (2p,).

Maintenant, pour chacune des composantes connexes 9§, D&,

(m)

ee, P§™, oo du domaine 9)(p,), formons, de la méme facon, la
deuxiéme moyenne A$™(P) et posons

@(P) = A(P)+(K,+1)®YP)+m  pour PED& NI,

ou @) est la fonction, construite dans le lemme précédent pour le
domaine 9’. Alors, @(P) est une fonction définie et continue dans
9’ et elle satisfait aux conditions

op(P) =1
{p(PY<a} = 9.
c.q.f.d.
D’aprés deux lemmes précédents, nous allons maintenant
démontrer le théoréme 2, selon la méme méthode que celle d’Oka.

Démonstration. Prenons une suite croissante d’ensembles
compacts,

Aepene--

'un emboité a lintérieur du suivant, telle qu’on ait DlA,:.CD.
Choisissons ensuite une suite croissante de nombres posi';ifs
0<a,<a,<
de maniére que
Ae{d(P)<a;},
ou @, est la fonction construite dans le lemme 7. Notons 9);=
{®(P)<a;}. Pour chacun des domaines 9);, soit ; une fonction

satisfaisant aux conditions du lemme 8. Puis, considérons deux
suites de sousdomaines

A; = {¢1(P)<al} (121:2’ "'),
AY = {p(P)<B;} (1=3,4, ),

ol «a; et B; sont des constantes réelles. On peut alors déterminer
ces constantes, I'une aprés l'autre par 'ordre

a,, 183’ oy, Bu ey Oy, Biﬂ) (2 FERTI
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de maniére que l'on ait

A, C A
Al A,

o, {<I><‘L+?“~} cAL,.

Ceci est possible.

Construisons maintenant une suite de fonctions ¥; (=2, 3, ---)
de la maniére suivante: D’abord, posons ¥,=¢@,. ¥, est alors
une fonction continue dans 9), telle que «W¥,=1. Puis, pour
obtenir ¥,, considérons pour une nouvelle constante ¢,=1 et une
fonction +, définie par

a,+a
\!"x(P) = ¢, max [(I)(,(P)— __2—2 ’ (7)3_183] .

Cette fonction est définie et continue dans 9),. Si l'on prend c,
assez grande, on pourra supposer que v, satisfait aux conditions
suivantes :

¥y, <y,  pour Af,

\l/'3>d2 pour Qa_Aé’

Yy >, pour 0Aj}.

Ceci est possible, puisqu’on a

Al {4, <0} = AYN {<I>0<"l;“2-}cA;.
Définissons alors
B {max (¥,,4y;)  pour Af,
BV pour 9,—A}.

Cest une fonction définie et continue dans 9),, telle que o¥,=1.
De plus, V.=V, dans A{ et ¥,>a, dans 9,— Aj.

Et ainsi de suite.

Nous obtiendrons ainsi une suite de fonctions

\Ifz,\lla’ cee

chacune ¥, définie et continue dans 9);, satisfaisant aux condi-
tions
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v, =V, pour Af_,,
W, >a;, pour 9D,—A;,, i=j>1
et w¥; =1 pour 9);.

Cette suite converge évidemment dans 9. La fonction limite
® de la suite est une fonction continue dans 9), jouissant des
propriétés voulues : ‘

od =1
{P<ale D.

11. Probléme de Levi.

Une variété analytique complexe 1V est dite holomorphique-
ment convexe si, pour toute suite infinie discréte de points P,,
P,, --- de <V, il existe une fonction f(P) holomorphe dans C{/ telle
qu'on ait sup|f(P,)| = +oo. CV est dite holomorphiquement com-
plet, si elle est holomorphiquement convexe et que, pour tout
point P, de ¢V, on peut trouver un nombre fini de fonctions
fis fay -+, f,, holomorphes dans €V’ telles que P, soit un point isolé
dans 'ensemble {PeCV; f(P)=f(P,), -+, fu(P)=Sn(P)}.

Depuis Oka [9], au théoréme disant qu’'une variété analytique
complexe est holomorphiquement convexe ou holomorphiquement
complet quand elle admet une fonction pseudoconvexe remplissant
certaines conditions, ont été données diverses démonstrations dans
divers cas par de nombreux mathématiciens. Notamment, le
théoréme da a4 Grauert [7] est énoncé sous la forme suivante :

Théoreme 3. Soient 9 une variété analytique complexe, ® une
fonction continue dans 9D, a valeurs réelles, et 9D,={Pc=D; ®(P)
<a}, ou a est un nombre véel. Supposons que les conditions
sutvantes sont remplies :

1° 9,=€9;
2°  pour tout point frontiére P de D,, il existe un voisinage U
de P et un nombre fini de fonctions ¢,, -, @,, différentiables de

classe C* et fortement pseudoconvexes dans U, telles que dp;+0 et
que ® puisse s'exprimer dans U par

® = max {p,, -, ¢:} .
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Dans ces hypotheses, D, est holomorphiquement convexe.

Si, de plus, D, ne posséde aucun sous-ensemble analytique com-
pact de dimension =1, alors 9D, est holomorphiquement complet.”

Avec Oka, nous dirons qu’'une fonction continue dans 9, a
valeurs réelles, posséde la propriété (P,) dans 9, si la condition 2°
de ce théoréme est remplie quel que soit le nombre réel a.

Remarquons que Nishino [8] et Andreotti-Narasimhan [1] ont
montré selon la méthode d’Oka un pareil théoréme pour les espaces
analytiques complexes, sous certaines hypothéses supplémentaires.

Nous allons montrer ici qu’'a ce théoréme s’applique aussi
une fonction obtenue par une légére modification a partir de la
fonction que nous avons construite dans le n° 10.

Dans les mémes conditions que dans le théoréme 2, on a le

Lemme 9. Soit ®(P) la fonction obtenue dans le théoréme 2
et soit A,={Pcs9D; D(P)<a}, ou o est un nombre réel. Alors, on
peut faire s’approcher ®(P) d’une fonction possédant la propriété
(P,), uniformément dans A,. s

Démonstration. Chaque point de A, posséde un voisinage U
satisfaisant aux conditions suivantes :
1° dans U, il existe un systéme de coordonnées locales (z,, .-,
z,), par rapport auxquelles on a W,®=k>0 dans U, ou k est une
constante positive ;
2° il existe une fonction /(z) continue dans U, satisfaisant aux
conditions suivantes :

(i) |th|<§ et 26>h(2)=0 dans U;

(ii) on puisse trouver deux voisinages V et U’ de P tels que
PeVelUeU, que h(z) sannule a lextérieur de U’ et qu'on ait
n(z)>¢& dans V, ol & est un nombre positif assez petit, choisi a
lavance indépendamment de P.

Comme A, est compact, A, peut étre recouvert par un
nombre fini de tels voisinages V, soient V,,.--, V,. Soient U,, ---, U,
les voisinages U et h,, -, h, les fonctions %, correspondantes

17) Lorsque la fonction @ est fortement pseudoconvexe dans 9o tout cntier, la
derniére condition est vérifiée a priori.
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respectivement. La fonction
P(P) = ©(P)+h(P)

définie dans U;, est, en vertu de (i), fortement pseudoconvexe.
Oka a montré"™ qu'une telle fonction ¢; peut s’approcher
uniformément dans U d’une fonction ¢/} possédant la propriété (P,):
&
el <.
lp: — il 5
Pour chaque point P de A,, soit ®'(P) la plus grande des valeurs
@i(P) des fonction ¢/ définies en P. &’ est alors une fonction
possédant la propriété (P,) dans A,. De plus, on a

5
DD e,
I <5

c.q.f.d.
D’aprés ce lemme, nous obtenons le

Théoréme 4. Soit CUV une variété analytique complexe, munie
d'une métrique kihlérienne analytique réelle. Soit D un domaine
pseudoconvexe sur XV tel quon ait =(D)e< V. Supposons d’ailleurs
qu'il existe ume fonction fortement pseudoconvexe o (P) dans V.
Alors, on peut construire une fonction continue ¥, possédant la
propriété (P,) dans D tout entier.

En effet, @ étant un nombre réel, prenons une suite de fonc-
tions

cI)' / cee
@) a1y ’

possédant la propriété (P,) et obtenues, dans le lemme précédent,
respectivement pour la suite de domaines fermés

Aon Awﬂy o

Par passage de la formation des fonctions linéaires de ces fonctions
et de leurs maxima, nous pourrons bien construire une fonction
V¥ possédant la propriété (P,) dans le domaine 9 tout entier.

De nombreuses recherches ont été faites sur la condition pour
laquelle la limite d’une suite croissante de variétés analytiques

18) Voir [10], p. 127.
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complexes holomorphiquement complétes soit aussi holomorphique-
ment complete. Parmi elles, nous ne citons ici que le résultat
énoncé par Docquier et Grauert :'®

Theéoreme 5. Soit €V une variété analytique complexe et soit
p(P) une fonction, a valeurs réelles, semi-continue supérieurement,
telle que p(P)<1 et que, dans tout voisinage de tout point de P&l
il 'y ait un point P ou ¢(P)<p(P,)). De plus, supposons qu’il existe
un ensemble dense N dans Uintervalle 10, 1) tel que, pour tout t< N,
le sousdomaine V,={Pe& TV, p(P)<t} soit holomorphiquement
complet.  Alors, (N est aussi holomorphiquement compleéte.

Grace 4 ce théoréme, nous pouvons obtenir les résultats
suivants.

Théoreme 6. Soit 7 une variét¢ analytique complexe munie
d'une métrique killéricnne analytique réelle et soit 9 un domaine
pseudoconvexe sur UV sans point critique intérieur. Si n(D)e=Y
et s'il existe une fonction fortement pseudoconvexe au voisinage de
(D), alors D est holomorphiquement complet.

En effet, pour toute valeur réelle «, le domaine 9,= {¥V<a}
est holomorphiquement complet, en vertu du théoréme 3. 9
étant limite de la famille continue de 9,, 9 lui-méme est
holomorphiquement complet, en vertu du théoréme 5.

Théoréeme 7. Soit CV une vaeiété analytique complexe, munie
d’une métrique kdahlérienne analytique réelle et d’ume fonction
Sfortement pseudoconvexe. Soit 9D un domaine pseudoconvexe sur
SV sans point critique intérieur. Supposons que

1° il existe une fonction @ (semi-continue supérieurement) pseudo-
convexe dans 9D telle que, dans tout voisinage de tout point P,c 9,
on puisse trouver un point P ot p(P)<p(P,), et

2°  pour tout nombre réel a, étant D,={PED; p(P)<a}, on ait
(D,) .

Dans ccs hypothcses, D est holomorphiquement complet.

Par exemple, si une fonction ¢ dans 9 est fortement pseudo-
convexe, la condition 1° est vérifiée.

19)  Voir [4], p. 122. Voir aussi [107], p. 143.
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Corollaire 1. Soit CV une variété analytique complexe, munie
d’une fonction analytique rvéelle r fortement pseudoconvexe dans
V. Tout domaine 9, vérifiant les conditions 1° et 2° du théoréme,
est holomorphiquement complet.

2
En effet, en posant gij=é—2% dans chaque domaine de co-
:0%;

ordonnées, on aura une métrique kidhlérienne analytique réelle.
Comme corollaire 4 notre théoréme, nous pouvons rétablir le
théoréme da a Docquier et Grauert:

Corollaire 2. Si CUV est elle-méme une variété analytique com-
Dlexe holomorphiquement compléte, alors tout domaine pseudoconvexe
sur €V sans point critique intériuer est aussi holomorphiquement
complet.

En effet, on peut alors trouver une fonction v fortement
pseudoconvexe analytique réelle dans €V, telle que {p(P)<a}eV
pour tout nombre réel a. Donc, les conditions du théoréme sont
toutes remplies.

Corollaire 3. (Théoreme de Stein [11]) Tout revétement
(topologique) d’une variété analytique complexe holomorphiquement
complet est aussi holomorphiquement complet.

On aura encore quelques corollaires, en combinant diverses
conditions. Mais nous n’en donnons pas ici.

Finalement, nous remarquons que, de la fagcon suivante, on
peut encore donner une autre démonstration au théoréme da a
Mme Fujita :

Théoréme 8. Tout domaine pseudoconvexe sur Uespace
projectif complexe P, wayant pas de point critique intérieur mais
possédant au wmoins un point frontiére, est holomorphiquement
complet.

Pour cela, voyons d’abord que, dans l’espace projectif, la
métrique s’exprimera sous la forme

dst — 21dz1* 31%7,2,dz;dz,
IS NEACE O MEAD

par rapport aux coordonnées normales employées dans la démon-
stration du lemme 5. 1l s’ensuit de 12 que




356 Akira Takeuchi

-, 0) = 1"'2|zz|2 .,
(L4 12,%+12,%)

62g1; (z“ 0, ,0) _ _2+4|21|2

gli(zly 25, 0’ :

02,02, (2P

T8 (4, 0,-,0) = T8I (7, 0,.,0) =0,
0z,0%, 02,02,

Bzgﬁ '—1+ |Z |2
—ZI)O)""O = _— "1

azzazz( ) 1+ 2,7

Donc, d’aprés les formules (1) et (2) dans la démonstration du
lemme 5, on peut trouver deux constantes positives K et &,
telles que l'on ait

o(—logd(P) = K

pourvue que d(P)<é& Ceci montre que —log d(P) est fortement
pseudoconvexe dans le voisinage de la frontiére du domaine 9.
On peut alors construire une fonction ®(P) dans 9), telle qu’on ait
wo®=1, d'une méme maniére que dans le lemme 7, mais plus
simplement. La variété P étant compacte, la condition z(9D)eV

est vérifiée a priori.
c.q.f.d.
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