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1. IN TRO D U C TIO N — Le théorème de Cauchy-Kowalewski con-
state l'existence local d'une seule solution holomorphe pour n'im-
porte quel type des équations kowalewskiennes. Ce théorème se
borne forcément à la théorie locale. Par contre, l'hyperbolicité
stricte a des propriétés beaucoup plus fines, c'est-à-dire, nous
pouvons énoncer même l'analyticité globale par rapport au temps :
P. D . Lax [2 ]  traite les systèmes quasi-linéaires hyperboliques
d'ordre un à deux variables au sens de Friedrichs-Lewy, et S.
Mizohata [7] les a étendus à plusieurs variables en se limitant
aux systèmes linéaires. Dans une série des articles [8], [4], [5],
nous avons étudié l'hyperbolicité non stricte comme une étape
d'extension des idées d.e l'hyperbolicité stricte dfies à Girding-
Leray; le polynôme caractéristique est un produit de polynômes
strictement hyperboliques dont les propriétés ne sont pas néces-
sairement analogues à l'hyperbolicité stricte (J. Leray [3 ]). Le
but de cet article est de montrer l'analyticité globale pour les
systèmes linéaires digonaux et les équations quasi-linéaires, hy-
perboliques non stricts ; d'ailleurs le mot "global" ne peut plus
être employé dans le même sens.

2. SO M M AIRE— L'inégalité d'énergie classique n'est pas suf-
fisante; les approximations successives d'après E . Picard [1] y
seront employées au sens de L 2 . Une précision du théorème de

* )  L'auteur adresse son remerciement au Centre National de la Recherche Scientifi-
que de France qui a facilité son séjour à  Paris pour l'année scolaire 1965-66.
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P . L é v y  [9 ] sera appliquée au théorème de substitution. Le
raisonnement de P. D. Lax s'effectue du point de vue de S. Mizohata.
Nous avons déjà éxposé cette partie principale dans [4 ] ,  [5 ] .  Le
procédé nouveau que nous allons faire se trouvera aux n°7 et
n°13.

N o t e  Tous les énoncés dans cet article sont valables en rem-
plaçant L" (K )  par des classes de Gevrey 7 (K ) 1 ) où a>1
pour lesquelles il suffit de nous appuyer sur une partition de l'unité.

§ 1. Notation

3. Soient (x,, x„ •••, x 1 )  de coordonnées de l e " ,  et soit X  la
bande définie par {.(x„ x) ; 0<x 0 < T, (x„ • • • , x 1 ) E  ;  notons S t

l'hyperplan de cette bande d'équation ; x 0 = t ,  où 0 < t < T .  Etant
donnée une fonction f :  X , C, on note pour 1 < p ‹ + 00, lf, K 1 p

vp
= I f(x)1Pdx) la norme de sa restriction  à un sous-ensemble

K t

K , de S i., e t on  désigne D ' ses dérivées, où a=(ao, a i ,  •-•, a l) ,
a < (r ,  s ) signifiant a o <r, a o +  a i + •••at < r + s .  Définissons,
n étant un entier positif,

(3.1)D n f ,  K t l  p  =  C  sup
1131.42

où c est une constante qui depend de 1, n, p  e t K „  assez grande
pour avoir l'énconcé dans la note 4.

En tenant compte de ce que l'analyticité par rapport à l'espace
entraîne celle par rapport au temps, nous n'essayons l'évaluation
qu' en (x„ •••, x t )  (Proposition 2. 4. de [8]).

D éfin ition  3. 1 E ta n t donnée une fonction  f : [ 0 ,  T ]x  K t

nous dirons que f ( x )  appartient à  L ; ( ) ,  s 'il ex iste une
constante C  telle que

(3. 2) sup 1D"D'f, K t I p < C s  + 1 S !

0-0 -0

pout tout s  et tout t ,  où 0 < t< T .
Depuis longtemps, on sait que l'appartenance  à  cet espace de

solutions est très utile pour montrer l'analyticité, compte tenu d'un

1 )  Voir [4].
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lemme de Sobolev. Mais, il est facile à voir que cette méthode
équivaut à la forme suivante ;  si l'on définit une serie formelle
associée à f ( x )  par

(3.3) I D'Y , K t, PI p = 12 s u p  D'Urf , K  It  pS

où les coefficients de P SIS ! sont des fonctions non négatives de t
(que l'on note par 436 (0), le second membre de (3. 3) définit bien
une série formelle en p

(3. 4) (13(t , p)— 4 3,(t)

Définition 3. 2 P a r  013(t, p)ErP( T) pour un  en tier p(_- 0)
donné, nous entendons (a lat)'o(t, p) est une série holomorphe à
l'origine p= 0, uniform ém ent par rapport à t ;  0 < t < T ,  pour
0 <j<p .

• O r, on a l'équivalence ; on a f(x)ELning), si et seulement si
4'(t, p )  V (T ) .

4. FORMULES—Rappelons les propriétés sans preuve que l'on
a établies dans [4] ; on emprunte une notation des séries major-
antes :

1 °  Form ule du produit, pour 1/fi=1/q+1/r

(4.1)I . D '''- ( f g ) ,  K t , PI p <ID"' - f , K „ Plr

2 °  Form ule de la dérivée, en notant a / fixi =D ;  pour 1<j < /,

(4.2) JD D , f ,  K t , p « —a  
IDn 'f , K t, PI p <  r e - l 'f , K t,  Pi paP

<c"ID" - W if ,  K t, PI p+c"(1+4)ID "f  K t, PI p

où c"= c"(1, n).

3 °  Formule du commutateur, a(x,D) étant un opérateur différentiel,
normal" d'ordre m, si l'on définit

(4.3) I  EU'', K„ PI P E' sup I[D"Dm, a]f, K i , pl p—0 s!ici=s
0-0-0

1 )  le coefficient de Dom est égale A un.
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où l'on entend le commutateur de deux fonctions par

(4. 4)[ D y ,  f]g = Dl(fg)- fEr g ,

alors, vu (4. 1) et (4. 2),

(4.5) I [ D " - , cdf, Kt, p

<{1D n 'a ,K„ Plq-1D n a, Kd q } ( 1 + ) I D m " " - f, Kt, PI r,

les normes d'opérateur différentiel étant la somme de celles de ses
coefficients.

Note 4  Remarquons que, si n>112, les formules 1° ,---3° sont
exactes même pour p =q =r=2 .

5. AL GÈBRE—Etant donné un espace vectoriel Ck(k< 00), nous
considérons une algèbre de Banach A (g) de fonction a : .g->C et
l'espace vectoriel V (g ) ayant pour éléments les applications  v =
(y„ •••, yk ) :  g -->Ck telles que v 3 (x) A ( ) .  Y étant un sous-en-
semble de Ck, nous définissons un espace vectoriel B(X, Y) de
fonctions F: X x Y->C de norme HF, x Y, PH dependant d'un para-
mètre v= (v„ •• • , vk ). Si : .g--> Y, nous notons Fov la composée
de FE B (g , Y) et de y E V(g).

Supposons la condition satisfaite :

s i  FE  B(X, Y ) ,  y E V ( g )  où y :  g-> Y
(5.1)e t  11F , gx  Y, vl < C O ,  alors on a

F o y E A (g )  et Foy, X1 <HF, Xx Y, v11.

Note 5. 1 Cette condition se réalise en définissant norme de
B (g, Y) par

(5. 2)

111)7 , x Y, PH =  c sup I sup I DA,F(x, Y), YI, K-t12 (1+ c'17.1)"
1131<n

où c' est une constante, suffisamment grande pour que (5. 3) aura
lieu. Alors, Sobolev établit la formule de composition, si n>112+1,

(5.3)D n ( F ° v ) ,  Kt12<11DY, K t x  Y , Dnv, Kt1 211

qui est équivalente  à  (5.1).
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Introduisant des variables commutatives (p, 77„ •-•,n k ,  v ) ,  dé-
finissons, où nT = nil•• 0 7;k,

(5.4)K t x  Y, p, 77, Pll

E P s u p  I ID"D:D;F(x, y), K t x  Y,s, T  S :  T  10 . 1=s
0 .0= 0

Définition 5. 1 E tan t donnée une fonction F :  x nous
dirons que F  appartient 'à L r (g x  Y), s'il existe une constante
C  telle que

sup IlD'ITY /Y ,F, K t x  Y, vil ‹C s + H-1 + IT D !
Lr, T,

pour y fixé.
Notons F[v , p, n ]  la série formelle en (p, n ) qui est définie par

le second membre de (5. 4) ; en désignant ses coefficients par F„(v),

(5.5)p ,  n ] E f? F„(v) .„T S

Définition 5. 2 P a r  T [v , p , n ] E r P ( T ) ,  nous entendons que
(8 lav)iF[v, p, 77] est une série holomorphe à  l'o r ig in e  p=72= 0,
uniformément par rapport à  y ;0 < ly l<  T , pour 0<j<p.

Or, on a la formule de composition d'après [6] si n > //2 + 1,

(5.6) I  Dn' - (Fov), K t , pl,
Kt x Y, P, Kt PI,— IDnv, Kt l„ I D v ,

Note 5.2 C'est une précision du théorème de P. Lévy, qu'énonce
L. Schwartz dans Pl Théorème 7-32.

§ 2. Systèmes linéaires

6. PROBLÈME POSÉ—Considérons le problème de Cauchy con-
cernant les systèmes diagonaux d'ordre m  dont la partie prin-
cipale est le produit de polynômes strictement hyperboliques dans
une bande X :

f a(x , D)ze(x) = E  (x , D)ze(x )+b"(x ) , 1 N ,
(6.1)

: donnés"
où a(x, D)= a i •••a ; ,(x, D).• • ap  , 0 <  <p ,

1) C'est-à-dire, te I So , • • • , D6" - 1 0 I So sont donnés,

Kt1,11.
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ai ,(x , D) étant un opérateur différentiel normel et régulièrement
hyperbolique pour l'hyperplan S „ et l'ordre de b(x , D) est m +

q  étant un nombre entier positif <p.
Soit { (x;1 < k < m }  l'ensemble des racines caractéristiques

associées à l'opérateurs a(x, D) et notons que

(6. 2) Xmax = sup 1 Xk(x ; 0 1 est fini.
( . ) E I
i t i= 1

1<k ‹..'”

Définition 6  Nous appelions C  = {(t, x); 1x1 ‹,„ Xm a x 1t1, t 0}
le cône rétrograde  à l'origine, et notons

C(t°, x°) = {(t, x ); (t, x )EC+(t°, x°)}

ce cône attaché au point (t°, x°)EX .

Note 6  Ce cône est strictement convexe, par lequel on entend
que C n { (t, x); 0 }  n'a pas de point commun sauf l'origine.
Prenons un disque du rayon 5  autour du centre (x°) dans l'hyper-
plan So; on le note par

= {(t°, x) ; x — x° I <81 .

Soit a(x ) une fonction indéfiniment dérivable  à  support contenu
dans un ensemble compact K , qui est le dom aine d'analyticité
des coefficients, du second membre et des donnés initiales de (6. 1) ;
on suppose qu'elle est identiquement égale à  1 su r e= { (t, x );

C(r, x )}  et que S t = e n S t c K t = K n S.
(T)Egio

7. CAS D'HYPERBOLICITE STRICTE—Etant donné un problème
de Cauchy pour un opérateur différentiel normal et strictement
hyperbolique a(x, D):

(7 1)
a(x, D)u(x) = b(x)

. 
D n V u lS o  0

voici un lemme qui fait un rôle essentiel dans cet article.

Lemme 7 Si l'on suppose que les coeff icients de a(x , D) (resp.
b(x)) appartiennet â  L ( K )  ( re s P .  1 ," - (K ) )  et que DgbiS o =
(j <n), alors la solution de (7.1) se trouvera dans L "",'"(C).
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Preuve Si l'on définit d'abord it(x ) la solution du problème
de Cauchy

a(x, DA(x) = a(x)b(x)
(7. 2)

D l'1,71 4" So = 0

alors, le support de Dm- Y:(x ) étant contenu dans K , compte tenu
du domaine d'influence, on a Dm - l i i (x )= D 'u (x )  sur S„ où 0  t <

Note 7 .1  Plus précisément, (7. 2) devra s'être mis en

(7 2)'
g(x, D)ii(x) = a(x){[g(x, D)— a(x, Dflu(x)+ b(x)}

I..  
Dn1ii1S0 = 0 ,

g(x, D) étant la partie principale de a(x, D), ce que l'on ne détaille
pas.

L'inégaliteé énergétique donne

(7.3) Dm1u, K t I2< c o lb ,o 

où co est une constante qui ne dépend que de (I, n2, X, D 1g, KI co)."
Le même procédé permet de définir D 'D o r t (x ) qui se coïncide
avec D '''D ou (x ) sur e  successivement pour 181<n ; il s'ensuit de
majorer sup j DmDPÜ, gt12‹ sup K ,,  une constante

i p i ‹ . 1131<n

c ,  modifiée qui depend de K I _  Ensuite, on va définir
Dm- DoDcrii(x) la solution du problème de Cauchy

a(x, D)DieD'ii(x) = a(x){ — [D D , a (x, D )]u (x)+IrD ° -b(x)}
(7. 4)

Dn'ODI'Daa I S, = 0 2 )

par la récurrence sur (0-) tel que I 0- I =s, 0-„= 0. D'où l'on tire

(7. 5) Dm-DI3D'a, K t  2  c o  [UT'', (nu, K t ,

Jo

+c 0 D gD ° -b, K t ,  I 2dt'

Le terme sous le signe d'intégration du premier terme du
second membre se constitue de

1) X est le caractère de régularité de a(x , D),
2) se réalise par l'hypothèse sur b(x).
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( E + E )1 [D IT -, a jx )D lu ,  K t
1.1— v4I<",

dont le premier se majore par

E ( E  +  E  ) ,

/ 1 3 + 0 - 1

)1 Kt1 1YiW u,Kt12
y=g Fo- -1 7<va -1

vu l'inégalité d'1161der et (4. 4).
En supposant D 'D I T ' ' f i ( x )=  D ' 1130 DŒ'u(x) où I 0' < 1 ci I

déjà définis sur C , on a donc

(7. 6) I D 'D oD 6 ii, K t 12

co
te+,< E  E Kt 1 )/1-1 (1) 7 u, K t /1 2dt'

o 'Y-13+0 - I (

+ C o  
i t

E E  ( 8 + I  p g - H r- 7 aa,, K t
, 1,„113111ii, K t

, 1,dt'
0 1, 6 1=. Y<f3+Œ -1 7

r ie t
±  Co E  [D D , K til 2d t '+ c„ 1 1 J 0Dcb, K t

, 12dt' .
o 

Or, il s'ensuit d'avoir la majoration pour

sup I D 'D oD a ti, gt 12 -<, sup I D'n - ID0D 'il K  1, 0 2
I g i ‹ . 101<n
lal=s icrt=

c o— ° 6 0 0

de l'hypothèse de récurrence.
Ce type de majoration était suffisant pour prouver l'analy-

ticité globale d'hyperbolicité stricte (par exemble [7]), mais nous
profitons des méthodes employées dans [4] ; c'est-à-dire l'analy-
ticité se resulte d'une série holomorphe en p  construite par

Ê es- (13 (0= (13.(t, p). En effet, il existe des séries holomorphes à
—0 s  !
l'origine telles que

f  c oK ,  p 1  c . , < C l ( p )  où C 1(0) Dna,
1 c o lD"'"b, K „  p l,< T (t , p )  pour 0< t< t° ,

par les hypothèses du lemme ; si l'on applique E : 3 1 rie -  ( 7 . 5),

, o-0
alors, vu (4. 1) et (4. 5), ci)(t, p ) est la solution du problème de
Cauchy holomorphe tel que

(7 .7)
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(7. 8) {  La
t  — (Ci (p)— C,(0))(1+ -8- 1 0 ( t ,  p) = 11'4, p)

ap/
! 0(0, p) = 0

Or, cette résolution se resulte de la théorie des équations
différentielles ordinaires ; c13(t, p )  appartient à  r( r) ,  qui prouve
ii(x)E (C ) .  De plus, elle appartient à  L r " ( C ) ,  puisque
l'on a (8.6), où k =1 , p=i, et n = n .n. C.Q.F.D.

Note 7. 2 Ce lemme s'exprime comme ceci ; il existe une
constante C  telle que

ID "f l' 8  u(t°, x), gel , <C "is!

8. REVENONS AU PROBLÈME DE CAUCHY (6. 1), Où l'on suppose
que DO' ISo =0  ( j <le), et que les données initiales sont nulles'.
On le résout par des approximations successives :

a(x, D) u (x )  = b (x )
(8. 1 )0 So = 0

a(x, D)teK (x) = D)u'L i (x)— , K_
(8 . 1 )K J D u S0 =  O.

Toutes les dérivées successives s'estiment de la même méthode
que dans [4]. En effet, chaque (8. 1) K  se décompose à une suite
du problème de Cauchy ;

(8. 2)K
d i (x, D)v i (x) = v ; _1(x)
D7i- 'vi l Se =  0

où m1 = E order (a1) , l< j <p.
i = 1

Note 8 I l  suffit de traiter le cas où M y ;  I S o = 0 (k <ni ;

puisque IX b' IS o =  0  ( k  n " )  entraîne I n( (x D)4( _01 S0 0
(k <n '): Voir le leme 15. 1 de [4].

Le procédé du numéro précédent s'applique à  chaque problème
de Cauchy ; il s'agira de trouver la solution c13 K (t, p )  telle que

1 )  ne perdent aucune généralite.



Yujiro Ohya

[ a — (C ,(P )— C ,(0 ))(1+ 4)] Pc1).K(t, P)

= L,(P,
a
a
t 'a a p

)0 K  i(t
'

10)

54

(8. 3 )K

où

3  (0  p )  =  0
(aat

r (1
K

0 < j < p ,

/
C i(P )>  c o lD m i+ 'i ."a ; + „  K , pl co tel que
C1(0) = co I D m i + n - la ;+ „ KI-
Co(P )>  c 0 [1+ ID n

' '
- P ± k '- a , K , PI

Co(P)> colD n '- bW, K, PI- ,

puisque

I Dn K t ,  P12
< C 3 (01 D'n + " —  PK „  P12

< C 2 (0 C 2(0(1+ + cl) - i(t , 1°)at a p i

d'après (8. 6)K _1 ; C13  K ( t ,  p )  de (8. 3)K  satisfait à

(8. 5)K D m"°-P '-uvic, St, P12<cpx(t, 19 )

et aussi à

(8. 6)K  D n P + ' - teK, S , P1 2 <C2(P)(1+ - Q+ 
a ) k ( t

 P)at ap

pour k<q.

9. PREUVE DE (8. 6)K —On ne montre que le procédé de (8. 5)K
à (8. 6)K , en supposant (8. 5)K  e t  (8. 6)K _, déjà établis : vu (4. 2)

(9.1) I Dm ' " - P+h' - t rK , K t , PI 2 <c" 1 P"tri c, K ,  PI 2

± c „ ( i +  a )1 D m i-O -p d -k -L o s a l v ,  K t ,  p i 2

aP

où a vi c  satisfait à l'équation (8. 1)K  sur K.
En décomposant le premier terme du second membre de (9. 1) à

• P-"ktrK (x)= h[le —  a(x, D)]u"K  + D (1'" kEN .(x, D)üX-1(x),

(8. 4)

a a\Lq(p , = C2(P)C
3
(P)(1+ a

a
t + a

a
p ) q
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les formules (4. 1) et (4. 2) montrent

K f , PI2

<1D '" a, K, pl 4 1 + 1Dni -1-"' - P±k - 1 .- i 2api
+  D n 1  P +  k  ( E  VilCek_i), K t, P12 puisque a(x , D)

est normal.
D'où, (9. 1) nous donne

(9.2)I  D ' + ' —teK, Kt, PI2

<c" [1+ 11Y 1) - P-"'“ a, K, K t, P12ap i

+ c" P±k" (EN, 4-0, K t, PI2

La récurrence sur k et (8. 5)K  prouvent

D m -k n ''' + ' je K , Kr, PI 2

< C "  El ± 1 K, P I -7 ( 1 + a—ap ) kc13K(t, 19 )

+c" 1 [1+ a, K, PI— ]" ( 1± —a ) k
j= 1a  p

X I P (b ù _ 1 ), K1, p 2

où le facteur I _i), K t , P12, vu (4. 1), se majore par

C3(P)ID P-I- P '- te c_ i, K t, p12;

c'est-à-dire, par l'hypothèse de récurrence (8. 6)K-,

a a  \Q - P "
<C 3(P ) C z(PV  —  - ) C K - i(t 19 ) •at ap

Or, le lemme 9. 2 de [5 ], vu (8. 3),

a a \ PLa(p, P )< (
6

)  (plat, P)at a 
a

 p

prouve (8. 6)K .

La somme 2 t e ,  des approximations successives (8. 1)K , si elleK=0
converge, fournit la solution cherchée de (6. 1). La convergence
de cette somme se résulte de celle du problème de Cauchy pour

(8. 3)K . La somme ci) (t, p)--= ci) K (t , p) satisfait au problème de
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(9. 3)
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[

aa t  (c,(p) c i (o))(i+—d  c(t, p) = LA D(t, p)+ TU, p)a
 Pap

(

a 
) 0 ( 0 '  p )  =  0at  

o<i<p,

 

où C i (p), L,,, et qi(t, p) sont définis par (8. 4) et (7. 7).

THÉORÈME 9

Si a(x, D) a ses coefficients E )
a i ± i (x, D) a ses coefficients ELmiln y

bl',4,(x, D) ont leurs coeff icients EL n
o ,

'
' I K )

et P(x ) appartient d L f . '- (K),
alors la solution relative  à  (6. 1) se trouv e dans 1,7"" 0 (C).

La preuve de ce théorème s'achève de la

Proposition 9  Le problème de Cauchy concernant (9. 3) admet
au m oins une solution appartenante d I'P(f') sous les hypothèses

Ci ( p ) E r( r)  e t  1f(t , p)Er(t°) .

§ 3. Equations quasi-linéaires

10. PROBLÈME POSÉ — N ou s  allons trouver la théorie analogue
au cas linéaire dans le problème de Cauchy pour les équations
quasi-linéaires :

a(x , D ''u, D)u(x ) = b(x , P I ( )

1 D riu lS „: donnés 0 < q <p.')
Pour développer le raisonnement parallèle aux sysytémes linéaires,
il y  a assez de com plications ;  tout d'abord, la difficulté de
définir l'hyperbolicité non stricte. Dans le cas de deux variables,
P. D. L ax  emploie une solution particulière ;  nous étendons son
procédé à  plusieuas variables par la méthode employée dans [5].

11. DÉFINITION DU CÔNE RÉTROGRADE— SOit v (x ) u n e  func-
tion arbitraire appartenante à  l'espace L r " ( X ) ,  et désignons
g ( x , D 'y ,  D )  la partie principale de a(x, D 'y ,  D ) .

1 )  s i q=p, b (x , D 'u ) ne contient pas Do'u.

(10.1)
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Définition 1 1  Nous appelions que a(x , D ' u ,  D) est un opéra-
teur différentiel normal et hyperbolique non strict, si

(11. 1) g ( x , D 'v ,  D) =  g, ••• D'n-mi-P-Fiv, D) ••• g,,,

où g-
J ,(x , v , D )  est un opérateur différentiel normal et

régulierèment hyperbolique dans X , en notant

M  •  =  E ordre (g i ) .
i=1

Supposons (11. 1) rempli dans la suite ; alors

D m i -- m P+ 5  v ;
)

= (A, —X`,"+')(x, Dfle - mi v  ; ) )
k =i

dont les racines x(ki 1 - 1 1 (x , ; sont réelles et distinctes
pour tout v L 'r" ' - (X ), (x ) X  et tout ( )  tel que= 1 .

On définit

(11.2) 'max = sup I x (
ki - 1 1 ) (x, D m - mi - P+ jv ; I

(1<x )  17‹"X"' +1-
0 ‹ , <P

où la bande X ' plus étroite que X  sera déterminée par X '=
X n  { ( t ,  x ) ; 0 <t<T ,} ,  T g  étant défini par (15. 5) 1 ) . Compte tenu
de la formule (5. 3), on voit facilement la justification de cette
définition ; en effet, si g(x , y, D) a ses coefficients dans L3' - (X x Y),
a lo rs  X e - 1 ) (x, y ,  D )  appartiennent à  L '  (X  x  Y). D o n c ,  s i
v (x) E L'e+ (X ) puisque D P+ v (x) E (X ), (5. 3) implique

Dm - mi - P±jv ; ) E L 7
2'' " ( X )  pour ( )  fixé : ceci vaut à  dire,

d'après Sobolev, que X(2+1 ) sont bornées dans X , s i n > + 1  pour
2

( )  fixé. O n em ploie la définition 6  et ses suites sans aucune
modification.

12. RESOLUTION DE (10 .1 )— qu i s'achève des approximations
successives :

(12.1),
a(x , 0, D)u o (x ) = b(x , 0)
D ru , I S o 0

1 )  bien évidemment L'" +
2 ' ' c° (X ') D  L ' 2 " ' (X ) .
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{ a(x, uK_„ D)u K (x) = b(x, i'±q uK-1)
(12. 1)K D'on'uKISo 0

sous les hypothèses ;  n  étant un nombre entier tel que n> +p,
2

(12. 2) a(x, D 'y ,  D )  est hyperbolique non strict pour tout
V (X )E L r n '- (X 1 ) ,

a(x, y , D) a ses coefficients E L r (K x  Y )

(12. 3) a y , D) a ses coefficients EL '23 .i+n-  ( K x  Y )
b(x, y) appartient à  L7

2"-  (K x Y)

où Y est l'adhérence des valeurs prises par D v (x )E L r(K ),

(12.4)D g b ( x ,  0)1S 0 = 0 (j<n) .

Toutes les dérivées successives de suites  UK (X ) dans (12. 1)K

s'obtiennent de la répétition du

Lemme 1 2  Dans le problème de Cauchy

(12.5)

on suppose :

(12.6)

a(x, Dm " v, D)u(x) = b(x, Dmv)
u1S0 =  0

a(x , D ''v , D) est strictement hyperbolique,{

D b(x , 0)IS o =  0  ( j  < n )  o ù  n >   2
1  +1

pour toute v(x) donnée arbitrairement dans L '2'"+"' - (K) telle que, son
support étant compact,

D4v1S 0 = 0 (j <m +n) avec (12. 3) .

A lors la solution se trouv e dans L r"(e).

1 3 .  PREUVE—Soient NIrk (t ,  p )  des séries holomorphes en p
associées à  v (x ) telle que

'n + n - i ' v ,  Kt, PI 2<‘I k(t, P) O<k<1

et on note kIfo(t, 0)— 0 (4
Pourvu que, Dm - 1 D 0 D 'f i(x ) pour I i31 n , s - 1 t e l  que
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cro= 0, soient déjà définies par la même méthode que dans le
lemme 7, on définira la solution pour I 0-1=  s ;

(13
t

1)
a(x, D)D0DTa(x) = a(x){ [DIDT, a]u+DIED°b}

. 
D'4,71130Dal,S, 0

On a l'inégalité énergétique :

(13.2) I D'n - 1 1) 0 D°W, K1 1 2 A,(0) .ç I [ TYDcr, a]u , If t
, 12dt'

+A 0(0) LI frIDTb, K 1
, 1 2dt'

où A 0 ( 0 )  ne depend que de (1, m , n, C[0(t), 0, 0]).

N ote 13 Ceci s'interprète comme il suit : A 0(0 )  depend de
Dng(x, D'n - lv, D), K 1 12 ,  d'après le résultat déduit du cas linéaire.

Si l'on applique (5. 3) et (5. 7) en y remplaçant F  (resp. y) par a
(resp. D 'v ) ,  alors on a

(13.3) I T ra(x , D 'n 'v , D), Kt12-‹11Dn a, Kt x Y , ID m ' - 1 1), K 1 1 2I1
(13.4)D n ' - a(x , D 'y , D ) , K t , pl,

K t x Y , P, ID m "- i 'v ,  Kt, PI2 — K 1I2,
I D 'n K 11 211

on désigne C[v, p , 0] une série (majorante) holomorphe en (p, 0)
définie par le second membre de (13. 4) telle que CD., 0, 01=
I IDn a, Kt x Y, z , d'où il résulte IDng(x, D 'v ,  D), K 1 12 <C[çb(t), 0, 0].
Puisque a= E a„(x, D'n - iv)D's, on peut remplacer u (x )  par û(x)

1.1‹m
dans D 'n 'D oD 'u(x ) sauf les termes 101 =n ,  Io-  = s par l'hypothése
de récurrence ; c'est-à-dire, vu la note 4,

I D 'D o /Y ii ,  K 1 12

< 1 1 0(0) E  E  8 +, (
7 )1D (' " a  K  2 1 D 6  D'eu, K  1 ,de

0 1.1—  y =p +m -1 (

+ A0(0) ,,1 ( 1 3 ; 1 G r ) I D " '" a o , ,  K t
, 1 1P2 1 DV1 ,

+ A 0 ( 0 ) „ , Z , 1 [ 1 : 0 1 3 e°., Kt/12d + A 0(Sb) 1DfiDab, K t
, 12c1r.0

La majoration de sup 1 Dm - 1 130 1r11, K t l, se résulte de ce qu'indique
101<”
10- 1=s
,0 = 0
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(13. 1)

Din - iD fiD 'a(x ) =  D m tru (x ) o ù  7= 8+ ci —1 sur C .

La série formée par (13(t , p) = E e (t) satisfait au problème de
—0s

Cauchy holomorphe :

(13. 5)

0(0 ,
— ‘11,(t, 0)]

p) =  0 
où A(sb, Ilf0) A0(0) {C110(0, P, 0(t p)— 0(0] — C[çL'(t), 0, 0]} .

En effet, si l'on applique E sup • • • à (13. 2), on as  
IT = S
6

0
= °

<A0(0) a(x, D)]a, 2de
0

+A,(0) D'nv), Kr', P  2dt' , vu (4. 5),

et

a(x, D)11i , Kt, Pi 2

< { 1 D "a , K t, P12 - 1Dna , K 1 12 } (1 +  4 )D " - " - tt, K t , P12.

D'après (5. 7) avec la note 13, il existe des séries holomorphes
C[ P, P, 0 ] et B [v , p , 0 ] telles que

D 'a ,  K t ,  P12 - 11-ra ,K 112< C P (t), (3 , 0 (t, P ) —  0 (t)] — C[0(t), 0, 0]

et

ID n ' b ,  K t, Pl 2<BE I  Nt, 0 ), P, (11 1(t, P) — qf  i(t) 0 )] •

Du fait que v(x)EL -  '2"—(X )  signifie 'I '  (t, p ) 1- '"(t") qui implique
A, B EFV°), il résulte que cic(t , p) E F V )  d'après le théorème de
Cauchy-Kowalewski. De plus, (8. 6) où p= k = 1  est aussi valable,
ce qui prouve ii(x )E L '2 " (C ).

1 4 .  Le lemme 1 2  permet d'évaluer toutes les dérivées des
suites UK (X) définies par (12. 1) sur K , puisque u , (x )  se trouvent

ç[—
a 

— A(0, IF 0)(1+ 
a 
 )]cD(t , p )  =  4 11 f i (t , 0), P, 11/ 1(1., P)ap
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dans L m - (K )  par les opérations linéaires pour uic _i(x ) donnée
dans L '2n. - (K )  ; en effet, si l'on suppose

(14.1) ID "f f -P I k ' 's 4 - 1
1C-1) K , 2 < c13 -1 ( t ,

où (13.(1 ) (t, P )  vérifie

(14.2) cl)(1)-1(t, p)Er°(t°)

(13(Z )_1(t, p)ErP(r)

telle que

( a
a
t ) i c14 )_1(t, p ) » 0 pour 0 - . . j < p ,  c l3 Z _ _ 1 ( 0 ,  0 )=0  ,

et on note (14 )L, (t, 0)= yoK _,(t), alors la solution du problème de
Cauchy

r  a A  c c ;  7 ( 1  +  ,a2
(

1PcDif(t, p)
Lat q9K- p

(14. 3)K[ --i(t 0) P, (-13K-1(t, P) — CV-i(t, 0 )]

 c l )  (0 p )  —  o o<f<paatr K

donne

(14.4)

et aussi

(14.5)

où

Ip m f n - P ''' Ù K , K t, P l2 < A 0 (9 9 K - i )
c
I K ( t ,  1 9 )

aK , K t, P12
< c 21,,(9 - ,) {1+ c k[c13 (111)(t , 0), p , P )  —  c 1 3 (1=-1.) (t , 0 ) ] } "

a a k
X  (1  —

Op
€1)K (t, k<q ,

at 

(14.6)c k [ c 1 3 1 - 1 ) ( t ,  0 ) ,  p, V I N) (t , p)- cN=1)(t , 0)]
>  D" - a ( x ,  D'n - lu K _ „ D ), K „ p  12

On ne répète pas ces détails qui sont analogues aux n° 8 et n° 9.

Note 1 4  Dans ce traitement, chaque étape se fait sur le même
cône C, ce que l'on a montré dans le lemme 18 de [5].

15. On sait déjà que la solution (10. 1) peut être approximée
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par (12. 1)K , vu [5] ; l'allure de suites {uK (x )}  se résulte de celle
des approximations successives {rsID K (t, p)} définies par (14. 3) K .
Elles ont des propriétés qu'énonce le n° 14 dans [5] ;

(15. 1) Va
t Y(13K ( t ,  p )> 0  e t  ( ) j (13 (t ) > (  a Y.:10. rt 0)K  I 7  p — K . - ,  Iat

pour tout K.
La majoration de {00, p) }  s'obtient du théorème de Cauchy-

Kowalewski pour

(15.2)
[

a —Fo (c(i+-a-go(t, p) = F g (D )
at ap

43(0 p) 0 0 < j< P ,

a tel que (—) (13(t, p)> 0 pour j  < p ,  où, D g désignant at ati api
pour i +j< q,

(15. 3) Fq (Dq0) =  Fg [Dgc13(t, 0), p, DgcNt, p)— Dq0(t, 0)]

et que

(15.4)A < F „  B < F g .

N ote 15. 1 On suppose que, F p (DP(13)19(—aat ) P 0  s i q=p.

Lemme 1 5  L e problèm e de Cauchy  (15. 2) possède au moins
une solution appartenante à FP(T g ) sous les hypothèses; F0 ErP - 1 (r),
F g E r(e )  tels que leur coef f icients de Tay lor à  (0, 0, 0) sont tous
positifs,

et Fo[v, p, 0]>0 P o u r o<j<p,

oU T g  est suf f isam ent petit tel que

(15. 5) Dgc1)(t, 0)1 <T g  .

Preuv e  Voir le lemme 11 de [5 ].

En résumé, voici un théorème que l'on peut en deduire :

THÉORÈME 15 Sous les hypothèses (11. 1) (12. 2) e t (12. 3), la
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solution du problèm e de Cauchy  relatif  à  (10. 1) se trouv e dans
L r'" (C ')  où C ' est déf ini par C'— enX '.

Note 1 5 . 2  Ce théorème subsiste pour les systèm s quasi-
linéaires diagonaux, compte tenu des raisonnements développés au
§6 d e  P l
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