J. Math, Kyoto Univ.
7-1 (1967) 45-63

Analyticité d’hyperbolicité non stricte
dans le probleme de Cauchy

Par

Yujiro Onya®

(Communiqué par Prof. Y. Kusunoki, le 11, Avril, 1967)

1. INTRODUCTION—Le théoréme de Cauchy-Kowalewski con-
state l'existence local d’une seule solution holomorphe pour n’im-
porte quel type des équations kowalewskiennes. Ce théoréme se
borne forcément & la théorie locale. Par contre, I’hyperbolicité
stricte a des propriétés beaucoup plus fines, c’est-a-dire, nous
pouvons énoncer méme 'analyticité globale par rapport au temps:
P. D. Lax [2] traite les systémes quasi-linéaires hyperboliques
d’ordre un a deux variables au sens de Friedrichs-Lewy, et S.
Mizohata [7] les a étendus a plusieurs variables en se limitant
aux systémes linéaires. Dans une série des articles [8], [4], [5],
nous avons étudié I'’hyperbolicité non stricte comme une étape
d’extension des idées de I’hyperbolicité stricte diaes a Garding-
Leray; le polynome caractéristique est un produit de polynomes
strictement hyperboliques dont les propriétés ne sont pas néces-
sairement analogues a I’hyperbolicité stricte (J. Leray [3]). Le
but de cet article est de montrer I’analyticité globale pour les
systémes linéaires digonaux et les équations quasi-linéaires, hy-
perboliques non stricts; d’ailleurs le mot “global” ne peut plus
g¢tre employé dans le méme sens.

2. SOMMAIRE—L’inégalité d’énergie classique n’est pas suf-
fisante ; les approximations successives d’aprés E. Picard [1] y
seront employées au sens de L. Une précision du théoréme de

*) L’auteur adresse son remerciement au Centre National de la Recherche Scientifi-
que de France qui a facilité son séjour i Paris pour l’année scolaire 1965~66.
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P. Lévy [9] sera appliquée au théoréme de substitution. Le
raisonnement de P. D. Lax s’effectue du point de vue de S. Mizohata.
Nous avons déja éxposé cette partie principale dans [4], [6]. Le
procédé nouveau que nous allons faire se trouvera aux n°7 et
n°13.

Note Tous les énoncés dans cet article sont valables en rem-
plagant L™ »=(K) par des classes de Gevrey y™"»(K)” ot aa>1
pour lesquelles il suffit de nous appuyer sur une partition de 'unité.

§1. Notation

3. Soient (x,, x,, -+, x;) de coordonnées de R’*’, et soit X la
bande définie par {(x,, x); 0<x,< 7T, (x,, ---, ¥,)E R’} ; notons S,
I'hyperplan de cette bande d’équation; x,=#, ot 0</< 7. Etant
donnée une fonction f: X—C, on note pour 1<p< +oo, |f, K;l,

1/p
———(S | f(x)ll’dx) la norme de sa restriction 4 un sous-ensemble
Ky

K, de S,, et on désigne D® ses dérivées, ou a=(ay, a,, ***, a;),
a<(r, s) signifiant «, <7, |a|=a,+a,+ o, <r+s. Définissons,
n étant un entier positif,

3.1 |D"f, K|, = ¢ sup |DPf, K.l »

ol ¢ est une constante qui depend de /, n, p et K,, assez grande
pour avoir I’énconcé dans la note 4.

En tenant compte de ce que l'analyticité par rapport a I'espace
entraine celle par rapport au temps, nous n’essayons l’évaluation
qu en (x,, -+, x,) (Proposition 2. 4. de [8]).

Définition 3.1 Etant donnée une fonction f: X=[0, T]x K,
—C, nous dirons que f(x) appartient a L™7(X), s’il existe une
constante C telle que
(3.2) sup |D"D°f, K,| ,<C**'s!

lo|=s
04=0

pout tout s et tout £, ou 0<¢<T.

Depuis longtemps, on sait que l'appartenance a cet espace de
solutions est trés utile pour montrer I'analyticité, compte tenu d’un

1) Voir [4].
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lemme de Sobolev. Mais, il est facile 4 voir que cette méthode
équivaut a la forme suivante; si l'on définit une serie formelle
associée a f(x) par

(3.3) |D™f, K,, pl, = 35 sup |D"Df, K, ,

=038

0‘0=0

ou les coefficients de p°/s! sont des fonctions non négatives de ¢
(que I'on note par ®,(#)), le second membre de (3.3) définit bien
une série formelle en p

(3.4) o, )= 3 & 0.0

Définition 3.2 Par ®(¢, p)eT?(T) pour un entier p(=>0)
donné, nous entendons (0/0t)’®(¢, p) est une série holomorphe a
lorigine p=0, uniformément par rapport a ¢; 0<¢<7, pour
0<j<p.

Or, on a I’équivalence; on a f(x)eL"~(X), si et seulement si
o(t, p)TYT).

4. ForMULES—Rappelons les propriétés sans preuve que I'on
a établies dans [4]; on emprunte une notation des séries major-
antes :

1°  Formule du produit, pour 1/p=1/q+1/r
(4.1)  |[D™(fg), K;, Pl ,<L|D™f, K;, pl,|D™"g, K,, P,

2° Formule de la dérivée, en notant 9/0x;=D; pour 1<j</,

(4.2)  [D™D;f, K, pl,< 6% ID™f, Ky, Pl , <K | D" f, Ky Pl

< |D"DS, K, pl (14 2) 1D, K, 01,
o ¢’"=c"(I, n).

3°  Formule du commutateur, a(x,D) étant un opérateur différentiel,
normal® d’ordre m, si 'on définit

4.3) |[D™~, alf, K,, Pl, = ;%3111:13 |[D"De, alf, K,, P,

G=0

1) le coefficient de D,” est égale a un,
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oll 'on entend le commutateur de deux fonctions par

(4.4) [D", flg = D'(fg)—fD"g,
alors, vu (4.1) et (4. 2),

(4.5 1[0, a1f, K, o,
<{ID"*a, K,, plo— 1D, K, }(1+ ) ID™"f, K,y o1,

les normes d’opérateur différentiel étant la somme de celles de ses
coeflicients.

Note 4 Remarquons que, si #>7/2, les formules 1°~3° sont
exactes méme pour p=g=r=2.

5. ALGEBRE—Etant donné un espace vectoriel C*(k< o), nous
considérons une algébre de Banach A(X) de fonction a: X—C et
I'espace vectoriel V(X) ayant pour éléments les applications v=
(0, -+, v,): X—C* telles que v {x)€A(X). Y étant un sous-en-
semble de C* nous définissons un espace vectoriel B(X, Y) de
fonctions F: Xx Y—C de norme ||F, Xx Y, v|| dependant d’'un para-
métre v=(v,, -, v;). Si v:X—Y, nous notons Fov la composée
de FeB(X, Y) et de ve V(X).

Supposons la condition satisfaite :

si FeBX,Y), veV(X) ou v:X->Y
(5.1) et ||F, XxY,v||<co, alors on a
Fove A(X) et |Fov, X|<||F, XxY, .

Note 5.1 Cette condition se réalise en définissant norme de
B(X, Y) par

(5.2)
[ID"F, K,x Y, v|| = ¢ :}LplsgplDf,,F(x, », Y], K|, A+ |v])

ol ¢’ est une constante, suffisamment grande pour que (5.3) aura
lieu. Alors, Sobolev établit la formule de composition, si #>//2+1,

(5.3) |D*(Fov), K,|,<|ID"F, K,x Y, | D™, K,|.|

qui est équivalente a (5.1).
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Introduisant des variables commutatives (p, »,, ***, 7, v), dé-
finissons, ol p"=n{tn,
(5.4) ID™“F, K, xY, p, n, v|
= 557 sup [ID"DD;F(x, 9), K, x Y, vl
0‘0=0

Définition 5.1 Etant donnée une fonction F: Xx Y—C, nous
dirons que F appartient ‘4 L%"(Xx Y), ¢'il existe une constante
C telle que

sup |[D"DzDyF, K, X Y, v||[<CH" (s 4 |7]) !

O, Tyt

pour v fixé.
Notons F[v, p, 7] la série formelle en (p, 7) qui est définie par
le second membre de (5. 4) ; en désignant ses coefficients par F..(»),

(5.5) Flv, p,ml =151 F.(0).

Définition 5.2 Par F[v, p, n]J€T?(T), nous entendons que
(0/0v)F[v, p, 7] est une série holomorphe a lorigine p=7%=0,
uniformément par rapport 4 v; 0<|v|< T, pour 0<j<p.

Or, on a la formule de composition d’aprés [6] si n>//2+1,
(5.6) |D™=(Fov), K,, pl,

LI|ID™“F, K,x Y, p, |D"*v, K, p|,— | D™, K,|,, |ID", K,[,Il.

Note 5.2 C’est une précision du théoréme de P. Lévy, qu’énonce
L. Schwartz dans [9], Théoréme 7-32.

§2. Systémes linéaires

6. PRrROBLEME POSE—Considérons le probléme de Cauchy con-
cernant les systémes diagonaux d’ordre m dont la partie prin-
cipale est le produit de polyndomes strictement hyperboliques dans
une bande X:

6.1) { a(x, Du’(x) = 23 bu(x, Du*(x)+b"(x), 1<wv<N,
) D":'u’|S, : donnés®
ou a(x, D)=a1°"aj+1(x» D)"'ap , 0<j<p,

1) Clest-a-dire, u*|Sy, -, Dy "'u’|S, sont donnés,
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a;.,(x, D) étant un opérateur différentiel normel et réguliérement
hyperbolique pour l'’hyperplan S,, et l'ordre de bi(x, D) est m+
n*—n*—p+q, q étant un nombre entier positif <p.

Soit {ru(x; &), 1<k<m} l'ensemble des racines caractéristiques
associées a l'opérateurs a(x, D) et notons que

(6.2) Amax = SUD | A (x; E)] est fini.
;Hex

1gl=1
1<ESm

Définition 6 Nous appellons C={(¢, x); | x| < Apmaxl?], <0}
le cone rétrograde a l'origine, et notons

C, ) = {(¢, x); (¢, x)eC+(°, 2°)}
ce codne attaché au point (#°, ") X.

Note 6 Ce cone est strictement convexe, par lequel on entend
que CN{{# x);t=0} n’a pas de point commun sauf lorigine.
Prenons un disque du rayon 8§ autour du centre (x°) dans '’hyper-
plan S,0; on le note par

So = {(t x); |x—2°| <8}

Soit a(x) une fonction indéfiniment dérivable 4 support contenu
dans un ensemble compact K, qui est le domaine d’analyticité
des coefficients, du second membre et des donnés initiales de (6. 1);
on suppose qu’elle est identiquement égale a 1 sur C={(¢, x);
U C, %)} et que 5,=CnS,cK,=KnNS,.

QM

7. CAS D’HYPERBOLICITE STRICTE—Etant donné un probléme
de Cauchy pour un opérateur différentiel normal et strictement
hyperbolique a(x, D):

{ a(x, D)u(x) = b(x)

.1
@1 D"5'u|S, =0

voici un lemme qui fait un role essentiel dans cet article.

Lemme 7 Si l'on suppose que les coefficients de a(x, D) (resp.
b(x)) appartiennet ¢ L"(K) (resp. L'y=(K)) et que D{|S,=0
(j<n), alors la solution de (7.1) se trouvera dans L™%=(C).
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Preuve Si l'on définit d’abord #(x) la solution du probléme
de Cauchy

(7.2) { a(x, D)a(x) = a(x)b(x)

mS17[S, = 0

alors, le support de D™ '#(x) étant contenu dans K, compte tenu
du domaine d’influence, on a D" '4(x)= D™ 'u(x) sur S,, ou 0<¢ <",

Note 7.1 Plus précisément, (7.2) devra s’étre mis en

&(x, Dyi(x) = a(x){[g(x, D)—a(x, D)]u(x)+b(x)}

7.2Y
( ) { Dmo—lﬁlsozoy

g(x, D) étant la partie principale de a(x, D), ce que 'on ne détaille
pas. ;
L’inégaliteé énergétique donne

(7.3) D", K, 1<c, | 16, Ky lar

ou ¢, est une constante qui ne dépend que de (/,m, X, |D'g, K|..).”
Le méme procédé permet de définir D™ 'D?fi(x) qui se coincide
avec D" 'DPu(x) sur C successivement pour |B|<#; il s’ensuit de

majorer sup |D™'DPfi, S,|,< sup | D™ 'DPi, K,|, avec une constante
1gI<» 1Bl<n

¢, modifiée qui depend de |D"g, K|... Ensuite, on va définir
D™ 'DEDi(x) la solution du probléme de Cauchy

(7. 4) { a(x, DYDPDa(x) = a(x){—|DPD’, a(x, D)]u(x)+ DPD°b(x)}
) D™'DPDe#| S, = 07
par la récurrence sur (o) tel que |o|=s, o,=0. Dot l'on tire
(7.5) ID™"'D®Dri, K,|,<¢, Stl[DBD”, alu, Ky|.dt’
v, [\ 1DDb, Kyl dt
0

Le terme sous le signe d’intégration du premier terme du

second membre se constitue de

1) X est le caractére de régularité de a(x, D).
2) se réalise par I'hypothése sur b(x).



52 Yujiro Ohya

( 23+ 33)I[D"D7, au(x)D*]u, K, |,

|@|=m |l@jm

dont le premier se majore par

> )<B$G> |DP**7a,, K,|..|D"D"u, K, |,

|@[=m y=BT0 -1 Y<pro -1

vu l'inégalité d’Holder et (4. 4).
En supposant D™ 'D®D*"ji(x) = D™ 'DPD""u(x) ou |¢’|<|o|
déja définis sur C, on a donc

(7.6) |D™'D®D°i, K,|,

t
<l 2,5
0 |@|=m Y=B+0 -1

t
(857) 1D an, Kol D*D"a, Kyl dt

B ; ") |D** g, Ky|..|D*D"u, K|, dt’

+c,,S

0 l@l=m Y<BFo -1

t
te, S SV |[DPD?, a,D*13, K|, dt +c, S'(Dﬂpvb, K| db' .

0 |M|<7Vl
Or, il s’ensuit d’avoir la majoration pour

sup |D™'D!D<i, S,|,< sup |D"'D®D-ii, K,|,
1Bl -5
|o[=s$ |o|=s
0'0=0 o'0=0
de I’hypothése de récurrence.
Ce type de majoration était suffisant pour prouver l’analy-
ticité globale d’hyperbolicité stricte (par exemble [7]), mais nous
profitons des méthodes employées dans [4]; c’est-a-dire I’analy-

ticité se resulte d'une série holomorphe en p construite par
oo S
Zg—'fbs(t)=d>(t, p). En effet, il existe des séries holomorphes a
=08 .

Porigine telles que

(7.7 { ¢,| D" a, K, p|.<C\(p) ou C(0)=|D"a, K|..
. ¢,|D™"b, K,, p| ,<¥(¢, p) pour O<t<{t,
par les hypothéses du lemme ; sil’on applique >} gi‘s?p--- a (7.5),
1T
oo

alors, vu (4.1) et (4.5), ®(¢, p) est la solution du probléme de
Cauchy holomorphe tel que
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[% —(Cy(p)— C,(O))(l + aﬁ)]@(t’ p) = W(t, p)

(7.8) P

@0, p) =0

Or, cette résolution se resulte de la théorie des équations
différentielles ordinaires; ®(¢, p) appartient a T'(¢°), qui prouve
#w(x)yeLy"1=(C). De plus, elle appartient a Ly*™=(C), puisque
I'on a (8.6), ou k=1, p=1, et n’=n. C.Q.F.D.

Note 7.2 Ce lemme s’exprime comme cecji; il existe une
constante C telle que
| D™t 1), Spl,<Cs)
8. REVENONS AU PROBLEME DE CAUCHY (6. 1), ou l'on suppose

que D{b*|S,=0 (j<n"), et que les données initiales sont nulles®.
On le résout par des approximations successives :

a(x, D) ui(x) = 0*(x)
L
( alx, DY) = 33 Bilx, D)l +()
& D Dy~tuy|S, = 0.

Toutes les dérivées successives s’estiment de la méme méthode
que dans [4]. En effet, chaque (8.1)x se décompose a une suite
du probléme de Cauchy ;

a,(x, DY (x) = v,_ ()

8.2
(8. 2)x { Dyi-w;|S, = 0

ou m;=3) order (a;), 1<j<p.

Note 8 1l suffit de traiter le cas ou Dgv;|S,=0 (k<m;+n"),
puisque D§b*|S,=0 (k<n') entraine D¢(S) bn(x, D)u'y_,)|S,=0
(k<n): Voir le leme 15.1 de [4].

Le procédé du numéro précédent s’applique a chaque probléme
de Cauchy ; il s’agira de trouver la solution ® (¢, p) telle que

1) ne perdent aucune généralite.



54 Yujiro Ohya

[8%—(C,(p)—Cl(O))(l-l-%)]pq’x(t» P)

_ o 9
(8. 3)« = L, 5> )t P)
(B)ex@r =0 o<i<p,
ou
Cl(P)>>Co|ij+”—j'wdj+1, K, r|. tel que
C1(0) = coIijJr”—jajﬂy Klw ’
(8. 4) CLP)» c[1+ | D" #** =g, K, p|.]*,
C(P)» )| Db}, K, Pl
0 0 AN
L 7_—)_>:C2 C3 1+—+—) y
q(p ot op (P) (P)( of "ap
puisque

D™= S\ by, Ky, Pl
L Cp)| D™ im-pra=gh | K, pl,

<C)Cp) (1 2+ LY it p)
ot odp

d’aprés (8.6)k_,; ®x (¢, p) de (8. 3), satisfait a

(8° S)K IDm‘L”V_p’mu‘I’{’ St) P|2<<q)K(t’ P)

et aussi a

(8.6)x D™ty S, pl, <<c2<p>(1 + 34 Q)k%(t, )
- ot op

pour k<gq.

9. PREUVE DE (8. 6)x—On ne montre que le procédé de (8.5)x
a (8.6)k, en supposant (8.5)x et (8.6)x., déja établis: vu (4. 2)

9.1) | D™ pr kg K, pl, L | DS kG K P,
/ _
ver(1a D) D, K, ),
ou iy satisfait a I'équation (8.1)x sur K.

En décomposant le premier terme du second membre de (9.1) a
Dr kg (%)= D DY — a(x, D) ]+ Dyt ESbh(x, D) _y(x),
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les formules (4.1) et (4.2) montrent
| D= Dyt -prkgy K, pl,
< |D"rrheg, K,pl~(1+%>lD"‘*”” e, K,
+ | D¥ e (N biat ), K,, pl,  puisque a(x, D)

est normal.
D’ot, (9.1) nous donne

9.2) (D™ rhody, K, ol
Lc'[14 | D" -#+k=q K, le](1+ )ID"an prk-begr Ky, Pl
| DV R (S bl ), K, Pl
La récurrence sur & et (8. 5)x prouvent
D ek g K, pl,y
LC'[1+ | D™ -tte=g, K, plw]"\l—k )q:K(t p)

k-j

T N[+ D™k, K, p| ] (1 +a_)
i=1 P

X | D¥ 0 (D by, Ky, Pl
ou le facteur ID"\"I’“'“(Z bnity_y), K,, P|,, vu (4.1), se majore par
Ca(P)|Dm""”_m'(q_“j)’wﬂ';(_l, K“ P|2 :

c’est-a-dire, par ’hypothése de récurrence (8.6)k_,,

9, 9\ri
cc(t+ 2+ 2) o 0,00
<CICO(1+ 2+ 2 )Pt p)
Or, le lemme 9.2 de [5], vu (8.3),
3 8 9
Lp 2 2)ontt, <(S) @it )

prouve (8. 6)k.
La somme i uy des approximations successives (8. 1)k, si elle
K=0

converge, fournit la solution cherchée de (6.1). La convergence
de cette somme se résulte de celle du probléme de Cauchy pour

(8.3)x. La somme @(¢, p):i} @ (t, p) satisfait au probléme de
K=0
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Cauchy
5 NG
o [g—(c,(p)—CI(O))<1+a—P>] ®(t, p) = LDt p)+¥(¢, p)
: o\ .
(5) ®(0,p) =0 0<j<p,

ou C{p), L, et (¢, p) sont définis par (8.4) et (7.7).
THEOREME 9

Si a(x, D) a ses coefficients €L zt*#=(K)

a;.{(x, D) a ses coefficients L™i:*"~7=(K)

u(x, D) ont leurs coefficients L™ ~(K)

et b(x) appartient ¢ L3 ~(K),

alors la solution relative a (6.1) se trouve dans Ly+""=(C).

La preuve de ce théoréme s’achéve de la

Proposition 9 Le probléme de Cauchy concernant (9. 3) admet
au moins une solution appartenante @ T'?(t°) sous les hypothéses

Cp)ED() et W, P)ET(E).

§3. Equations quasi-linéaires

10. ProOBLEME pPOSE—Nous allons trouver la théorie analogue
au cas linéaire dans le probléme de Cauchy pour les équations
quasi-linéaires :

{ a(x, D" 'u, DYu(x) = b(x, D" ?'7y)

10.1
( ) Dy~'u|S,: donnés 0<<g<p?

Pour développer le raisonnement paralléle aux sysytémes linéaires,
il y a assez de complications; tout d’abord, la difficulté de
définir ’hyperbolicité non stricte. Dans le cas de deux variables,
P.D. Lax emploie une solution particuliére; nous étendons son
procédé a plusieuas variables par la méthode employée dans [5].

11. DEFINITION DU CONE RETROGRADE—Soit »(x) une func-
tion arbitraire appartenante a l’espace Ly+*=(X), et désignons
g(x, D™ 'v, D) la partie principale de a(x, D™ 'v, D).

1) si g=p, b(x, D"u) ne contient pas Dy"u.
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Définition 11 Nous appellons que a(x, D™ 'u, D) est un opéra-
teur différentiel normal et hyperbolique non strict, si

(11.1)  g(x, D™ v, D) = g, - g;+x, D™ ™i"?*3p, D) - g,

ou gj.(x, D™ ™i "7y, D) est un opérateur différentiel normal et
régulierément hyperbolique dans X, en notant

m; = ‘_V]‘_J ordre (g;).
Supposons (11.1) rempli dans la suite; alors
g D iy E) = T (n— APz, DR E))
k=1

dont les racines A{*V(x, D™ ;i ?*ip; E) sont réelles et distinctes
pour tout ve LPt™=(X), (x)€X et tout (§) tel que |E|=1.
On définit
(11. 2) Mmax = SUp [ AYP(x, D™ ™" ttiy; E)|
mex
LSk Mgy =

0<j<p

HEL;"'H”N

X"

ou la bande X’ plus étroite que X sera déterminée par X’'=
Xn{{# x); 0<Kt<T,}, T, étant défini par (15.5)°. Compte tenu
de la formule (5.3), on voit facilement la justification de cette
définition ; en effet, si g(x, ¥, D) a ses coefficients dans L3y~(Xx Y),
alors AY*(x,y, D) appartiennent a L3»“(Xx Y). Donc, si
v(x) e Ly**»=(X) puisque D™ "i **ip(x)e Ly~ (X), (5.3) implique
ATD(x, D™ty Eye Ly~ (X) pour (§) fixé: ceci vaut a dire,
d’aprés Sobolev, que AY*" sont bornées dans X, si n>%+1 pour

(f) fixé. On emploie la définition 6 et ses suites sans aucune
modification.

12. RESOLUTION DE (10.1)—qui s’achéve des approximations
successives :

(12. 1), { a(x, 0, D)u,(x) = b(x, 0)

:Jn_luo|so =0

1) bien évidemment L™*%**=(X") D L™*»<(X).
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) Dm~-1 -1 D = b ’ Dm_p+q -1
(12. 1)« { a(x Ux g (%) (x Uk_,)

D7 'uglS, =0

sous les hypothéses; » étant un nombre entier tel que n>é+p,
(12.2) a(x, D" 'v, D) est hyperbolique non strict pour tout
v(x)eLy™(X),

a(x, y, D) a ses coefficients Ly"(Kx Y)
(12.3) { a@;+.(x, y, D) a ses coefficients €L3i"" (KX Y)
b(x, y) appartient a Ly~ (KxY)

ou Y est l'adhérence des valeurs prises par D™ v(x)eLy“(K),
(12. 4) D{b(x, 0)|S, =0 (j<n).

Toutes les dérivées successives de suites wux(x) dans (12.1)k
s’obtiennent de la répétition du

Lemme 12 Dans le probleme de Cauchy

a(x, D" 'v, DYu(x) = b(x, D™v)
12.5
( ) { Dy 'ulS, =0
on suppose :
(12.6) { a(x, D™ 'v, D) est strictement hyperlbolique,
Dib(x,0)|S, =0 (j<n) ou n>5+1

pour toute v(x) donnée arbitrairement dans L7 >(K) telle que, son
support étant compact,

Div|S, =0 (j<m+mn) avec (12.3).
Alors la solution se trowve dans Ly'*=(C).

13. PrREUVE—Soient W (¢, p) des séries holomorphes en p
associées a v(x) telle que

| Dmn-tthey, Kt: p|2<<\1/k(t, p) 0<kL1,

et on note W(¢, 0)= ().
Pourvu que, D”'DPDei(x) pour [B|<n, |o|<s—1 tel que
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c,=0, soient déja définies par la méme méthode que dans le
lemme 7, on définira la solution pour |o|=s;

a(x, D™"v, D)DPD"i(x) = a(x){[D"D°, alu+ DD b}
D":'DPD°i|S, = 0

On a l'inégalité énergétique :

(13.1) {

(13.2)  |D"D*Deu, K,|.<A) | ILDD7, alu, Kyl dt
0.
+ A(¢) S’ \D*D<b, K| dt’
ou Af¢) ne depend que de (/, m, n, C[{(¢), 0, O]).

Note 13 Ceci s’interpréte comme il suit: A(¢) depend de
|D"g(x, D™ ', D), K,|,, d’aprés le résultat déduit du cas linéaire.
Si l'on applique (5.3) et (5.7) en y remplacant F (resp. v) par a
(resp. D™ 'p), alors on a
(13.3) |D"a(x, D™ v, D), K,|,<||D"a, K, X Y, |D™"" v, K,|,||
(13.4) |D™=a(x, D" 'v, D), K,, p|.

LlID™ a, K,x Y, p, |[D™""">0, K,, p|,— |D™'""'v, K,|,,
| D™y, K1l

on désigne C|[v, p, 0] une série (majorante) holomorphe en (p, 6)
définie par le second membre de (13.4) telle que C[u, 0, 0]=
||D"a, K,x Y, v||, d’ou il résulte |D"g(x, D™ 'v, D), K,|,< C[¢(t), 0, O].
Puisque a=l:u;‘maa,(x, D™ 'w)D®, on peut remplacer u(x) par #(x)

dans D”'DPD°u(x) sauf les termes 18| =n, || =s par I'hypothése
de récurrence ; c’est-a-dire, vu la note 4,

|ID™*DPD°4, K,|,
<A | 3 5y (Fro)iDme e, Kol DD, Kyl dt

0 1&@=m y=f70 - Y
t

a5 5y (Pro)iDeea,, Kl DD, Ky | dt
t

+a() || = 10", a.D"Na, Ky|.dt + A |1 DD, K|t

ol@i<m

La majoration de sup |D”'D®D’4, K,|, se résulte de ce qu’indique
IBln
|o|=s
T4=0
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13.1)
D™ 'DPDi(x) = D"D'u(x) ot y=B+s—1 sur C.

La série formée par ®(¢, p)= E%Q%(t) satisfait au probléme de
5=0 .

Cauchy holomorphe :

( [%—A(r,b, \Po)(l+%)]¢(t, p) = B[, 0), p, Wyt p)
(13.5) 1 _wt, 0)]
0, p) = 0
ou  Alg, Wo)=A(P{CLL{D), p, T2, p)— () ]—CL¢(2), 0, 0T}

En effet, si 'on applique > % sup--- a (13.2), on a
. IBlSn

|o]=s
Ty=0

IDm-{-”_l,miz’ Kt; P I 2

<A(9) [ ItD™=, atx, D™"'v, DY1a, Ky, pl.dt’

+ 4@ [ 1Dm=bx, Dm), Ky, pldt’,  vu (4.5),
et

|LD™=, a(x, D™ v, D)1&, K,, p!,
<A1D""a, Ko plom 1D, KL} (140} D™, Ko pls

D’apres (5.7) avec la note 13, il existe des séries holomorphes

Clv, p, 0] et B[v, p, 8] telles que

D™ a, K,, p|l,— | D"a, K,|,<CLg(2), p, ¥ (¢, p)—¢(£)]1— CL[4(#), 0, 0]
et

|D™=b, K,, p|.<BLY¥,{,0), p, ¥,(, p)— V¢, 0)].
Du fait que v(x)eL™y=(X) signifie V(¢ p)=I(#°) qui implique
A, BET(t°), il résulte que ®(¢, p)eT''(°) d’aprés le théoréme de
Cauchy-Kowalewski. De plus, (8.6) ou p=k=1 est aussi valable,
ce qui prouve #(x)eL™y=(C).

14. Le lemme 12 permet d’évaluer toutes les dérivées des
suites ux(x) définies par (12.1) sur K, puisque ux(x) se trouvent
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dans L™y=(K) par les opérations linéaires pour u,_,(x) donnée
dans L™~(K); en effet, si I'on suppose
(14' 1) IDm+n plkqu 1 t» PI <<¢(k) (t P)
ou @Y (¢, p) vérifie

{ Dyt p)ET(L)

14. 2
(1.2 Ot p)ETAE)

telle que

(2_%) OO, >0 pour 0<j<p, @P0,0)=0,

et on note ®, (¢, 0)=px_(t), alors la solution du probléme de
Cauchy

[__A(cpK, O, <1+%>]pq>x(t» p)

ot

(14. 3)x = B[®.(, 0), p, PRL(E, p)— PRU(E, 0)]
(2)@x =0 o0<i<p
ot

donne

(14. 4) | D™ 2=y, Ky, pl . L Al Pr-)Pk(E, p)

et aussi

(14.5) | Dbk g K, Pl

L Afpr- ) {1+ PP, 0), p, DV, P)— PRIV(E, O) 1

0
- 4+ = < ,
X (1+6t+ap> Dk (2, p) k<gq

ou

(14.6) [PV (@, 0), p, DL (2, p)—@RP(E, 0)]
>> |D” p+k°°a(x’ Dm luK—n D): Kt) p|2

On ne répéte pas ces détails qui sont analoques aux n°® 8 et n° 9.

Note 14 Dans ce traitement, chaque étape se fait sur le méme
cone C, ce que 'on a montré dans le lemme 18 de [5].

15, On sait déja que la solution (10.1) peut étre approximée
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par (12.1)g, vu [5]; lallure de suites {ux(x)} se résulte de celle
des approximations successives {®x(¢, p)} définies par (14.3)g.
Elles ont des propriétés qu’énonce le n° 14 dans [5];

(15.1) (2)@xtt, p)>0 et (2) @xutt o> (2) @utt, p)

pour tout K.
La majoration de {®x(¢, p)} s’obtient du théoréme de Cauchy-
Kowalewski pour

[ﬁ —FO(CI>)<1 + (%)]’cp(t, p) = F,(D®)

ot
(15.2) 5\s
— ) @0, p)=0 0<j<p,
(2) 0.0 i<b
tel que (Q)jCD(t Y>>0 pour 0<j<p, ou, D? désignant o

pour i+j<gq,
(15.3) F (D?®) = F,[D'®(¢, 0), p, D?®(t, p)—D*@(¢, 0)]
et que

(15. 4) A<LF,, BXF,.
Note 15.1 On suppose que, F,,(DPCID)EB(%YGD si g=p.

Lemme 15 Le probléeme de Cauchy (15.2) posséde au moins
une solution appartenante a T?(T,) sous les hypothéses ; F,eT? (1),
F,eT°(t°) tels que leur coefficients de Taylor a (0,0, 0) sont tous

positifs,
et (;)jFo[u, p, 61>0 pour 0<j<p,
v
ou T, est suffisament petit tel que
(15.5) |ID®(¢, 0)|<T,.
Preuve Voir le lemme 11 de [5].

En résumé, voici un théoréme que 'on peut en deduire :

THREOREME 15 Sous les hypothéses (11.1) (12.2) et (12.3), la
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solution du probleme de Cauchy relatif @ (10.1) se trouve dans
Ly+"=(C") ou C’ est défini par C'=CnX.

Note 15.2 Ce théoréme subsiste pour les systéms quasi-

linéaires diagonaux, compte tenu des raisonnements développés au
§6 de [5].
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