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§ 1 .  Introduction

1. Si une hypersurf ace V  contient un espace linéaire S-  ( n / 1 ) ,
en un point quelconque de S ,  chaque tangente de Darboux est en
coincidence avec une tangente asymptotique. Ce qu'on étude dans
cet article est une réciproque de ce fait.

Nous commençons par expliquer quelques formules fondamen-
tales exposées dans un  m ém oire précédent [1] concernant une
hypersurf ace  V  dans un espace projectif à  n + 1  dimensions.

Supposons qu'elle est définie par

x a= x a(u l, •  ,  u " )  ( a  0 , 1, • ••, n +1 ) ,

où x "  sont des fonctions réelles différentiables d e  u 1 , • •• , u" dans
un domaine D, telles que

x O E   a xaa x a  0 2 .xa
u1 au" au'au'

(a = 0 , 1 , • • • , n +1 ; j =1, •••, n)

ne s'annule pas dans ce damaine. Soit e  le signe de ce déterminant.
Envisageons n  formes

cd= aWul + • • • + aWu" (i =1, • • • , n)

dont les coefficients ai
;  ( i ,  j  =1 , • • • ,n )  sont des fonctions réelles

différentiables définies dans D, telles que det.1a. I O. S o ie n t (b ) =

det. det.



296 J. Kanit ani

(a ) ' ,  i.e. a ;  = .  Il vient

du' =No; + • • +110".

E ta n t donné une fonction f (ul , • • • , un), posons

f  —  6  f au ' "
de sorte qu'on a

d f = du' = ( f .e)(0`, — ( f a t i  .au'

La dérivée extérieur de cot s'exprime par

dwi =  1  d;,,,,wh A wk

2
où

a;,k= als(14,. k - k ,< O h ) - (
'
9 ( 4 9 ( 4 \  ist
au' au' r " u k

Si l'on pose

= det. Ix  x,7,, • • • x!.,. , h = det.

= h ,/ ( 'h ) ' (E' = e72", 72 : le signe de det. I 1, 1! ),

il vient

H i l = Hi ,=h, i / -1/€' ,  H= det. I H, I I.

L'équation .11,3co'co l  0  donne les lignes asym pto tiques sur
l'hypersurf ace V.

S i l'on  m u ltip lie  les coo rdonnées du  po in t couran t x  de
l 'h y p e rsu r fa c e  V  par un facteur com m un p ,  c'est-à-dire, si l'on
effectue la transformation X' =  p X ,  il provient

R  =  e " p p H i i ( e " :  le signe de p a ) .

2 . D e s ig n o n s  p a r  Xo. ( i = 0 ,  • • • ,  n + 1) les cofacteurs d ivisés par

Ve'H  des éléments de la dernière colonne dans le déterminant

det. I x' xi'. • • • eix I (.x" = x5).

Nous pouvons les prendre comme coordonnées de l'hyperplan



S ur les hy persurfaces à  2 r - 1  dimensions adm ettan t••• 297

tangent en point x  à l'hypersurface V, c'est-à-dire,

<2.1) X„-.V= 0, Xo-x;' =0 (i=1, •••,n).

Nous avons d'ailleurs

(2. 2)

Si l'on pose

( 2. 3) x„+, = 2x + + • • • + x „ + -1

il vient

<2.4) = 1

.ce qui nous montre que le point  x  se trouve hors de l'hyperplan
X .  En choisissant convenablement les coefficient  q , ,  nous
pouvons écrire

{ dx =x k e,
<2. 5) dx i=ta+cok ix ,+H „of  x „,(i =2, •••, n),

dx„.0 -041x +co l,:+1x1( k ,  s :

c'est-à-dire, nous pouvons faire 4 :1 =  O.
Désignons maintenant par X+i(d= 0, 1, • • •, n + 1 )  les cofacteurs

divisés par -V e'H des éléments de la p re m ié re  colonne dans le
déterminant

• • • x x%1 I.
Nous aurons

(2. 6) X ,„„v =1, X o .,„„x `if= 0 ,  X ..,„,X %i= 0,

<2.7) Xk x% i  = 0  (k =1 ,••• ,n ) , d X „,„,x '= O.

Nous pouvons donc écrire

dX =X ,(0',
(2.8)d X 1 =2 2 ( +1 4 X 1 +H is a f X „.4 4 ,

dX „,=0,44X -F. Se,+iXk •
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3. Posons

0)7= M i s cos , ( .0 '`1 = N k,to , —  i 0s H N  .

En remarquant que les dérivées éxtérieures de x et de x„,, s'annulent
comme conséquence de (2.5), on peut déduire

(3.1) M . 1 =  M 5 ,  N i i =  N ii •

Par un choix convenable du coefficient A dans (2 .3 ) on peut faire

(3.2) M; —.AT: = 0 (111 1;= H "M s i ; s :

La différentiation des équations (2 .6 ), (2 .7 ) nous donne

29, =1\1,(0', —S241=L5(Os

Posons

J2'—(0),+,Q,)=r,10)1,

1  (w;: —..(2,) = K ;g o i , Hik K kii = K 1 1 1  •2

Nous avons alors

(3.3) 1 u
r i  —  

(  u
Hik ak j1± Hik10:1),

tandis que l'équation

K i i i coicolol =0

donne les courbes de Darboux sur l'hypersurface V, les égalités

(3.4) K iii= , K 5 - 0 (s: 1— .71)

étant vérifiées.

D'après la transformation x ' =  p x ,  il provient

(3.5) K;i1=e"ppK131.

Nous supposerons dorénavant que les K 11 1  ( i , •-•, n )  ne
sont pas tous nuls. Cela revient a dire que l'hypersurface V n'est
pas une quadrique.
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Les systèmes d'équations différentielles totales (2. 5), (2. 8)
s'écrivent maintenant

{ dx =w ix i ,
(3. 6) dx ,--M „afx+(nx+1(1)cosx .,+H„w sx„+1,

dx„+ 1—Lscosx+.1■1!cosxk,

{ dX =w iX „
(3. 7) dX , — Nisco'X + ( r i s —  Kis)of Xj+11 .,,wsX „,,,

dx ,„4 = — Lw' X + Mcos

La condition d'intégrabilité pour ces deux systèmes devient, si
l'on désigne par ;i la dérivée absolue par rapport à co', dans laquelle
TI ;  se fait le symbole de Christoffel,

(3. 8) 2 (K i i ,,, — K i j ,„) + N O + N ")

—H i t (M i , — NI ,) — N ,,)= 0 ,

(3.9) 2(K 5iK t— HJ,(M it+ Nit) — His(Mit+ NP)
—H 5 1 (M i+N i0 +H it( -1 W +N 5 ,)= 0 ,

(3. 10) (M,,+ Nit);s —  ( Mts+ N, )„+1C1,(M,s — N, )
—Kfs(M,,— N „) =0 ,

(3.11) ( M , — — N , J „ + 1 C , ( M „ +  N, )—  Ifs(Mis+ Nu)

+2(L s H ,,-1,11,  ) =0,

(3. 12) Ls,,)+ (M „—  N„)(11C+

—(M „—  N „3(11C+1V )=0,
où

(3. 13) 7  = —+  r V f s  —+ .

§ 2 .  La fam ille des espaces générateurs
au cône des tangentes asymptotiques

4 .  Supposons maintenant que n =2 r —1. Le cône des tangentes
asymptotiques en point x à  l'hypersurface V s'obtient par projeter
de ce point une quadrique régulière V 2 '2 située sur l'espace
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S2 - 2 = x i V• • •V x2 ,_, (l'espace à  2 r - 2  dimensions déterminé par les
points x1,•••, x2-1). Dans cette quadrique 172 .2 - '  il ex iste 0 0 12 rfr-1)

espaces à. r - 2  d im en sio n s. So it L - 2  un tel espace. L 'ensem ble
des points cojugués à. tout point de L r - 2  par rapport à. V 2 . 2 '  forme
un espace S- 1  auquel appartient L - 2 . Prenonons un point contenu
dans S - 1  m ais non contenu dans L - 2 . L'hyperplan polaire de ce
point par rapport à. V 2 2 1 - 3  renferme L - 2  e t  c o u p e  V 2 '2 - 3  en  une
quadrique réguli -m- e  V 2 .2 ' .  Cette quadrique étant de dimension
paire, contient deux familles de Ce . "  ( ' - 1 ) ( ' - 2

)  espaces à. r - 2  dimensions
te lles que, se lon  que r  est p a ir (ou  im pair), les deux  espaces
générateurs appartenant à différente famille (ou à une même famille)
sont disjoints en général—lorsqu'ils se coupent, en particulier, l'espace
d'intersection est de dimension impaire—, et que les deux espaces
générateurs appartenant à une même famille (ou à  différente famille)
se coupent en un espace de dimension paire, cela étant un point en
général.

De la même manière que cette proposition [ 2 ]  nous pouvons
prouver que, dans la quadrique V 2 '2 - 3 , pour un espace générateur
quelconque L - 2  il ex iste un  autre L' - ' qui n'a pas de point commun
avec L - 2 . Donc, par un choix convenable des formes fondamentales
coi nous pouvons prendre dans l'espace S2 - 2  les points X1 , •••, x2,_1 de
la manière suivante.

Ces deux espaces générateurs déterminent un espace 5 2 - 3 =

Prenons comme point x „ le  pô le de cet espace par
rapport à  la quadrique V 2 .2 - 3 . Ce point x , ne se trouve pas dans
S ''',  car alors la quadrique régulière V 2 '2 - 3  contiendrait l'espace à.
r - 1  dimensions L '= x ,V L - 2 ,  ce qui est absurde.

L 'intersection V 2 '2 ' - - 4 = S 2 ' 2 fl V2 .2- 3 e s t  d o n c  u n e  q u a d r iq u e
reguliére.

Prenons dans L ' '  un point x 1 . L'hyperplan polaire ai de x1

dans S 2 r- 3  par rapport à. quadrique V 2 '2 - 4  ne contien t pas
Soit x2-1 un point de L" - 2  non contenu dans a,. L'hyperplan polaire
a 2 ,-.1 d e  x 2 -1  ne con tien t pas le  po in t x1. Dans L - 3  - Lr'na,r_i.
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v A l w
a 2r-1

a2r-3

a i

prenons un point x2. L'hyperplan polaire a z d e  x ,  passe par
Dans L 's  = L " - z n a ,  prenons un point X2 ,_2 non contenu dans a,
L'hyperplan polaire a2-2 de x2-2 passe par x 1 et ne contient pas le
point x 2 . Dans L - 4 = L - 3 na2,._2 prenons un point x 3 . L'hyperplan
polaire a 3 de x 3 passe par les points x2,-1, x2,-2 qui ne se trouvent
pas dans a i  n a2. Dans L '''=L '— ance , prenons un point x 2 ,- 3  non
contenu dans as . L'hyperplan polaire cy2,-3 de x2,_3 passe par les
points x 1 , x 2 ,  mais ne contient pas le point x3, et ainsi de suite.

Nous obtiendrons enfin les r - 1  points indépendants xl, •••, xr-1

dans V - 2  et les r -1  points indépendants X2r--1, x2.-2, • ••, x d a n s  E r - 2

tels que l'hyperplan polaire a ,  de x , (i=1, ••• , r- 1 ,  r+1 ,  — •,2r-1 )
ne passe pas par le p d in t  x „ _ ,  mais contient les autres points
x ;  ( i + j * 2 r ; 1 _ j _ 2 r  — 1).

Les points x 1 , • • •, xr, • • •, x2,-1 étant ainsi déterminés, l'équation
des lignes asymptotiques se ramène à.

2co1 co2r- 1 ± ••• ±2cor - 1 cd+ 1 +  (ûY) 2 =  0,

d'après l'hypothèse convenable faite sur la signature de la matrice
ce que nous présumerons désormais.

§ 3 .  L'énonce de la proposition

5. Supposons maintenant qu'a tout point x  de l'h ypersu rface V , le
cône des tangentes de D arbox .0  a un contact du second ordre avec
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le cône des tangentes asymptotiques A  suivant deux espaces géné-
rateurs à  r - 1  dimensions de A ,  qui n'ont pas de point commun,

l'exception du sommet x  lui-même. Cela revient à  dire que, dans
l'espace S2 2 = xiV • • •Vx2,-1', la  cu b iq u e  V " ' =.0 n  ■S2 r - 2  a un contact
du second ordre avec la quarique 17 2 . 2 - 3 =  n  S " - z en chacun des
points de deux espaces générateurs disjoints L ' 2 , I P - 2  d e  172•2 - 3 .

Considérons d'abord la section par le plan

x„V (1 a r -1 ) .

La section de -172 •2 '  s'exprime par

2co'co2r- ' +  (w ') 2 = 0

de sorte qu'on peut poser
1o f  _ 1 ,  c o r _ t  ( 0 2, —a t2

2

Pour que l'équation de la section de V 3 .2 •- 3

r ,(co') 3 + 3(co') 2 (K r ,„(0' + K,

+3cor (K .„„,(coa) 2 + 2K W W 2' + .K2,_ 2,— a r(W 2 r — ' ) 2 )

+ K„,m(co`) 3 + 3.K  2 ,-a(coa) 2 (.02 r- ° + 31C 2r (CO2 r — a ) 2

±  1(2,—. 2s—a 2r—re ( ( 0 2 '  a ) 3

soit vérifiée à l'exception des termes du troisième ordre au  momn
par rapport à. t , il faut et il suffit que

(5. 1)K = 0 ,  K . ,  =0 ,  K. 2r —a =2 K „, (a=1 ,••• ,r-  1).

De même, en posant

1 ,  COr  =  t  w a =   ,
2

on déduit

(5.2) K ,2= 0, K,,, =0, K tt 2 r— t = 2Ki— (t = r +1, •••,2r -1).

6. La section de V 2 '2 r - 3  par le plan x av x bv x ,(a*b; 1.z a,b r - 1 )

devient ((DO' =  0 . Il faut donc, par l'hypothèse, que pour la cubique

K, r (e ) 3 + 3 (e) 2 ( Kr-of + K r ,,c)b) +6K,b r coa co'cor
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+3 1f„„,(of) 2 cob+3K,bbe(cob ) 2 = 0,

la droite x„Vxb soit une tangente double ayant un contact du second
ordre avec elle en chacun des points x,„xb. C'est â  dire que

— 0  , K , b r —  0 (a,b=1,•••,r — 1).

De même, nous obtenons

K „,=0 (s,t=r +1 ,— ,2r —1).

Par un raisonnement pareil, en considérant la section par le plan

xNx,-Vx, ( a + t * 2 r ,  a * r ,  t * r ) ,  on déduit

K „,=0 (a+ t # 2 r ,  a * r , t # r ) .

7. L'équation de la section de V 2 ' 2 r - 3  par le plan

(x+xb)V x,V (x2„_.+x2„_b) (a#b; 1..4._a,b 4 r - 1 )

s'écrit

4p+  ( 06 2  =  0 ( p  =  c o a  = co2r—ex = c o 2r —8)

de sorte qu'on peut poser

p = 1 ,  cor= t ,

La condition pour que ces valeurs de coi satisfont  à  l'équation
de la section de 17 3 '2 '' 3

K r ,,,,(cor)3 + 3(062 ((K,,,+ Kbrr)P+ (K2r--,, r , +K 2 , 2  r  r ) V )

+ 6corpv(K, 27. — ¢  ,+ K  2r— b

+ (3K„ b 2 r— b +3 K b  b 2 s— b )P 21 )

(3 IC 6.1f„ 2 r— a  2r—b 6 K b  2 r— a 2 r — b  3K b 2r— b 2,— b) pi

=0

l'éxception des termes de troisième ordre au moins par rapport
t ,  devient grâce â  (5 .1 )

K „ r + K b r , =1C, b b 2r—b •

De même, en posant
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= 1 , co' = t , p= —  1  t2

4
on obtient

r J 2 , - 6  r  r —  K a  2 r— a  2 r— b ±  K b  2 r- 8  2 r- 6  •

D'autre part, si l'on prend la section par le plan

(x,—xb)Vx,V(x2„.„— x2—b),
il vient

K a r r — K b „= K„b2 , - 6

2r— a 2r— b K b  2 r— a 2 r— b  •

On a donc

K a r r
=

 K ab  2 r— b (a*b, 1 a, b r —1),

K ,„=K „,„_, (s t, r +1Z t, .s.Z 2r — 1).

Portons les dans la dernière équation de (3.4) : = 0  (j:1-->
2 r - 1 ) .  Nous aurons

K,„ = 0 ,  /<./ 2r _a

 = 0 (1 r, a# r) .

8. La section de V 2 '  par le plan

(xa+xb)Vx„\/(x2,--x2,_b) (a *b , lZ a ,  1 r -1 )

d ev ien t (cor) 2 =0. L a co n d itio n  p o u r q u e  la  d ro ite  (x-1-xb)V

( x 2 r— a —  X 2 r — b )  soit une tangente double de la section de V 3 .2 - 3 , ayant
un contact du second ordre avec V 3 •2 '  en chacun des points xa + xb ,
x2,— x2r_b s'écrit

Or, K =  0  ( j :  1—.2r — 1). Nous avons donc

K r a  2r _a 2 (r -1 ) (a* r) .

Enfin, en prenant les sections par les espaces

xaVxbVx c Vx,, x.VxbVx,Vx2„—

X ,,V X rV X 2r— bV X 2r— c> X rV X 2r— aV X 2r— bV X 2r— c
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on conclut que

K o b t =  K .„=1C„=0
r+ 1 s ,t ,z 2 r -1 ;  a + t ,b + t ,a + s # 2 r ).

En somme, l'équation de V"' s'écrit

K r , r ( w r )  ( ( co r )2  3
r -1  

( 0)1 2,-1+ t o r - 1 0 ) . + 1 )  _  0,

c'est-à-dire, pour qu'A tout point x  de l'hypersurface V  à. dimension
2r —1, le cône des tangentes de Darbox 2  ait un contact du second
ordre avec le cône des tangentes asymptotiques a suivant deux
espaces générateurs à. r — 1 dimensions de J/, qui n'ont pas de point
commun, à. l'exception du sommet x  lui-même, il faut et il suffit
que le cône 2  se décompose en un hyperplan 7 r  passant par x et un
cône quadrique g  de sommet x , qui a en commun avec a  la
secton par 7r.

La proposition qu'on va démontrer s'énonce comme il suit.
Si, à  tou t po in t x  d 'une  hypersurface V  dans un espace

projectif  à  2 r dim ensions, le cône des tangentes de Darboux a
un contact du second ordre avec le cône des tangentes asym pto-
tiques a suivant deux espaces génératours à  r - 1 dimensions de
A qui n'ont pas de point com m un  à l'exception du som m et x lui-

même, l'hypersurface V  adm et des espaces générateurs  à  r —1
dimensions.

§ 4 .  Détermination de Mu , N i i , L .

9. En faisant n=2r — 1 et en utilisant les résultats du paragraphe
précédent :

I K a b c , K a r r  — 0  K  r a b  — 0 (a+b*2 r),
(9 .1 )1  1 K r a  2r—a 2 (r -1 ) K , Y > (a, b, c#r),

nous déterminons maintenant les valeurs de Md , Na , L . satisfaisant
aux équations (3. 8), • • •, (3. 12).
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Puisque Hi ;  = (i + j *2r), =  1=  . . . , 2r—l), on a

(9. 2) 1 2r- • 2r- j 2 r - 1 \
2 r - k  7 r i u - - ( a u  - r a i . '  .1 •2

Faisons d'abord, dans (3 . 8 ), i =j =  r ,  s * r,  t=/=r. Il vient grâce
(9. 1), (9.2)

do=0 ( s * r ,  t * r)

ce qui nous montre que nous pouvons choisir le paramètre u ' de
manière à. voir

(9.3)( O r  ad u r i.e . a;"=0 ( t * r) .

Cela étant fait, nous pouvons supposer sans restreindre la
généralité que

(9.4)= (t * r).

En effet, si d, (t =1, • • • , r —1, r +1, • • • , 2r —1) ne sont pas tous
nuls, le système d'équations différentielles simultanés

1  (aidu 1 + • • • + + a4 i dur+1 + • • • + aL_ i clu2 - 1 )

1 _— (al 'cite + • • • + du- 1  + + • • • + arl d u " - 1 )-1

admet un système d'intégrales

)  const. ( t=1 ,• • • ,r- 1 ,r+1 ,• • • ,2 r- 1 )

où  ur se figure comme un paramètre. En effectuant la transformation
u" =f  t, on peut réduire

 a t  (t=1 , • • • , r —1, r+1, • • • ,2r —1) tous à nul.
Faisons maintenant la transformation x '— x / a .  Il vient alors

d'après ( 1 .  5 )  H =1 1 , 3 / a a  (nous pouvons supposer que a > 0 ) .
Donc, en posant co" = wi/a on obtent

=H i j a)"co'l = (du9 2 +2(0"(0"- 1 +2(0' 2 (0'2 - 2  + • • • +20 40"'.

Cela revient à. dire qu'on peut faire

(9.5)a ,  = O (ti, j =1, •••, 2r — 1).
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1 0 .  Faisons ensuite, dans (3 . 8 ) , i =j = t= r, s=/=r. Nous aurons

grâce à (9 . 1 ), (9 . 2 ), (9 . 5 ),

= — N (s * r) .

D'autre part, en y faisant i =j * r, s * r, t=2 r — i, on obtient

(10. 1) M,1—N„ = 0 ( i* r) .

Nous avons donc

K„,,,o
, = 0 ( i=1 , •  •  •  ,r — 1 , r+1 , ...,2 r-1 )

ce qui nous montre que la fonction K y ,  ne dépend que de u '.  Nous
la désignerons par k (u').

Faisons maintenant la transformation x '= k x , w "— k co'. On a

=k k H i j , k k ( (d u " ) 2  +  
( 0 1 (

e - 1  
±

O f - 1 0 , r + 1 )

( 0 ) /r)2 collo)/2Y-1 ± colr—lcorr+12

K: f i =k k K i j „ kkK ,r(0)9((a)")
2 

3

r 1 “
(  

"
I  2 y - 1 _ r - 1 0 ) y - F 1 ) )

( F )  ( ( F ) 2 r  3 1  ( coqw ,2y-1+ o p - 1 0 1 , 4 1 ) )

D'ailleurs, en posant

u"---k (ur)dur

on peut faire,
w'r=dupr

c'est-à-dire, en laissant cor une différentielle totale, on peut faire

(10.2)K r r y = 1 .

n e  Faisons maintenant, dans (3 . 8 ), i = s  r ,  j + t * 2 r ,  j * r ,  t * r .
Il vient

2r( j + t * 2 r ) .

D'autre part, en y faisant i = j * r ,  s=2 r— i* t, t '/=r, on obtient
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1  
r —1 '

rrt+Mp— N D -0 .

On a donc

(11.1)G = 0 ,  Mp — Arit= 0 (j+ t *2 r).

Si l'on  fait i=s =r,  t =2r — j*r, il vient

2 r 
r - 1  1 '

et, par suite,

2 r - 1 ( M e , —  Ar,„)= 0

2r,
r 1—

, i

2r „„
i  ' 2 N ' 2  'r —1 '' *

D'autre part, lorsque i, j, s, i+ s= 2r, j+ t =2r, on a

1  
r - 1

 L.vi
'2

_ n , 2 r —  M i ,2 r- i N 1 , 2 , - 1 ) •

Nous avons ainsi

(11.2) r , 2,.._1 =P;, 2,._1 =r (i, j =1, •-• ,r —1, r+1, • ,2r 1),

-
2
V 1 ,2 r- i

=
 M i , 2 r - i  Ni,2r-i •

Donc, en tenant conpte de (3. 2), on peut écrire

(11. 3

4 r  
2r —1 

r

2r 
M i , 2 r - i  Ni , 2 r - i (r —1) (2r —1) r

 

1 2 .  Nous allons maintenant nous occuper de l'équation (3 . 9 ). Quant
K h / K — K J ,Kf, il s'annule, d 'après (9. 1), (10.2),  à  l'exception

de deux cas. Ce sont le cas où i=  s= r, t= 2 r— j* r et le cas où
s = 2r — i# r, t =2r — j *r, i*j. Au cas premier il prend la valeur

2r -1  
4(r — 1)2

tandis qu'il prend la valeur



Sur les hypersurfaces à  2 r - 1  dimensions admettant•- 309

1 
4 ( r- 1 ) 2

au cas denier.
Portan t les valeurs de 17., données par (1 1 . 1 ) , (1 1 . 2 ) dans

(3. 13), nous obtenons

T d , t  —  T i r r t  —  T j r . , t  —  0

T r j r  2 r - j — T j f v r  2 r  -  j  rr

( j i - t * 2 r ,  j * r ,  t * r) ,

( j * r ) ,

7',1„ = — T,:,,=0 ( j ,  s ,  t * r,  j+s * 2 r,  j+ t* 2 r) ,

2 r - j  =  Ti% 2 r - j  =  — r w ' •

Nous avons donc, grâce â (3 . 9 ),

(12.1) M 5t+ N 5,= 0 ( j + t * 2 r ,  j * r  t * r ) ,

(12.2) / I l N 2 r- 1
2( -1)2 +2(rr— r ' ) — (M,r+Nrr)=1.1r 

( j * r ) ,
(12.3) M „ + ( s * r) .

Donc, si l'on fait dans (3 . 9 ) i ,  j ,  s ,  t * r ,  il v ient

To .„ =0 ( j+ s * 2 r,  j+ t * 2 r) ,

1 
T i J  2 r- i  2 e - .1 4 ( r - 1 ) 2P .

1 3 .  L'équation (3 . 12) où i = r ,  s * r ,  t * r  est vérifiée comme con-
séquence de (11. 1), (11. 2), (12. 1), (12. 2),  (12.3 ). I l  e n  e s t  d e
m êm e q u an d  o n  y  fa it s = r,  i+ t * 2 r,  s = / = r t * r,  ou b ien  i ,  s,
t * r,  i+s * 2 r,  i+ t * 2 r.

Faisons maintenant t = 2r s *  t ,  s * r .  Il vient

(13.1) ( s * r) .

Donc,
1ic—te—rr+ 4 (r-1 )2

est une fonction qui ne dépend que de tt'.
On obtient le même résultat en faisant i = t = r,  s * r.
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Faisons maintenant i * r ,  t * r ,  s = r .  On a alors

ri;,=0 i +t=2 r,  i* r,  t* r) ,
(13.2) 1  (

r+ Pr —  ) ( i* r) .2  (r —1)2

1 4 .  Faisons dans (3. 11) t =2r — i#r, s=/=r. Il vient grâce à  (11. 1),
(11. 3), (12. 1), (12. 2), (12. 3)

1 ( 1 4 . 1 ) L

2 ( r- 1 ) ( 2 r- 1 ) ( s * r) .

On obtient le même résultant même qu'on y fait i= t = r,  s * r.
Faisons enfin t = 2r — i r ,  s = r .  Nous avons

1 2r — 1  r<e +( 1 4 . 2 )  L

r
—  

 2 ( r- 1 ) ( 2 r- 1 ) 2(r — 1) r —1

Les valeurs ainsi déterminées de M o —No ,  M u + N i i ,  L , satis-
font A. (3 . 12) grâce à  (13. 1).

§ 5 .  Démonstration de la proposition

1 5 .  Nous avons, grâce à  (3 . 7 ) , (1 1 . 1 ) , (11. 2 ), (12 . 1 ), (12 . 2 ),
(12. 3), (13. 1), (14. 1),

1(( r  2 (r —

ce qui nous montre que sous-variété de l'hypersurface V , donnée
par /4' = const. se trouve dans l'hyperplan

n  ( r 1 
2 ( r - 1 )  )X +

Cet hyperplan contient 2 r  points indépendants

X , X1, • • •, X , -1 , X r-I-1 , • • • 1 X2r-1,

z — (P — ,2 (r —1)(2r — 1) 
r )x  +  (7 , — 

 2(r
1
- 1 )

) X +  X 2 r .

)X + X ,) ,„ =0 ( s * r)

Lorsque tir = const., le système d'équations (3. 6) se ramène A.



Sur les h y p e rs u rf ac e s  a 2 r - 1  dimensions ad m e ttan t ••• 3 1 1

d x = E o f  x ,
s * r

dx t=  1x ( 0 2.--tx  E  r c o sx , +  to 2.-1 z
2 s

dz = -
1

wsx s .
2

( t r) ,

Ce système d'équations est vérifié d'Après ( 3 .  7 ) ,  même qu'on
y remplace x ,  x t ,  z  par X , X t,

Z — ( 4t + T Y
1 

X r +  X 2 r 72 (r — 1)(2r — 1)
X

)  ± ( ' +  2 ( r  — 1 ) )

et nous avons

= 1, 0 , e r X ,  1 , z ° X ,= 0 ,  z 'Z t r= 0

(1=1, • •• , r — 1, r +1, ••• ,2r — 1).

1 6 .  Envisageons, sur l 'h y p e r s u r f a c e  V, un point x 0 (u 1
0 , •••,

Prenons [x, x1, • • •> xr, • • •, x2r_1, x2r] O com m e repère fixe dans S 2r.

A lo rs  [x , x 1,•••,x -1, x r+1, •••, x 2-1, z ]o devient le repère fixe dans
l'hyperplan H, donné par u '=  u .

Si l'on transforme le repère [x ,•••,x „•••,x 2,-]0 en  [x, • -• , xr,

x2 1 -1 7  z ] 0  l'équation de l'hyperplan l l  devien t x ' =O. Donc, lorsque
u '= u '0 ,  les coordonnées des points x, X 1 , •••, xr_1, xr+1, • ••, x2-1, z  de
numéro différent de r  satisfont (1 5 . 1 )  et elles déterminent le repère
mobile au point courant dans V n n o . Quant aux coordonnées des
h y p e rp la n s  X , X 1 ,••• ,X - 1, X t+1,•••, X 2 -1 , Z , si l'on annule les coordo-
nnées du numéro r ,  elles deviennent les coordonnées de l'intersection
de ces h y p e rp la n s  avec H o et elles satisfont aussi A ( 1 5 .  1 )  et nous
avons d'après (2 . 1 ) ,  (1 5 . 2 )

E 0  E = 0 , E ,
crgr cri‘r cr t.

E x-X. = 0 , E = — ( 7 1 1 , E 0 ,
074, cr r cr7=,

E z-X„= 1 , E = 0 , E 0
a 7 r cr r a+,

(i,1=1, ••• ,r — 1, r + 1 ,  . . . ,2 r -1 ) .
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Ainsi les coordonnées

x 7, •, x 7-1 , x % 1,•••,x `L ,_„

(6-0, • •• ,r — 1, r +1, --,2r)

forment un système fondamental d'intégrales de (15. 1) et on peut
écrire

(16. 2)

X =  C,ox° +  •  •  •  +  C „_,xr - ' + C „,r+i + • • • + C , 2 ,x 2 ,

X,,, = Coe + • • • + Cp r_X - 1 + C P , 1x 1+ 1  +  • • • +  C p 2 , x ,

Z p =  C „ Z
°
 +  • • • +  C „ _ 1 V - 1 1 +  C „4_12'  + I  +  • • • +  C p 2,22 r

(p=0,1,• • • ,r-1 , r+1 , • • ,2 r;  1=1,•••,r — 1, r+1,...,2r — 1).

où les C „.. sont des constants. O n en tire, en tenant com pte de
E eX. = O,
#r

(16.3) E  C„xPx7 = O.

D'autre part, lorsque //a = K ,  il vient grâce  à (16. 1),

X 0 = 0, X,— 0, X 2 r 1 ,

X 0 ,i =0, (i+1*2r), X 2r_1,1= — 1, X i ,2 , =0,
Z o =1 , Z ,=0 , Z 2 , =0

(i, 1=1, ••• , r —1, r +1, ••• ,2r —1).

Portant ces valeurs de X  dans (16. 2) où u" = te, on obtient

Cup=  (p 2r), C 2 r ,0 =1,

C,=0, (p+1*2r), C2-1,1= — 1 (1=1, ••• ,r — 1,r +1,...,2r — 1),

CO 2 =1, Cp,2,=0 (1940)

de sorte que l'équation (16. 3) se ramène

e x 2 ' = xix 2 - 1 + • • +x—lecr'.

Nous voyons donc que l'intersection vn r io  est une quadrique
régulière à 2r —2 dimensions. Celle-ci admet les espaces généra-
teurs à. r - 1  dimensions. Il en est donc de même pour l'hypersur-
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face V elle-même. La proposition est ainsi démontrée.
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