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§1. Introduction

1. Si une hypersurface V contient un espace linéaire S” (m>1),
en un point quelconque de S”, chaque tangente de Darboux est en
coincidence avec une tangente asymptotique. Ce qu’on étude dans
cet article est une réciproque de ce fait.

Nous commengons par expliquer quelques formules fondamen-
tales exposées dans un mémoire précédent [1] concernant une
hypersurface V dans un espace projectif & #+1 dimensions.

Supposons qu’elle est définie par

xt=x(t', -, ") (a=0,1, -, n+1),
ol x* sont des fonctions réelles différentiables de u?, ---, %" dans
un domaine D, telles que

go0X° | 0x*  o'x”
i ou' ou" ou'ou

(@=0,1, -, n+1; 4,j=1,-,n)

det. ’ det.

ne s’annule pas dans ce damaine. Soit ¢ le signe de ce déterminant.
Envisageons »n formes

o' =ajdu*+ -+ aldu (i=1, -+, n)

dont les coefficients a} (i, 7=1,---,n) sont des fonctions réelles
différentiables définies dans D, telles que det.|a}| #0. Soient (&)=
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(@D, ie. alb;=abi=0;. 11 vient
duw =biw'+ -+ biw".
Etant donné une fonction f(#, -+, #”), posons
= 0f ps
Jo ou b,

de sorte qu'on a

df =2 aw (.0, U —(f.0a.

ou’

La dérivée extérieur de o' s’exprime par

1,
do' = apo’ \o*,

2

azk=a;‘<bz,m~—bz,mh>=( ba; _ ba. )b;b;.

Si I'on pose
h.y=det.|x° x50 -+ x50 x% 1|, h=det. | h;],
1
H,;=h,/(¢h)™% (¢ =ey", 7: le signe de det.|d!]),
il vient
H;=H,=h,/yv¢H, H=det.|H,|.
L’équation H,;w'w’=0 donne les lignes asymptotiques sur
I'hypersurface V.
Si lon multiplie les coordonnées du point courant x de

Ihypersurface V par un facteur commun p, cest-d-dire, si l'on

efféctue la transformation x'=px, il provient

Hi=¢"ppH,; (¢": le signe de o).

2. Designons par X, (6=0, -+, n+1) les cofacteurs divisés par
/¢ H des éléments de la derniére colonne dans le déterminant
det.|x” x7 -+ X2% 507 (x7=x5).

Nous . pouvons les prendre comme coordonnées de I'’hyperplan
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tangent en point x a I'hypersurface V, c’est-d-dire,
.1 X,x°=0, X,x7=0  (i=1, -, n).

Nous avons d’ailleurs

(2.2) Hy=Xox%0=—Xo 2= — X0, 27 = X5 ol X7
(Xo,i=Xouh).
Si I'on pose
(2.3) X1 =X+ q'%+ -+ q"x, +1—12x“,f,wa"f
((HD=(H )™,
il vient
(2.4) X,x3,.=1

<e qui nous montre que le point x,,, se trouve hors de I’hyperplan
X. En choisissant convenablement les coefficient ¢, ---,g", nous
pouvons écrire

dx = x,0"
(2.5) dx,=lx+ o' x,+H 0 %,.,.(i=2, -, 1),
dx,a=orax+orax, (R s: 1-n),

Cest-a-dire, nous pouvons faire w,i}=0.

Désignons maintenant par X, ,.:(6=0,1, ---,#+1) les cofacteurs
divisés par ¢/ ¢H des éléments de la premiére colonne dans le
déterminant

det.|x” x7 - x7 x7.4].
Nous aurons

{2.6) Xon2°=1, Xo,121=0, X;,.X7.,=0,
2.7) Xopx5:=0 (=1, -, n), dX ,.2°=0.
Nous pouvons donc écrire
dX =X,
{2.8) dX, =X+ 2 X+ H.0'X,.1,

an+1 :AQS-HX"‘ 325+1Xk-
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3. Posons
w?=Mst, wl’id-l:N.’:wS: Nij:‘H'ikN;‘

En remarquant que les dérivées éxtérieures de x et de x,,, s’annulent
comme conséquence de (2.5), on peut déduire

(3.1) M,;=M,;, N,=N,.

Par un choix convenable du coefficient A dans (2.3) on peut faire

(3.2) M:—N:=0 (M'=H"M,; s: 1-n).

La différentiation des équations (2.6), (2.7) nous donne
=M, B=N.o', 0jn=—82.,=Lo.

Posons
_é_(w§+g§)=rf,w’, H,ri=r,
1
7(‘0?_52?):]{510", ]{ibKl;/szil'
Nous avons alors
(3. 3) T'”jz -;—(-Hjl,mi-l_ Hjl,m‘_ H;'l,w' + IJ;[;“?I"‘ -FI]],LY?/ + Hlka?f)’

tandis que l’équation
K owoeo=0
donne les courbes de Darboux sur I'hypersurface V, les égalités
(3.4) K;=K;=K,;, Ki.=0 (s: 1-n)
étant vérifiées.
D’aprés la transformation x'=px, il provient
(3.5) Kii=¢"00K,;.

Nous supposerons dorénavant que les K,;, (¢,7,l=1,---,#) ne
sont pas tous nuls. Cela revient a dire que I'hypersurface V n’est
pas une quadrique.
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Les systémes d’équations différentielles totales (2.5), (2.8)
s’écrivent maintenant

dx=uw'x;,

(3.6) dx,=M,w'x+ (Tlx+ Ki)o'x;+ H,.0' %1,
dx,,+1 = st’x-l- N:(sz’, N
dX=o'X,,

(3. 7) dX, = N;sw,X_" (ris - K{s)wsX]—l_ f{iswan+1 ]

dX,,=— Lo X+ MiwX,.

La condition d’intégrabilité pour ces deux systémes devient, si
I'on désigne par ;¢ la dérivée absolue par rapport 2 o', dans laquelle
I se fait le symbole de Christoffel,

(3.8)  2(Kijuo— Kijo) + H(M;,— N;) + Hi (M, — N.»)
—H,(M;,— N,,) — H;(M;,— N,,)=0,

(3.9  2(KuKi—KuKi+ Ty) + H (M + N.) — H (M, + N,
—H,(M;.+N..)+ H,,(M;.+ N,,) =0,

(3.10)  (My+N.),.— (Mi+ Ni)o+ Ki(Mis— N.y)
—Ki(M,—N,)=0,

3.11) (M,—N.),,—(M;,—N..),+Kiy(M,+N,,) —K{,(M,,+N,)
+2(L,H,—-L,H,,)=0,

3.12) 2(L,—L,)+(M,—N,)(Mi+N?)
—(M,—N,)(M+N;)=0,

ou

(3.13) Tte=T% —Tk o+ T —ThCi+ el

§2. La famille des espaces générateurs
au cone des tangentes asymptotiques

4. Supposons maintenant que n=2r—1. Le cbne des tangentes
asymptotiques en point x a I'hypersurface V s’obtient par projeter
de ce point une quadrique réguliére V?*¥™* située sur lespace
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S¥ 2=x,\V--*V&,,_; (I'espace & 2r—2 dimensions déterminé par les
p

2,2r-3 il eXiSte 001!2 r(r—1)

points Xy, -*+, X»,_;). Dans cette quadrique V'
espaces & »—2 dimensions. Soit L"® un tel espace. L’ensemble
des points cojugués a tout point de L’ par rapport & V*** forme
un espace S auquel appartient L'°. Prenonons un point contenu
dans §7' mais non contenu dans L'* L’hyperplan polaire de ce
point par rapport 4 V?**® renferme L% et coupe V?*¥* en une
quadrique régulisre V**,  Cette quadrique étant de dimension

V3oL espaces & # —2 dimensions

paire, contient deux familles de oo
telles que, selon que 7 est pair (ou impair), les deux espaces
générateurs appartenant a différente famille (ou & une méme famille)
sont disjoints en général—Ilorsqu’ils se coupent, en particulier, I'espace
d’intersection est de dimension impaire—, et que les deux espaces
générateurs appartenant & une méme famille (ou a différente famille)
se coupent en un espace de dimension paire, cela étant un point en
général.

De la méme maniére que cette proposition [2] nous pouvons
prouver que, dans la quadrique V**7% pour un espace générateur
quelconque L' il existe un autre L'""* qui n’a pas de point commun
avec L2 Donc, par un choix convenable des formes fondamentales

2r—2

o' nous pouvons prendre dans !’espace S les points Xy, -+, X,,_; de
la maniére suivante.

Ces deux espaces générateurs déterminent un espace S¥°=
L~*/L'% Prenons comme point x, le pdle de cet espace par
rapport & la quadrique V**° Ce point x, ne se trouve pas dans
§¥7% car alors la quadrique réguliére V**~® contiendrait l'espace a
r—1 dimensions L '=x,VL % ce qui est absurde.

L’intersection V?***=8¥73nV?>¥3 est donc une quadrique
reguliére.

Prenons dans L' un point x,. L’hyperplan polaire a; de x,
dans S*°® par rapport & quadrique V*** ne contient pas L'
Soit %.,.; un point de L'"* non contenu dans ay. L’hyperplan polaire
a1 de %,_, ne contient pas le point x,. Dans L *=L"*Na,,_,
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prenons un point x,. L’hyperplan polaire a, de x, passe par x.,_;.
Dans L"#*=L"?Na, prenons un point X,_, non contenu dans as.
L’hyperplan polaire as,_, de x,,_, passe par x; et ne contient pas le
point x,. Dans L*=L"*Na,,_, prenons un point x;. L’hyperplan
polaire a; de x; passe par les points %,,_;, X,,_. qui ne se trouvent
pas dans a;Na,. Dans L *=L"*Na, prenons un point x,_; non
contenu dans a; L’hyperplan polaire a»,_; de x.,_; passe par les
points x;, x,, mais ne contient pas le point x; et ainsi de suite.

Nous obtiendrons enfin les » —1 points indépendants x,, «-+, X,
dans L et les »—1 points indépendants X,,_;, X2, s, ***, X,41 dans L2
tels que I'’hyperplan polaire «; de x; (i=1, -, v—1,7+1, .-+, 2r—1)
ne passe pas par le pdint x,_; mais contient les autres points
x; (I+j+#2r; 1L5jL2r—1).

Les points x4, -, X,, **+, X5,, €tant ainsi déterminés, I'équation
des lignes asymptotiques se raméne a

2w1(')2r—1+...+2wr—1wr+l+(wr>2=0’

d’aprés I'hypothése convenable faite sur la signature de la matrice
(H;), ce que nous présumerons désormais.

§3. L’énonce de la proposition

5. Supposons maintenant qu’a tout point x de I'hypersurface V, le
cOne des tangentes de Darbox 9 a un contact du second ordre avec
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le cone des tangentes asymptotiques A suivant deux espaces géné-

rateurs 4 »—1 dimensions de A4, qui n'ont pas de point commun,

a l'exception du sommet x lui-méme. Cela revient & dire que, dans

I'espace S$* *=x,V--\VX,_{, la cubique V***=9DnS*? a un contact

du second ordre avec la quarique V?*¥*3=_INS¥% en chacun des

points de deux espaces générateurs disjoints L% L'""2 de V*¥73,
Considérons d’abord la section par le plan

LAVE AVE7EN (QLaLr—1).
La section de V**7® s’exprime par
zwaer—a + (wr>2:0

de sorte qu'on peut poser

Pour que l'équation de la section de V33
K. (07)*+3(0) (K, 0"+ K, 2,00
+30 (Koo () + 2K, 51a 0" 0"+ Ky, g 2,0 ,(077)F)
-+ Kaaa(wa)3+ 3Kau 2r-—a<wa)2w2’_a + 3Ka 2r—a 2r—a0)a(0)2'_a)2
+ K2r—a 2r—a Zr—a(wzp—a)a

soit vérifiée 4 I'exception des termes du troisi€me ordre au moin
par rapport a ¢, il faut et il suffit que

(5.1)  K.=0, K,.,=0, K.oo,.=2K,,, (a=1,+,7-1).
De méme, en posant
=1, o =t, o'=—51,
on déduit
(5.2) K,..=0, K,..,.=0, K,,,,..=2K,,, (t=r+1,--,2r—1).

6. La section de V*¥72 par le plan x,\/x,\/x,(a#b; 1<La, bLr—1)
devient (0 )?=0. Il faut donc, par I'hypothése, que pour la cubique

K, (0 +3(0 ) (K, .0+ K, s0") +6K,;,0° 0’0"
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+3K,0(0° )0+ 3K 0" (o) =0,

la droite x,Vx, soit une tangente double ayant un contact du second

ordre avec elle en chacun des points x,,x,. C'est a dire que
K.,=K.:=0, K, =0 (a,b=1, .-, 7r—1).
De méme, nous obtenons
K,.,=K,,=0, K,,=0 (st=r+1,-,2r—1).

Par un raisonnement pareil, en considérant la section par le plan
x.Vx,NVx, (a+t+2r, a#r, t+r), on déduit

K.,.=K,.=0, K, =0 (a+t+2r, asr, t#7).
7. Léquation de la section de V**~® par le plan
(X, +2)V 2, (XpatX203) (a#+b; 1La, bLr—1)
s’écrit
4pp+ (0")?=0 (p=w"=0", v=0"""=0""")
de sorte qu'on peut poser
p=1, o' =t, y=—t.

La condition pour que ces valeurs de o' satisfont a I’équation
de la section de V?*¥73

K., (o) +3(0")*((Kerr + Kip Do+ (Korea o o+ Kovs , )v)
+60 ov(K, 2+ Ksos,)
+ (8K, i2at 6K,y 20 a 6K, 42,0 +3Ky 5 2,0) 0%
+(BK.2rea 2t 6K, 0002056 K4 0,0 2,6+ 3Kb 25 205 ) 00°
=0
a l'éxception des termes de troisi€éme ordre au moins par rapport a
t, devient grace a (5.1)

Knrr+Kbrr:Ka b 2r—a+Ka b 2r—be

De méme, en posant
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y=1, o'=t, p= —%zz
on obtient
K2r—a - K2r—b yr =gt Kb 2r—b 2r=b+
D’autre part, si I'on prend la section par le plan

(Xa—=2)V XN (Xoroa— X205,
il vient
K., —Ki,.= Koy 2ra— Kip 204,
Ko wi,—Kovoso ., =Kasrorr0— Ky o505
On a donc
K., =K. (a#b, 1La, b<Lr—1),
K,.=K,, (s#t, r+1Lt, s£L2r—1).

Portons les dans la derniére équation de (3.4): Ki{,=0 (j: 1—
2r—1). Nous aurons

K,,=0, K,,,..=0 (Ix7, ax7r).
8. La section de V**7® par le plan
(e 2)VEN (Xopoo— Xory) (a#b,1La. 1Lr—1)
devient (0’ )*=0. La condition pour que la droite (x,+x,)V

(X2,—a— X2,_5) soit une tangente double de la section de V*¥7? ayant
un contact du second ordre avec V**7% en chacun des points x,+ x,,
Xay—a— X2 S'€cCrit

KraZr—a:KrbZr—b'

Or, Ki,=0 (j:1-2r—1). Nous avons donc

—_ Krrr
Kra 2r—a 2(’,_1) (a¢7’).

Enfin, en prenant les sections par les espaces

xNVoNENx, X2NXNXN Xo\,

xavxr\/xZV—b\/er—c) xrver—aver—bver—c
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on conclut que

Kabc = Kabt = Kasl = Kstz = 0
1La,b,cLr—1, r+1Ls,t,2L2r—1; a+1t,b+1t, a+s+#2r).

En somme, ’équation de V*** g’écrit

Ko 2

1 (wlwz’_l-l----+w’_la)’+l)=0,

c’est-a-dire, pour qu’a tout point x de I’hypersurface V a dimension
27 —1, le cOne des tangentes de Darbox &) ait un contact du second
ordre avec le cOne des tangentes asymptotiques A suivant deux
espaces générateurs 4 7 —1 dimensions de A, qui n’ont pas de point
commun, a 'exception du sommet x lui-méme, il faut et il suffit
que le cone 9 se décompose en un hyperplan = passant par x et un
cOne quadrique P de sommet ¥, qui a en commun avec A la
secton par =.

La proposition qu’on va démontrer s’énonce comme il suit.

Si, @ tout point x d’une hypersurface V dans un espace
projectif a 2r dimensions, le cone des tangentes de Darboux a
un contact du second ordre avec le cone des tangentes asympto-
tiques A suivant deux espaces génératours d r—1 dimensions de
A qui n’ont pas de point commun a l'exception du sommet x lui-

méme, U'hypersurface V admet des espaces générateurs @ r—1
dimensions.

§4. Détermination de M;;, N;;, L.

9. En faisant #=2r—1 et en utilisant les résultats du paragraphe
précédent:

jKabc=O) KarrIO; Kmbzo (a+b¢27’),

_ 1
| Krazra= sGiy K (@be#n),

(9.1)

nous déterminons maintenant les valeurs de M,;, N,;, L, satisfaisant
aux équations (3.8), -+, (3.12).



306 J. Kanitani
Puisque H;;=0 (i+j+#2r), H,»,_;,=1 ({,j=1,-+,2r—1), on a
9.2) r:j:ri 2k J> r;u:%(a%_i'Fa??_j‘Fd?;_’).

Faisons d’abord, dans (3.8), i=j=vr, s#v, t+r. 1l vient grice
a 9.1, (9.2

o =0 (s#7r, t#£7)
ce qui nous montre que nous pouvons choisir le paramétre %" de
maniére a voir
(9.3) o =adw ie. a=0 (t#7).
Cela étant fait, nous pouvons supposer sans restreindre Ia
généralité que
(9.4) a=0 (t+#7).

En effet, si a/(¢=1,--,v—1,r+1,--+,2r—1) ne sont pas tous
nuls, le systéme d’équations différentielles simultanés

1 _ _
7(a§dul—l— ot @ du T+ @ dut - Fa, o dut )

1 y— y— — Dy — Ay — —
=—— (&' du'+ -+ du T+ ar dut + -+ as sidut )
a.r 1

admet un systéme d’intégrales
fi(u', -+, u*) =const. (t=1,-,r—1,7r+1,--+,2r—1)

oll % se figure comme un paramétre. En effectuant la transformation
w'*=f", on peut réduire @, (t=1,---,#—1,7+1,-,2r—1) tous a nul.
Faisons maintenant la transformation x'=x/a. Il vient alors
d’aprés (1.5) H};=H,;/aa (nous pouvons supposer que a>>0).
Donc, en posant o' =w'/a on obtent
Hiwow =H,w'o’ =(du)*+ 20" 0+ 200" >+ -+ 20" 0",
Cela revient a dire qu’'on peut faire

(9.5) ai; =0 (4,7=1,-,2r—1).
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10. Faisons ensuite, dans (3.8), i=j=t=r, s#7. Nous aurons
griace a (9.1), (9.2), (9.5),
K., w=M.—N,. (s#r).
D’autre part, en y faisant i=j+#v, s#», t=2r—i, on obtient
(10. 1) M,,—N,=0 (i#7).
Nous avons donc
K, ..=0 (i=1,-,r—1,7+1,--,2r—1)

ce qui nous montre que la fonction K,,, ne dépend que de #. Nous
la désignerons par k(u").

Faisons maintenant la transformation x'=k&%¥, o"=ke’. On a

H,=kkH,;, kk((du)*+o'o” "+ +o0™)

:(w’r)2+w’1w/27—1+_”_i_w’r—lw/rl-l,

K =kkK, kka(w')<(w')2— ril (w'wz’_l-i—---—l—w"‘w’“))

— (w’r) <(w’r>2_ ril (w’1w12r—1+'“_l_w’r—lw’r‘l'l)) 3
D’ailleurs, en posant

u"=§k(u'}du’
on peut faire,

o' =du’",
c’est-d-dire, en laissant o’ une différentielle totale, on peut faire
(10. 2) K, . =1

11. Faisons maintenant, dans (3.8), i=s=v7, j+t#2r, j*7, tF7.
Il vient

%I‘;,ﬂ—M,,—N,-,:O (J+1t+#27).

D’autre part, en y faisant i=j#7, s=27—1¢%t, {#r, on obtient
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1 id
—ﬁ jr‘l"M;,—Nﬂ:O.

On a donc
(11. 1) r;=0, M;—N,;=0 (FH+t#£2r).
Si lon fait i=s=r, t=2r—j+v, il vient

2 Lo+ My =Ny~ (M~ N,) =0

et, par suite,

2r

Tlr;,w—i'f' Mi,2r—i - Ni.Zr—i

2r
= —r__lr'f,z,—i + M/.Zr—-i - Nm,—i .

D’autre part, lorsque ¢, j, s, {#7, i+s=2r, j+t=2r, on a

1

r—1 (r;ﬂ—i_r;,m—j) :Mx‘,Zr—i_Ni,zr-i_(M].Zr—]—N],Zr—j)~

Nous avons ainsi

(11.2) F.'-,z,_;=l"§,2,_j=7' (7:,].21,'“,7’—1,7+1,"‘,27—1),
M,2r—c’_Ni,27—i=M],2r—]—N],27—}-

Donc, en tenant conpte de (3.2), on peut écrire

4r

Mry_Nrrz'zr—_lr)

(11.3) o

Mi,zr—i_Ni,Zr—i:— (7,_1)(2’,_1> T (Zi?’)

12. Nous allons maintenant nous occuper de I'équation (3.9). Quant
a K,.,K',— K, K/ il sannule, d’'aprés (9.1), (10.2), a l’exception
de deux cas. Ce sont le cas ol i=s=7, t=2r—j+#7 et le cas ol
s=2r—i+#r, t=2r—j#vr, i#j. Au cas premier il prend la valeur

2r—1
4(r—1)*

tandis qu’il prend la valeur
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B 1
4(r—1)*
au cas denier.
Portant les valeurs de I';; données par (11.1), (11.2) dans
(3.13), nous obtenons
T,.=—T;.,=—T;,,=0 (j+t+2r, j#7, t+71),
Thori=—Ti wi=rr—100  (JF7),
T,.=—T,,=0 (7, s, t#r, j+s+2r, j+t+27),

Tr!s 2r—j— Tj-'s 2r—j— — Tw® .
Nous avons donc, grice & (3.9),

(12. 1) M],"‘N/,:O (]-l—tiz}’, j#?’ t¢r>,

2r—1

(120 2) Mi.?r—i_’_Nf‘Zr—i:?(’:*_ 1)_2+2(TT—Tw')—<Mrr+Nﬂ):/—‘

(J#7),
(12.3) M, .+ N;;= — 2. (s#7).
Donc, si I'on fait dans (3.9) ¢, 7, s, t#7#, il vient

Tij:=0 (j+s#2r, j+1+27),
1
Til 2r—i 2r—}_m=ﬂ.

13. L'équation (3.12) ou i=vr, s#r, t+r est vérifiée comme con-
séquence de (11.1), (11.2), (12.1), (12.2), (12.3). Il en est de
méme quand on y fait s=r, i+t+#2r, s#r {#r, ou bien ¢ s,
t#r, i+s+2r, i+1t+2r.

Faisons maintenant ¢ =2r—i+#v, s¥{, s#r. Il vient

(13.1) (b=1)ws=0  (s#7).

Donc,
RSN S
PTG =)

est une fonction qui ne dépend que de u'.
On obtient le méme résultat en faisant i=t=7, s#v7.
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Faisons maintenant i%#7, t#7#, s=7. On a alors

ri:=0 (ri=714, t+1=27, i#r, t#7r),

1

BE e Eprreea) G,

14. Faisons dans (3.11) ¢=27—i+#7, s#7. Il vient grace a (11.1),
(11. 3), (12. 1), (12.2), (12.3)

B 1
T 2(r—D(2r—1) ™™

(14.1) L, (s#7).

On obtient le méme résultant méme qu'on y fait i=¢=r, s#7.
Faisons enfin ¢t=2r—i{+#7, s=7. Nous avons

1 2r—1 v

(14.2) L= 5oy ™ gy e

Les valeurs ainsi déterminées de M,;—N,, M.+ N,, L, satis-
font a (3.12) grace a (13.1).

§5. Démonstration de la proposition

15. Nous avons, grdce a (3.7), (11.1), (11.2), (12.1), (12.2),
(12.3), (13.1), (14. 1),

<<r—2(r—1_1)—>X+X,>ws=0 (s%7)

ce qui nous montre que sous-variété de I’hypersurface V, donnée

par #”=const. se trouve dans I’hyperplan

= (7_:2(71—17)X+X"

Cet hyperplan contient 27 points indépendants

X, Xy o0ty X1y Xrgy *tty X2poa,

z=<%_ (7—1)1(’27—1) T>x+<T_W1—1T>x’+x2"

Lorsque #”=const., le systéme d’équations (3.6) se raméne 3
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dx=>o'x,,

s

dx, =%/cw2"'x+ Srie'x,+o 'z (t#1),
s, l5r

Ce systéme d’équations est vérifié d’aprés (3.7), méme qu'on
y remplace %, x,, z par X, X,,

Z= (‘AZL—JF (7—1)7(,27—1) T> X+ <T+_2<71:ﬁ> Xt

et nous avons

xZ,=1, x/Z,=0, z°’X,=1, z°X,,=0, 2°Z,=0
(=1, r—1, r+1,--+ 2r—1).

16. Envisageons, sur I'hypersurface V, un point x,(u}, ---, u5 ™).
Prenons [x, xy, -+, X,, ***, Xo,_1, %,]o comme repére fixe dans S¥.
Alors  [x, Xy, ***, Xoo1, Xvp1y o+, X2y, 2] devient le repére fixe dans
T'hyperplan II, donné par " =uj.

Si l'on transforme le repére [x,:-,%,, -+, %], en [x, -, %,, ",
Xo,_1, 2] I'€quation de I’hyperplan II, devient x”=0. Donc, lorsque
u =u;, les coordonnées des points x, Xy, **, X,1, X,41, ***5 Xorq, 2 de
numéro différent de » satisfont (15.1) et elles déterminent le repére
mobile au point courant dans VnII,. Quant aux coordonnées des
hyperplans X, X, -+, X,_.s, X,41, -+, Xo.1, Z, si 'on annule les coordo-
nnées du numéro 7, elles deviennent les coordonnées de l'intersection
de ces hyperplans avec II, et elles satisfont aussi & (15.1) et nous
avons d’aprés (2.1), (15.2)

Eana:O, Zx(’Xa,[:O, Zxchr:l,

a¥%r a¥r oFr

Sx°X,=0, x5 Xo = —08u, 2 4iZ,=0,
akr or asr

Sz X.=1, X22°X,,=0, > 2°Z,=0

aFr akr akr

(,1=1, -, r—1,7+1,--+,2r—1).
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Ainsi les coordonnées
X%, X%, X1, X, o X, 2T
(6=0,,7—1,7r+1,--+,27)
forment un systéme fondamental d’intégrales de (15.1) et on peut
écrire
Xo=Cox’+ - +Cp a2 '+ Cp ™+ +Cox?,
(16.2) { X, i=Cux04 - 4+Co 27 +Co i+ oo +Conna?,
| Zo=C2+ -+ Cp g2+ Cp 2+ oo+ Cp, 2Y
(o=0,1,--,7—1,7+1,---27; I=1,---,7v—1, v+1,---,2r —1).

ol les C,, sont des constants. On en tire, en tenant compte de

Sxc X, =0,

o#r

(16.3) S Cort®r =0,

p,THET
D’autre part, lorsque #*=u§, il vient grice 4 (16.1),
XOZO; .X1=0, X2r:1)
XO,IZO; Xi,I:0 (i+l¢27’), X2r~1,l= _1, Xi,Er:Oy
ZO:I) Z,=0, Zz,=0
(4, 1=1,,r—1,7r+1, .-, 2r —-1),
Portant ces valeurs de X dans (16.2) ol #*=uS, on obtient
Cm:o (‘09&27’), Cz,,ozl,
CM:O, (p+l?‘:27’), Cz,_1‘1= ‘—1 (l=1,"',7'—1, 7’+1,"’,27’_1),
C02r:1) Cp.zrzo (P#O)
de sorte que I'’équation (16.3) se raméne a
xOxZI =x1x2r—l+ cee +xr—lxr+1.
Nous voyons donc que l'intersection V NII, est une quadrique

réguliére 2 27 —2 dimensions. Celle-ci admet les espaces généra-
teurs 2 #—1 dimensions. Il en est donc de méme pour l'’hypersur-
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face V elleméme. La proposition est ainsi démontrée.
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