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Introduction. Il y a beaucoup de recherches sur les fonctions
entiéres d’une variable complexe. Parmi elles la théorie de Nevanlinna
est un des résultats les plus importants. Par exemple, Kneser et
Stoll [1] ont montré q'une partie de sa théorie peut s’étendre au cas
de plusieurs variables complexes. Or, récemment Nishino, dans ses
mémoires successifs [2], a obtenu des résultats remarquables qui sont
caractéristiques aux fonctions entiéres de plusieurs variables complexes
et qui sont d’ailleurs invariants pour tout automorphisme de tout
’espace. Soit f(x,y) une fonction entiére de deux variables complexes,
et soit # une valeur complexe. Une composante irréductible de la
surface analytique dans 'espace (x,y), définie par I'équation f(x,y)=2,
est dite une surface premiére de f avec sa valeur z. Elle se regarde
comme une surface de Riemann ouverte d’une variable complexe.
Nishino a montré dans ses mémoires (III) et (IV) les théorémes suivants:
(1) Soit £ I’ensemble de z tel qu'il existe au moins une surface premiére
de f, qui est simplement connexe et de type parabolique, avec sa valeur
z [3]. Supposons de plus que la capacité logarithmique de £ n’est pas
nulle. Alors, pour tout z complexe, toute la surface premiére avec sa
valeur z est simplement connexe et de type parabolique. (2) Supposons

toute la surface premiére de f est de type parabolique. Soit £ ’ensemble

* Révisé le 12 Janvier, 1973.
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de z tel qu'il existe au moins une surface premiére de f, qui est équivalente
a une surface de Riemann de genre g et ayant » composantes de frontiére
ot g<+oo et <+ oo, avec sa valeur z. Supposons de plus que la
capacité logarithmique de £ n’est pas nulle. Alors, pour tout z com-
plexe sauf celles avec sa valeur appartenant & un ensemble fermé de la
capacité logarithmique nulle, toute la surface premiére avec sa valeur
2 est l'est aussi.

Il me semble que ces résultats sont relatifs a 'uniformité par rapport
a z des surfaces premiéres de f. Dans le présent mémoire, nous
montrerons l'uniformité suivante: Supposons toutes les surfaces
premiéres de f sont homéomorphes & des domaines sur le plan d’une
variable complexe. Soit Z 'ensemble de z tel qu’il existe au moins une
surface premiére de f, de type parabolique, avec sa valeur z. Si l'on
suppose que £ est de capacité logarithmique non-nulle, alors, pour tout
z complexe, toute la surface premiére avec sa valeur z est de type para-
bolique.

Pour la démonstration nous préparons un lemme suivant concernant
I’ensemble pseudoconcave qui joue un réle fondamental dans ce
mémoire: Soit £ un ensemble pseudoconcave dans un domaine
dicylindrique (Jx|<p, |¥1< o) tel que la projection £ sur le plan y de
la section de £ par la droite analytique x=¢ soit uniformément bornée

pour {lc|<p}. Considérons la fonction
1<j .

ou ¥1, ¥2,..., ¥n sont z points quelconques dans £,. Alors, pour tout
n, du(x) est une fonction logarithmiquement sousharmonique dans
{lx]|<p}. Par suite, le diameétre transfini de £, ’est aussi.

Comme une application directe de ce lemme, nous donnerons une
démonstration simple du théoréme d’Oka[4]. De plus, nous donnerons
une remarque sur la constante de Robin[3] dans la théorie de fonctions
d’une variable complexe: Soit G un domaine quelconque du plan z.
Nous désignons par Ag(#) la constante de Robin au point z=¢  Alors

A(?) est toujours une fonction surharmonique de # dans G.
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Le présent mémoire se partage en quatre parties. Dans la
premiére partie on démontre le lemme mentionné ci-dessus et donne un
théoréme pour un ensemble pseudoconcave. Dans les deuxiéme et
troisiéme parties, on généralise ce lemme et ce théoréme & une variété
de Stein particuliere. Ces faits seront nécessaires dans ce mémoire et ce
qui suivra. Dans la derniére partie on donne une démonstration com-

pléte du théoréme principal.

1. Ensemble pseudoconcave. Considérons, dans 1’espace de deux
variables complexes x et y, un domaine univalent © et un ensemble £
fermé dans ®. Nous appelons £ ensemble pseudoconcave pour D si,
pour toute hypersphére y dans D, y—vyn £ est toujours un domaine d’holo-
morphie. Comme on sait bien, pour tel ensemble il ¥ a quelques re-
cherches interéssantes dues & Hartogs et & Oka[4]. J’ajouterai un autre
théoréme pour tel ensemble dans la suit.

En général, pour un ensemble quelconque S dans l'espace (x, y)
et pour un point %o dans le plan x, 'ensemble (dans le plan y) de tous les
points y tels que 'on ait (xg, ) € S sera appelé section de S par la droite
analytique x=ux¢ et on la désignera par S(xp). Ceci peut étre un en-
semble vide, fini, dénombrable ou non-dénombrable.

Soit, en outre s un ensemble fermé de points sur le plan y. On

suppose que s est borné en module. Posons
a’n(s)zmax(z)‘/ [T 1yi—y5l
i<j

ou 7z est un nombre entire (=2) et y, (v=1, ..., ) sont des points quel-
conques appartenant a s. On appellera, dans la suite, du(s) diamétre
d’ordre #» de s. Comme on sait bien, la suite des nombres dy(s) (=23,
...) tend en décroissant vers une limite du(s) lorsque » s’augmente in-
définiment. Ce n’est pas autre chose que le diamétre transfini de s
introduit par Fékete[5]. Cecise confond avec la capacité de s relativement
au potentiel logarithmique dans le plan y.

Nous introduirons ensuite une notion suivante. Etant donné

un ensemble pseudoconcave E pour un domaine D sur l'espace (x, %),
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on dira que £ jouit de la propriété (8) si, pour tout point p de £, il
existe un voisinage U, convenable de p et une surface analytique non-
singuliere oy dans Up qui passe par le point p et qui reste entiérement
dans £ Up. Comme on sait bien, tout ensemble pseudoconcave ne
jouit pas nécessairement de la propriété (8). Mais, il ¥ a un énoncé
suivant. Soit £ un ensemble pseudoconcave pour un domaine d’holo-
morphie ® dans l'espace (x,y). Désignons par & le domaine donné
de D par I'exception de £. Il est, par définition, pseudoconvexe. Par
suite, grace & Oka[6], il ¥ a une fonction plurisousharmonique ¢ dans ®,
qui jouit de la propriété (Py) et de (a) au sens d’Oka. Désignons par
®, I'ensemble des points de @ donné par ¢<{a, a étant un nombre
reel quelconque, et posons E,=D—O,. Alors, par 'hypothése, si
l'on a a;<ag, on a toujours £, , D E,, et si a s’augmente indéfiniment,
E, tend vers £. Donc, on peut toujours trouver pour £ une suite
d’ensembles £, (p=1,2,...) pseudoconcaves jouissant de la propriété

(&) dans D tels que l'on ait EpDEpi et aEsz.
=1

Maintenant, soit £ un ensemble pseudoconcave pour un dicylindre
(4, C) ot 4 est un domaine quelconque sur le plan x et C signifie tout le
plan y. Nous supposons ici que les sections E(x) (x&4) sont bornées
en module uniformément dans tout comact dans 4. Alors, on peut
considérer le diamétre d'ordre n de E(x) et le diamétre transfini de
E(x) comme des fonctions réelles dans 4. On les désigne, pour
simplifier I'écriture, par dp(x) et par dw(x). Prenons une suite d’ensem-
bles pseudoconcaves £5 (p=1,2,...) pour (4, C) comme ce qui précede.
Alors, lorsqu’on prend un domaine quelconque 4’ dans l'intérieur
complet de 4 et qu’on considére un domaine dicylindrique (4',C), les
ensembles pseudoconcaves E'p,=FE,N(4’,C) pour (4',C) ont les mémes
caractéres que £ pourvu que p surpasse un certain nombre entier po
dépendant de 4'.

Nous allons montrer le

Lemme 1. (1) Les fonctions du(x) (n=2) sont toujours logarit-

hmiquement sousharmoniques dans 4. (2) La fonction dw(x) 'est aussi.
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En effet, pour démontrer ce lemme, il suffit de montrer que le
diamétre &,® (x) d’ordre n de E’p (p=po) est logarithmiquement
sousharmonique dans 4’ puisque la suite de fonctions &,® (x) (p=po,
20+1,...) tend en décroissant vers dy(x) dans 4’.  Donc, on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que £ jouit, dés le commencement, de la
propriété ().

D’abord, on peut voir facilement que log @n(x) est semi-continue
supérieurement puisque £ est un ensemble fermé dans le domaine
dicylindrique (4, ).

Ensuite, soit xp un point quelconque de 4 et soit {y(l’, yg,...,y%}
un systéme de # points de la section E(xo) satisfaisant exactement a

la relation

dn(xo)z(g)‘/i];]jl Y—391.

On démontrera d’abord que chaque point ¥2(:=1,+++, %) se trouve sur la
frontiére de E(xp). Supposons, pour réduire a absurde, qu’il n’est
pas ainsi, c’est-a-dire, un des points yJ(s=1,-++, %) se trouve dans I'intér-
ieur complet de E(xp). Soit, pour fixer I'idée, 39 tel point et soit ¢ la
composante connexe de Z£(xo) qui contient 9. Considérons ici la

fonction non-négative sur le plan y définie par
)__ﬁ|0_| (I |99—53D
s X .
(y (i=2 Vi y) 1<i<jyi i

Il est clair, par la définition de &n(x0), que I'on a I'inégalité d(xo)(g)gs(y)
pour tout y dans e. De plus, il ¥ a un point y* sur la frontiére de e tel que,
pour tout point intérieur y de ¢, on a 'inégalité s(¥)<s(y*), puisque la
fonction s(y) soit strictement sousharmonique dans tout le plan y. Ceci
est absurde.

D’aprés I'hypothése pour £, on peut donc tracer, pour chaque point
(x0,%9) (7=1,---, %), un voisinage (y, &), de la forme y: |x—xo| <7,
8i: ly—»?<pi, dans (4,C) et une surface analytique non-singuliére
o¢ dans (y, 8;) qui passe par (xo, 39) et qui reste dans (y, 8) N£. En ce

moment, on peut supposer, sans restreindre la généralité, o; G=1,..., n)
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sont représentées par la forme

y=&x) (G=1,...,n)

ou €;(x) sont des fonctions holomorphes et uniformes dans y, si nécessaire
en diminuant 7 suffisamment petit. Considérons la fonction dans y

définie par

Dn(x)z(g)l/ igj [€i(x)—&5(x) |

Elle est une fonction sousharmonique dans y. Dong, il existe toujours
un point x* sur la frontiére de y tel que I'on ait Dyp(x*) = Dy(xg). Or,
les points &(x*) (7=1...., #) se trouvent dans la section Z(x*). Il suit de
1a que dy(x*) = Dyp(x*) = Dn(x0)=dn(x0). Nous avons ainsi vu que la
fonction &y(x) n’atteint jamais son maximum strict local a aucun point
de l'intérieur de 4.

En derniére lieu, soit y un cercle fermé arbitraire & l'intérieur
complet de 4 et soit 42 une fonction harmonique arbitraire dans y. Con-

sidérons la fonction dans y définie par

z/:(x) =eh(z)+ihkx)*

ou /A(x)* est une fonction harmonique conjuguée de 4(x). (x) est
holomorphe et non-nulle dans y. Considérons la transformation &

biunivoquement pseudoconforme de (y, C)

: {;::T/J(x)y-

Désignons par £’ I'image de EN(y, C) par T. 1l est évident que £’
est un ensemble pseudoconcave pour (y, (") ou C’ signifie le plan de 3/,
qui a le méme caractére de £Z. D’ou on peut considérer le diamétre
d'n(x) d’ordre # de E’'(x) comme une fonction réelle dans y. De plus,
on peut dire qu'il ¥ a un point x* sur la frontiére de y tel que l'on ait
d'n(x*)=d ' n(x) pour tout point x dans y. D’un autre coté, soient y1,
¥2,..., ¥n 7 points quelconques de E(x) et soient 1, ¥'s,..., ya' leurs

images par &, c'est-a-dire, yij=yuf(x) (G=1,...,%). Alors, on a
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I'égalité
1] 15i= 7 1=(T] lyi—33) .
i<j i<j

D’ou, on a &' p(x)==dn(x) |(x)| pour tout x dans y. Par suite, dp(x*)
[f(x*)| = du(x) |$(x)], ou

log dn(x*)+h(x*) = log du(x)+ h(x)

Autrement dit, log dp(x)+/4(x) n’atteint jamais son maximum strict
local & aucun point l'intérieur de y. Il en résulte que log du(x) est une
fonction sousharmonique dans 4. De plus, il s’ensuit que log d.(x)

I'est aussi, parce que do(x)=ds(x)=...... et lim du(x)=d(x). Donc,
n—oo

la proposition est complétement démontrée. C.Q.F.D.

Le lemme | donne une démonstration simple du théoréme d’Oka[4]

qui a généralisé un théoréme bien connu de Hartogs. Voici ce théoréme.

Théoréme d’0Oka.  Sows la méme configuration du lemme 1, si,
pour tout point x appartenant & un ensemble de capacité logarithmique
non-nulle dans le domaine A, I'ensemble E(x) continent qu'un nombre
Jini (qui pouvent changer avec x) de points du plan y, il en est ainsi pour
tout point du domaine 4 de facon que la section E(x) consiste des fonctions

algebroides en nombre fini.

En effet, il existe un entier positif 7 tel que la capacité de la sous-

ensemble ¢, de 4:
en={x€d: E(x) contient justement 7 points distincts}

est positive et que celles des ensembles ¢ (O £<%—1) sont nulles.
Considérons le diametre dp41(x) d'ordre #+41 de l'ensemble E(x).
D’aprés (1) du lemme 1, log @y+1(x) est une fonction sousharmonique
dans 4 et, de plus, elle prend la valeur —oo en tout point de ey; par
suite, log dyp+1(x) = — oo dans tout 4. On sait donc que E(x) consiste

en justement # points distincts { f1(x), fo(x),..., fu(x)} pour tout x dans 4
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sauf un ensemble o convenable qui est fermé et de capacité nulle au plus.

Posons

a(X)=(—1! T fu.(%) ... fai(x)

oun 1=h<...<bkxn (7=1,2,.,n). Alors, ayx) (/=1,2,...,%)
sont des fonctions holomorphes et uniformes dans 4 —o et, de plus, pour
tout compact 4" dans 4, elles sont bornées en module dans4’ —o. Donc,
ay(x) sont des fonctions holomorphes dans tout 4. 1l est évident que
I'ensemble £ coincide avec I'ensemble de points satisfaisant & 'équation

suivante
Yr+ai(x)y" 14 Han(x)=0 C.Q.F.D.

Du fait (2) du lemme 1 et d’aprés le méme raisonnement ci-dessus,

nous avons immédiatement le

Théoréme 1.  Sowus la méme configuration du lemme 1, si, pour
tout point x appartenant & un ensemble de capacité logarithmique non-
nulle dans le domaine A, la capacité logarithmique de ['ensemble

E(x) est nulle dans le plan vy, il en est ainsi pour tout point du domaine 4.

Un des problémes principaux dans le present mémoire est de
généraliser ce résultat au domaine multivalent étalé au-dessus un
domaine dans l'espace de deux variables complexes.

Nous donnerons ici une remarque de la constante de Robin[3] d’un
domaine du plan z d’une variable complexe comme un corollaire du
lemme 1, mais ceci est indépendant des problémes successifs. Soit G
un domaine univalent du plan 2. Soit # un point quelconque dans G.
Considérons au point # la constante de Robin (par rapport 4 la coor-
donnée z méme) du domaine G et la désignons par Ag(z). Elle est
regardée comme une fonction de la paramétre # dans G. Nous allons

montrer le

Corollaire.  Ag(¥) est une fonction surharmonique dans G.
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En effet, considérons le domaine dicylindrique G X G dans I'espace

de deux variables complexes z et # et la transformation

de l'espace (z, #) & 'espace (x,y). Nous désignons par & I'image du
domaine G X G par T et posons E=(xEG, |y|<oo)—@. Il est évident
que cet ensemble E est sous la configuration du lemme 1. Donc, le
diamétre transfini d.(x) de la section £(x) est une fonction logarithm-
iqument sousharmonique dans G. Or, d’apreés le théoréme de Szegd[7],
—log d.(x) n'est pas autre chose que la constante de Robin Ag(x).

Dong, le corollaire est démontré.

2. Domaines de type (S). Soit ® un domaine multivalent étalé
au-dessus d’un dicylindre de la forme (4, C), ou 4 est un domaine dans
le plan 2 et C signifie tout le plan de #, dans 'espace de deux variables
complexes z et #. Dans ce mémoire, un domaine multivalent peut en
général avoir des points de ramification. Pour ¢ dans 4, désignons
par D(c) la sous-variété analytique de D donnée par z=¢. Ceci peut
étre regardée comme une surface de Riemann étalé au-dessus du plan «.

On suppose ici que D satisfait aux conditions suivantes:

1° D est une variété de Stein.

2° Pour tout ¢ dans 4, D(c) est connexe et ,,schlichtartig"’, c’est-
a-dire, D(c) est homéomorphe & un domaine univalent du plan d’une
variable complexe.

3° Pour tout ¢ dans 4, D(¢) n’a aucun point singulier comme une
surface analytique dans D.

4° 1l y a au moins un feuillet de ® qui contient une partie univalente
justement étalée au-dessus d’un voisinage de la droite analytique #=0
dans (4, ©).

On l'appelle, dans ce mémoire, un domaine de type (S). On désigne

par O Pensemble de tous les points dans la partie exprimée en 4°, qui
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se trouvent au-dessus de la droite analytique #=0. Nous désignons
par Og le seul point commun de O et de D(c).

Nous allons ici introduire une fonction A(2) dans 4 comme ce qui
suit.  Soit ¢ une fonction plurisousharmonique jouissant de la propriété
(P1) et de (a) dans D et désignons par D, la partie de D donnée par
¢<a. Prenons ensuite un domaine quelconque 4" dans lintérieur
complet de 4. Alors, tout O, (ce4’) est contenu dans On Dy(c)
pourvu que o surpasse un certaine nombre ag. Cela posé, on peut
construire pour chaque ¢ dans 4’ la fonction de Green sur D,(c) (plus
exactement, sur la composante connexe de D,(c) qui contient Og), que

I'on désigne par go(p, ¢), telle que, au voisinage de O dans D,(c)

1 A+ ol )

gan, c)=10g17

ol A4(u, c) est une fonction harmonique dans un voisinage du
u=0 sur le plan u et /%,(0,c)=0. A (¢), la constante de Robin de
D,(c) par rapport & u, est une fonction réelle dans 4’. De plus,
lorsqu’on fait tendre a vers l'infini, elle tend en croissant vers une limite
A(¢) qui peut étre infinie. On peut regarder A(c) comme une fonction
dans 4 puisque 4’ est arbitraire. Ceci est la constante de Robin, par

rapport & %, de D(c). Maintenant on aura le
Lemme 2. La fonction Xz) est surharmonique dans 4.

En effet, il suffit pour cela de dire que, pour chaque a (=aop), la
fonction A,(2) est surharmonique dans 4’.  Soit ¢ un point quelconque
de 4’.  Par I'hypothése 2° a4 D, on peut faire correspondre biunivoque-
ment D(¢) & un domaine d’'une variable complexe par une fonction
holomorphe ¢1(p). Ensuite formons une fonction () dans D telle que
lon ait $(p)=yn(p) sur la sous-variété D(c). Grace & Oka[8], ceci est
toujours possible de fagon habituelle, puisque d’aprés I’hypothése,
D est une variété de Stein et que D(¢) n’a aucun point singulier.
Cela posé, par le méme raisonnement que de Nishino [9], on sait qu’il

existe un voisinage U de D(¢) dans D tel que 'on puisse regarder z et
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v=y(p) comme un systéme de coordonnées locales dans U.

Soit a(z) et B(2) les traces de (p) et de d/du sur ON U. Elles sont
certainement holomorphes au voisinage de ¢. On peut alors tracer
autour de ¢ un cercle y: |z—¢|< 7 suffisamment petit tel que 'on ait
ycd et DyN(y,lu|<c0)c U. Ensuite considérons la transforma-

tion de la forme

2=z

__ B

v—a(2)

et désignons par ®,* I'image de D, N (y, [#]< o). D,* est donc un
domaine univalent dans (y, |lw|=<e0). Pour tout z dans y, D,(2) est
analytiquement équivalente a la section D,*(z) comme une surface de
Riemann d’une variable complexe. Dans ce cas un voisinage de Og:
u=0 sur D,(2) correspond & un voisinage de w=oco sur D,*(2) de

maniére que
(@) w= % +ao(2) +a1(2)u+as(2)u+ ...

Considérons le complémentaire, désigné par £,, de D,* dans (y, /|
< oo). 1II est évident que £, est un ensemble pseudoconcave pour
(y, lw|<o0) qui jouit de la condition du lemme 1. Il s’ensuit que
le diameétre transfini d%(2) de la section E,(z) est logarithmiquement
sousharmonique dans y. D’aprés la condition (@), grace a Szegd, la
constante de Robin A,(g) (pour la coordonnée #) de D,(z) est égale & -log
d%(z). On a ainsi conclu que A,(2) est une fonction surharmonique
dans y. Puisque ¢ est un point quelconque de 4," A,(2) est une fonction
surharmonique dans tout 4’. C.Q.F.D.

Comme une conséquence immédiate du lemme 2, nous avons le

Théoréme 2. Soit D un domaine de type (S). Si, pour tout
point 5 appartenant & un ensemble de capacité logarithmique non-nulle
dans le domaine A, la sous-variété D(z) est de type parabolique,

cest-a-dive, N@)=- oo, il en est ainsi pour tout point du domaine 4.
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3. Domaines de type (G). Soit ® un domaine multivalent étalé au-
dessus d’un dicylindre de la forme (4, C) comme dans la section 2. On
suppose ici que D satisfait aux conditions 1°, 3°, 4° pour d’étre de type
(S) et au lieu de 2° la condition suivante:

2" Pour tout ¢ dans 4, D(c) est connexe et homéomorphe a une
surface de Riemann d’une variable complexe de genre fini g indépendant
de c.

On l'appelle un domaine de type (G). Nous allons voir que I'on
peut avoir un théoréme pareil pour un tel domaine. Soit ¢ un point
quelconque de 4. Tragons deux courbes de Jordan (analytiques au
sens réel) fermées 7@ et 7@ sur la section D(¢) comme ce qui suit.

1) =% (=1,2) sont les frontiéres de sous-domaines 7; (=1, 2)
de D(c) respectivement, ou chaque 77 est une surface de Riemann ouverte
de genre g ayant une seule composante de frontiere 7% et ne contenant
pas le point O et, de plus, on a 77€ 73.

2) Chaque courbe 7@ (=1, 2) et la partie 73— 73 ne contiennent
aucun point critique algébrique de D(¢) et 71— 73 est analytiquement
équivalente & un domaine annulaire sur le plan de w.

On peut supposer que ce domaine annulaire est donné par 7 <|w|
<1, ot n est un nombre positif convenable. Désignons le par R et par
T la transformation analytique et biunivoque de 71— 732 & R, ot E(rP)
={lw|=1} et (+@)={lwl=n}. D’aprés I'hypothése, on peut trouver
pour chaque point p de 71— 73, un voisinage univalent Uj sur ® de la
forme |z—¢| <7 et |[u—al<7p ot (¢, @) sont les coordonnées de p et #, 7p
sont des nombres réels positifs convenables, de plus, » ne dépend pas de

p. Posons Q=U Uy(pe 71— T3) et désignons par { la transformation
p

analytique de Q dans D(c) qui fait correspondre (z, u) (€ Up) a (¢, u)
(D). Soit y un cercle |z—c|<7 et soit D, une partie de D con-
siste en tous les points de D qui se trouvent au-dessus de (y, C). Alors,
en posant {(r®)=71® (7=1,2), D, se partage en deux parties par
7@, Désignons par D,  la partie qui ne contient pas 7. Maintenant,
considérons un domaine dicylindrique & de la forme y X {0 <llw|<n} et

attachons ®,’ et & en identifiant le point p de Q ayant (z, #) comme ses
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coordonnées dans Up et (2, T({(p))) de . Nous avons ainsi & nouveau
une variété analytique que 'on désigne par D,*. On peut facilement
construire la section D,*(z) pour zEy et, de plus, elle est évidemment
schlichtartig. Je dis ici que

D * est une variété de Stein de dimension 2.

En effet, grace au théoréme de Nishino[10] il suffiit pour cela de voir
que D,* admet une fonction P(p) plurisousharmonique jouissant de la
propriété (P1) et de (a) au sens d’Oka. Nous allons construire une telle
fonction. Puisque le domaine originaire ® est une variété de Stein, il
est évident que D admet une fonction P(p) plurisousharmonique
jouissant des propriétés ci-dessus. On peut supposer que l'on ait
D1(p)=0 dans D.

Posons

me,= min D1(p)
PE(7,7y)

M.,= max Di(p).
DE(7,72)

Elles sont certainement finies. Ensuite considérons la fonction /4(w)

strictement sousharmonique d’une variable complexe z dans o <|w|<1:

Ji() =+ Mlog 12:0’[7

ou M est un nombre réel positif suffisamment grand pour que

h(w)<m,, sur |w|=1
>M., sur |w|=n.

Formons la fonction ®@g(p) dans D,* de la maniére que

Do(p)=D1(p) dans D, *—(y, 0<|w|< 1)
—max(®1(p), A(p)) dans DNy n=<lwl<1)
=A(p) dans (y, 0 <lw|=7)

et posons, dans D,*.

D(p)=Po(p)—log(r—lz—cl)
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ol z désigne la projection sur le plan z du point p. Il est évident que
la fonction @(p) ainsi obtenue est plurisousharmonique et jouit des
propriétés demandées. Par suite, D, * est une variété de Stein.

Le domaine ®,* satisfait donc aux condtions 1°,2°3° et 4° des
domaines de type (S), tandis que D,* n’est pas étalé au-dessus d'un
dicylindre de la forme (y, C) comme le domaine orginaire ©. Mais
nétre raisonnement dans la démonstration du lemme 2 est applicable a
cette variété ®,*. 11 s’ensuit que, pour tout z dans y, la constante de
Robin A*(z) de D,*(z) est une fonction surharmonique. D’ou nous

allons montrer le

Théoréme 3. Soit D un domaine de type (G). Si, pour tout z
appartenant & un ensemble de capacité non-nulle dans 4, la surface de

Riemann D(2) est de type parabolique, il en est ainsi pour tout point z
dans 4.

En effet, désignons par ¢ I'ensemble de capacité non-nulle comme
ci-dessus. Alors, il existe au moins un point ¢ dans ¢ tel que, pour un
voisinage 8 de ¢ quelque petit qu'’il soit, I'intersection ¢ N8 est de capacité
non-nulle. En appliquant argument précédent a la surface ®(¢) nous
pouvons construire un domaine modifié ®,* comme ce qui précede.
Alors, on a A*(2)=+ o dans tout y, parce que A*(z)=- oo pour tout 2
dans ¢N8. Cela signifie certainement que D(2) est de type parabolique
pour tout z dans y. En répétant le méme raisonnement a tout point

de la frontiére de y, nous avons ainsi conclus que, pour tout z dans 4,
D(2) est de type parabolique. C.Q.F.D.

4. Théoréme principal. Dans la section présente nous donnerons une
s , . . .
propriété des surfaces constantes d’une fonction enti¢re de deux variables
complexes x et y. Une composante irréductible de la surface analytique

dans tout I'espace (x,y), définie par 'équation

(@ 3)—a=0
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ou f est une fonction entiére une fois fixée pour tout et ¢ est un nombre
complexe quelconque, sera appelée, avec Nishino, surface premiere de
S avec sa valeur a. Soit donnée une surface premiere quelconque
So de f avec sa valeur @p. Soit L une droite analytique qui passe trans-
versalement a Sp par un point ordinaire po de So. Supposons ici que
L est donnée par x=0. Ceci ne restreit pas la généralité. Con-
sidérons une partie I" autour de po sur L donnée par l'inégalité | f—ao|
<p, ou p est un nombre réel positif. On dira que I" satisfait a la con-
dition (N) si I" est comprise dans l'intérieur d’un voisinage de po, si L
est transversale & toute la surface premiére qui passe par un point de I"
et si toute surface premiére passant par I" est d’ordre un a I'exception de
So au plus. Elles sont toujours remplies certainement, pourvu que
I'on prend p suffisamment petit. Ensuite considérons I’ensemble de tous
les points dans I’espace (x,¥) qui peuvent étre joignés au point de I’
par une surface premiére S de f et qui sont des points non-singuliers
de S. On l'appelle, avec Nishino[11], tube normal autour de So par
rapport & I' et on le désigne par ¥ r.

Ici, supposons dans la suite toutes les surfaces premiéres de f sont
schlichtartig regardées comme des surfaces de Riemann ouvertes. En
ce moment, d’aprés le théoréme de Nishino, un point singulier quel-
conque d’une surface premiére S de f est toujours un point commun de
S et d’autre surface premiére de f[12].

D’abord, considérons une surface premiére So de f avec sa valeur
ap qui est d’ordre un. Alors, le domaine d’holomorphie de la fonction
obtenue par la résolution de I’équation dans (x, y)eXr: Ax,y)—2z=0
par rapport a y au-dessus de (I'*, C) est un domaine multivalent R
étalé au-dessus du dicylindre (I'*, C) ou I'*: [z—al<p et C: |x|<oo.
En tant que variété, R est analytiquement équivalente & 3 p. On peut
dire que le domaine R est de type (S).

En effet, 1° si (x, ¥) est un point quelconque de la frontiére de X,
il existe une surface premiére de f qui passe par (x, ») et qui est contenue
dans le complémentaire de >r. Donc, X est pseudoconvexe. Grace

a Oka, il est une variété de Stein. 2° pour tout z dans I'*, la section
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R(z) de R par la droite analytique z=z est identique & S; qui est S,
sauf des points communs de S; et des autres surfaces premiéres de £ et,
donc, R(2) est connexe. D’aprés '’hypothése a f, elle est schlichtartig.
3° pour tout z dans I'*, S; n’a aucun point singulier. 4° pour tout z
dans I'*, on obtient, par la résolution de I'équation f(x, y)—z=0 par
rapport a ¥, une fonction de x holomorphe dans un cercle autour du
point commun de L et de S; car X est normal.

En vertu du lemme 2, la fonction A(z) définie pour R comme on a
fait dans la section 2 est donc une fonction surharmonique dans I'*.
D’un autre coté, il est évident que R(z) et S, sont simultanément de type
parabolique ou non puisque S; est donné de S, par l'exception d'une
infinite dénombrable au plus de points. Par suite, si, pour tout z
appartenant 3 un ensemble de capacité non-nulle dans I'*, la surface
premiére S, de f avec sa valeur z est de type parabolique, il en est ainsi
pour tout z du domaine I'*.

Il s’agit maintenant de surface premiére So de f d’ordre » (=2).
Considérons un tube normal 3 autour de Sy et conservons les notations
dans ce qui préceéde. Soit D une surface de Riemann de la fonction
(f(x, ¥)—ao)l”™. Alors, lorsqu’on prend un voisinage U de I dans X
il ¥ a au moins une partie univalente de ® qui se trouve justement
au-dessus U. Désignons par U une de celles et désignons par r
I’ensemble de tous les points de U qui se trouvent au-dessus de I.  En
ce moment, I’ensemble de tous les points qui se trouvent au-dessus d’une
surface premiére S; de f dans Xp forme un nombre fini de surfaces
analytiques irréductibles dans ©. En suite, considérons une partie
de ® consiste de tous les points qui situent au-dessus d'un point de X
et qui sont joignés & un point de I" par une des surfaces analytiques
irréductibles comme ci-dessus. Désignons la par R. Alors, d’aprés
la méme considérations, R peut étre regaredée comme un domaine de
type (S). Par suite, il est évident de voir que, si, pour tout z appartenant
4 un ensemble de capacité non-nulle dans I'*, il y ait au moins une surface
premiére avec sa valeur 2z de f dans X r qui est de type parabolique, alors,

toute surface dans >, est de type parabolique.
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Donc, en répétant tour & tour le méme argument dans la page 448,

nous sommes arrivés au

Théoréme 4.  Swupposons f(x,y) est une fonction entiére de deux
variables complexes x et y telle que toutes les surfaces premiéves de f sont
schlichtartig. Si, pour tour z appartenant & un ensemble de capacité
non-nulle dans le plan z, au moins une surface premiére dans f(x, y)=z
est de type parabolique, alors, toute surface premiére de f est de type
parabolique.
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