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1. Introduction.

On s'intéresse a comprendre 1’équation de Schridinger, une équa-
tion fondamentale dans la théorie de la mécanique quantique, en termes
propres au processus de mouvement brownien. L’idée essentielle de 1’é-
tude se trouve a la notion de processus aléatoire généralisé que nous
allons étudier au paragraphe 2 de l'article. Or, en matiére d’études
probabilistes de I’équation, on se rappelerait aussitdt un probléme mathé-
matique provoqué par l’article trés génial de monsieur R. P. Feynman
publié en 1948 [1]: la justification d’une intégrale dite l'intégrale de
Feynman.

Malheureusement des résultats obtenus dans ce domaine mathéma-
tique sont plus ou moins négatifs 4 ce propos et nous al'ons donc
choisir un autre chemin. Et pourtant nous constatons que notre point
de départ est a la pensée de M. Feynman. Celle-ci étant belle, il serait
trés agréable d’y trouver une vérité mathématique.

Justement pour nous rappeler son idée et pour expliquer en méme
temps la nétre, nous imaginons maintenant une particlue se mouvant
dans l'espace R' ot il n’existe qu'un potentiel U(x) (x€ R') comme
champs de force extérieure. Supposons que le mouvement de la parti-
cule est tel que sa trajectoire soit représentée par une fonction réelle
du temps {X,, £=0}. Alors ce que M. Feynman a espéré, c’est d’ob-
tenir une solution de ’équation de Schrodinger par une opération for-
melle, dite l'intégrale de Feynman, sur la fonction ¢/(¢, x; X) =exp{i/#
S L(X (¢, x))dsy (i=+—1) ot X.(¢, x) est la trajectoire passant
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par le point (Z, x) indiqué et ot L est le Lagrangean du systéme, notam-
ment L(X,(¢,x)) = (m/2)(X,)*—~U(X,) (s<t, #; la constante de
Planck, m: la masse de la particule). Plus précisément, il a considéré
la limite comme suit; lim,_., @Crhi/mn)" Y[ g ([Ti=10 (r, Trer) ) T1ioit
(dzy); n(dx), la mesure de Lebesgue et ¢(xy, Tiy1) =exp{(E/h)JiL
(X5 ds} ott X¥. est une trajectoire continue, passant par les deux points
(tx. ) et (Bewr, Tesr) (Fgsr = £+ 1/7), qui minime la quantité [(*L(X.)ds
(la trajectoire classique). En envisageant cette discussion formelle les
mathématiciens, de leurs cotés, ont essayé de la justifier de quelques
maniéres et se sont demandés, en particulier, la possibilité de la com-
prendre en terme de la théorie des processus aléatoires; ’existence d’un
processus™aléatoire X tel que lespérance E¢ (¢ x; X) puisse étre une
solution de 1’équation de Schrédinger. Aujourd’hui, on sait que Din-
tégrale de Feynman ne peut étre comprise qu’au sens de distribution
cylindrique (voir C. M. DeWitt [2], K. Ito [4]).

Malgré tout nous voulons comprendre l'idée de M. Feynman en
terme du processus de mouvement brownien {B,, £=>0}. Cela évidem-
ment nous exige de faire un peu de saut de la pensée et peut-étre une
modification de son idée, mais on se confirmerait, espérons-nous, que
notre idée est encore trés fidele a celle originelle de M. Feynman.
Nous commengons la recherche par calculer, de la fagon formelle bien

entendu, la dérivée de la fonction (¢, x: B.) et nous arrivons a la
(%) 0 ,_ , o pae
(1,1 75‘?¢— {m(B)—=UX)}¢.

L’équation (1,1) n’a aucun sens pour moment, mais ici se trouve notre
point de départ: Essayer de lui donner un sens mathématique au lieu
d étudier le probléme de l'intégrale de Feynman. Puisque 1’équation
(1,1) contient le terme (B). le bruit blanc, cela nous oblige a chercher
le sens dans un cadre de la théorie des processus alétoires généralisés.
La difficulté principale de ce procédé, c’est que ’on doit traiter des produits
de processus aléatoires généralisés de la forme </;(B)2 Heureusement.
griace 4 la bonne propriété de lintégrale stochastique 9, introduite
par l'auteur, ce point peut étre surmonté d’une fagon naturelle. Au

paragraphe 3 on va appliquer la théorie développée au paragraphe 2 a

* Un tel calcul peut &tre justifié en arrangeant des régles sur le calcul stochastique
concernant le bruit blanc.
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I’étude d’équations du type (1,1) vues comme équations de processus
aléatoires généralisés. On s’intéresse surtous A la relation entre des
solutions d’équations de processus aléatoires généralisés et celles de

I’équation de Schrédinger

1,2) LKy R S p ey
i 0t 2m ox*

Pour faire se lier I'une avec l'autre, on introduira une condition im-
portante, dite la condition d’onde, concernant la relation entre la B*-
dérivée d’un processus aléatoire généralisés et sa dérivée en x. Clest
aussi par cette condition que l’équation (1,2), ou bien une équation
comme (1,1), peut se lier avec une équation complexe de particule
brownienne, (introduite et étudiée par l'auteur: [5], [7], [8]). D’aprés
la discussion au paragraphe 3, on constatera enfin que ce n’est pas
I’équation (1,1), mais celle de (1, 3) ci-dessous qui peut correspondre
i I'équation (1, 2);

a,3) %ga: {2(B)Z+i%}¢.

Par comparaison avec I’équation (1,1), on remarquerait que 1’équation
(1, 3) correspond au cas d’'une particule dont la masse est parement
imaginaire! On ne sait pas, I'auteur tout le moins, si cette idée etrange
peut étre admise a la physique. Mais c'est dans cette situation que la
condition d’onde vient prendre la forme; E(2vVm'AB— (#/7) (0/0x)) ¢

=0(m’=—im). Si l'on entend par 2vm #AB limplusion de la parti-
cule considérée, la relation ci-dessus est exactement la régle faite a la
théorie de la mécanique quantique.

Quil me soit permis de remercier ici Professeur T. KORI et

Mlle. P. MALO pour leurs suggestions utiles et encouragements.

2. Processus aléatoire généralisé et le bruit blane.

Dans ce paragraphe on va étudier des processus aléatoires géné-
ralisés, surtous les produits de ceux-ci par le bruit blanc. La discussion
se limite au cas de deux variables (¢, x) €[0, 7] X R, mais elle va
s’appliquer naturellement aux cas des plusieurs variables. Pour la

généralité de la théorie des distribution, ou de la théorie des processus
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aléatoires généralisés, on va se véférer aux livres de L. Schwartz [9]
et de Gel’fand-Vilenkin [3]. Et pour les sujets concernant des B*-
dérivées et lintégrale stochastique au sens de J,,, on en trouve dans
les articles de Vauteur [6], [7].

Soit (£, <, P) un espace probabilisé auquel est défini le processus
de mouvement brownien {B,, =0} et soit L*(2, &, P) I'ensemble des
variables aléatoires complexes, module carré intégrables par rapport a
la mesure P. Pour un domaine quelconque G, on entend par 9D (G)
I’ensemble de tous fonctions réelles définies dans G, indéfiniment deriv-

ables et a4 support compact.

Définition 1. Un processus aléatoire généralisé X est une applica
tion lindaire et continue (au sens usual) de 9 ([0, T] X R') dans L?(2,
&, P). On entend par <X, ¢> la valeur de X au point p€ D et par
A([0, T] X RY) Tensemble de tous processus aléatoires généralisés sur

D(0.TIXRY.

Tous processus aléatoires X tels que Ef g X|?dtdx<(+ oo pour tous
compacts KC [0, T] X R', deviennent des éléments de A ([0, T] X R")
par la formulle habituelle (X, ¢>=[Xpdtdx. De méme, tous les déri-
vées DD, X (D= (9/0¢)?, D,*= (0/0x)%, p,q=1,2, --+) d'un tel pro-
cessus X appartiennent a la classe par (D’ -D,'X, ¢>=(—1)""«X,"
D/ D,"%>. Une mesure aléatoire # définite dans [0, T] X R', a valeurs
complexes est effectivement un élément de A ([0, T] X R') pourvu que
E|n(K)|*<+ o0 pour tous compacts K : <y, ¢>=[on(dtdr).

Exemple 1. En particulier, le processus du bruit blanc B, la
dérivée de B., est un élément de A ([0, T] X R") tel que (B, ¢>=(—1)
{B., (/})Ifdxfgé(s. x2)dB;=[dB,[} (s, z)dx, oa [-dB. est lintégrale

de Wiener.

On ne discute pas ici la généralité de processus aléatoires générali-
sés. Ce que Von veut faire, c’est d’introduire des produits de la forme
X-(B)" comme éléments de A([0,T] X R"). Evidemment il n’est pos-
sible que pour des éléments X d'une certaine sous-classe de A([0,T]
X RY), comme il en était de méme dans la théorie des distributions.

Ainsi on est amené a la notion de B'-différentiabilité des processus
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aléatories généralisés que l'on va exprimer plus tard.
Considérons un sous-ensemble des fonctions @(¢,x) de la forme

pt, )= > u;(x)v; () ot u; e« D(RY) et v,;e D(0,T]).

jifini

Alors il est bien connu que cet sous-ensemble de 9 ([0, T] X R?), disons
M([0, T]XR"), est dense dans 9 ([0, T] X RY), (Théoréme Il de
[9]). L’espace L*(f) étant complet, il en résulte que pour déterminer
un processus aléatoire généralisé X, il suffit de savoir tous ses valeurs
KX, > sur M([0, T] X R"). Et réciproquement, on peut montrer facile-
ment 1’énoncé suivant qui est une variation triviale du “Théoréme des
noyaux” dt a L. Schwartz (voir [3]).

Théorém 1; Soit B(u,v) (ue D(RY), ve D([0,T])) une forme
bilinéaire, séparément continue telle que E{| B(u, v)|*}< oo pour tous u
et v. Alors il existe un élément X de J([0, T] X R") qui satisfait
a la relation; B(u,v) =<X, uv) pour tous u et v.

Soit X un élément de A([0,T]XR"). La forme <X, uv) étant
linéaire et continue en v (par rapport a la topologie de 9D([0,T7])
bien entendu) pour chaque u fixé, elle définit donc un élément de ([0,
T1), que 'on désigne par X,(x) et on l'appelle la coupe temporelle
de X. Car la coupe temporelle de X ainsi définie est un élément de
A([0,T]). elle n'est pas nécessairement définie pour tous ¢ dans [0,
T]. Pourtant il ¥ a des cas ot I’on dit qu’un processus de la coupe tempo-
relle de X jouit de telles et de telles propriétés sur l’intervalle [0, T7].
Cela veut dire que l'on a réussi & modifier les valeurs de X,(zu) sur
un ensemble négligeable de 7, en sorte qu’il s’identifie avec un processus
aléatoire jouissant des propriétés précisées. Evidemment cette modifi-
cation ne change rien le caractére du X comme élément de A ([0, T]
X RY).

Sous cette convention, on va exprimer maintenant la

Définition 2. Un élément X de A([0, T] X R") est dit B*-dif-
férentiable dans l'intervalle [0, T"] pourvu que le processus de sa coupe
temporelle {X,(«), =0} soit uniformement B*(M,)-différentiable dans
Iintervalle [0,7) pour chaque z€ D (R') fixé; il existe un processus
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aléatoire {Y,(u), 0<<t<<T} tel que pour chaque u fixé

(D,1) Y.(u) est progressivement mesurable par rapport a la tribu
-CB[()'t]Xgl ou 971:0‘(3,; Sgt)
(D,2) E|Y,(u)|* est bornée dans [0, T).

1
(s—2y

(D’ 3) lim sup E { |Xs (u) —Xt (u) - Yt (u) (B,—Bz) |4} =0.
N i

P

On désigne la relation par (0/0B,)X,(#) =Y,(x), ou bien par X, («)

=Y, (u). 1l va sans dire que l'opération 0/0B, est linéaire et que la

B*-dérivée Y,(x) de X,(#) est unique a une équivalence prés pour

chaque u.

11 n’est pas difficile de voir que lapplication «—Y,(u) (¢; fixé)
est linéaire et continue par rapport i la topologie de D(R?). En effet,
fixons un sous-ensemble compact K de R' et un point ¢ dans [0, 7).
D’aprés les conditions (D, 1) et (D, 3), on obtient alors linégalité;
E| Y,()|*><2 suprsss: E| F(s, t;u)|? ot F(s, t;u) = (X, () — X, (w))/Vs— ¢
et u€ D(K). Puisque pour chaque ¢ fixé X,(-) est une application
linéaire, continue de 9D (K) dans _L2(2), 'application u—F (s, ;%) en
est de méme pour chaque s>¢ fixés. D’autre part, il résulte de I'inéga-
lité ci-dessous que suprs.s: E| F(s, t;u)|* est finie pour chaque € D(K):

EIF (s, ) [*<2E| Y, ()
+28 {1 1X,@) - X ~ Yo B~ B ).
s—t

On voit donc que la famille d’applications linéaires {F (s, ¢; ), T>=s>t}
est équicontinue d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus et que 'appli-
cation Y,(-) est continue par rapport a la topologie de 9 (K). K étant
arbitraire il en résulte la conclusion.

D’aprés ce que l'on vient de démontrer, on voit que la forme
Y.(uw),v>=[Y,(#)v(s)ds est bilinéaire et séparément continue en 2 &
DRY, veD(T). Par conséquent, elle définit un élément X de
A([0, T] X R") tel que sa coupe temporelle X.(1) sidentifie avec
Y.(w). On lappelle la B*-dérivée de X: (X, uv>:<@),v>.
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Proposition 1. Soit X un élément de A([0,T]XR') qui est
Bt-différentiable. Alors le processus aléatoire généralisé D,*X
(p=1,2,--+) en est de méme et Uordre de deux opérations, ~, D,*
est changeable pour un tel X:

@1 (DrX), $>=<D.>X, 4> pour gD ([0, T]xRY).

Preuve; Il suffit de vérifier la relation (2,1) pour tous func-
tions de la forme ¢=wuv (ue D(RY, veD([0,T])). Soit Y.(x) la
B*-dérivée de X.(«#). La discussion ci-dessus montre que Y.(z) est
la coupe temporelle de X. Donc, on a (D,”X, uvd=<{(D*X, up, v>

P T~
= (=1)Y, D.up, vdp=(—1)KX, D.*up, v)=<LD.’X, up, vp=

SN

(D X)), uy, vy d’on résulte la conclusion.

Exemple 2. (i) (Fonction B-entiére) Soit f(z) (z€C) une
fonction entidre et soient X', X? des processus aléatoires réels uniforme-
ment B*-différentiables dans I'intervalle [0, 77]. Un processus aléatoire
X est dit une fonction B-entiére (au sens strict) s’il admet la représen-
tation X, =f(X,'+iX/}?) P-p.s. pour chaque . Alors une fonction B-
entiére au sens strict est encore uniformement B*-différentiable et on

a la relation
(2,2) X.=f(Z)2, on Z=X'+iX®

et f7 la dérivée de f. (ii) Soit Y(B,+x) un élément de A([0, T] X R")
défini par (Y, uvd>=[,"v(s)ds[s*u(x— B,)dzx. Alors le processus aléa-
toire généralisé Y (B, +X) est B*-différentiable et sa B*-dérivée Y est
donnée par 0(B,+x); <0, uvd=["u(—B,)v(s)ds.

Désignons par .#*([0, T] X R') I’ensemble de tous éléments X de
A([0, T] X RY) tels qu’ils soient B*-différentiables et que les coupes
temporelles X.(z) de X soient Riemann-intégrables sur [0, T'] au sens
de L*(R) pour chaque € D(R?). Alors pour un tel élément X, on
peut définir l'intégrale stochastique J,(X, uv) =X, (w)v(s)dB, (0<k
<{1) suivant la méme discussion donnée dans [6] et [7]; c’est-d-dire
qu'on a 9, (X, uv) =Y9,(X, uv) +ksz,(u)'v(s) ds ot Jy(X, uv) =X, (u)
-v(s)d"B,, lintégrale stochastique de Ito.

Maintenant on est & poser la
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Définition 33 soit X un élément de ¥'([0,T]XR'). Le pro-
duit X-B est un élément de A([0, T] X RY) deéfini par

(2,3) (X-B,uvy= szw)v(s)dB,, ve D(RY, ve D([0, T,

ou lintégrale stochastique est comprise au sens de .9,,,.

(Remarque 1) (i) La définition est cohérente avec celle de

B dennée dans Pexemple 1.
(ii) Car =0 pour ve D ([0, T]), I’égalité (2-3) peut s’écrire comme
suit

2,4 (X B, uvd =X, uv) + fX,(u)v(s)d“B, .

Les deux derniers dans (2-4) sont des applications bi-linéaires et séparé-

ment continues en #, v, donc elle vraiment définit un élément de

A0, TI X RY).
La légitimité de la définition se trouve a la

Proposition 2. (i) Soit f(§B,+x) une function B-entiére au
sens strict, oi & un nombre complexe quelconque. Alors, au sens

de processus aléatoire généralisé, on a légalité
(2, 5) Df(éB,+z) = f(éB,+x)B.

(ii)  Soit X un processus aléatoire généralisé tel que X, (u) = [,'Y, ()
X dB, (0<t<T,uc D(R")) on Y. est un élément de ([0, T] x R").

Alors, on a légalité

(2, 6) DX=Y-B.

Preuve. En appliquant la formule de Ité au processus f,(z) =[f-
(éB,+x)u(x)dx et au X,(u). on obtient les égalités (2-5), (2-6).

Pour introduire les produits X:(B)"™ (n=>2) comme é&léments de
A0, T] X RY), il nous faut faire un saut de pensée et dont la perti-
nance, croit-on, ne pourrait étre examinée que par des conséquences

qu’il apporte.
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Dans la suite, on entend par #™([0,T] X R") '’ensemble de tous
éléements X de A([0, T] X R') qui soient (m—1)-fois B*-différentiables
et dont les X, X®, ..., X™ (A = (8/0B)*) appartiennent encore i la
classe .Z*([0, T] X R").

Définition 4. Soit X un élément de ™([0,T] X R'). Le pro-
duit X-(B)* (n<<m) est alors un élément de A([0,T] X R") défini

par

1
2n—l

. P
@7 (X (B uvp= jx,<u)<"-’>'v<t>d3,, ve D(RY,

ve D ([0, TD),

avec la convention X®=X.

L’égalité (2-7) est effectivement cohérente avec la définition 3.

Voici une de ses conséquences:
.

Proposition 3. Un élément X de J([0,T] X R') est dit B-
entiére au sens faible, si powr chaque fonction u de D(R') la coupe
temporelle X.(u) peut s’'identifier avec une fonction B-entiére au sens
strict. Alors, tous les fonctions B-entiéres au sens faible sont des

solutions de Iéquation suivante

(2, 8) D X—2X-(B)*=0.

Preuve D’abord on constate que 'égalité (2-5) est encore valide
pour tous les fonctions B-entiéres au sens faible. En effet, dans sa
démonstration, on n’a untilisé que le fait que la coupe temporelle f, () est
B-entiére au sens strict pour chaque #. Donc, on a I'égalité; D,X=X-B
pour tous fonctions B-entiéres au sens faible. Mais, d’aprés la défini-

tion 4, le terme X-B égale a 2X- (B)2 d’ou la conclusion.

Intuitivement dit, la définition 4 exprime que l’opération de multi-
plication par B équivaut a 'opération v/ 2 (D,)"? si l'on se limite au
cas des fonctions B-entiéres au sens faible.

Quant a l'application de la théorie, il ¥ a des cas ot 'on ne s’in-

téresse qu’a des espérances de processus alétoires généralisés. Deux
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éléements X et Y de A([0,T]XR") sont dits faiblement équivaux,
s’ils ont la méme espérance: E<(X—Y, $>=0 pour tous ¢ de D ([0, T]
X RY). La relation est désignée par X~Y.

Pour un processus aléatoire généralisé X, la forme E(X, ¢> est
encore linéaire et est continue, il existe donc un et un seul élément EX de
D’ ([0, T] X RY) tel que EX~X. Il importe de remarquer que X- (B)"
~(1/29X™ pour Xe ([0, T] X RY) (n<m).

3. Equation de Schrédinger ef la condition d’onde.

I1 est clair maintenant que l’équation (1,1), ou bien (1, 3). gagne
le sens comme celle de processus aléatoires généralisés. Dans ce para-
graphe, on va étudier surtous la relation entre des équations de ce type
et ’équation de Schrodinger (1,2). Les résultats de 1’étude nous
montrera que l'idée originelle de M. Feynman doit étre modifiée, tant
quon veut la comprendre en terme du processus de mouvement

brownien.

Par préférence, on s’occupe d’abord de l’équation 1, 3);

U (.z:)

fi

(CBY) ;gb 20(By =iV (x)¢ on V(z)=
En générale, on peut penser d’équations du type comme suit
(3.2) T Do AB =LV @y,

ol ¢ est un nombre complexe tel que [§]?=1. On 'appelle Péquation
d la phase £*; I'équation (3,1) est, par exemple, celle 4 la phase 1,
alors que (1,.1) en est 4 la phase —1. En réalité, on ne va traiter

que.celles aux phases 1 et —1.

3.1. Equation a la phase 1; La définition suivante est fonda-

mentale.

Définition 5. Un processus aléatoire généralisé ¢ (¢, x,w) de
la classe *([0,T] XR") est appellé la fonction donde du type
T(G) (G=x1, £7) pourve qu’il satisfait 4 la condition suivante, dite
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la condition d’onde:
(3,3) $=kv(h/m)¢. au sens de processus aléatoire généralisé ot

k=+7 ou —vj

(Remarque 2) Il est intéressant de remarquer que la condition
implique
(3,4) E@vVmh-B—khD,)p=0.
Si T'on entend par 2vm#-B limpulsion $ de la particule considérée
(une particule brownienne) et si 'on se limite au cas de fonction d’onde
du type T(—1), I’équation (3-4) nous donne exactement la méme régle
faite dans la théorie de la mécanique quantique:

o0

(3’4)/ ﬁ(_):t_._-‘
i 0x

Proposition 4. Soit () une solution d’onde du type T(—i) de
(3,1). Alors lespérance §(t,x) =Ep(t, x,w) est une solution de
1,2).

‘Preuve Tous d’abord, on constate que le processus aléatoire géné-
ralisé ¢, (=D,¢) est de la classe ([0, T] X R') d’aprés la proposition
1, et que les deux $B, k\/W&ﬁ,B définissent le méme processus aléa-
toire généralisé. Donc on voit que 2E{Y (BY, ¢>=E($B, ¢> =k (h/m)E
{p=B, 8> = k/2V(h/m) E($.), > =k/2V (h/m) E{()a, ¢p = —(ih/2m) X
E{(2s, ¢ pour tous g€ D ([0, T1X RY); 2¢ (B~ —(i4/2m) ;. Par con-
séquent; 0=E{(p, —2(B)*p— iV, ¢>=E{P,+ (ih/2m) ue— i Vh, ¢ pour
tous pe D ([0, T] X RY), d'oi résulte la conclusion.

(Remarque 3) (i) 11 est aussi facile de voir que si ¢ est une
solution d’onde du type T(7), son espérance ¢ est une solution d’une

équation comme suit

1,2y —=

(it) D’autre part, ’espérance d'une solution d’onde du type T(+1)

ne satisfait pas 4 une équation du type Schrédinger.

Or la démonstration ci-dessus nous montre que I’équation (3, 1)
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admet une autre expression (sous la condition d’onde), notamment une

équation de particule brownienne

0 Hon 0 .
3,5 —¢g—q,/ 2 B ¢=iVy,
3.5) at‘/) K ax¢ Ve

m

oll 7 est un nombre complexe.

Dans les articles précédents ([5], [7], [8]) on a étudié le probleme
de Cauchy de I’équation pour le cas ot les quantités y, iV (x) sont
réelles. On n’y a pas explicitement introduit la notion de processus
aléatoires généralisés, avec laquelle les choses deviennent plus claires
comme on le voit maintenant dans le

Théoréme 23 (i) Une solution du type T (%) de (8, 1) satisfait
a léquation (3,5). Inversement, toute solution de (3,5) est néces-
sairement une solution du type T (y*) de (8, 1).
(1) Lespéranbe Ep d'une solution ¢ de (3,5) pour 5=+ V=i est
donc une solution de (1,2). Inversement, si une solution ¢ de
(8, 5) pour 5 quelconque est telle que son espérance E¢ satisfasse a

lPéquation (1,2). Alors la solution ( est nécessairement du type
T(—1).

Preuve. (i) La premiére partie étant évidente, on va montrer
la reste. Soit ¢y une solution de (3-5). D’aprés la définition 3, on
voit que la coupe temporelle de ¢ satisfait a la relation;

(@) —7 / % .[: G/ () dB,= o () +i L‘ 6 V) ds pour

tout uc D(R'), on ¢. (x) est la coupe temorelle de D,¢. Il en
résulte que ¢ est une solution d’onde du type T(y3") et d’ou la con-
clusion d’aprés la définition 4.

(i1)) Evident.

Notons que le Théoréme 2 nous donne la réponse pour la question
proposée dans [8]. Le schéma ci-dessous exprime la relation entre les
équations (1,2), (3,1) et (3,5);
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Eq.(3,1) Ey Eq.(1,2)

avec (3,3) du type T(—1) /

o0
Eq.(3,5) /

(g=+v—9)

A la question d’existence d’une solution d’onde du type T(—7) on

va répondre par

Exemple 3; On suppose que la fonction V(x) soit la restriction
sur I'axe réel d’une fonction entiere V(z) telle que l'intégrale E exp-
{Ref !V (kvli/m(B,—B,) +x)dst (k=+—i ou —+ —1i) soit conver-
geante pour tout ¢. (par exemple, V(x) =constante ou=cx, ou bien
=cax® etc.). Soit ((z) une fonction entiere telle que |, (x+iy)|<C-
exp(by?) (C, b; des constantes réelles positives et indépendantes de x
et de ¥). Alors il est facile de voir que la fonction ¢(¢, x, w) =¢y-
(RVB]m (B, +x)) -exp{[o'V (kv#/m (B, — B,) +x)ds} est de la classe
F2([0, T,] X RY) ou T,=m/2bk>0. De plus, a l'aide de la proposi-
tion 2, on voit qu’elle est une solution de (3-5) du type T(—zi) au

sens fort.

3.2. Equation a la phase —1; Considérons I'équation (3-2)
pour §=7. On voit que tous les énoncés établis dans le cass précédent
restent encore vrais, si I'on remplace le terme “T(—i:)” par T(—1).

Par exemple, la proposition 4 devient comme suit

Proposition 4’3 Soit  une solution d'onde du type T(—1) de
(3,6) Dy ~2p(BY=V(@)y.
Alors, son espérance ¢ est une solution de léquation (1-2).

Dans ce cas, I’équation complexe de particule brownienne devient

(3,5) . /h B 4=iVy, k=i ou —i.

m
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Il est trés souhaitable que l’équation (3-6) posséde une solution du
type T(—1). Parce que c'est cette équation qui est fidele a .I'idée
originelle de M. Feynman, et parce que la solution de ce type posséde
la bonne propriété expliquée dans la remarque 2. Mais, en regardant
la proposition 3, on constate qu’il est peu probable qu'une telle solution

existe. D’ailleurs on a le

Théoréme 3. On suppose que la fonction V(x) soit non constante
et de la classe &£, alors pour Péquation (8,6) il wexiste pas une

solution nontriviale du type T(—1).

Preuve; Soit ¢ une solution satisfaisant a2 la condition d’onde de
(3-3) pour un k(=7 ou —i). On va montrer que celle-ci est néces-
sairement zéro comme élément de A([0, T] X RY).

$ étant un élément de ([0, T] X R'), la coupe temporelle §, ()
(e D(R")) est presque sirement continue dans [0, T]. Par conséqu-
ent on peut supposer que pour chaque # fixé la relation suivante est

valide presque siirement pour tous ¢ dans [0, T']:
3.8) Bty =k J T g )
m

ot ¢'.(u) est la coupe temporelle du b,. De la relation (3-8) résulte
Pexistence d'un élément a(t,m; ) de A([0,T]) tel que a(t. w;u)
=0 P-p.s. dans [0,T] et que ¢, (u) =kvVh/mf ) (0)dB,+a(t,m: u)
a une constante prés. Autrement dit, au sens de processus aléatoire

généralisé sur D([0,7T7]), on a Pégalité
(3,8 D () =k / gl ) Btat, 0 0).
m

D’autre part, on sait que ¢ satisfait dans ce cas 4 I’équation de particule

brownienne (3:5)’ qui implique aussitdt
” . h ’ > .
(3,5) Dy, () =z/w7’)l7¢t () B+igy (V).
De ces équations (3-5)”, (3-8)’ on obtient 1'égalité:

D)) +alt, 03 0)) =i j 0’ uV)dB,+ia(t, 0;uV).
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Celle-ci montre que la coupe temporelle ¢, (u) est différentiable en ¢
au sens ordinaire et ce fait n’est possible qu’au moins pour le cas:
¢’ () ={D,¢, u>=0 presque siirement pour chaque z. Clest-a-dire que
O(t, z,w) =¢(¢,w) ne dépend pas de x. Du fait que ¢ (¢, w) est une
solution de (3-5)’, on trouve finalement ¢=0.

4. Un commentaire de la condition d’onde.

Il est facile de voir que si élément X de la classe ([0, T] X R")
satisfait 4 condition d’onde (3-3) pour un %, alors il est nécessairement
de la classe .9 ([0, T] X R'); d’aprés la proposition 1, on a toujours

l’égaliité suivante.
4 1) X — (k / %) "N (DX = <k / %)n—!D,"—‘ ()
- <k 2 D,)"X, (n>1).
m

Donc le terme #*([0, T] X R") dans la définition 6 peut étre remplacé
par ([0, T] X R"). y
Prenons une fonction d’onde X du type T(—17) ou du T({). On
voit qu'elle satisfait a 'équation (A —&M-D,) (A+kM-D,) (A —kM-
D,) (AN+EM-dy)X=0 (k: le complexe conjugé de k, M; M= Va/m).

C’est-a-dire qu’on a

(4,2) ((N)'+(M-D))X=0.
De méme, si X est du type T(—1), on obtient
4,3) ((N)*+(M-D;)) X=0,
et pour X du type T(1)

(4,4) : ((A)'—(M-D,)*)X=0.

Autrement dit, la condition d’onde du type T(#Z) ou du type
T(—1) demande que la fonction aléatoire X soit “B-harmonique’, une
fonction satisfaisante a une équation comme (4-2) ou bien comme (4-3).
Ce n’est pas un usage excessif du mot. En effect, si ’on prend une
fonction harmonique f(x,¥) (x,y€ R"), alors on trouvera que le pro-

cessus aléatoire X (¢, x) =f(cB,, ) (c; constante) est B-harmonique.
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Naturellement une fonction B-entiére est B-harmonique. Mais 1’énon-
cé réciproque n’est plus vrais. L’étude détaillée de ces deux notions
devra se faire a une autre place.

Considérons I’équation simple comme suit
(4, 5) Dyp—24H(B)*=0.

Si l'on cherche des solutions d’onde du type T(%1i), T(1) ou bien
T(—1), on trouve aussitdt que ’espérance de chaque solution satisfait a
(i) Equation de Schrodinger; (1/i)(0/0t)¢ = + (h/2m) (6*/0x%) .
pour la solution du type T(+7).

(ii) Equation de la chaleur au temps renversé; (0/0t)¢ + (fi/2m)
(0*/0x*)¢ =0, pour la solution du type T(—1).

(ii) Equation de la chaleur; (8/0t)¢ = (h/2m) (0°/0x")¢, pour la
solution du type T(1).

On est parti de I’équation (4,5) pour arriver a des équation déter-
ministes dont les types sont assez différents de I'une et de 'autre. On
peut trouver la cause de ce fait 4 des choix de la condition d’onde, ou
plus précisément dans la différence entre des équations (4, 2), (4, 3)
et (4,4).
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