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Soit £ un corps local de caractéristique différente de 2, muni d’un caractere
additif continu et non trivial. D’aprés A. Weil ([8]), a toute forme quadra-
tique non dégénérée Q sur un k-espace vectoriel £ est associée une repré-
sentation 7 du groupe métaplectique (revétement d’ordre 2 de SLZz (£)) dans
L2(E). La représentation naturelle v du groupe orthogonal O(Q) dans
L2%(E) commute & mp. Dans ce travail, on suppose £ non archimédien et Q
anisotrope. On a donc n=dim (£)<4. Le cas #=1 est trivial; les cas
n=2 ou 4 sont connus ([7], [6], [1], [4]) de sorte que les résultats originaux
concernent le cas #=3. Toutefois notons que sur certains points, nos démon-
strations sont considérablement plus simples que celles de [1] par exemple.

On commence par décomposer moXv. Une représentation 4 de O(Q)
est dite sphérique si elle est irréductible et contenue dans y. On montre qu’il
existe une injection de I’ensemble des classes de représentations sphériques
dans l'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles du
groupe métaplectique G telle que, en notant §—>mg, 4 cette injection, on ait

mo X UNC-PUTQ, 9®19)

De plus, si 9 est non triviale, 7, est supercuspidale. Si 9 est triviale et
si #=3 ou 4 alors my 4 est de carré intégrable. On explicite ensuite les
différents cas possibles. Pour z=1, 2 ou 4, la détermination des représentations
sphériques est facile; par contre un probléme se pose pour z=3. Dans ce cas,
le groupe orthogonal est essentiellement A */£* ou H est I'algébre de quatern-
ions sur 4. Si la caractéristique résiduelle p de £ est différente de 2, on peut
montrer que toutes les représentations irréductibles de A */£* sont sphériques.
I1 en résulte qu'a toute représentation irréductible de A*/£* est associée d'une
part, suivant [4], une représentation unitaire de carré intégrable de PGL2 (4)
et d'autre part une représentation unitaire de carré intégrable de G. On
obtient ainsi une injection de la série discréete de PGL2 (£) dans celle de G.
I1 est trés probable que c’est la version locale de la correspondance de Shimura
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entre formes automorphes de poids pair et de de poids demi-entier. Le premier
point ouvert est de déterminer les représentations sphériques pour p=2 et z=3.

On aborde ensuite le probléme de la comparaison des représentations con-
struites & partir de deux formes quadratiques non équivalentes ayant respective-
ment 7 et »’ variables. Il y a deux situations. La premiére, qui correspond
aux cas n+n'=4, s’étudie trés facilement. On montre en particulier que
les représentations supercuspidales construites & partir d’une forme a une
variable peuvent aussi s’obtenir & partir de formes 4 trois variables. La deu-
xiéme situation correspond aux cas ou #+4#'=6. Nous avons seulement pu
constater que l'espace des opérateurs d’entrelacement était de dimension
infinie (cela résulte de [4]). Le deuxiéme probléme ouvert est d’expliciter
les équivalences au moins pour deux formes ternaires. Un résultat précis
serait nécessaire pour pouvoir passer au groupe métalinéaire ce qui semble
indispensable si on désire travailler globalement & la fagcon de [4].

Enfin dans un dernier § et en supposant p=~2 on calcule la mesure de
Plancherel de G ou, plus précisément sa partie “impaire”’. On en déduit en
particulier que toute représentation de carré intégrable ‘‘impaire’ de G peut
étre construite & l'aide d’une forme ternaire (rappelons que les ‘‘paires’” se
construisent & l'aide de la forme a quatre variables). Un troisiéme probleme
ouvert est d’étudier le cas p=2.

§1. La représentation de Weil

Soient £ un corps local, non archimédien, de caractéristique différente de
2 et 7 un caractére additif de 4, continu et non trivial. La mesure de Haar
dx de % est la mesure autoduale par rapport & 7 et d*x=dx/|x|. Soient O
I'anneau des entiers de £, & son idéal maximal et ¢ le cardinal de O/<P; on note
p la caractéristique résiduelle de 4.

Soit { -]+ >y le symbole de Hilbert de £ Si o est un élément de SLz(%),
on pose

(a b) ¢ o) [c si %0
— e = .
? c d 79 a sic=0

Soient ¢ et ¢’ deux éléments de SLa(4) et ¢’'=00’; posons
I

&(0, 0")=<j(0)5(a") j(0")j(@" V-

Kubota [9] a montré que ¢ est un 2-cocycle borélien sur SZq(#), a valeurs
dans Zj et trivial au voisinage de 1'élément neutre. Soit Mps(£) I'extension
centrale correspondante de SZ2(4) par Z2. Un élément g de Mps(#£) est donc
un couple (o, ¢) oti c&SL2(£) et e=+4-1; la loi de groupe est

(0, 8)(0', €)=(o0’, ec’e(o, 0”))

et on peut munir canoniquement Mpa(£) d’une structure de £-groupe analytique
telle que la projection sur SZs(£) soit localement un isomorphisme de variété
analytique. Rappelons que cette extension est non triviale. Par définition
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Mpo(k) est le groupe métaplectique; on le note G.
Soit @ une forme quadratique non dégénérée sur un £-espace vectoriel £
de dimension finie 7. Si

B(X, V)=Q(X+YV)—0(X)—Q(Y)

alors on définit la transformation de Fourier sur Z & l'aide du bicaractére
7o B et de 'unique mesure de Haar de £ autoduale relativement & ce bicaractére.

On sait ([8]) que pour tout zE4£*, il existe un nombre complexe y(¢Q),
de module un tel que, pour £ et £ intégrables on ait

(L.1) [/ (X)T(tQ(X )X =y(Q)|#|™2[ o] (X )r(— Q(X)[1)d X.

Ce nombre dépend de . En particulier soit a(#)=y(¢g1) ol ¢1 est la forme
quadratique x2 sur £. Dans un systéme de coordonnées convenable on a

Q(X)=ax %+ +a,x,?

et (1.1) implique

(1.2) NQ)=a(ay)--a(an)-
Notons que

(1.3) Y(—QD=v(Q).

D’autre part, un résultat fondamental de [8] donne
(1.4) a(@)a(b)=a(ab)a(1){a|b)y.

Soient D=aj---a,42 le discriminant de Q et 4=(—1)"D ou 7 est la partie
entiére de /2. On a
a(@)t=<a| —1>ka(1)?
(1.5) a(@)?=<{—11—=1
N@P=L{D|=1ra(1)?"

Posons
y(Q)= 3 B(Q)tladk.
PO
On a ([5])
0 si 4
si # est pair  B,(Q)= {y(Qs)l a:iéa=A
(1.6)

si 7 est impair  B,(Q)=cy(Q)a(ad)

ou ¢ est une constante de module (Card. (£*/£*2))~V/2,

Théoréme 1.1. 7/ existe une et une seule veprésentation unitaive my de
G dans L2(E) telle que

wol [y 1) | ro0=errocan )



570 S. Rallis et G. Schiffmann

wf( ) e =amemeer e

0 1 . N
ml () o) e| =i

Ce résultat s’obtient de maniére purement formelle & partir de [8]. Dans
des cas plus ou moins généraux, il apparait d’ailleurs en de nombreux endroits.
Soient O(Q) le groupe orthogonal de Q et v la représentation de O(Q) dans
L2(E) définie par

w(x) (X)) =21 X).

Remarquons que v et mp commutent donc qu’on a en fait une représentation
du groupe produit G X O(Q).

On suppose désormais Q anisotrope; le groupe O(Q) est donc compact
et v se décompose discréetement. Un élément f de L2(E) est dit mp-différenti-
able si I'application g——mo(g)f de G dans L2%(E) est localement constante.
Soit S(£) 'espace des applications de £ dans C, localement constantes et
a support compact.

Proposition 1.2. (Q awnisotrope) Le sous-espace des vecteurs mwo-diff ér-
entiables est S(E). De plus la restriction de mp & S(E) est admissihle.

Soit f un vecteur différentiable. Il existe un voisinage I de I’élément
neutre dans G tel que mo(g)f=f pour g V. En particulier, il existe un entier
7 tel que, pour z= P, on ait

ol )

Choisissons un représentant de la classe f et notons le encore f. Si
ue P7, il existe donc un ensemble de mesure nulle D, tel que

(@ Q(X)— 1AX)=0 pour Xe D,,.

Comme &7 posséde une partie dénombrable partout dense, on peut
supposer que D, =D ne dépend pas de #. Par suite si o(7) est 'ordre de 7 et
si Xe& D, alors f{X) non nul implique que

Xe{YeE I QV)eP o7},

Comme Q est anisotrope cela signifie que X appartient a un certain réseau
L de E. Par suite f est & support essentiellement compact. Mais 7 est
encore différentiable donc est aussi a support essentiellement compact. Un
argument classique montre alors que f&S8(E). Inversement, on vérifie
aisément que S(E) est contenu dans le sous-espace des vecteurs différentiables.

Il nous reste a vérifier que, pour tout sous-groupe ouvert compact M de
G, le sous-espace des vecteurs M-invariants est de dimension finie. Il suffit
de le faire lorsque A est invariant par Int(@) ou
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@z[(—ol (1))’1]'

I1 existe » tel que = P implique que

[lo )]

Si f est M-invariante, avec les notations précédentes, on aura donc
supp(f)c L. Comme f est aussi M-invariante, on a aussi supp(f)CL et
par suite I'espace des f M-invariantes est de dimension finie.

Corollaire 1.3. La représentation mo Xy se décompose avec multiplicité

On va prouver que son commutant est commutatif. Soit 7" un opérateur
d’entrelacement de mp X v avec elle-méme. Il stabilise le sous-espace des vec-
teurs différentiables S(E) et on obtient donc, pour tout € £, une distribution
7T, en posant

T(NH=TH@  fESE).
Supposons que a soit non nul et soit S la sphére Q(X)=Q(z). On a

[r(@Q(X))—r(wQ(@))] 7,=0

et ce quel que soit #. Le support de 7, est donc contenu dans S. Comme
% est p-adique cela signifie que 7'(f)(a) ne dépend que de la restriction de f
as.

Soit P(S) I'espace des applications localements constantes de S dans C.
L’application de restriction

S(E) —> D(S)

est linéaire surjective. Soit p=D(S); posons Ts(p)=7(f)IS ou f est un
prolongement de ¢; les remarques précédentes montrent que ceci ne dépend
pas du choix de f. De plus 7¢(p) appartient & 9D(S). En exprimant que
7’5 commute a v on voit que 7' commute a I'action de O(Q) dans 9(S). Enfin
si 77 est un autre opérateur d’entrelacement de mp X v avec elle-méme, on a
(IT'T)s=TsTs. Pour démontrer que 7 et 7' commutent il suffit de dé-
montrer que pour tout S, le commutant de la représentation de O(Q) dans
9(S) est commutatif. Mais le groupe compact O(Q) opére en fait dans L%(S)
et D(S) n’est autre que le sous-espace des vecteurs O(Q)-finis. Il suffit donc
d’établir le lemme suivant.

Lemme 1.4. La représentation de O(Q) dans L2(S) se décompose avec
multiplicité 1.

Comme £ est p-adique, on a #<{4. Les cas »=1 ou 2 sont triviaux.

3

Pour =3 ou 4, le groupe O(Q) se construit & l'aide de l'algébre de
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quaternions anisotrope sur £ On démontrera le lemme plus loin lorsqu’on
explicitera ces deux cas.

Remarques. 1) Si 4 est archimédien et Q anisotrope, les résultats qui
précedent restent valables. Il suffit de noter que sur S(E), la topologie de
Schwartz coincide avec celle des vecteurs différentiables.

2) Si Q n’est plus anisotrope, la situation est beaucoup plus délicate.
En effet le sous-espace des vecteurs différentiables est plus gros que S(E):
il y a des singularités sur le cone isotrope. Il est toutefois trés probable que
le corollaire 1.3 reste valable. Si £=R, une version affaiblie est démontrée
dans [10] et 'analogue du lemme 1.4 résulte des travaux de Strichartz [11].

Définition 1.5. Une représentation 9 de O(Q) est dite sphérique si elle
est irréductible et contenue dans v.

On désire améliorer le résultat du corollaire 1.3 en montrant que si 9 est
sphérique et si 7 et 7 sont deux représentations unitaires irréductibles de G
telles que Q71 et 9@ s soient contenues dans yXmp alors 71 et 7z sont
équivalentes. On aura donc une injection de I'ensemble des classes d’équi-
valence de représentations sphériques dans le dual de G.

Soient 9 une représentation sphérique d’espace Fy et L2(E, Fy) I'espace
des applications de carré intégrable de £ dans F,. Soit Ly2(E, Fy) le sous-
espace des applications f telles que pour x& O(Q) on ait

(L7 FxX)=9(x)f(X).
La représentation mp s’étend en une représentation de G dans L2(E, Fy); soit
7o, Sa restriction au sous-espace invariant Lg3(E, Fy).

Théoréme 1.5. 1) La représentation mg,y est irréductible.

2) Les représentations mwg,g et mo, g Sont équivalentes si et seulement si 9
et ' le sont.

3) Si 9 est non triviale, la représentation wo g est supercuspidale et si -9
est triviale, elle est de carré intégrable pour n=3 ou 4.

Précisons tout d’abord le rapport entre my et mg,g. Soit Ly?(E) le sous-
espace de L2(E) formé des fonctions qui, sous l'action de O(Q), sont de
type 9. Pour e= Fy— {0}, on pose

(L8) T.(H(X)=(fX)le) [fELHE, Fy).
T, est une application linéaire de L 2(E, Fy) dans Ly%(E).

Lemme 1.6. 1) 7, est une application linéaire injective de L*(E, Fy)
dans Lg3(E).

2) Limage L2E) de T, est un sous-espace fermé de LP2(E) invariant
par mg et la restriction de mo & ce sous-espace est équivalente & ..

3) Siey, -+, ey est une base orthonormale de Fy, alors Ly*(E), est somme
directe hilbertienne des sous-espaces L%,(E).
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La démonstration du lemme est standart. Le théoréme 1.5 admet donc le
corollaire suivant.

Corollaire 1.7. La restriction de vXmo a L2(E) est irréductible et
équivalente & 9Q mg.
Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin de quelques préliminaires.

Soit E*=FE—{0}; I'image de £* par Q est réunion de classes de £* modulo
£*2.  Soit a une telle classe contenus dans Q(£*). On pose

E,={XeE|QX)Ea}.
C’ est une partie ouverte et fermée de E£* et

[¥E)=@I%E,) pour ac Q(E®).

Cette somme directe est orthogonale et chacun des £, est invariant par
v. Soit (£*[£*2)g,, 'ensemble des classes a contenues dans Q(E*) et telles
que 9 soit contenue dans la restriction dey a L2(E,). Soient X € £* et O(Q)x
son stabilisateur dans O(Q). Pour que Q(X)&*23=(£*[k*%), , il faut et il suffit
qu’il existe dans Fy un vecteur non nul ey invariant par O(Q)y. D’aprés le
lemme 1.4 un tel vecteur s’il existe est unique & la multiplication par un sca-
laire prés. Choisissons ces vecteurs ¢y tels que

(1.9) llexll=1 exx="9(x)ey pour x& O0(Q).

Dans Z, la symétrie s par rapport a l'origine appartient au centre de
O(Q). On a donc 9(s)=eld avec e=-1; par suite e_y=¢ey. Soit y un
caracteére unitaire de £* tel que y(—1)=e. On peut supposer que

(1.10) esx=x()eyx pour tek*.

Si § est triviale, on prendra ey=1 et on posera ¢,=1. Si 9 est non
triviale on posera ey=0 et e ,=0 si Q(X)&*2e (£*[£*%)y,,.

Cela étant soit Sy(E, Fy) I'espace des applications localement constantes

et a support compact de £ dans Fy, vérifiant (1.7). C’ est le sous-espace des
vecteurs différentiables de g g. Pour une telle fonction f, on a

FAX)=(AX)lex)ex.
Le produit scalaire (f(X)|ey) est invariant par O(Q); on peut donc poser

(L.11) e QXN=12(X)™ (f(X)lex).
La fonction ¢, est définie sur Q(E). Soit

kY 9= {tEk* [th*2= (k¥ [k*2)0, o} .

Pour toute partie 4 de 4, on note $(A4) I'espace des applications de A
dans C qui, pour la topologie induite, sont localement constantes et & support
compact. Soit Ko 4 I'image de Sy(E, Fy) par 'application £ —» 7. Si 9 est
non triviale alors Ko 3=&(£5,5); si 9 est triviale K, , est 'espace des fonctions
de la forme [#|™4p(#) ot ¢ appartient & S(Q(E)). D’autre part, notons 3, la
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sphére Q(X)=¢. On peut normaliser les mesures O(Q)-invariantes u, sur les
spheéres X, de telle sorte que

112) [ pndx= [ @[ p0du), luol=1 et lucdll =" 2pcl.

On a alors

L13)  (A7)= [ (A CONX= [ orOpr@® Il ™2

Si on note Hy 4 'espace des applications de £, dans C, de carré intégrable
pour la mesure ||u,ll|¢|~™2d¢, alors I'application f ¢y se prolonge en une
isométrie de Lg2(E, Fy) sur Hy,y La représentation mp, admet donc un
modeéle 7,4 dans Hp,y. En particulier, on a

wo[((l) ). p=erunpte

(1.14)

7o ¢ 2 e oty =em@m@Omae) ota%s

On peut maintenant aborder la démonstration du théoréme. Soit 7" un
opérateur d’entrelacement de #g , avec #g,y. Par restriction aux vecteurs
différentielles, on obtient une application de Ko,y dans Ko o. Si as Q(E™),
posons

Sap)=Tlp)(@)  pEKo,.
On a
Sal(r(ut) —7(ua))p(2)]=0 ucsk.

Si 9 est non triviale alors Kg s=¢(£p,s) et la théorie élémentaire des
distributions montre que .S, est un multiple de la mesure de Dirac au point a.
En fait, on vérifie aisément que ceci reste valable pour § triviale (on peut par
exemple se ramener au modele mp y ce qui évite toute difficulté). Posons
donc S;=¢(a)8,; on a (@ =0 si @ n’appartient pas a £}, £%,5. En exprimant
que 7 commute au deuxiéme opérateur (1.14), on obtient

e(2x®)=x(x)x' " (#)e(®)-

Si 7 est non nul, il existe ¢ tel que ¢(¢) soit différent de 0. En prenant
x=—1 dans I'égalité précédente, on obtient y(—1)=x'(—1). On peut donc,
sans restreindre la généralité supposer que xy=yx’. La fonction ¢ est alors
constante sur toute classe a&=£*/£*2; notons ¢, sa valeur. Si 7, est la fonction
caractéristique de a alors 7 est donné par

(1.15) Tlp)=(Z calo)e-

Si 9 ou & est la représentation triviale 9, de O(Q) alors, en notant que

0 est adhérent & chaque a et en comparant les comportements a l'origine de
q p P g

¢ et de 7(p), on voit que g, 4, est irréductible et que mp 4, n’est équivalente a
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mo, s que si 9" est équivalente a 9. Dans le cas général, il faut exprimer que
7 commute a 'action de @.
Posons

Jo,9(X, Y)zf Ix)r(B(x X, YV))dx ldx|=1.
o
Si x et y appartiennent & O(Q) alors
Jo,s(xX, yV)=9(¥)/0,o(X, Y)I(x1).
La fonction
(X, Y)— (Jo,o(X, Y)exley)

est donc invariante par O(Q) X O(Q). 1l existe donc une fonction jp 4 définie
sur Q(E)X Q(E) telle que

Jo,(Q(X), QY ))=(Jo,o(X, ¥)exley).

Ces noyaux sont mesurables et bornés. En fait /[y, est localement
constant sur £ X £ et, compte tenu de la normalisation des ¢, on vérifie que
Jo,s est localement constant sur Q(£)X Q(E}; si 9 est non triviale, ces noyaux
sont nuls au voisinage des axes. Le résultat fondamental est le suivant.

Proposition 1.7. a) Soient 9 une représentation sphérique de O(Q) et
a et B deux éléments de (B*[k*%)g g. 1l existe t&a et uc P tels que jo,o(2, 1)70.

b) Sodent 9 et §' deux représentations sphériques de O(Q) et soient o et B
deux éléments de (k*[k*%)o oM (B*[£*2)g 9. St les restrictions & a X B de jg 4 et
de jo,g sont proportionelles alors § et §' sont égquivalentes.

Prouvons a). Par I'absurde supposons que, quels que soient ¢€a et v
on ait jp o(¢, 2)=0. On aurait donc

f L S@ealen)r(Bra, £)dr—0  pour acE, et b Ey.
o)
Remplacons a par —A a ot A £*. Comme y(—A)540, il vient
f (9(®)ealen)r(—AB(xa, 8))dx—0.
o)
Pour toute fonction & S(£) on a donc
f GOV f (9(x)eql e)r(—AB(xa, 6))\dz=0
k o
Oou encore
f (9 )eale)b(B(xa, 6)dx—0.
o)

La fonction 4: x+—— B(xa, ) peut étre considérée comme une application

continue de A= 0(Q),\0(Q)/0(Q), dans .



576 S. Rallis et G. Schiffmann

Lemme 1.8. L'application h est un homéomorphisme de H sur som
image.

Comme /A est compact, il suffit de vérifier que 4 est injective. Soit 3] la
sphére Q(X)=((z). On doit prouver que si X1 et X2 sont deux points de X
tels que B(X1, 6)=PB(Xs, ) alors ils sont conjugués par O(Q),. Ce dernier
s’identifie au groupe orthogonal de la restriction de @ & l'hyperplan &
orthogonal a « et il suffit d’appliquer le théoreme de Witt aux projections de
X1 et Xgsur F.

Les restrictions a A(A) des fonctions de S(£) sont denses dans l'espace
des fonctions continues sur A(H) (Stone-Weierstrass). La condition (1.16)
est donc satisfaite pour toute fonction ¢ définie et continue sur A(A). Soit
alors f une application continue de O(Q) dans C. D’apres le lemme, il
existe une application continue ¢ de A(H) dans C telle que

W5, b»:f f O(Q)axo(o)bf(uxv)a’udv

et on a
S Pealer)= [ (I)ealen)b(Blaa, £))dx=0.

Par suite le coefficient matriciel (9(x)e,|e;) est identiquement nul ce qui est
impossible puisque ¢, est non nul et ¢, cyclique. L’assertion &) se prouve de
maniére analogue (rappelons que y=x"). On constate cette fois que 9 et 9’ ont
deux coefficients matriciels proportionels et donc qu’elles sont équivalentes.

Reprenons maintenant la démonstration du théoréme. Un calcul facile
donne:

F0,(@)0(t)="y(Q) f 00, PP g oty )

Cet opérateur est bijectif de Ky sur lui méme et se prolonge en une
isométrie de Hp y. En exprimant que 7 commute a I'action de @, on obtient

J oo POTE CuLu® ot 65— 3 cal0)oolt, 1)}l 7 W1 =0.

Si 9=19’, soit ac (£*[£*2)y ¢ et choisissons z=B. Comme ¢ est arbitraire,
on a

(c.—cp)jo,s(t, u)=0 pour t=a.

On peut supposer ¢ et % tels que jp ¢(¢, )50 donc ¢,=¢g. L’opérateur 7
est donc scalaire et par suite mg ¢ est irréductible. Pour la deuxiéme assertion
du théoréme, supposons qu'’il existe un entrelacement 7" non trivial; il est donc
bijectif. En particulier on doit avoir (£*[£*2)o y=(£*[£*%)g y. 'Sia et B sont
deux éléments de (£*[£*2)g , et si p=S(a), alors, pour =B, on a

f @(8) (cao,or(t, w)—cpjo,o(t, W) pell| 2272V 2dE=0
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ce qui donne
Cado,o(t #)=cglo,s(t, w)-

Comme T est bijectif, on a ¢,cp540 et par suite, d’aprés la proposition 1.7,
les représentations 9 et 9’ sont équivalentes.

Il nous reste la troisiéme assertion. Soient K=SZ2(0) et K son image
réciproque dans G. Si 7 est un générateur de P et v= Z, on pose

—(" O) t a,=(a, 1
au—"(o —— € dv_(am >'

La décomposition de Cartan s’écrit
(L.17) G=UZKakKk (réunion disjointe)
v30

et, en normalisant convenablement les mesures de Haar, on a

18) [ f@dg= [ fka B)+ 5 A+ ka, K)dkdk.

Soient ¢ et ¢’ deux éléments de Ko o et ¢, o(£)=(7g,o(&)ple’). Comme ¢
et ¢’ sont K-finies le coefficient ¢, ., est K-fini a droite et & gauche. Pour
prouver qu’il est & support compact ou de carré intégrable, il suffit donc de
prouver que, pour tout choix de ¢ et de ¢’, la restriction de ¢, , & 'ensemble
des @, posséde la propriété correspondante. On a

engr @) =g™" [ ol g @l 112

=g [ 00, PO TED el 1217724 % ).

On peut se limiter aux v >0. Si J est non triviale alors ¢ et ¢’ sont dans
S(£*) et les intégrales ci-dessus sont nulles pour v assez grand. Si 9 est
triviale, on a la majoration

lep (@) < g~ ™2 f Q(E)Iq)’(t)l | el 121172 * ¢,

Remarquons qu’au voisinage de 0 on a ¢'(#)=C,,|#|™* de sorte que la
derniére intégrale a bien un sens. Il faut donc considérer la série

E <q—nv/2)2g21-’= 2 qv(z—n)_
vl v>1

Cette série converge pour 7 _>2 c’est-a-dire, dans notre situation, pour
n=3 ou 4.

On va maintenant aborder le probléme de la comparaison des représent-
ations associées a deux formes quadratiques différentes. Tout d’abord on a
la remarque suivante.

Lemme 1.9. Pour que mp, soit équivalente & moy il faut que
KQ’SZKQ”Q’.
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Il suffit de regarder la forme possible d’un opérateur d’entrelacement 4
l'aide des formules (1.14). En particulier, il faut que (£*/£*2) ; et (£*[£*2)os o
coincident. Si 9=49, est la représentation triviale, alors, en comparant les
comportements a l'origine, on voit qu’on doit prendre 9 triviale. Mais il faut
aussi que Q(EV=Q'(E") et, Q et Q' étant anisotropes, ceci n’est possible que si
elles sont équivalentes. En résumé:

Proposition 1.10. S7 9, est la représentation triviale de O(Q) alors wo g,
n'est équivalente & mor,y que si Q' est équivalente & Q et 9" & la représentation

triviale de O(Q").

Pour aller plus loin, il faut expliciter les différents cas.

§2. Les différents cas

Commencons par les énumérer. Comme Q est anisotrope, on a 7<4.

Cas n=1. On prend £=# et on note ¢1 la forme quadratique x2. Pour
tout élément a de £*, la forme ag; est anisotrope et ag1 et g1 sont équivalentes
si et seulement si ¢ est congru a 4 modulo £*2. La représentation m,,, est
somme directe de deux représentation unitaires irréductibles n%,, correspond-
ant respectivement aux fonctions paires et impaires. Les représentations
mhq, ne sont pas de carré intégrables et les représentations g, sont super-
cuspidales. De plus on a dans ce cas (£*/£*2),4, . =ak*? ce qui montre que
ces représentations sont deux a deux non équivalentes.

Cas n=2. Soient K une extension quadratique de £ et a tel que
K=k a). On note gx la forme quadratique norme de K relativement a
k. Si bek* et n'est pas une norme de K, alors 6¢g est une forme quadratique
anisotrope non équivalente a ¢,. En faisant varier K on obtient ainsi, a
équivalence prés toutes les formes quadratiques anisotropes binaires.

Fixons K et considérons l'une des formes quadratiques ég,, 6= 4*.
Soient K le sous-groupe des éléments de norme 1 et ¢ I'élément non trivial du
groupe de Galois de K relativement a 4. Pour tout ze K1, 'application
x+——ux de K dans K appartient au groupe orthogonal et ce dernier s’identifie
au produit semi-direct de K par Gal (K|&). Siy est un caractére de K1, on
pose x°(#)=x(#); le caractere est dit régulier si xyx°, singulier dans le cas
contraire. Si y est régulier, on lui associe la représentation §, de O(Q)
définie par
x() ) et 19x(cr)=(0 1).

0 x(w) 1 0
Si y est singulier, on lui associe deux caractéres du groupe O(Q):
9F(@)=x() et 9,F(o)==1.

On a 9,~9.. et on a ainsi classé les représentations unitaires irréductibles

X X
de O(Q). Dans la suite il sera commode de prolonger un caractére unitaire y
de K, en un caractére unitaire, & nouveau noté de K*. Si y est régulier
1 ) Xy X )

8,60—|
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alors 9, est toujours sphérique et on vérifie de suite que
@1 (B* [£*2qy,0—b Norm. (K [£).

Supposons maintenant x singulier et considérons la représentation 9.
Pour qu'il existe un vecteur invariant par le centralisateur dans O(Q) d’un
point x de £*, il faut et il suffit que x(x/x)=e. Notons que x2=1. Si x est
trivial, alors 9, n’est pas sphérique et 9,* est la représentation triviale. Si x
est singulier non trivial, alors 9,% et §,” sont toutes deux sphériques. Pour
xe K *, on pose n,(x)=x(x/%). Clest un caractére de K*, trivial sur £*, de
carré 'identité, constant sur chacun des ouverts X, ac£*/£*2. On a

22) (&*[F*Dpak, 55, = {alaE b Norm. (K *[£*) et myx,,=¢}

ol, pour BE £*/£*2, on note K l'ensemble des x& K * tels que g (x)=xx&p.
En appliquant le lemme 1.9, on voit de suite que lorsque X varie ainsi que &
(modulo le groupe Norm. (K */£*), les différentes représentations mg g, sont en
général deux a deux inéquivalentes. Le cas exceptionnel est celui des repré-
sentations associées aux caractéres singuliers non triviaux. Il a été étudié par
Shalika ([6]) et Casselmann ([1];. Il y a effectivement des équivalences.
Nous y reviendrons plus loin.

Cas n=4. Soient A I'algébre des quaternions sur £ et ¢, la forme quadra-

A

tique norme; elle est anisotrope et, a équivalence prés, c’est la seule forme
A

anisotrope a 4 variables. Construisons son groupe orthogonal. Soit

N
O (Q)=Ax, »)EH* X H™*|g4(x)=94(»)}

Si
(2, ¥)): b —> xhy

~~
alors 7 est un homomorphisme de O*(g,) dans O%(g,).

Lemme 2.1. L’homomorphisme v est surjectif.

Notons que son noyau est I'’ensemble des couples (z, ¢) avec 7& £* ; notons

Z ce sous-groupe. Soit g& O*(g,). Si k=g(l) alors 24=1 donc (4, 1) 0:‘(\q-;).
Comme 1 est invariant par (4, 1)g, on peut supposer que g(1)=1. Par suite
g laisse invariant I'orthogonal de 1 c’est-a-dire le sous-espace des quaternions
de trace nulle. Soit % un tel quaternion, 2%0. Si A'=g(%) alors 7T7(h)=
Tr(h")=0 et hh=4~'A" donc % et 4’ sont conjugués par automorphismes intéri-
eurs. Ceci permet de se ramener au cas ou A=4'. Si K=4(%) alors g est
I'identité sur K. Soit #&4£* n’appartenant pas au groupe des normes de X
relativement 4 £  On peut réaliser / comme l'algébre des matrices

x 1y
( T) x, yeK.
y %

L’orthogonal de K est le sous-espace x=0 et g est de la forme
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. __
(x y) N (x my)
y x uy Xx
ou #= K. Soitac K* tel que u=a/a; on a
(x my) . (d O) (x t}‘/) (ﬁ_] 0 )
wy %/ \0 a y %/\0 ol
o
ce qui prouve que g&7(0%(gy)).

Pour xe H, posons ofx)=%. On a Det(c)=—1 et 0= O(g,). Le groupe
O(g,) est donc produit semi-direct de O*(g,) et de Zy~{1, o}.

N
On définit de maniére évidente les représentations sphériques de O*(g,) et
de O*(g,). Soient 9, et 9, deux représentations irréductibles de / *, d’espaces
respectifs £ et F,. Soit V'=Hom/(F,, F,). Posons

Usp,oi(, ) A=91(x"DA9s(y),  x,yEH et AEV.

On obtient ainsi une représentation irréductible de H* X H* et toute
représentation irréductible de A * X A * est de cette forme. La restriction de
Uy, 9, & O%(g,) est triviale sur Z si et seulement si 9, et 9, ont méme restriction
a £*. On obtient alors une représentation de O*(¢,). Si Z&H*, on a

N
Ot gan=A(x, y)EH* X H* | y=h"1xh}.

Si Ae V'— {0} est invariant par ce sous-groupe alors, quel que soit x& A *,
on a

9 (xr V) AYy(h )= A

et par suite A9,(%41) entrelace 9; et 9, qui sont donc équivalentes. Comme
on cherche les représentations sphériques, on peut supposer que 9;=1>9; soit
9 cette représentation, £ son espace et Uy= Uy . A la multiplication par un

scalaire pres, 'élément ¢, invariant par 0:(\q;)h est unique; on prend e,=J9(%).
Si 7 est un caractére de £*, on pose n;(4)=n(4%). Les représentations U, et
Uggny ont méme restriction & O%(g,). Ceci permet de se limiter au cas ot 9 est
unitaire. Dans ce cas U, est unitaire pour la structure hilbertienne définie par

(A|B)y=dim (9)"! Tr AB*

eton a |leyll=1. Soit N,y I'’ensemble des éléments a de £*/£*2 possédant la
propriété suivante: il existe ZEH* tel que 4k £*2=a et y4(4)~0 ou x, est le
caractere de 9. Pour é& £*/£*2 notons y, le caractére de £ qui lui est associé
4 l'aide du symbole de Hilbert et x,.5 son extension en un caractére de A.
Soit NV le sous-groupe des éléments & de £*[£*? tels que les représentations 9
et 9Q xp,z soient équivalentes.

Proposition 2.2. a) N, est le sous-groupe de k*|£*2 orthogonal de N,
pour le symbole de Hilbert. Pour tout o= (£*|k*2)| Ny soit V, le sous-espace de
V engendré par les vecteurs 9(k) pour hhke*2ca. Le sous-espace V.

a

est
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invariant par Ot(qy) et on a V=@, V,. Considérée comme représentation de
O*(q,) la restriction py,, de Ug a V, est irvéductible sphérique.

b) Les représentations py,, et py,,r sont équivalentes si et seulement si il
existe un caractéve m de k* tel que 9 et 9 R ny soient équivalentes et si de plus
a=a'.

©) Toute représentation sphévique de O*(q,) est équivalente & l'une des
représentations pg,,.

d) 7 p est une representation sphévique de Ot (qy) alors les représentations
p et p°: g—>ploga™l) sont équivalentes.

€) S p est une représentation sphérique de O(gy) alors sa restriction p*
& O (qy) est sphérigque. Si pT est une représentation sphérique de Ot(q,) elle
se prolonge de maniére unique en une représentation sphévique de O(qys).

f) Si p est une représentation irréductible de O(q,) sa restriction au
sous-groupe 0(qy), contient au plus une fois la représentation triviale.

Rappelons que sphérique implique irréductible (par définition). La
démonstration de la proposition est facile; nous ne la détaillerons pas.

Remarques. 1) La proposition précédente reste valable pour £=R.

2) 1l existe effectivement des représentations § pour lesquelles Ny=
A*[£*2%; c’est méme la situation générale.

3) A 9 est associée une représentation admissible irréductible m, de

GLy(%) (J4]). 1l n’est pas difficile de voir que

ToisLabr= D Ta4,p9,q
ue.IV:9

Cas n=3. Soient H° le sous-espace des quaternions purs et g3 la restric-
tion de ¢, & HZ°. Une forme quadratique anisotrope a 3 variables est équi-
valente & I'une des formes agg ot ack*. Si A H*, alors x> A lxh
appartient & O%(g3) et il est bien connu qu’on peut identifier O%(g3) a H*[~*.
Dans H°, la symétrie par rapport a l'origine est de déterminant —1. On a
donc O(g3)=0%(g3) X Z, et on en déduit aisément qu'une représentation
sphérique de O%(g3) se prolonge de maniére unique une en représentation
sphérique de O(g3); on peut donc sans inconvénients remplacer O(gs) par
O*(gs) et considérer 9 comme une représentation de OT(gg) c’est-a-dire de
H*|E*; c’est ce que nous ferons.

Soit Xe=H°, non nul. Son stabilisateur dans A est l'ensemble des
éléments qui commutent & X c'est-a-dire le groupe multiplicatif £A(X)*C H*.
Soit 7y I'image de A(X)* dans A */k*; c’est un tore de A *[k*. Si ¥ est un
autre élément non nul de //° alors 7y et 7} sont conjugués si et seulement si
g3(X)=g3(Y)E*2. Notons que A(X)~A(W—XX) et rappelons que gg repré-
sente toutes les classes de £*/£*2 sauf celle de —1. Une représentation
irréductible de A */£* est donc sphérique si elle posséde un vecteur invariant
par un tore.
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Proposition 2.3. S79 est une représentation irréductible de H*|k* et
T un tore de H*|k*, alors le sous-espace des vecteurs invariants par T est de
dimension au plus 1.

Soit K une extension quadratique de #, contenue dans A et telle que
T=K*[k*. Réalisons a nouveau A comme uné sous-algtbre de M,(K).
Soit e K tel que z=—u. On a

o J6 0 A
0 al\y z\0 &t \—y =z
On obtient ainsi un automorphisme involutif § de A * dont les points fixes

sont exactement ceux de K*. En particulier 8 induit un automorphisme
involutif 6" de A *[£* dont le sous-groupe des points fixes est 7.

Lemme 2.4. Quel que soit Ec H*|k*, on a §'(§)e TE1T.
Si

x ty
W
y x
est un représentant de ¢ dans A *, il faut montrer qu’il existe a et 4 appartenant
a K* tels que

2 26 A 6

c’est-a-dire tels que @bx=x et @by=y. Si x est non nul, on prend a=x et
b=1/z; si x=0, on prend a=64=1.

Si f est une application continue de A */£* dans C, on pose f(§)=F# ¢ 1) et
fo(§)=,0'(£)). Si f est biinvariante par 7 alors f=#, et on en déduit que
l'algébre de convolution des fonctions biinvariantes par 7 est commutative
ce qui implique la proposition.

Il reste & déterminer les représentations sphériques. Commengons par
le cas des caractéres. Soient n un caractére de £* et ny=nog, le caractére
correspondant de Z/*. Pour que 5y soit trivial sur £*, il faut et il suffit que 75
soit trivial sur £*2 c’est-a-dire soit 'un des caractéres y, associés au symbole
de Hilbert. Considérons alors le caractére y, 5 comme un caractére de
H*[k*. Prenons 6 £*2. Pour que y,, 5 soit trivial sur le tore centralisant
un élément X non nul de Z° il faut et il suffit que y, soit trivial sur le groupe
des normes de A(V—XX) clest-a-dire que —X X£*2=4. 1l en résulte que
Xb,z €st sphérique et que
2.3) @ r) _ {/e*/,é*z— {—a} i b=£k*?

‘ R si bR .

Supposons maintenant que 9 est une représentation irréductible de A *[£*,
de dimension au moins 2. Si la caractéristique résiduelle p de 4 est différente
de 2, alors on sait construire ces représentations. A chaque représentation
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est associée une classe d’extensions quadratiques de #; soit a(9) I'élément
correspondant de £*/£*2. On a donc 3 séries de représentations. De méme
si 7 est un tore de A *|£*, son image réciproque K * dans A est le groupe multi-
plicatif d’une extension quadratique K=K*U {0} de £; soit a(7") I'élément
correspondant de £*[£*2,

Théoréme 2.5. (p£2) Soit 9 wune représentation irrvéductible de
H*|E*. Si T est un torve de H*[k* alors 9| T contient la représemtation
triviale de T si et seulement si {a(9)|a(T))p=—1.

Nous n’avons pu démontrer ce théoréme que par une vérification cas par
cas reposant sur la construction explicite des représentations. Bien qu’élé-
mentaire, la démonstration est trop longue pour pouvoir étre donnée ici.

Corollaire 2.6. (p5£2) Toute représentation irréductible de H*[k* est
sphérique.

En fait, si dim.(§)>1, il y a exactement deux classes de tores pour lesquels
9 posséde des vecteurs invariants.

Remarques. 1) Aprés en avoir discuté avec I'un d’entre nous, Shimizu
nous a signalé qu’il avait vérifié le théoréme a 'aide de la table des caractéres
des représentations de /A */&*.

2) Pour p=2, il est probable que a(9) peut encore étre définie pour
presque toutes les représentations de H */£*, le théoréme restant valable. La
situation est moins claire pour le nombre fini de représentations ‘‘extraordi-
naires’’ auxquelles on peut s’attendre. Notons que le probléme est plus ou
moins équivalent au probléme analogue pour les représentations de SZLy(O).
On veut maintenant étudier les équivalences possibles entre les représentations
7o,y associées a des formes quadratiques non équivalentes. Nous partirons
des remarques suivantes. Soient (£1, Q1) et (E2, Q2) deux formes quadrati-
tiques anisotropes. Un opérateur d’entrelacement entre mg, et mp, correspond
de fagon naturelle & une distribution sur £=FE,@ E, invariante par mz ou
R=0Q,®(—Q,). Pour étudier ces distributions, on peut par exemple choisir
une autre décomposition de R et se ramener ainsi & un cas plus simple. Par
exemple ceci permet de ramener le cas des formes & un nombre impair de
variables & celui des formes & un nombre pair de variables. De maniére
plus précise soit Q une forme quadratique non dégénérée, anisotrope ou non,
sur un espace vectoriel Z. Considérons la représentation 7, de G dans S(E).

On la prolonge & S'(E) en posant
Kmo(@) T, [>=<T, mo(g™1) >

Cela revient en fait a prendre la contragrédiente de 7_y. Avec cette
convention S(E) devient un sous-G-module de S'(E) (rappelons que ZX étant
canoniquement choisie, S(&) est plongé dans S'(E)). Soient alors Q1 et
Q2 deux formes quadratiques non dégénérées sur des espaces vectoriels £
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et Es respectivement. Soient E=E @ FE: et Q=01@(—2). Si une
application linéaire Z de S(Z1) dans §'(£3) commute a 'action de G alors

(f1, f2) > LS, f2>

est une forme bilinéaire sur S(£1)X S(£2) donc définit une distribution S sur
E. La propriété d’entrelacement de L signifie que S est mp-invariante.
Inversement une telle distribution S détermine un opérateur d’entrelacement.
Remarquons que, comme S(E1) est contenu dans le sous-espace des vecteurs
différentiables, il en est de méme de l'image de ZL; autrement dit si 7" appar
tient & cette image, alors I'application g+——mp,(g)7 est localement constante.
Si maintenant Q3 est anisotrope alors une variante de la démonstration de la
proposition 1.2 montre que 7€ S(£,). Enfin si Q; et Q, sont anisotropes
alors mp, 4, est équivalente & mg, 4, si et seulement s’il existe une distribution S
sur £ qui soit 7p-invariante et qui, sous I'action du sous-groupe O(Q;) X O(Qs)
de O(Q) se transforme suivant la représentation 9; ®9,. Notons x et y les
coordonnées canoniques de £ et considérons la forme quadratique 7(x, ¥)=xy.

Proposition 2.6. Si E est un espace vectoriel de dimension 2, muni
d’une forme quadratique anisotrope Q, alors dim.Homg(S(E), S'(£%)=1.

Pour étudier », on fait une transformation de Fourier partielle. Si on
pose

e, 9)=[ oo minn, pdn e SH)

alors on obtient un nouveau modéle #, de m,. Comme 2 est pair, on peut
considérer ces représentations comme des représentations de SLZg(£) et un
calcul bien connu donne

w0 )1 St oy, bt

Soit L une application linéaire de S(E) dans &'(42) qui entrelace mp et .
Si g S(£) alors 'application gr—m,(g)L(p) est localement constante. Par
suite, la restriction a £2— {0} de L(p) est une fonction #,. Posons

Ulp)=F,0, 1).

La forme linéaire U vérifie U(r(uQ)p)= U(p) donc est de la forme €8 ol
3 est la measure de Dirac & l'origine de £. On a alors

F((0, 1)g)=C(mo(£)e)(0)

d’ou, explicitement et en notant —4 le discriminant de Q,
Fyl, = Cr @@ 217 [ oy QX)X

=y (a1 f P (— 2y QX)) X,
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En particulier, on a une majoration de la forme
| Fo(x, ) <inf(lx|7L, [y171)
ce qui montre que #, est localement intégrable dans £2. Par suite si L'(¢p)=F,
dxdy alors L' entrelace mg et le prolongement de 7, & §'(£2). Soit L'"=L—L";
pour tout ¢, L"'(p) est un multiple de la mesure de Dirac 8" a 'origine de 42.
Il existe donc une forme linéaire U’ sur S(&) telle que L' (p)=U'(p)d".
Comme &’ est invariante par ,, la distribution U’ doit étre invariante par mp
et comme ( est anisotrope, on doit avoir U'=0 donc L=L" ce qui implique
la proposition.
On va en tirer deux applications.

Corollaire 2.7. Soient a, b, ¢, trois éléments de £* [k*2 tels que ceE £*2 ot
que a=—bc. Les représentations mwqq, €t Wyqy .,y SONL équivalentes.

En effet, considérons la forme quadratique R=aqg;® (—bgz). C’est une
forme non dégénérée a quatre variables. Comme ¢t £2, la forme bg; représente
a et R admet une décomposition de la forme R~r@(— Q) ot Q est anisotrope
binaire. En appliquant les remarques qui précédent la proposition 2.6, on
voit que l'espace des opérateurs d’entrelacement de m,q, et de my, est de
dimension 1. D’aprés la proposition 1.10, la représentation =&, n’est pas
équivalente a une sous-représentation de g, donc mgg, est équivalente a une
sous-représentation de g, c’'est-a-dire a I'une des représentations mpg, 5. De
plus on doit avoir dim(9)=1. Le lemme 1.9 et la formule 2.3 montrent alors
que 9=x,,5-

Considérons maintenant le cas envisagé par Shalika et Casselmann.
Soient K une extension quadratique de 2 et #=4£*; soient y un caractére
singulier non trivial de K; et e=+41. On a posé n(x)=x(x/%); c’est un
caractére de K* trivial sur K 1£4*K*2.  Si Ny est le groupe des normes de XK*,
modulo £*2, alors il existe un caractére v de Ny tel que n(x)=v(xz£*?). De
plus v est non trivial et la correspondance entre v et x est bijective. On a

M=(#*|F*D)pgg, 50 = {0 E£* [E*2labE N et v(ab)=c¢}.

Soient K’ et K" deux extensions quadratiques de 4, non isomorphes,
b et ' deux éléments de £*, y' et x”' deux caractéres singuliers non triviaux
de K| et K, respectivement etc.... Pour que Tyags,s;, SOit équivalente a
Tyragn,sy;, 1l faut que M'=M". Notons que si » est le nombre d’éléments
de £*/£*2, alors M’ et M ont »[4 éléments. L’égalité M'=M"" implique
donc que

M =M"=6NgN&"'Ngm.

Mais ceci détermine complétement y', ¥'', ¢’ ete’’. En effet v’ et ¢’ doivent

vérifier
l./,(bM,):)J’(NK/ ﬂ é,b”NK“)ZE’.
Or Ng/ Ny est un sous-groupe d'indice 2 de Vg donc il faut prendre
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pour v’ 'unique caractére trivial sur ce sous-groupe et ¢'=1 (resp. ¢'=—1) si
b'6"' €Ny, (resp. si 6’6" & Nygv). Dans le corollaire ci-dessous x', x”/, v/, v’
sont supposés ainsi choisis.

Corollaire 2.8. (Stkalika-Casselmann) L'espace Homg (myrqy, myrrqpn) est

de dimension 1. Les représentations myqy,,se, €t Tyragn,sy/, Sont équivalentes.

Compte-tenu du lemme 1.9 et des remarques qui précédent, la seconde
assertion résulte immédiatement de la premiére. Considérons la forme
quadratique

R=b6'gx @ (—6"qx.)-

Si K'=k(Wa') et K" =k(a""), posons a=a'a’’, K=k{ a) et choisissons
bek* tel que (a|6)p={—1|—1>,A(R) ot A(R) est I'invariant de Hasse de R.
La forme

R'=r@®(—bgx)
a méme invariant de Hasse et méme discriminant que R; elle lui est donc
équivalente. Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.6.

Il y a un deuxiéme cas 4 examiner. Soient ¢ et & deux éléments de £*
tels que ak*2=£6£*2.  On cherche les opérateurs d’entrelacement de m,q, et de
Ty, Bien que, au moins pour p=£2, le résultat soit probablement trés simple,
nous n’avons pas réussi A expliciter les équivalences possibles. Notons
toutefois que la forme quadratique R=ag; @ (—bg¢;) est équivalente a la forme
71 @D (—cgg) ot K=A(/—ab) et ol ¢ est tel que g5 ne représente pas ac. Ceci
permet de se ramener & comparer les représentations construites a partir des
cas n=2 et 4. En utilisant les résultats de [4], on en déduit en particulier
que 'espace des opérateurs d’entrelacement de m,q, et de my,, est de dimension
infinie. Notre dernier objectif est d’établir le théoréme suivant.

Théoréme 2.9. Supposons la caractéristique résiduelle p de k diff érente
de 2. Si est une représentation de carré intégrable de G, non triviale sur le
noyau de [I'homomorphisme canonique de G sur SLo(k), alors il existe ume
représentation irréductible 9 de H*[k* et ac k* tels que w soit équivalente &

ﬂ'aqs,a-

Pour le démontrer nous allons calculer la mesure de Plancherel de G.

§3. La formule de Plancherel.

Notons e I'élément neutre de SZ2(£). Une fonction f, définie sur G est
dite paire (resp. impaire) si f(g[e, —1])=Fgle, 1]) (resp. fgle, —1])=—Fgle,
1])). On désire établir la formule de Plancherel pour les fonctions impaires.
Bien qu’élémentaire, la démonstration est assez longue; nous la diviserons en
plusieurs étapes.

1. Moyenne sur les orbites hyperboliques.
Si g=(o,¢) appartient & G, on dit que g est hyperbolique si ¢ est semi-
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simple et a ses valeurs propres dans 4. On note G* 'ensemble des éléments
hyperboliques. Si t=£*, on pose

t 0
“= (0 t—l)

et on note 4 I'ensemble des (@; ¢). C’est un sous-groupe fermé de G. On
prendra garde que (a;, e) " 1=(a;-1, e{¢| —1)).

Lemme 3.1. a) S7g=(o, &) est hyperbolique, et si t est valeur propre
de o, alors g est conjugué de (a;, +1) ou de (a, —1); si t=k*2, alors g est
conjugue de (a;, eg).

b) (ay, ) et (ay, &') sont conjugués si et seulement si e=¢' et t==t" ou t71.

c) Sits£E+1, le centralisateur de (a,, €) dans G est A.

C’est immédiat.

Un élément de G" est dit régulier si ses valeurs propres sont distinctes
c’est-a-dire différentes de 1. Les orbites hyperboliques réguliéres sont donc
paramétrées par (¢, ) avec ¢~ 1 et (2, ) ~ (71, ¢).

Soit K le sous-groupe compact maximal de G image réciproque de SZ,(0).

w={{(5 1 ]l=4

C’est un sous-groupe fermé de G et on a la décomposition d’Iwasawa
G=NAK, avec les relation usuelles de commutation. On choisit arbitrairement
une mesure de Haar de K. Si 4# est la mesure de Haar de £, autoduale

relativement & 7, on pose d*#=d¢/|¢| et on normalise comme suit les mesures
de Haar de A et de V.

[ florda=[ (Al L)+A(@, —Dyd*e

f o Al

On sait que dg=dadndk est une mesure de Haar de &. Comme X est un
sous-groupe ouvert compact on a deux mesures sur X, a savoir d& et dg|.
Elles sont liées par la relation

@3.1) dg| x=2 vol(O*)vol (O)dk.
Pour éviter des confusions, si U est une partie mesurable de X, on pose

volg(U) = f dg et volg (U)= f k.

Les mesures dg et da étant ainsi choisies, on munit 4A\G de la mesure
quotient Zg.
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Lemme 3.2. a) Sodentts=+1ete=+1; posons a=(ay¢e). SifeDG)

alors la fonction g— f(g™lag) est localement constante, invariante & gauche
par A et & support compact modulo A. De plus I'application

S [, fe )y

est une mesure sur G, invariante par automorphismes intérieurs et dont le
support est I’ orbite aC de a.

b) SifeD(G), alors

[ S @dg=112[ 1=t 12da [ g ag)ds.
Notons tout d’abord que lorbite a¢ est fermée. En effet comme
G=ANK, on a
aC=kpnank kK, neN
et, K étant compact, il suffit de prouver que {#lan|nes N} est fermé. Ce

dernier ensemble n’est autre que a/V qui est bien fermé. De maniére précise,
on a

ol G Al ]
Lo Akl )

L’orbite 2% est donc localement compacte et par suite l'application
canonique de 4\G sur a¢ est un homéomorphisme. Le premier point du lemme
enrésulte. Pour le deuxiéme, notons que si f est impaire, les deux membres
de la formule & démontrer sont nuls et si f est paire on se réduit a ’assertion
analogue pour SZz(4).

Puisque dg=dadndk, on a

s y— —1,—1
f A\Gf\g ag)dg f KXNf(,é nlank)dkdn

et, en utilisant la formule (3.2), ceci peut s’écrire

agidg=|2—1|71 (£~ Lnak)dkdn.
fA\Gf(g ag)dg=|2—1| foNf( nak)dkdn

On pose

(3.3) Fyla)=|¢|! f S nabdkdn  a=(ay 9
et on a

3.4) f S g)dg=12 f Fia)lt—t\da.

Lemme 3.3. Sz f=D(G), alors Fr&c D(A) et Filay, )=Fa;,¢). Si
S est impaire, alovs Fyla;, —1)=—Fga,. 1).
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C’est évident. Dans la suite, on considére a peu pres exclusivement
des fonctions impaires; pour une telle fonction, on pose

Fi(ty=Fiap 1).

2. La série principale.

Son étude a été amorcée par Gelbart et Sally [3]. On considére le groupe
abélien A. Il a deux séries de caractéres. La premiére série est formée des
caractéres valant +1 au point (¢, —1); les représentations associées correspon-
dent & la série principale de SLZ2(#); elles n’interviendront pas ici. La
deuxiéme série est formé des caracteres

(ay, &) —> ea()]o(l) x(D)12|*

ou y est un caractére unitaire de £* et s un nombre complexe. Soit 9, ;'espace
des applications f de G dans C, localement constantes et telles que

S(n(ay, €)g)=ealt)[a(l) x(£)|21* 1/ g).

Par translations a droite, on obtient une représentation admissible m,
de G. Dans le cas unitaire, Re(s)=0, ces représentations sont presque toutes
irréductibles. D’une maniére générale, on note @ le caractére distribution
d’une représentation admissible 7 de G. En procédant comme d’habitude,
on obtient le résultat suivant.

Lemme 34. S:/feD(G), alors
0,u)= [ Filay Oa®la(l) x®)\11*da.

Si f est paire, on obtient O et si f est impaire, on a

(3.5) 00 =2 [ (e FADaD]aL) XD t1%d ",
Si on pose

(3.6) Fotx, )= [ Fox@)it1%a e

alors

3D B O N=2 T Filxxe, o)

Nous aurons besoin d’étudier en détail le cas ot y=y, est l'un des
caractéres associés au symbole de Hilbert et ot s=1/2 ou —1/2. Reprenons
les notations du §2. Soit #& £*; posons, pour p= S(£),

L &)=7_ua,(&)p(0).

Comme ¢ est un vecteur différentiable de 7_,q,, la fonction f est localement
constante et, & 'aide de la formule (1.4), on vérifie qu’elle appartient & Dy, _1/s.
L’application ¢ —> f commute a 'action de G et son noyau est un sous-espace
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invariant qui contient les fonctions impaires sur 2. Comme cette application
n’est pas nulle son noyau est exactement le sous-espace des fonctions impaires.

Iy

La représentation wt,q est donc équivalente a une sous-représentation de
Tyy—1/2+ SOit V1T Dy, 1,0 le sous-espace invariant correspondant. Soit 74, =
Tugs, 9, OO Jg est la représentation triviale de O(ugz). On montre de la méme
maniére qu’elle est équivalente & une sous-représentation de la représentation
Ty 12 SOit VaC Dy, 1/ le sous-espace invariant correspondant. Exactement
comme pour SLg, les représentations =, ; et m, _3 sont contragrédientes. La
dualité peut-étre obtenue par intégration sur X mais il nous sera plus commode
de la prendre sous le forme

A= [ Jwmf@ndn, f€Dn rEeD s ew=[(] ).1]

Proposition 3.5. L’orthogonal de V, est V3.

On va passer par I'intermédiaire du modéle de Kirillov. Un élément f de
Dy.1/2 est déterminé par sa restriction a w/V; posons

womrfelly 9]

Soit A l'espace vectoriel des fonctions . A I'aide de la relation

[ 1=l DT 2 el D]

on montre que A est I'espace vectoriel des applications 4 de £ dans C,
localement constantes et ayant la propriété suivante: il existe une constante C
telle que, pour |x| assez grand, on ait

() = Cal)xu(%)| 7| 2.
En modifiant C, ceci peut s’écrire
()= Cy(uxgs)| x| =32 |x| grand.

Sur H° considérons la forme quadratique J=wg3; les mesures invariantes
1ty étant choisies comme au §1, posons

M= o) o= SUH")

=[lo 1]

M= [ oy eQUh

=y(Q)~tmo(wn)p(0).
Soit Sp(#) l'image de S(H°) par l'application ¢ — M,. L’identité

Si

on a
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P - .
précédente montre que Sp(£)CA. Notons 6 +—— 60 la transformation de
Fourier inverse.

Lemme 3.6. S7ye A alors = S/Q(\k) si et seulement si | _ype=0.

Rappelons que Q représente z&4* si et seulement si & —uk*2.  Soit
LC H°® un réseau; si f est la fonction caractéristique de Z, on pose M, =M.

On a
15)= [ 7QUNah=yxQ)Ix1™* [ 2(— QR

donc, pour x assez grand

M (x)=Cy(xQ)|x|™2  avec C=#0.
Par suite
A=CM,DSE) et A=CM, D S®).
Sige S;(Z) alors = Sy(k) et comme Q ne représente pas —uA*2 on a
| _urr=0. Réciproquement supposons que #|_,z2=0. Comme & A, on a
une décomposition de la forme
b=CM,+J' ot ' eSk).

La fonction A7, est nulle sur —z£*2; il en est donc de méme de la fonction
J’. Comme 3 est constante au voisinage de 0 elle appartient & D(Cp.( —uk*?2)).
Or ce dernier est contenu dans Sp(£) ([5] th. 2.4) et M, & Sp(%) donc y appar-
tient & Sp(4).

Si on identifie Dy, 1,5 et A, le lemme précédent signifie que V7 est le
sous-espace des fonctions dont la transformée de Fourier inverse est nulle sur
—uk*%  Déterminons maintenant 'orthogonal de V;,. La fonction ¢ est
orthogonale a I/} si, pour toute fonction p& S(£), on a

[ e, (w[ ((1) ’1‘) , 1}) o(0)dx=0

Ceci peut s’ écrire

f . Y(x)dx f k¢(}/)f(—uxy2)dyzo.

Les deux fonctions étant intégrables, on peut appliquer le théoréme de
Fubini:

[ oi—uyyay=o.
La fonction ¢ étant quelconque ceci équivaut a §|_,z2=0.

Corollaire 3.7. La représentation quotient de G dans Dy, 1,5V, est
équivalente a mh,.

Il suffit de noter que =y, étant unitaire, elle est équivalente 4 sa
contragrédiente. On a donc la relation
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O+ +6_+

Txu,—1/2 Txu,1/2  T—udq, Tugy

3. Les distributions T,.

Soit G, 'ensemble des éléments g=(o, ¢5) de G tels que 7r(c—7d) soit
un carré dans £*. Soient G, *=G NG et G, =GN G? oli G est 'ensemble
des éléments g elliptiques c’est-a-dire tels que ¢ n’ait pas ses valeurs propres

dans 4.

Lemme 3.8. a) Pour qu'un élément hyperboliqgue appartienne a G,
il faut et il suffit gue ses valeurs propres soient des carrés.

b) Sz g=G.¢ alors Tr(o—1d) appartient & O et n'appartient pas a 165P.

c) St g=(o, )G, alors pour tout g'=(a’,€"), ona g'gg'1=(c'00'"L, ¢).

Soit g=/(o, €); si g est hyperbolique et si ¢ est une valeur propre de g, alors
Tr(c—/d)=t+t1—2=(t—1)2/t donc g G, si et seulement si z&£*2. Sup
posons maintenant g elliptique et soit X une extension quadratique de £ telle
que les valeurs propres de o appartiennent a K. Ces valeurs propres sont
conjuguées et de module 1; il existe donc x& K * tel que les valeurs propres

de o soient x/% et &/x. Soit uek* tel que K=#4(/ %) et posons x=a-+&J/ u .
On a
Tr(o— Id)=(x— %)% %,
Si ge Gy, on a donc
462 =N*(a®—ub?) ou A& k* est tel que A2=Tr(o—/d).
Ceci peut s’écrire
46%(1+(A[2)2)=22%a% ol b62u(1+4(2[A)%)=a2.
Comme # n’est pas un carré, on doit avoir
14+Q/2)2a £*2 et 14-(2/X)2e £*2,
Mais 1-+4Pc £*2 donc
A/2)2 4P et (2/A)2E4P
c’est-a-dire
Mg 16P et X20.

En particulier si p==2, alors on aura Tr(c—/7d)e O*.
La troisi¢tme assertion du lemme signifie que, considérée comme fonction
de g, ¢ est centrale sur G,.. Pour le vérifier il suffit de le faire pour un

représentant de chaque orbite contenue dans G,.. Posons cr=<2Z ab,) et soit £2

I'ensemble des g tels que ¢5~0. La réunion ¢ des classes de conjugaison
qui rencontrent £ a pour complémentaire le centre de G. Il nous suffit de
considérer les orbites qui rencontrent £2.  Elles admettent un représentant de
la forme xzw~1 an, c’est-a-dire de la forme
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[
) €
! u
et les orbites contenues dans G, sont celles pour lesquelles x—2&4£*%. On

\

effectue alors un calcul direct & l'aide de la définition du 2-cocycle; nous
omettrons les détails.
Si x est un nombre complexe de partie réelle positive, on pose

T )= [ S Te(or—1d)*dg  g=(o0 ) FED(G).
D’apreés le lemme précédent, la distribution 77, est centrale.

Proposition 3.9. S7 feD(G), alors To(f) se prolonge en une fonction
méromorphe dans C avec au plus des poles simples pour g**1=+1.

En séparant les points hyperboliques et elliptiques, on a une décomposition
T,=T,+T,* SigeG,®alors |Tr(c—/d)|>>|16|g. Ceci reste valable sur

G,*. Comme la frontiére de G.° est de mesure nulle, on a

T2 )= A& Tr(og—1d)|%dg

G¢nsupp(h

et par suite, 7,%f) est une fonction entiére de x. Notons que, si p£2, alors
7T,° est indépendante de x.

Si f est paire, alors 7,(f)=0. Supposons donc f impaire. Soit 7 le
cardinal de £*/£*2. En appliquant la formule (3.4), il vient

Th(f)= f k‘zFf(tNt‘|‘t—l—2|x|t—t_1|d*t

=71 ka FoXo(H) 241 =217t — 71| d*2.
7 J ke
Pour NV entier positif, soit

0 silord(®)|I >N
SbN(t):{ -1 z _ .
[t 1—=21%|¢—¢71]  si |ord(2)|<N—1.

Les fonctions ¢, et F¢X, appartiennent & S(£*); on va appliquer la formule
de Plancherel; posons z=¢° et notons (x, 2) au lieu de (y, 5). Pour NV assez
grand, on a

THA=ANE [ FrOxa®bndass

=vol @) S Wf2im) [ Fox e 5 Wi, .

Dans cette somme, y parcourt un systéme complet de représentants de £*
modulo le sous-groupe des caractéres non ramifiés. Notons que Fy(#)=Fy(¢1)

et donc que Ff(x_lxa, 3‘1)=Ff(xxa, 2). Calculons . Ona
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I, 2)= |24 =207 t— 21| 2Py (D) *

lord¢$)|<N—1

IvlsN—lford(t)=v

Commencons par le terme 2=0.

Lemme 3.10. S¢
(x, x)= 0"|t_1 |22+ -1 |y (£)d *¢ Re(x) >0
alors c(x, x) se prolonge en une fonction méromorphe dans C. Elle admet un
pole au point x si et seulement si g°t1=41; ces poles sont simples.
En effet, au voisinage de 1, la fonction |#41|x(#) est constante et égale a
|2]. La fonction ¢(x, x) est donc la somme d’une fonction entiére et de

|2|fo*|t|2z+2d*t=2 vol (O*)1/(1 —g—2@+D),

Avec un peu de patience, on peut achever le calcul de ¢(x, x); donnons le
résultat pour p=%=2 et x=—1/2 ou —3/2. Ce sont les seuls cas dont nous
aurons besoin.

Si x est ramifié soit 14 °® son conducteur; si y est non ramifié, on pose

o(x)=0.
Lemme 3.11. Oz a
vol(O ) {(qz—q—l)/(ﬁl) si o(x)=0
—1 —*Ox(—=D/(g+1) si o()>1
o vol(@)  [~Bg+DI+D) i o()=0
e(x, —3[2)= 7—1 X [_X(_1>q3—2o(x)/(q+1)_qo(x)—1(q+1) si o()>1

Il nous reste 4 étudier les termes vs~0. On a

f lt_l_t—l_ZlIIilt__t—l”tlsx<t‘)d*t:ql1)l(w+1)—‘vsf X(l‘)d*t
ord(tHr=v

ord(H)=v

—1/2)=

et

Si x est ramifié, on obtient donc 0. Si y est trivial, il vient

. 1 gN@t1-8) 1— oN@+1+8)
VOI(O*)Q‘UH[? 4 131;%1—8 +4° 1 qqx+1+s }

En appliquant la formule de Plancherel, on a donc obtenu

TM(f)= s D [ fri Ddzlz

r vol (@*)x,a 2im J 2121

~ 1— +1/ZN 1—( +1Z)1v‘l
o P00 ) iy o TG el

Comme Fy= S(£*), on a Fy(x,.)=0 pour presque tout x. De plus Fy(x, 2)
est un polynéme en z et 1/z. La formule précédente montre donc que 7,(f)

(1/f)2

2im
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se prolonge méromorphiquement, les seules singularités étant des poles sim
ples pour ¢*t1=+41. On va poursuivre les calculs dans les deux cas x=—1/2
et x=—3/2. Si f est fixée, 'expression obtenue est valable pour NV assez
grand et est alors indépendante de V. On va faire tendre /V vers I'infini.  Si
x=—3/2, les deux progressions géométriques ont pour raison respectives
¢ V2|z et g7V2z.  Pour |z|=1, elles convergent uniformément. A la limite,
on obtient

cx, —3/2) 2
—3/2(f) VOI(O*)E O sﬁzl=1Ff(an’ z)dz/z

e gt - 1 =z
+/7) Z Sm f|z|=1Ff(Xa’ 3)[ 2(1—g 72[z) +1_zq—1/2]dz/z
Si x=—1/2, ces progressions divergent. On a alors
. 1—(gV2[2)" 1—(g'22)¥ ]
Ve .
%:q |z|=1Ff<xa' z)[ 2(1—¢12/2) te 1—zq'2 dslz
1—(g12[a)W 1— (Y22
—20f | B ) L O st B e [ P D L e
En passant a la limite, on obtient
. 1 A 1
1/2 1/2 _ :
29 |z|=qFf<Xa, z) (1= g2 dz[z+ D¢ lz|=1/qFf(Xa, 2) I dz.
En appliquant le théoréme des résidus, on obtient finalement
1 c(x, —1/2) 2
h =
T2,5(f) rvol(@*)’% P zi=1 Fi(XXa» 2)d2]2
gV .
+(1/7’>§ Zv?ﬁu:ff(x“’ Z)[ Pk + 1/2]9’2/2

+@17) T By 442

En introduisant les caractéres de la série principale et en untilisant le
Corollaire 3.7, on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.12. On a

Thyo(f)= zrvoll@*)z(zxxxa, ~32)g [ O (Ndsls

1
+(1/2’\2 S flz' - 7Tx,,s~f)[ —1/2+ P q—l/z]dz/z

et

Tha()= e 5 (5 Oote —112) 55 f 0, (sl

1
+(1/2”>§ 22_-,.,fm= Txa, s\f/[ —g 2 + z—l_q1/2i|d3/z
+(@1/7) Za: <@7r‘¢';ql+@7r;‘{q,)'
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4. Calcul de la trace de .

Pour toute forme anisotrope Q, la représentation mp est admissible donc
posseéde un caractére au sens distribution. On pose

S;= Zu‘, @Wuql et Sg= %,” @,,.uq3
et on se propose de calculer S; et S3. Rappelons que £ est I'ensemble des
a b
gz[(c a’)’ e}
tels que ¢ soit non nul et que LQ=G—{(¢, 1), (¢, —1), (—e, 1), (—e, —1)}.

Pl‘OpOSition 3-13. 071 a 51—7‘T_1/2|QG=O et <S3—7T_3/2)|QG:O.

Comme ces distributions sont invariantes, il suffit d’établir la proposition
pour les restrictions & £2.  Soit donc f& D(2). Sur le support de f, la fonction
g+ |c| est bornée inférieurement par un nombre strictement positif. Si Q
est 'une des formes #g; ou #gs, on a, pour g2

mo(£)p(Y)
=e<—c|—-1>‘)’(Q)2'}’(CQ)|€|_"/ZfE¢(X)T<aQ(Y)+dQ<‘;Y)_B(X’ Y>)4X
et
7o(Fle(Y)
— [ A=l =A@l el g [ E¢(X)T(“Q( VX BLY )>dX.

Comme sup (f)C £, on peut appliquer le théoréme de Fubini et par suite
mo(f) est défini par le noyau

KX, Y)

=fo(g)s<—c|—1>7(Q)2y(cQ)|c|—wzf(“Q(Y)+a’Q(X)—B(X, Y)

¢

e

Lemme 3.14. On a K;e S(EXE).

Soit M un sous-groupe ouvert compact de G tel que f soit biinvariante
par M. 1l existe une base orthonormale (pm)mey de L2(E) telle que chaque
¢m appartienne a une composante isotypique relativement & M/ et on peut
supposer que le sous-espace V' des vecteurs M-invariants est engendré par
@1, =, - Si P est le projecteur sur V alors mo(f)=~Pmo(f) £. Enfin notons
que e S(E). Comme mp(f) est une application linéaire continue de L2(E)
dans le sous-espace de dimension finie V, I'application linéaire de L%(E) dans
C définie par p——mo(f)p( V) est continue. Il existe donc 0, L3(E) telle
que, pour p= S(E), on ait

[ &yx, 7)—8,(X (X )dx=0.
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Mais K est continue, bornée donc localement L2 donc I'égalité ci-dessus
montre que, pour tout ¥ on a Ky(X, ¥)=0,(X) localement presque partout
donc presque partout. Pour Y fixé, K; est donc de carré intégrable. Au
sens L2 on a donc

R X, ¥)~Z an(V)pn(X)
avec
an(Y)=m0(fIpm(¥).

Pour #2 >a, on a a,=0 d’ot, pour ¥ donné et pour presque tout X

K(X, V)= Lm0 pn(¥pn(X):

Comme les deux membres sont continus, 1'égalité est vraie partout et le
lemme est démontré.

On en déduit que I'opérateur mo(f) est a trace, ce que I'on savait déja, et
que sa trace est I'intégrale du noyau sur la diagonale.

Temolf)= [ 24X [ fle—cl =19 @rte@ler 2 “HE=2 () g

—f ”P«zl]dfff(g)e(—cl 1>7(Q\2y(£Q)|c|—“/2r(a+d 2 )dg

Supposons d’abord #=3 et Q=ug;. Avec les notations de la formule
(1.6) on a, d’apres la proposition 3.5 de [5], I'égalité

— Bv(u93) D2 1/2
0l = 3 e, 31O

On en déduit que
B at+d—2 )\, - Bu(ugs)a(cu)
Sutf)= [ e [ fore(SEE=2 oo g Bt e

Un calcul élementaire donne
— % Bulugaalcn)=xu(—0)

d’ou
3/2

sipy=[ vt [ o “HE=20)| L s o, —12ttleNde:

Dans ces formules p(x,,.) est le facteur gamma de Tate. Aprés avoir
intégré par rapport a g, on obtient une fonction intégrable de ¢#. De plus, sur
le support de £, la fonction |¢| ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On
peut donc faire les transformations suivantes:

Sa(f)= f d*”‘f e dg— f df d*t.
() az,,:e ord(t)=a ord(e)=8 ¢ uz,;:s ord(e)=p o ord(ty=a

Si on change # en 7, il vient
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Sal F)—= f a’f d*i— f d*t cd.
s(/) az,;:s ord(c)=g o ord(ty=a—8 az,;:e ord(ty=a—8 ord(e)=8 £

Pour aller plus loin, il faut vérifier que la fonction

ford(c)=/3 g

est intégrable sur £*. Explicitement, il s’agit de la fonction

2 pXo, —X8)xn(D)[2]%2 f A @er((a+d—2)t)dg.
v ord(e)=f
On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 3.15. L’application (o, &) Tr(c—1d) de G dans k est submersive
sur 6.

En effet, si 'on considere SZs(#) comme une sous-variété fermée de
Ms(k), alors l'espace tangent au point o est contenu dans I'hyperplan
“a+-d=0" si et seulement si o=+47d. D’aprés un théorétme général
d’Harish-Chandra il existe donc une application f+—— M; de D(Q) sur S(k)
telle que, pour toute fonction 6 localement intégrable sur £, on ait

[ AbTe(—ta)dg= [ mycepcesar.

Lemme 3.16. L'application (o, ) —>¢ est continue sur Q.
Pour vE N*, on pose
K,={(o, D)leeSLy(O) et a=1d(P")}.

Pour v assez grand, c’est un sous-groupe de G, ouvert et compact. On
doit vérifier qu'il existe v tel que, si g2 et g’ K,, on ait ¢(g, g)=+1.
Cette vérification est facile et est laissée au lecteur.

Revenons a notre calcul. Si on note 24 ’ensemble des g tels que ord(c)=p
alors £ est une partie ouverte et fermée; soit i3 sa fonction caractéristique.
Elle est localement constante. Par suite fege= D(£2). On a donc

J oraigf (@t d—2)t)dg = | Mra(S)r(stids

:Mﬂiﬁp(t)'
Ceci nous permet d’écrire que

S = Splew —18) [ xl0)1t172% [ fgrer((atd—2)0)dg

= Sple —39) [ Mr. o181,

D’autre part, pour Re(x) >0, on a

To )= [ Reelatd—22dg=Qlr) [ 150 Sx(0)1e17d*.
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Cette intégrale est en fait convergente pour Re(x)>—1 et on peut la
prolonger analytiquement par la méthode de Tate. On en déduit immédiate-
ment que, sur £, on a Sg=#7_g,,. Pour =1, la démonstration est analogue.
Les distributions considérées étant impaires, il existe quatre constantes telles
que

Ss=7T_g3+(%)cs5t (8ce,15—8e,~ 1)) +(18)c5™ (Bc—e,15—8—e,-12)
S1=rT_15+(%8)e1* e, n—8ce,—1)—(38)e1 (Bc—e,5—8¢—e,-1))
On va les calculer. Soit toujours /A l'algébre de quaternions anisotrope

sur £ Si K est I'extension quadratique non ramifiée de £, on peut réaliser
H comme l'algébre des matrices

h= (x Trky) x,yEK

y x
Le corps K est identifié aux % tels que y=0. On a
}l:( * _ﬂky) hh=xx—m,yy et Tr(h)=x+%.
—y P
Si
0 77]5)
1 0

alors w4 est un générateur de 'idéal maximal &, de 'anneau des entiers Oy
de . Notons que % appartient au sous-espace /° des quaternions purs si

|

et seulement si x+#=0. Si K=#A( «) on peut alors poser x=2/ % et, comme
K est non ramifiée on a x& P" si et seulement si z& LPp®. Deplus, 20y si
xx—myyEOy; or x% et ¥y sont d’ordre pair donc Z& Oy si et seulement si x et
y appartiennent & Of. Enfin, puisque X est non ramifiée, on a Tr(yOQx)C O
si et seulement si yeOy. Soite=ord,(2). A l'aide des remarques précédentes
on prouve aisément le lemme suivant.

Lemme 3.17. Sost
P (z«/; e 5/)
y —au
un quaternion pur.
1) Sivest pair, he Py N HC si et seulement si 2& Pp'2 et y= Pp'2.
2) Si v est impair, he Py’NH® si et seulement si z=PtV2 et
ye P ebre,

Cela étant, considérons a nouveau, pour v ‘‘grand’’, le sous-groupe X, de
G,. Posons

+1 sigek,
2volg(K)fH(£)=10 si g K, U{e, —DK, et f~(g)=FA(—e, D).
—1 sige(, —DK,
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Ces deux fonctions appartiennent & 9(G) et sont impaires. Soit Q une
forme quadratique anisotrope sur un 4-espace vectoriel £. Soit V,C L2(E) le
sous-espace des vecteurs K -invariants et P, le projecteur sur V,. Si s est la
symétrie par rapport a 'origine dans £, on a, pour z=dim (£) impaire,

mo(fH)=P, et mo(f)=y(Q)%s « P,.

Déterminons V,. On a, si 2 est non nul

o O I P [Py

Si g=(o, 1) K,, ceci fournit une décomposition de g en un produit de

trois éléments de K,. Pour que f& L2(E) soit K -invariante, il faut et il suffit
qu’elle soit invariante par

[C (1))’1}’ [((1) [1})1] ot [(8 t?l)’l] pour =1(P") et b=c=0(P*)

Puisque @ est anisotrope,
Li={X e E|Q(X)E P*}

est un réseau. Si B est I'ordre du caractére 7, le réseau dual Z, est défini par
Li={XeE|B(X, Ly P, *}.

Les deux premiéres conditions sur f signifient que £ et £ ont leurs supports
contenus dans LZ_,_g ou encore que f est & support compact contenu dans
L_, g et est constante sur les classes modulo Z_,_; Comme #*L_, _4CL_, 4
la troisiéme condition est automatiquement vérifiée. On en déduit que

Trmo(f*)=Card (L_, gL, ) et que Tr mo(f)=y(Q)? Card (L_, g/ L, 5).
Le cas f~ est alors immédiat. Si D est le discriminant de Q, on a
Trmo(f)=a(l)*{—=11D¢"
et par suite, pour =1 ou 3
0 si—legk?
Sa(f)= .
A7) rg" si —1le A2

Traitons maintenant le cas de f+. En utilisant les notations du lemme 3.17,
on vérifie que si Q=ag; alors A= L_,_g si et seulemement si

ordy(2) > —e+ 14 (v—B—ord(a))

et ordg(y) > —1+¥%(—pB—ord(a)) si v=B+ord(a) (2)
ordg(2) > —e+ 1 (v—B—ord(e)—1)

et ordg(y) > % (v—B—ord(@)—1) si v+1=B+ord(a) (2)

et que z= L_,_g4 si et seulement si
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ordy(2) > — 4 (v+B+-ord(a))
et ordg(y) >—¥(v+B+ord(a)) si v=B4ord(a) (2)
ordy(z) > —34(v+B+ord(a)—1)
et ordg(y) > —¥%(+B+ord(@)+1) si v+1=B+ord(a) (2).
Par suite, on a
772 siv=B+ord(a) (2)
7**1 siv41=B4ord(a) (2).

Comme, modulo £*2, il y a autant de & d’ordre pair que de @ d’ordre impair,
on obtient

Card(Z, 4/ L-,-9)=]

Ss(fNH=02)g>*1(1+1/g).

Procédant de méme pour z=1, on obtient

S$1(U=C12g*(1+1/g).
Il nous reste & calculer 7,(f%*). Commencons par f/~. Le support de /= a
pour image dans SZ, un voisinage de —/d. Si v est grand et si g=(o, ¢)
appartient a ce support, il en résulte que Tr(o)—2 est un carré si et seulement
si —4e42. Si —1e& 42 on a donc, pour v assez grand supp(f)NG+=Q et
par suite 7,(f)=0. Si —1&4? alors, toujours pour v assez grand, on a
supp(f)CG+.  De plus, sur ce support, | Tr(c)—2|=|4|. Par suite

T )= 1417 [ F(Qesdg =417 volo(K.) [ o —1>d.
Comme —1 est un carré, on a 7,(f")=|4|%; en particulier

T_g5(f)=4% et T_1;5(f)=¢"

Dans tous les cas, on en déduit que ¢;=¢37=0. Pour f* si g=(o, ¢)
appartient a son support, on a Tr(o)—2=0(%*) donc, pour v assez grand,
d’apres le lemme 3.8, on a supp (/YN G+ G4*. On a donc

Tf= [ Fr@lerei—2le—e e

Le sous-groupe K, est invariant dans X donc f* est K-centrale et

0 sizgldP
Fpr(t)=volx(K)vol (P*)[2 vol-(K,) X [1 sreli e

On en tire

. 1 . q_zv(aH—l) e

T,(fH= 49.,[1(- Kv]mﬂ :

De plus

[K: K ]=24*""Vg(g*—1).
On a donc

Tan(M=g"A+1g[2 et T_g5(fH=—¢>*"(1+1/g)/2.



602 S. Rallis et G. Schiffmann

On obtient alors
=0 et cgt=4vol(K)/g—1.
En résumé

Proposition 3.18. On «a
S1=rT_y;5 et Sy=rT_35+2volg(K)(8¢,1y—¢,-1)l7— 1

En rassemblant tous les calculs, on va en déduire, pour p=~2 la partie
impaire de la mesure de Plancherel. Rappelons que »=4¢°. Si p est différent
de 2, alors 7,° est indépendant de x. Pour f&€9D(G), on a donc

(1/2)es*(flle, 1))—Ale, —IN)=Ss()—7T_3,2(f)
=Ss(f)—=S1(f)+r(T2y)—T2) (f)

En utilisant le lemme 3.11 et la proposition 3.12, on obtient le résultat
final suivant.

Théoreme 3.19. Supposons p#2. SifeD(G), alors
IOl A W=g—1) 5 B dim(©)0p,, ()

+20— 1 E O, ()
+3—D) 2, Orq,, )

120141/ = ,g°<*>§1._ O, (f)dslz
X2ramifie 2T J (zl=1 ’
(e 1\2
+2q<9+1)2zl'wﬁz,=1[@ﬂx,,s<f )+ O, (/)] '(;2_%)(3—2——219“) dzlz

Dans cette formule on a z=g¢°% Le caractére y parcourt un systéme

complet de représentants de £* modulo le sous-groupe des caractéres non
ramifiés. Le caractére y; est le caractére trivial et le caractere y, I'un des deux
caractéres ramifiés associés au symbole de Hilbert. Enfin 9 parcourt 'ensemble
des classes de représentations irréductibles de A */£*.

S. RALLIS G. SCHIFFMANN
DEPARTMENT OF MATHEMATICS I.R.M.A.
PRINCETON UNIVERSITY UNIVERSITE L. PASTEUR
PriNCETON N.J. 08540 STRASBOURG 67084 (CEDEX)
U.S.A. FRANCE

Bibliographie

[1] Casselman, W., On the representations of SLa(k) related to binary quadratic forms, Amer. Jour.
of Math. 1972.

[2] Gelbart, S., Weil’s representation and the spectrum of the metaplectic group, Springer Lecture
Notes vol. 530 (1976).

[3] Gelbart, S., and Sally P. J., Intertwinning operators and automorphic forms for the metaplectic
group. PNAS (U. S. A.) vol. 72 (1975).



(4]
[5]
[6]
(7]
[8]
(9]

{10]
[11]

Représentations supercuspidales du groupe métaplectique 603

Jacquet, H., and Langlands, R. P., Automorphic forms on GL(2), Springer Lecture Notes vol.
114 (1970).

Rallis, S., and Schiffmann G., Distributions invariantes par le groupe orthogonal, Springer
Lecture Notes vol. 497 (1975).

Shalika, J., Representations of the two by two unimodular group over local fields, Thesis, John
Hopkins University, (1966).

Tanaka, S., On irreducible unitary representations of some special linear groups of the second
order. Osaka J. of Math. vol. 3.

Weil, A., Sur certains groupes d’opérateurs unitaires, Acta Mth. vol. 111 (1964).

Kubota, T., Topological coverings of SL2 over a local field, Jour. Math. Soc. Japan vol. 19 (1967)
Rallis, S., and Schiffmann, G. Weil, representation I, Intertwinning distributions preprint (1974).
Strichartz, R., Harmonic analysis on hyperboloids, Jour. of funct. Analysis vol. 12 (1973).



