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Soit k un corps local de caractéristique différente de 2, muni d'un caractère
additif continu et non trivial. D'après A. Weil ([8]), à. toute forme quadra-
tique non dégénérée Q  sur un k-espace vectoriel E  est associée une repré-
sentation 7,-(2 du groupe métaplectique (revêtement d'ordre 2 de SL2 (k )) dans
L 2 (E ) .  La représentation naturelle I) du groupe orthogonal 0 (Q ) dans
L 2 (E ) commute à  77.Q . Dans ce travail, on suppose k non archimédien et Q
anisotrope. On a donc n=dim  (E )<4. Le cas n=1 est trivial; les cas
n=2 ou 4 sont connus ([7], [6], [1], [4]) de sorte que les résultats originaux
concernent le cas n=3. Toutefois notons que sur certains points, nos démon-
strations sont considérablement plus simples que celles de [1] par exemple.

On commence par décomposer 7,2 x v. Une représentation -9 de 0(Q )
est dite sphérique si elle est irréductible et contenue dans v. On montre qu'il
existe une injection de l'ensemble des classes de représentations sphériques
dans l'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles du
groupe métaplectique G telle que, en notant ,91---r Q ,, cette injection, on ait

2r.2 Xv ,--, Qç7r,2 ,0 079).

De plus, si 9 est non triviale, 7,2 ,0  est supercuspidale. Si 9 est triviale et
si n=3 ou 4 alors Tr Q „9 est de carré intégrable. On explicite ensuite les
différents cas possibles. P o u r  n=1, 2 ou 4, la détermination des représentations
sphériques est facile; par contre un problème se pose pour n=3. Dans ce cas,
le groupe orthogonal est essentiellement H *Ik* où H est l'algèbre de quatern-
ions sur k. Si la caractéristique résiduelle p  de k est différente de 2, on peut
montrer que toutes les représentations irréductibles de H *Ik* sont sphériques.
Il en résulte qu'à toute représentation irréductible de H* /k* est associée d'une
part, suivant [4], une représentation unitaire de carré intégrable de PGL2 (k)
et d'autre part une représentation unitaire de carré intégrable de G .  On
obtient ainsi une injection de la série discrète de PGL2 (k ) dans celle de G.
Il est très probable que c'est la version locale de la correspondance de Shimura
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entre formes autom orphes de poids pair et de de poids demi-entier. Le premier
point ouvert est de déterminer les représentations sphériques pour p = 2  et n = 3 .

On aborde ensuite le problème de la comparaison des représentations con-
struites à. partir de deux formes quadratiques non équivalentes ayant respective-
ment n et n' variables. Il y a deux situations. La première, qui correspond
aux cas n-kn' =4, s'étudie très facilement. On montre en particulier que
les représentations supercuspidales construites à . partir d'une forme à  une
variable peuvent aussi s'obtenir à partir de formes à trois variables. La deu-
xième situation correspond aux cas où n ± n ' = 6 .  Nous avons seulement pu
constater que l'espace des opérateurs d'entrelacement était de dimension
infinie (cela résulte de [4]). Le deuxième problème ouvert est d'expliciter
les équivalences au moins pour deux formes ternaires. Un résultat précis
serait nécessaire pour pouvoir passer au groupe m éta linéa ire  ce qui semble
indispensable si on désire travailler globalement à la façon de [4].

Enfin dans un dernier §  et en supposant p/2 on calcule la mesure de
Plancherel de G ou, plus précisément sa partie "impaire". On en déduit en
particulier que toute représentation de carré intégrable "impaire" de G  peut
être construite à  l'aide d'une forme ternaire (rappelons que les "paires" se
construisent à l'aide de la forme  à quatre variables). Un troisième problème
ouvert est d'étudier le cas p=2.

§ 1. La représentation de Weil
Soient k un corps local, non archimédien, de caractéristique différente de

2  et T un caractère additif de k, continu et non trivial. La mesure de Haar
dx de k est la mesure au toduale  par rapport à. T et d*x=dx/ xi . Soient 0
l'anneau des entiers de k, T  son idéal maximal et q le cardinal de O IT ; on note
p la caractéristique résiduelle de k.

Soit < • • >k le symbole de Hilbert de k. Si a  est un élément de SL2(k),
on pose

a =  ( a  b s i  c 10
et

c d i a  si c = 0 .

Soient a  et a ' deux éléments de SL2(k) et a"=-Ga'; posons

E(cr, a ') =  < i(a )/ 6 ")1 i(G').1.(a")>Ic •

K ubota  [91 a montré que a est un 2-cocycle borélien sur SL2(k), à. valeurs
dans Z 2  et trivial au voisinage de l'élément neutre.  S o i t  Mp2(k) l'extension
centrale correspondante de  5L2(k) par Z 2 .  Un élément g de Mp2(k) est donc
un couple (a, e) où oESL2(k) et e= + 1  ;  la loi de groupe est

(a, s)(a' , s') =-(acr' , es' s(cr , cr'))

et on peut munir canoniquement Mp2(k) d'une structure de k-groupe analytique
telle que la projection sur SL2(k) soit localement un isomorphisme de variété
analytique. Rappelons que cette extension est non triviale. Par définition
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MP2(k) est le groupe métaplectique; on le note G.
Soit Q une forme quadratique non dégénérée sur un k-espace vectoriel E

de dimension finie n. Si

B (X , Y )= -- Q (X  Y )— Q (X )— Q (Y )

alors on définit la transformation de Fourier sur E  à  l'a id e  d u  bicaractère
T 0  B et de l'unique mesure de Haar de E autoduale relativement à. ce bicaractère.

On sait ([8 ]) que pour tout tE k * , il existe un nombre complexe Y(tQ),
de module un tel que, pour !  et je intégrables on ait

(1.1) .[E f (X )T (tQ (X ))dX=y(tQ )Itl - ni2 f (X )T (- Q (X )I t)d  X  .

Ce nombre dépend de r. En particulier soit a(t)--=y(tql) où qi est la forme
quadratique x 2 sur k. Dans un système de coordonnées convenable on a

Q (X )= a 1x 1
2 1-•• • ± a 5 x„ 2

et (1.1) implique

(1.2) y(Q)--=a(a1)--.a(an).

Notons que

(1.3) Q)=Y(Q).

D'autre part, un résultat fondamental de [8] donne

(1.4) a(a)a(b)=a(ab)a(1)<alb>k.

Soient D=ai.••a n k2 le discriminant de Q et Zi i ) r D  Otil r  est la partie
entière de n/2. On a

(1.5)

Posons

On a ([5])

(1.6)

a(a)2 = <al —1>k a(1)2

a(a) 4 = < -1  I — 1 >k

Y(Q) 2 = <D I —1> k a(1)2 n

v ( tQ ) =  E  Iga(Q)<fla>k •
k * /k * 2

p a ( 0 = { 0  si a  I ZI
si n est pair

y (Q ) si a=Z1

si n est im pair 13„(Q)=cy(Q)ii(aZI)

où e est une constante de module (Card. (k*ik*2))-1/2 .

Théorème 1.1. Il ex iste une et une seule représentation unitaire 7r2  de
G dans L 2 (E ) telle que

7TQ [ ( 0
1 E ]f (X )=-E n T (7 -1 1 2 (X )) .A X )
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77- Q L 10 e-1 ) sl.f(X)=EnY(Q)Y(t0-1-ItIni2f(tX)
(t0 \

[ 131
el f (X )=- En Y(Q):AX).

Ce résultat s'obtient de manière purement formelle  à partir de [8]. D a n s
des cas plus ou moins généraux, il apparait d'ailleurs en de nombreux endroits.
Soient 0 (Q ) le groupe orthogonal de Q et v la représentation de 0 (Q ) dans
L 2 (E ) définie par

1.,(x) f(X )= 1 (x -
1 X).

Remarquons que v et
 i r

 commutent donc qu'on a en fait une représentation
du groupe produit Gx 0(Q ).

On suppose désormais Q anisotrope ; le groupe 0 (Q ) est donc compact
et i., se décompose discrètement. Un élément !  de L 2 (E ) est dit 77-Q -différenti-
able si l'application g i - - r o (g )f  de G  dans L 2 (E )  est localement constante.
Soit S (E ) l'espace des applications de E  dans C, localement constantes et

support compact.

Proposition 1.2. ( Q  a n iso trop e)  L e sou s -e sp a ce  d es  v e c teu r s  ir.2 -cliffér-
entiables e s t  S ( E ) .  D e p lu s la  r es tr ic t ion  d e  7rQ S ( E )  est adm issib le.

Soit f  un vecteur différentiable. Il ex iste  u n  vo is inage V de l'élément
neutre dans G tel que 7rQ (g ) f= f  pour g E  V . En particulier, il existe un entier
r  tel que, pour uE o n  a i t

7rQ [ ( 10  7-)
Choisissons un représentant de la classe f  et notons le encore f .  Si

U E  2 r , il existe donc un ensemble de mesure nulle D u  tel que

(r(uQ (X ))—  1)f(X )=0 pour X EE D u .

Comme 2 r possède une partie dénombrable partout dense, on peut
supposer que D = D   ne dépend pas de u. Par suite si o(T) est l'ordre de T  et
si XE D , alors f (X )  non nul implique que

X E I Y E E 1 Q (Y )E T -  
r-o(, )).

Comme Q est anisotrope cela signifie que X  appartient à un certain réseau
L  de E .  Par suite f  est à. support essentiellement compact. M a i s  I  est
encore différentiable donc est aussi  à  support essentiellement compact. Un
argument classique montre alors que f  ES(E ). Inversem ent, on  vérifie
aisément que S(E) est contenu dans le sous-espace des vecteurs différentiables.

Il nous reste à vérifier que, pour tout sous-groupe ouvert compact M  de
G, le sous-espace des vecteurs M-invariants est de dimension finie. Il suffit
de le faire lorsque M  est invariant par Int(w)
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t-v = °, (>1)
Il existe r  tel que u E 2 r  implique que

[ u l) 11 E
Si f  est M-invariante, avec les notations précédentes, on aura donc

supp(f)Œ L. Comme f  est aussi M-invariante, on a aussi supp(j)c L  et
par suite l'espace des f  M-invariantes est de dimension finie.

Corollaire 1.3. L a rep résen ta tion  m-Q X  v  s e  d é com p o se  a v e c  m u lt ip lic ité
1.

On va prouver que son commutant est commutatif. Soit T un opérateur
d'entrelacement de r-Q X ti avec elle-même. Il stabilise le sous-espace des vec-
teurs différentiables S(E) et on obtient donc, pour tout a E  E, une distribution
T a  en posant

Ta (f)-=  T(f )(a) f  E  (E).

Supposons que a  soit non nul et soit S la sphère Q (X )= Q (a ). On a

[7(uQ(X))-1-(uQ(a))1T a -=0

et ce quel que soit u. Le support de Ta  est donc contenu dans S. Comme
k est p-adique cela signifie que T (f)(a ) ne dépend que de la restriction de f

S.
Soit 2 (S ) l'espace des applications localements constantes de S  dans C.

L'application de restriction

S (E )--*  Z (S )

est linéaire surjective. Soit gcE .0 (S ); posons T s (w )= T (f )IS  o ù  f  est un
prolongement de yo; les remarques précédentes montrent que ceci ne dépend
pas du choix de  f .  D e  p lu s  T s (ço) appartient à . 2 (S ). En exprimant que
Ts commute à  on voit que Ts  commute à l'action de 0(Q) dans 0 (S ) .  Enfin
s i T ' est un autre opérateur d'entrelacement de 7i-Q X v avec elle-même, on a
( TT ') s = T s Ts' . Pour démontrer que T  e t  T ' commutent il suffit de dé-
montrer que pour tout S, le commutant de la représentation de 0(Q ) dans
0 (S ) est commutatif. Mais le groupe compact 0(Q) opère en fait dans L 2 (S)
et 0 (S ) n'est autre que le sous-espace des vecteurs 0(Q )-fin is. Il suffit donc
d'établir le lemme suivant.

Lemme 1.4. L a  r ep r é s en ta t io n  d e  0 (Q ) dan s L 2 (S) se  d écom pose a v ec
m u lt ip lic i t é  1.

Comme k est p-adique, on a n 4. Les cas n = 1  ou  2  sont triviaux.
Pour n = 3  o u  4 , le  g rou p e  0 (Q ) se construit à. l'a ide de l'a lgèbre de



572 S . R a llis  e t  G. Schiffmann

quaternions anisotrope sur k. On démontrera le lemme plus loin lorsqu'on
explicitera ces deux cas.

R em arqu es . 1 ) S i k  est archimédien et Q anisotrope, les résultats qui
précèdent restent valables. Il suffit de noter que sur S (E ) ,  la topologie de
Schwartz coïncide avec celle des vecteurs différentiables.

2 )  S i Q  n'est plus anisotrope, la situation est beaucoup plus délicate.
En effet le sous-espace des vecteurs différentiables est plus gros que S(E):
il y a des singularités sur le cone isotrope. Il est toutefois très probable que
le corollaire 1.3 reste valable. Si k = R ,  une version affaiblie est démontrée
dans [10] et l'analogue du lemme 1.4 résulte des travaux de Strichartz [11] .

D éfin ition  1 .5 . U n e r ep r ésen ta tion  ,9 d e  0 (Q ) e s t  d i t e  s p h é r iq u e  s i  e l l e
e s t  i r r éd u c t ib le  e t  c o n ten u e  d a n s  v.

On désire améliorer le résultat du corollaire 1.3 en montrant que si /9 est
sphérique et si in  et in  sont deux représentations unitaires irréductibles de G
telles que 190771. et 190 in  soient contenues dans 2., x7r Q alors 771 e t  77- 2  sont
équivalentes. On aura donc une injection de l'ensemble des classes d'équi-
valence de représentations sphériques dans le dual de G.

Soient 19 une représentation sphérique d'espace F ,  et L 2 (E , F 8 )  l'espace
des applications de carré intégrable de E  dans F 8 . Soit 1,8

2 (E ,  F , )  le sous-
espace des applications f  telles que pour x E 0 (Q )  on ait

(1.7) f (x X )= ,9 (x )f (X ).

La représentation 7rQ  s'étend en une représentation de G  dans L 2 (E , F 8 ) ; soit
7Q ,8  sa restriction au sous-espace invariant L 9

2 (E , F 8 ).

T h éo rèm e  1 .5 . 1 ) L a  r ep r é s en ta tio n  77-Q ,8  e s t  i r r é d u c t ib le .
2) L es  r ep r é s en ta t io n s  77-Q „9 e t  7r,9 ,9

, s o n t  éq u iv a len t e s  s i  e t  s eu lem en t  s i  19
e t le  son t.

3) S i  ,9 e s t  n o n  t r iv ia le ,  la  r e p r é s en ta t io n  1 7 Q „ 9  e s t  supercuspidale e t  s i  ,9
e s t  t r i v ia l e ,  e l l e  e s t  d e  c a r r é  in t é g r a b l e  p o u r  n = 3  o u  4.

Précisons tout d'abord le rapport entre 77-Q  et 7,2 ,8 . S o i t  L 8
2 (E )  le sous-

espace de L 2 (E )  formé des fonctions qui, sous l'action de 0 (Q ),  sont de
type 19. Pour e Fo — {0} , on pose

(1.8) T  , ( f ) (X )= (f (X )1 e ) f  E  9
2 (E , F 9 ).

Te est une application linéaire de L 9
2 (E , F 8 )  dans 4 9

2 (E).

Lem m e 1 .6 . 1) T e e s t  u n e  a p p li ca t io n  l in éa ir e  in je c t iv e  d e  L 8
2 (E , F 8 )

d a n s  L 8
2 (E ).

2) L 'im a ge  L 2 (E )  d e  T e  e s t  u n  s o u s - e s p a c e  f e rm é  d e  L 8
2 (E )  in v a r ia n t

p a r  77-Q, e t  la  r e s t r i c t io n  d e  7rp à  c e  s o u s -e sp a ce  e s t  éq u iv a len te
3) S i  ei , •••, e n  e s t  u n e  b a se  orthonormale d e  F 9 , a lo r s  L 8

2 (E ),  e s t  som m e
d i r e c t e  hilbertienne d e s  s o u s -e sp a ce s  L L (E ).
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La démonstration du lemme est standart. Le théorème 1.5 admet donc le
corollaire suivant.

C orollaire  1.7. L a  r e s t r i c t io n  d e  2.,X7,2  à  48
2 (E )  e s t  i r r é d u c t ib l e  e t

équ iva len te  à  9 Ø '7Q.

Pour démontrer le théorème, nous aurons besoin de quelques préliminaires.
Soit E* =E— {0} ; l'image de E * par Q est réunion de classes de k* modulo
k* 2. Soit a une telle classe contenus dans Q (E * ).  On pose

E  { X  E  Q ( X )  E  .

C ' est une partie ouverte et fermée de E *  et

L 2 (E )=  C)L 2 (E 0,) p o u r  a  Q(E*).

Cette somme directe est orthogonale et chacun des E“ est invariant par
I/. S o i t  (k*/k* 2 )

2 ,8  l'ensemble des classes a contenues dans Q (E *) et telles
que ,9 soit contenue dans la restriction de à  L 2 (E “ ) .  Soient X  E E *

 et 0(Q) x

son stabilisateur dans 0 (Q ) .  Pour que Q(X)k* 2 E(k*/k* 2 )Q ,8  il faut et il suffit
qu'il existe dans F , un vecteur non nul ex  invariant par 0(Q) x . D'après le
lemme 1.4 un tel vecteur s'il existe est unique  à  la multiplication par un sca-
laire près. Choisissons ces vecteurs ex  tels que

(1.9) Il e x  = 1e x x =  1 9 ( x ) e x  pour xE 0(Q).

Dans E , la symétrie s par rapport à  l'origine appartient au centre de
0 (Q ).  On a donc 19(s)= e ld  avec e= + 1  ;  par suite e_x =sex . Soit x  un
caractère unitaire de k* tel que x ( - 1 ) = € .  On peut supposer que

(1.10) etx = x (t)ex  pour tEk*.

Si ,9 est triviale, on prendra ex = 1  et on posera e0 = 1 .  S i .9 est non
triviale on posera e0 = 0  et ex =0  Si Q(X)k* 2 Er (k*/k* 2 )Q ,8 .

Cela étant soit S8 (E , F 9) l'espace des applications localement constantes
et à. support compact de E  dans F  vérifiant (1.7). C '  est le sous-espace des
vecteurs différentiables de 7,2 „9 . Pour une telle fonction f ,  on a

f (X )= (f (X )Ie x )ex .

Le produit scalaire (f(X )Ie x ) est invariant par 0(Q ); on peut donc poser

(1.11) ço1(Q(X))=1 Q(X)I 4 / 4  f  (X ) l e

La fonction çof  est définie sur Q (E ) .  Soit

n„,=  {t k* {tk* 2 (k* k* 2 )Q ,8 }

Pour toute partie A  de k, on note S(A ) l'espace des applications de A
dans C qui, pour la topologie induite, sont localement constantes et  à  support
compact. Soit K Q ,8  l'image de S8 (E, F8 ) par l'application f  ÇO.f. Si ,9 est
non triviale alors K.2 ,8 =S(P6, 8 ); si ,9 est triviale K G,,, est l'espace des fonctions
de la forme t  I n/ 40 )  O u' ço appartient à S (Q (E ) ) .  D'autre part, notons E t la
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sphère Q (X )= t .  On peut normaliser les mesures 0(Q)-invariantes p,, sur les
sphères E t de telle sorte que

(1.12) zir(X )dX =1  d t f tk (X )dp , t (X), 1111 °11= 1  e t 111-tet'll = lf in - 2 111-k t ' II •
k

On a alors

(1.13) ( f  ' ) = s (f(X )If ' (X ))d  X  = 2dt.n/f  f (
t » P ( t )II 1- t t

Si on note HQ„9 l'espace des applications de dans C, de carré intégrable
ipour la mesure 11,utlil t
z d t ,

 alors l'application f 1—).Çof  se prolonge en une
isométrie de L 9

2 (E , F 8 )  sur 1 4 , 9 .  La représentation 7,2 ,9 admet donc un
modèle fr, , 8 dans H Q „ 9 . En particulier, on a

r fu ,
'7T "L 1 ) el 9''(') =En , - (u t ) (1 . )

(1.14)

" 9 [ (

a 0

0  a - 1 )' E]ça(t)= E
n X(a)Y(Q)Y(a 0 - 1 99(a2 t).

On peut maintenant aborder la démonstration du théorème. Soit T  un
opérateur d'entrelacement de frQ , ,  avec frQ ,,,. Par restriction aux vecteurs
différentielles, on obtient une application de K,Q ,, dans K 2 0 , . Si a  Q(E*),
posons

S a(S0 ) = T(40 ) (a) KQ,,9

On a
S a[(T(Ut) —  T (ua))so(t)]= 0 u E k.

S i i9 est non triviale alors K  „9= 99(P6,,9) et la théorie élémentaire des
distributions montre que S a  est un multiple de la mesure de Dirac au point a.
En fait, on vérifie aisément que ceci reste valable pour 19 triviale (on peut par
exemple se ramener au modèle irQ , ,  ce qui évite toute difficulté).  P o s o n s
donc S a = c(a)8„; on a c(d =0 si a n'appartient pas à e2 ,8 n En exprimant
que T commute au deuxième opérateur (1.14), on obtient

c(tx 2 ) =x (x )x ' - '(x)c(t).

S i T  est non nul, il existe t tel que c(t) soit différent de 0. En prenant
x= — 1 dans l'égalité précédente, on obtient x ( - 1 ) = x ' ( - 1 ) .  On peut donc,
sans restreindre la généralité supposer que x = x '•  La fonction c est alors
constante sur toute classe aEk*Ik* 2

 ;  notons c„ sa valeur. Si I r, est la fonction
caractéristique de a alors T est donné par

(1.15) T(99) =( c./.)sp-

Si ,9 ou 19' est la représentation triviale ,Slo  d e  0 (Q ) alors, en notant que
0 est adhérent à chaque a et en comparant les comportements à l'origine de

et de T(q)), on voit que m-Q ,, o est irréductible et que 7rQ ,,90 n'est équivalente



R eprésen ta tion s supercuspidales du  grou p e métaplectique 575

7i-,2 „9 ,  que si est équivalente à ,90 . Dans le cas général, il faut exprimer que
T  commute à  l'action de fv.
Posons

jp ,,(X , Y ) = I (x)r(B(x X  , Y ))dx
o(Q) Il d x I1=1 .

Si x  et y appartiennent  à  0(Q ) alors

J Q,,,(xX , y Y )=  9(y)J Q ,,(X , Y)19( - ').

La fonction

(X , Y ) (h ,9(X , Y )ex  ey)

est donc invariante par 0  (Q )x  0 (Q ) . Il existe donc une fonction j.2 , ,  définie
sur Q (E )x  Q (E ) telle que

J .(2,9(Q(X), Q( 1 7 )) =( f 0 ,( X , Y)exI ey).

Ces noyaux sont mesurables et bornés. En fait f Q ,,, est localement
constant sur E x E  et, compte tenu de la normalisation des  ex  on vérifie que

est localement constant sur Q (E )x  Q (E ); si 19 est non triviale, ces noyaux
sont nuls au voisinage des axes. Le résultat fondamental est le suivant.

Proposition 1.7. a )  S oien t 19 u n e  r ep r é s en ta t io n  sp h ér iq u e  d e  0(Q ) e t
a et /8 deux  élém en ts d e (k*Ik* 2 ) i l ex is te  tE  a e t u E g tels que j G.,,(t,u)  I  O.

b )  S oien t -9 e t 19' d eux  rep résen ta tion s sph ériqu es d e 0(Q ) et so ien t a  et p
d eux  élém en ts d e (k*Ik* 2 )Q ,o n (k* S i le s  r es tr ic t ion s  à ax 13 de j 9 ,, e t
de j c ) ,,, sont proportionelles a lo rs  i9 et son t équ iva len tes.

Prouvons a). Par l'absurde supposons que, quels que soient tE  a et u E g
on ait j o ,,(t, u ) = 0 .  On aurait donc

fo(Q) (19(x)ea le)T(B(xa, b))clx  =0 pour a E E ct e t  bE.E s .

Remplaçons a  par —A a  où A E k * .  Comme x(--A)  /  0, il vient

10( Q ) (-9(x)e a ,leb )r( — A.13(xa, b))dx=- 0

Pour toute fonction  k E S ( k )  on a donc

f li-J(A)dA f (19 (x )e a leb )r(—AB(xa, b))dx-=--0
k 0 (Q )

ou encore

L(Q)  

(19(x)e e 00(B(x a , b)d x =0 .

La fonction h: B (xa, b) peut être considérée comme une application
continue de H = 0 (Q) b \O (Q) / 0 (Q),, dans k.
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Lemme 1.8. L 'app lication  h  est un  hom éom orphism e de  H  sur son
image.

Comme H  est compact, il suffit de vérifier que h  est injective. Soit E  la
sphère Q (X )= Q (a ) .  On doit prouver que si Xi et  X 2  sont deux points de E
tels que B(Xi, b )= B (X 2 , b ) alors ils sont conjugués par 0(Q ) b . Ce dernier
s'identifie au groupe orthogonal de la restriction de Q à  l'hyperplan F
orthogonal à  a et il suffit d'appliquer le théorème de Witt aux projections de
X1 et X 2  sur F.

Les restrictions à  h (H )  des fonctions de (5(k) sont denses dans l'espace
des fonctions continues sur h (H ) (Stone-W eierstrass). La condition (1.16)
est donc satisfaite pour toute fonction ;G définie et continue sur h ( H ) .  Soit
alors f  une application continue de 0 (Q )  dans C. D 'a p rès  le  lem m e, il
existe une application continue 0 de h (H ) dans C telle que

tli(B (x a , b))=11 f(ux v )du civ
0 (Q )a x  O (Q )b

et on a

1 )ea leb )-=  f
0 ( Q )

(19 (x)ealeb)0(B(xa, b))dx= 0.

Par suite le coefficient matriciel (19(x)ea ieb ) est identiquement nul ce qui est
impossible puisque e b est non nul et ea  cyclique. L'assertion b ) se prouve de
manière analogue (rappelons que x = x ') .  On constate cette fois que V et V' ont
deux coefficients matriciels proportionels et donc qu'elles sont équivalentes.

Reprenons maintenant la démonstration du théorème. Un calcul facile
donne:

itQ09(5)*(/)= e n Y (Q )12 ( E ) Ç°(U) t14 -1 - n i  4  111-tulliQ,(u, t)du .

Cet opérateur est bijectif de 4 , 0 sur lui même et se prolonge en une
isométrie de HQ , . En exprim ant que T commute à  l'action de i , on obtient

n i 4 d t  o.

f  P(t){E u ) -  E csigu lk„9 (t, u)} I lit II I tu— i

Qc.E)
Si 9 =-9', soit aE(k*/k* 2 )Q ,, et choisissons uEf3. C om m e ço est arbitraire,

on a

(c“—cs )j,Q ,,(t, u )= 0 pour tE a.

On peut supposer t  et u  tels que /Q ,,(t, u) / 0 donc c = c . L 'opéra teu r T
est donc scalaire et par suite Tro .,,  est irréductible. Pour la deuxième assertion
du théorème, supposons qu'il existe un entrelacement T non trivial; il est donc
bijectif. En particulier on doit avoir (k*/k* 2)Q.,,9 =(k*/k* 2) (2 ,,,. Si a et p sont
deux éléments de (k*/k* 2)Q , ,  et si çoE S(a), alors, pour uE p, on a

‘ f u40 (,t) (c../Q„(t, u) — csh„9(t, u ) )  ttt II I tu -
1 n i 4 dt = 0
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ce qui donne

u)=coh,o(t, u).

Comme T est bijectif, on a c„cW O et par suite, d'après la proposition 1.7,
les représentations ,9 et sont équivalentes.

Il nous reste la troisième assertion. Soient K = S L 2 (0 ) et TC son image
réciproque dans G .  Si 1T est un générateur de 2  et v  Z , on pose

ir" 0 ,
a = rze t  „=(a,,1 ).

( 0

La décomposition de Cartan s'écrit

(1.17) G =  U Ke7,.g (réunion disjointe)
.J>c)

et, en normalisant convenablement les mesures de Haar, on a

(1.18) L f (g )d g =  f  _  _ f (k d  k ')H - (1-1- 11q)q2 7(kc7, k')dkdk'.
K x K

Soient go et go' deux éléments de 4 , 0  e t c (g)-=(1-Tp,,(g)golgo'). Comme go
et go' sont K-finies le coefficient e s t  K-fini à  droite et à  gauche. Pour
prouver qu'il est à. support compact ou de carré intégrable, il suffit donc de
prouver que, pour tout choix de go et de go', la restriction de c , ,  à l'ensemble
des •a„ possède la propriété correspondante. On a

c ,(ã )
Q(E)

tw(t) iLt 11 1-ni2d*t1

2 f
2vt) t  1 -1 e 2 d * /I.

Q(E)

On peut se limiter aux v > 0 . S i  l9  est non triviale alors yo et ça' sont dans
S (k *) et les intégrales ci-dessus sont nulles pour v  assez grand. S i  9  est
triviale, on a la majoration

cv,p,(a,)1 ‹  q- 21
e(E) 

I so/(t) I II lit II I t1 " 1 2 d*t.

Remarquons qu'au voisinage de 0  on  a  goV )= C te l tini 4 de sorte que la
dernière intégrale a bien un sens. Il faut donc considérer la série

E  (9- m/2)20., _  E

Cette série converge pour n > 2  c'est-à-dire, dans notre situation, pour
n= 3 ou 4.

On va maintenant aborder le problème de la comparaison des représent-
ations associées à  deux formes quadratiques différentes. Tout d'abord on a
la remarque suivante.

Lemme 1.9. P o u r  q u e  irp„, soit équivalente  à 77-Q ,,, i l  fa u t q u e
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I l  suffit de regarder la forme possible d'un opérateur d'entrelacement
l'aide des formules (1.14). En particulier, il faut que (k*/k* 2 ),2  et (k*/k* 2 )Q

, ,9 ,

coïncident. S i  i9=,90 est la représentation triviale, alors, en comparant les
comportements à  l'origine, on voit qu'on doit prendre  tr iv ia le . M a is  il fa u t
aussi que Q(.E)= Q' (E') et, Q et Q' étant anisotropes, ceci n'est possible que si
elles sont équivalentes. En résumé:

Proposition 1 .1 0 . S i ,90 e s t  la  r ep r é s en ta t io n  tr iv ia le  d e  0(Q) a lo r s
n 'e s t éq u iva len te  à  77 „ 9 ,  q u e  s i  Q' e s t  éq u iv a len te  a Q e t  -9' à  la  r ep r és en ta tion
t r iv ia le  d e  0(Q').

Pour aller plus loin, il faut expliciter les différents cas.

§ 2 .  Les différents cas
Commençons par les énumérer. Comme Q est anisotrope, on a n<4.
Cas n = 1 .  On prend E = k  et on note qi la forme quadratique x 2 . Pour

tout élément a de k * ,  la forme aqi est anisotrope et aqi et bqi sont équivalentes
si et seulement si a  est congru à. b modulo k* 2 . La représentation 71- e s t
somme directe de deux représentation unitaires irréductibles '77 q t correspond-
ant respectivement aux fonctions paires et impaires. Les représentations
vto , ne sont pas de carré intégrables et les représentations 7TT q i sont super-
cuspidales. De plus on a dans ce cas (k*/k* 2 )",,,=ak* 2  ce qui montre que
ces représentations sont deux à. deux non équivalentes.

C a s  n = 2 .  Soient K  une extension quadratique de k  e t  a  tel que
K=k(NI a ) .  On note

 q
 la forme quadratique norme de K  relativement

k. Si bE k* et n'est pas une norme de K, alors bqK  est une forme quadratique
anisotrope non équivalente  à  q.,,. En faisant varier K  on obtient ainsi,
équivalence près toutes les formes quadratiques anisotropes binaires.

Fixons K  et considérons l'une des formes quadratiques bqK , b k*
Soient K 1 le sous-groupe des éléments de norme 1 et a l'élément non trivial du
groupe de Galois de K  relativement à  k. Pour tout uE Kt, l'application
x 1--.ux de K  dans K  appartient au groupe orthogonal et ce dernier s'identifie
au produit semi-direct de K 1 par Gal (K 1 k ). Si x est un caractère de K1 ,  on
pose f (u )= x (g );  le caractère est dit régulier si x  /  x°, singulier dans le cas
contraire. S i x  est régulier, on lui associe la représentation 19x d e  0(Q)
définie par

(X(u) 0 (0 1 \
O ( )

e t i9,(a)=x(u)= x u
0).

Si x est singulier, on lui associe deux caractères du groupe 0(Q):

x±(u )=x(u ) et i9,±(a)= ±1.

On a et on a ainsi classé les représentations unitaires irréductibles
de 0 (Q ) .  Dans la suite il sera commode de prolonger un caractère unitaire x
de K 1 en un caractère unitaire, à. nouveau noté x, de

 K * .  S i  x est régulier,
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alors 0, est toujours sphérique et on vérifie de suite que

(2.1) (k* lk* 2 ) b q „ =b  Norm. (Klk).

Supposons maintenant x singulier et considérons la représentation N.
Pour qu'il existe un vecteur invariant par le centralisateur dans 0 (Q ) d'un
point x de k * ,  il faut et il suffit que x (x / .)-= s . Notons que x2 = 1 .  Si x est
trivial, alors Px -  n'est pas sphérique et P x+ est la représentation triviale. S i  x
est singulier non trivial, alors P x+ et P x -  sont toutes deux sphériques. Pour
xE K * , on pose 7),(x)=x(x/x). C'est un caractère de

 K * ,  trivial sur  k * ,  de
carré l'identité, constant sur chacun des ouverts  K ,  aEk*/k* 2 . On a

(2.2) (k*/k*2)bqKA =  {a a E  b Norm. (K * Ik * ) et 77,c1K.b= 6 }

oil, pour gEk*/k* 2 , on note K s l'ensemble des x E K *  tels que q,(x)=x.tE/3.
En appliquant le lemme 1.9, on voit de suite que lorsque K  varie ainsi que b
(modulo le groupe Norm. (K *Ik *), les différentes représentations 7r,2 ,,x sont en
général deux à deux inéquivalentes. Le cas exceptionnel est celui des repré-
sentations associées aux caractères singuliers non triviaux. Il a été étudié par
Shalika ([6]) e t  Casselmann (RD. Il y a effectivem ent des équivalences.
Nous y reviendrons plus loin.

Cas n = 4 .  Soient H  l'algèbre des quaternions sur k et q4 la forme quadra-
tique norme; elle est anisotrope et, à équivalence près, c'est la seule forme
anisotrope à 4 variables. Construisons son groupe orthogonal. Soit

0+ (Q)= {(x , y)EH* x H*1q 4 (x )= q 4 (y)}

Si

r((x, y)): h F-0. x - lhy

alors r est un homomorphisme de 0±(q4 ) dans 0+(q 4 ).

Lem m e 2 .1 . L'homomorphisme r est surjectif .

Notons que son noyau est l'ensemble des couples (t ,t) avec tE k* ; notons

Z  ce sous-groupe. Soit gE 0+(q4 ). Si h=g(1 ) alors hh=1 donc (h ,l)E 0 + (q 4 ).
Comme 1 est invariant par (h, 1)g, on peut supposer que g (1 )= 1 .  Par suite
g laisse invariant l'orthogonal de 1 c'est-à-dire le sous-espace des quaternions
de trace nulle. Soit h  un tel quaternion, h  I  O. S i  h' = g (h ) alors Tr(h )=
T r(h ')=0  et hh =h ' h ' donc h  et h ' sont conjugués par automorphismes intéri-
eurs. Ceci permet de se ramener au cas cil) h = h ' .  Si K = k (h ) alors g est
l'identité sur K .  Soit tE k *  n'appartenant pas au groupe des normes de K
relativement à  k  On peut réaliser H  comme l'algèbre des matrices

(x  ty \
x ,y E K .

L'orthogonal de K  est le sous-espace x=0  et g  est de la forme
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( x  ty) ( x  tai-1
\ \uy

où tiE K i . S o i t  a E K * tel que u=ald; on a

tiiy\ (à . 0 \ ( x  t y \  cd- 1 O \
\ u y  2 1  10 a ik y  . -xi1  O  a-1J

ce qui prouve que gEr(0+(q 4 )).
Pour xE H , posons a (x )= 2 . On a Det(a)=-- —1 et aE 0(9'4 ). Le groupe

0 (q4 ) est donc produit semi-direct de 0+(q4 ) et de Z2 {1,
On définit de manière évidente les représentations sphériques de 0+(q 4 ) et

de 0±(q 4 ). Soient D i  et 192 deux représentations irréductibles de  1 1 * ,
 d'espaces

respectifs F1 et F 2 .  Soit V=Hom e (F i , F 2 ). P oson s

U8 1 „9 2 (x,y)A =191 (x - 1 )A V2 (y), x, y E H  et A E  V .

On obtient ainsi une représentation irréductible de H* x H *  et toute
représentation irréductible de H * X H * est de cette forme. La restriction de
u,,,,, à. 0+(q 4 ) est triviale sur Z  si et seulement si 19 1 et 192 ont même restriction

k*. On obtient alors une représentation de 0+(q 4 ). Si h EH*, on a

0±(q 4 ) h = «X , y ) P1*  ><H *Iy=  xh } .

Si AEV—  {0} est invariant par ce sous-groupe alors, quel que soit xEH* ,
on a

9 i (x - 1 ) A ,9 2 (h- 1  xh)= A

et par suite A19 2 (1z- 1 ) entrelace 19 1 et 9 2 qui sont donc équivalentes. Comme
on cherche les représentations sphériques, on peut supposer que  191 = 192 ; soit
9 cette représentation, F s  son espace et Us= Us ,s. A la multiplication par un

scalaire près, l'élément eh  invariant par 0±(q4 ) 8  est unique; on prend e8 =-9(h).
Si 71 est un caractère de k * ,  on pose ni f (h )= 7 ) (a ) .  Les représentations U , et
U,9 0 „  ont même restriction à  0+(q 4 ). Ceci permet de se limiter au cas où-9 est
unitaire. Dans ce cas Us est unitaire pour la structure hilbertienne définie par

(AlB)=dim O r ' T r  A B *

et on a II e h 11 -=1 . Soit N , l'ensemble des éléments a de k*/k* 2 possédant la
propriété suivante: il existe hE H * tel que hh k* 2 =a  et x,(h)  I  0 où x,9 est le
caractère de V. P o u r  bEk*Ik* 2 notons xb  le caractère de k qui lui est associé

l'aide du symbole de Hilbert et 
X b ; H

 son extension en un caractère de H.
Soit N  le sous-groupe des éléments b de k*/k* 2  tels que les représentations 19
et 19 Xb,H soient équivalentes.

P ro p o s it io n  2 .2 . a ) N 9 est le sous-groupe de k*Ik* 2  orthogonal de N
pour le sy m bole de H ilbert. Pour tout aE(k*Ik* 2 )1N , soit V o le sous-espace de
V  engendré  par les v ec teurs 19(h) p o u r hhk* 2 E a .  L e sous-espace V o  e s t
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in va rian t pa r 0+(q4 ) et on  a  V = V . C o n s id é r é e  c o m m e  r ep r é s en ta t io n  d e
0+(q4 ) la  r es tr ic tion  po ,a d e  U V,  es t ir r éd u ctib le  sp h ér iq u e.

b) L es rep résen ta tion s po ,a e t  p,9,,a , so n t éq u iv a len te s  s i e t  s eu lem en t s i i l
ex iste un  ca ra ctère n d e  k* tel qu e i9 et .9 0  71„  so ien t éq u iva len te s  e t  s i d e  p lu s
a=a' .

c) T ou te  r ep r és en ta tion  sp h ér iq u e  d e  0+(q4 )  es t éq u iva len te  à  l 'u n e  d e s
rep résen ta tion s po ,„.

d) Si p est une representation sph ériqu e d e 0+(q 4 ) a lors les rep résen ta tion s
p et p°: gh-4.p(oga - 1 ) son t équ iva len tes.

e) S i p e s t u n e  r ep r és en ta tion  sp h ér iq u e  d e  0(q 4 )  a lo r s  sa  r e s tr ic t io n  p+
0+(q4 )  e s t  s p h é r iq u e .  S i  p+ e s t u n e  r ep r és en ta tion  sp h ér iq u e  d e  0+(q4 )  e lle

s e  p ro lon g e  d e  m a n ièr e  u n iq u e  en  u n e  r ep r és en ta tion  sp h ér iq u e  d e  0(q 4 ).
f) S i  p  e s t  u n e  r e p r é s e n ta t io n  i r r é d u c t ib le  d e  0(q 4 )  s a  r e s t r i c t io n  a u

sou s-g rou p e 0(q 4 ) h  co n tien t a u  p lu s  u n e  fo is  la  r ep r é s en ta t io n  tr iv ia le .

Rappelons que sphérique implique irréductible (par définition). La
démonstration de la proposition est facile; nous ne la détaillerons pas.

Remarques. 1) La proposition précédente reste valable pour k-=.R.
2) Il existe effectivement des représentations i9 pour lesquelles N , 9

k*Ik* 2 ; c'est même la situation générale.
3) A  19 est associée une représentation admissible irréductible V a  de

G L 2 (k) ([4]). Il n'est pas difficile de voir que

v9ls.L2(1c)=--- (11)
a E lV io

Cas n = 3 .  Soient H° le sous-espace des quaternions purs et q3 la restric-
tion de q4 à  H°. Une forme quadratique anisotrope a 3 variables est équi-
valente à  l'une des formes aq3 a E k *  .  S i hE H * , alors h–lxh
appartient à  0 4 - (q3 )  et il est bien connu qu'on peut identifier 0+(q 3 ) à  H *Ik*
Dans H ° ,  la symétrie par rapport  à  l'origine est de déterminant — 1 . On a
don c 0(q 3 ) =0+ (q 3 ) x Z 2 et on en déduit aisément qu'une représentation
sphérique de 0+(q 3 )  se prolonge de manière unique une en représentation
sphérique de 0(q 3 ) ;  on peut donc sans inconvénients remplacer 0(q 3 )  par
0+(q 3 )  et considérer 19 comme une représentation de 0+(q 3 )  c'est-à-dire de
H *Ik *; c'est ce que nous ferons.

Soit X  EH° ,  non nul. Son stabilisateur dans H  est l'ensemble des
éléments qui commutent a X  c'est-à-dire le groupe multiplicatif k(X)* cH  *
Soit T .  l'image de k (X )*  dans H *Ik *; c'est un tore de H*Ik* . Si Y est un
autre élément non nul de H° alors T x  et T .  sont conjugués si et seulement si

q3 (X)E q3(Y)k* 2• N o to n s  q u e  k (X )----= —  X )  et rappelons que q3 repré-
sente toutes les classes de k*/k* 2  sau f ce lle  d e  — 1 . Une représentation
irréductible de H *Ik* est donc sphérique si elle possède un vecteur invariant
par un tore.
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Proposition  2.3. S i i9 e s t  u n e  r ep r é s en ta t io n  ir r éd u c t ib le  d e  H *Ik * et
T  un  tore d e H*Ik* , a lo r s  le  so u s -e sp a ce  d e s  v e c teu r s  in v a r ia n ts  p a r  T  e s t  d e
d im en sion  au  p lu s 1.

Soit K  une extension quadratique de k ,  contenue dans H  et telle que
T = K * I k * .  Réalisons à  nouveau H  comme une sous-algèbre de M 2 (K ).
Soit uE K  tel que g= — u .  On a

( u  0\ ( x  t y \  (u- 1  0  \  (  x  — ty\
1 0  al \y 0  i i - 1 ) ) •

On obtient ainsi un automorphisme involutif 0 de H * dont les points fixes
sont exactement ceux de  K * .

 E n  p a rticu lie r  0  induit un automorphisme
involutif 0' de H *Ik *  dont le sous-groupe des points fixes est T.

Lem m e 2.4. Q uel qu e so it eEH*Ik* ,  on  a  0 '( ) E T 1 T.

Si

ty\

\
est un représentant de e dans H * ,  il faut montrer qu'il existe a et b appartenant

K *  tels que

( —ty\_ (a ( — ty\ (b
\ —y X / \ O  d) \—y x  ) \0

c'est-à-dire tels que abj-c= x  et d b y = y .  Si x  est non nul, on prend a = x  et
b=1/X ; si on prend a=b =1 .

Si f  est une application continue de H *Ik * dans C, on pose f(e)= A e-i) et
f 0 ( e ) =A9v) ) . Si f  est biinvariante par T  alors f = f 0 et on en déduit que
l'algèbre de convolution des fonctions biinvariantes par T  est commutative
ce qui implique la proposition.

Il reste à  déterminer les représentations sphériques. Commençons par
le cas des caractères. Soient Ti un caractère de k *  et 71H =noq 4  le caractère
correspondant de

 H * .
 Pou r qu e 71H  soit trivial sur  k * ,

 il faut et il suffit que 77
soit trivial sur k* 2 c'est-à-dire soit l'un des caractères x b associés au symbole
de Hilbert. Considérons alors le caractère Xb j i  comme un caractère de
H * Ik *  . Prenons b  I  k* 2 . Pour que x "  soit trivial sur le tore centralisant
un élément X  non nul de H° il faut et il suffit que xb  soit trivial sur le groupe
des normes de  k ( ,I— X X ) c'est-à-dire que —X2rk* 2 - - b .  Il en résulte que
X b,H  est sphérique et que

(k*Ik* 2 — {—a} s i  b=k * 2

(2.3) (k*ik*2)aq3,Xb,H= 
— a b s i  b  I  k 2  .

Supposons maintenant que l9 est une représentation irréductible de H*Ik* ,
de dimension au moins 2. Si la caractéristique résiduelle p  de k  est différente
de 2, alors on sait construire ces représentations. A chaque représentation

h=
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est associée une classe d'extensions quadratiques d e  k; soit  a(9 )  l'élément
correspondant de k*Jk*2. O n  a  donc 3  séries de représentations. D e  même
si T  est un tore de H*/k*, son image réciproque K * dans H  est le groupe multi-
plicatif d'une extension quadratique  K = K *  U {O} de k; soit a (T )  l'élément
correspondant de k*/k*z.

Théorème 2 .5 . (p  / 2) S o i t  - 9  u n e  r e p r é s e n t a t i o n  i r r é d u c t i b l e  d e
H*/k*. S i  T  e s t  u n  to re  d e  H * / k *  a l o r s  .9  T  c o n t ien t  l a  r ep r é s en ta t io n
tr iv ia le  de  T s i  et s eu lem en t s i  < a(9)a(T )> k= — l.

Nous n'avons pu démontrer ce théorème que par une vérification cas par
cas reposant sur la construction explicite des représentations. B i e n  qu'élé-
mentaire, la démonstration est trop longue pour pouvoir être donnée ici.

Corollaire 2 .6 . (p  / 2) T o u te  r e p r é s en ta t io n  ir r é d u c t ib le  de
 H * / k *  e s t

sphérique.

En fait, si dim. ( 9 ) > 1 ,  il y a exactement deux classes de tores pour lesquels

9 possède des vecteurs invariants.

Remarques. 1 )  A p rè s  en avoir discuté avec l'un d'entre nous, Shimizu
nous a signalé qu'il avait vérifié le théorème à l'aide de la table des caractères
des représentations de H*/k*.

2 )  Pour p=2, il est probable que a(i9) peut encore être définie  pour
presque toutes les représentations  de H*/k*, le théorème restant valable. L a
situation est moins claire pour le nombre fini de représentations "extraordi-
naires" auxquelles on peut s'attendre. Notons que le problème est plus ou
moins équivalent au problème analogue pour les représentations de  5L 2 (0 ).
On veut maintenant étudier les équivalences possibles entre les représentations
7TQ , associées à des formes quadratiques non équivalentes. Nous partirons
des remarques suivantes. Soient (E i, Q i)  e t (E2, Q2) deux formes quadrati

-tiques anisotropes. Un opérateur d'entrelacement entre e t  IT Q , correspond
de façon naturelle à  une distribution sur E = E 1 E 2 invariante par ir  o u
R = Q 1 (—Q 2 ). Pour étudier ces distributions, on peut par exemple choisir
une autre décomposition de R  et se ramener ainsi à un cas plus simple. Par
exemple ceci permet de ramener le  cas des formes à un nombre impair de
variables à celui des formes à  un nombre pair de variab les. D e  manière
plus précise soit Q  une forme quadratique non dégénérée, anisotrope ou non,
sur un espace vectoriel  E . Considérons la représentation r r Q  de G  dans S (E ).
On la prolonge à  S '(E )  en posant

<ITQ (g )T ,f> = < T , 7rQ ( g 1)J> .

Cela revient en  fa it à  prendre la contragrédiente deA v e c  c e t t e
convention S (E )  devient un sous-G-module de S '(E )  (rappelons que d X  étant
canoniquement choisie, S (E )  est plongé dans  S '(E ) ) .  S o ien t a lo rs  Q i  e t
Q 2 deux formes quadratiques non dégénérées sur des espaces vectoriels E i
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et E 2  respectivement. Soient E = E i 0 E 2  e t Q = Q i(j)(—  Q 2 ). S i u n e
application linéaire L  de S (E i) dans S '(E2 ) commute à  l'action de G  alors

(fi., /2) <L(fi.),12>

est une forme bilinéaire sur S(Ei) X S(E2) donc définit une distribution S sur
E .  La propriété d'entrelacement de L  signifie que S  est 7rQ -invariante.
Inversement une telle distribution S  détermine un opérateur d'entrelacement.
Remarquons que, comme S(Ei) est contenu dans le sous-espace des vecteurs
différentiables, il en est de même de l'image de L ;  autrement dit si T  appar
tient à. cette image, alors l'application gq--).77-Q 2 (g )T  est localement constante.
Si maintenant Q2 est anisotrope alors une variante de la démonstration de la
proposition 1.2 montre que TES(E 2 ). E n fin  s i Q 1 e t  Q2 sont anisotropes
alors 7rQ 1 9 , est équivalente à  77.Q 2 ,,2 si et seulement s'il existe une distribution S
sur E  qui soit 7rQ -invariante et qui, sous l'action du sous-groupe 0(Q 1 ) X 0(Q 2 )
de 0 (Q ) se transforme suivant la représentation 0 1 9 2 . N o ton s  x  et y les
coordonnées canoniques de k et considérons la forme quadratique r(x, y)=xy.

Proposition 2 .6 .  S i E  e s t  u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  d e  d im en s io n  2, m un i
d 'u n e fo rm e quad ra tiq u e an iso trop e Q, a lo r s  dim.Hom G (S(E), S'(k 2 )) =-1.

Pour étudier r , on fait une transformation de Fourier partielle. Si on
pose

f(x , f so(x, 71)7(77, y)dn çoE c_5(k2 )

alors on obtient un nouveau modèle fr r  de 7Tr . Comme 2 est pair, on peut
considérer ces représentations comme des représentations de SL2(k) et un
calcul bien connu donne

7r 
a  b

[ ( c  d )
f(x, y)=f(ax-i-cy, bx+dy).

Soit L  une application linéaire de S (E ) dans S'(k 2 ) qui entrelace 77Q  et frr .
Si goE S (E ) alors l'application gi--o-fr r (g)L(99) est localement constante. Par
suite, la restriction à  k2 — {0} de L(go) est une fonction P o s o n s

U(yo)=F,(0, 1).

La forme linéaire U vérifie U(r(u Q)ço)= U(so) donc est de la forme C8 où
8 est la measure de Dirac à  l'origine de E .  On a alors

F,((0, 1)g)=C(7r Q (g)so)(0)

d'où, explicitement et en notant —d le discriminant de Q,

F(x, y)=-- Cy(Q) 3 x4 (x)1 x f  E w(x)T( y x - 1  Q(X))d X

CV(Q) 4 X4(Y)I YI - 1  f  0 (X ) 1"( — xY- 1 Q(X))dX-E
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En particulier, on a une majoration de la forme

inf (1 x1 - 1 -, ly1 - 1 )

ce qui montre que F ,  est localement intégrable dans k 2 . Par suite si L' (ço) = F
dx dy  alors L ' entrelace 77-,2  et le prolongement de oit,. S '(k 2 ). Soit L "=L — L ' ;
pour tout ço , LA O est un multiple de la mesure de Dirac 8' à  l'origine de k 2 .
Il existe donc une forme linéaire  U '  s u r  S ( E )  telle que L" (y0)=- U ' (ço)5'
Comme 8' est invariante par fr,., la distribution U ' doit être invariante par 71-Q
et comme Q est anisotrope, on doit avoir U '= 0  donc L = L ' ce qui implique
la proposition.

On va en tirer deux applications.

Corollaire 2 . 7 .  Soient a, b, c , trois élém ents de k*Ik* 2  tels que cErk* 2  e t
que a=— bc. L es représentations 77"—c i a t et v b a sont équiv alentes.

En effet, considérons la forme quadratique R =aq 1 C)(— bq 3 ). C'est une
forme non dégénérée à quatre variables. Comme cEr k2 , la forme bq3 représente
a et R  admet une décomposition de la forme 12,--1-C)(— Q) où Q est anisotrope
binaire. En appliquant les remarques qui précèdent la proposition 2 .6 , on
voit que l'espace des opérateurs d'entrelacement de 7T a q ,  e t d e  77-b q 3  est de
dimension 1. D'après la proposition 1.10, la représentation 7,-tq ,  n'est pas
équivalente à  une sous-représentation de 77-b q  d on c  v cr

-
q ,  est équivalente à. une

sous-représentation de 77-b q a  c'est-à-dire à. l'une des représentations 7rb q , . De
plus on doit avoir dim (-9) = 1 .  Le lemme 1.9 et la formule 2.3  montrent alors
que '9 = X , •

Considérons maintenant le cas envisagé par S h a lik a  e t  Casselmann.
Soient K  une extension quadratique de k  e t bEk * ;  soient x  un caractère
singulier non trivial de K I  e t  s= + 1 .  O n a posé 71(x )=x (x /.t); c'est un
caractère de K * trivial sur K 1 k*K* 2 . Si N K  est le groupe des normes de K *,
modulo k* 2 , alors il existe un caractère v  de N  K  tel que 17(x)=1.i(x.e* 2 ). De
plus v est non trivial et la correspondance entre v et x est bijective. O n  a

M-=-(k*/k* 2 )b q , ,ex = la E  k*lk* 2 1abEN K  e t  v (ab)=4 .

Soient K ' et K "  deux extensions quadratiques de k ,  non isomorphes,
h' et b "  deux éléments de  k * ,  x '  et x" deux caractères singuliers non triviaux
de K 1 et r e s p e c t iv e m e n t  etc.... Pour que 77-v q „ , , , ,  soit équivalente

il faut que Notons que si r  est le nombre d'éléments
de k*/k* 2 ,  alors M ' e t M "  ont r/4 éléments. L'égalité M '= M "  implique
donc que

M '=M " =b 'N .„, n b " N i c y .

Mais ceci détermine complètement x', x", s' et E". E n  e ffe t // et s' doivent
vérifier

L /(bilF )= 2/ (N 1 , n b'b"N
Or N  n N  est un sous-groupe d'indice 2 de N i c

, donc il faut prendre
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pour II l'unique caractère trivial sur ce sous-groupe et s' =1 (resp. e '= — l)  si
b 'b "E N ,„  (resp. si b'b"1$ N K "). Dans le corollaire ci-dessous x ', x", 1.)"
sont supposés ainsi choisis.

Corollaire 2.8. (Shalika-Casselmann) L 'esp a ce  Hom G (7rb , q ,,, 7rb ,,q ,„ ) e s t
d e d im en sion  1 . L e s  r e p r é s e n t a t i o n s  7rb ,q ,,,1 ,, e t 77 s o n t  éq u iv a len te s .

Compte-tenu du lemme 1.9  et des remarques qui précèdent, la seconde
assertion résulte immédiatement de la première. C on s id éron s  la  fo rm e
quadratique

R = b 'q ,,C )(— b "q ,„ ).

Si K'=-4(,/a' ) et K" =k(i 1 a " ) ,  posons a=a` a" , K = k (il a )  et choisissons
bE k* tel que <alb> k=<-1I —1> k h (R ) o i h (R ) est l'invariant de Hasse de  R .
La forme

R' =r G ( -  bqK )

a même invariant de Hasse et même discriminant que R ;  elle lui est donc
équivalente. Il suffit alors d'appliquer la proposition 2.6.

Il y a un deuxième cas  à  examiner. Soient a  et b deux éléments de k*
tels que ak* 2   I  bk* 2 . On cherche les opérateurs d'entrelacement de  7 T  q ,  et de
7T bqs . Bien que, au moins pour p   I  2, le résultat soit probablement très simple,
nous n'avons pas réussi à  expliciter les équivalences possibles. Notons
toutefois que la forme quadratique R=.--aq3 ( - b q 3 ) est équivalente à  la forme

q4 C)(—cq K ) o i K = .-k(,I —ab) et où c est tel que q , ne représente pas ac. Ceci
permet de se ramener  à  comparer les représentations construites à. partir des
cas n = 2  et 4. En utilisant les résultats de [4 ], on en déduit en particulier
que l'espace des opérateurs d'entrelacement de 77 a q 3 et de 7rb q s  est de dimension
infinie. Notre dernier objectif est d'établir le théorème suivant.

Théorème 2.9. S u p p o so n s  la  ca ra c té r is t iq u e  r é s id u e lle  p  d e  k diff érente
d e  2. S i  7 7  e s t  u n e  r ep r é s en ta t io n  d e  ca r r é  in té g ra b le  d e  G, n o n  t r i v ia l e  s u r  l e
n o y a u  d e  l' homomorphisme ca n o n iq u e  d e  G  su r  SL2(k), a lo r s  i l  e x i s t e  u n e
r e p r é s e n ta t io n  i r r é d u c t ib le  ,9 d e  H *Ik * e t  aEk* t e ls  q u e  7r s o i t  é q u iv a len t e  a
7r.q2„9.

Pour le démontrer nous allons calculer la mesure de Plancherel de G.

§ 3 .  La formule de Plancherel.
Notons e  l'élément neutre de SL 2 (k). Une fonction f ,  définie sur G est

dite paire (resp. impaire) si f(g[e , f ( g [ e  , 1 ] )  (resp. f(g[e, —1])= — f(gle ,
1])). On désire établir la formule de Plancherel pour les fonctions impaires.
Bien qu'élémentaire, la démonstration est assez longue; nous la diviserons en
plusieurs étapes.

1. Moyenne sur les orbites hyperboliques.
Si g-=(cr, e) appartient à  G, on dit que g est hyperbolique si a  est semi-
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simple et a ses valeurs propres dans k. On note Gh l'ensemble des éléments
hyperboliques. Si tE k*, on pose

et on note A  l'ensemble des (at , e). C'est un sous-groupe fermé de G .  On
prendra garde que (a t , e) - 1 =(a t -i , s<tl - 1 >).

L em m e 3.1. a) S i g=(cr, c g ) est hy perbolique, et si t est v aleur propre
de a , alors g est conjugué de (at , +1 ) ou de (a t ,  —1); s i  tEk* 2 , alors g  est
conjugue de (a t , c g ).

b) (at , e) et (at', e') sont conjugués si et seulem ent si e=e' e t t = t ' ou t- 1 .
c) S i t  I ± 1 , le centralisateur de (at , e) dans G est A .

C'est immédiat.
Un élément de Gh est dit régulier si ses valeurs propres sont distinctes

c'est-à-dire différentes de + 1 .  Les orbites hyperboliques régulières sont donc
paramétrées par (t, e l avec t  I 1 et (t, e) • • (t , e ).

Soit K le sous-groupe compact maximal de G image réciproque de SL 2 (0).
Soit

N = { [ (01 n1)' 1 1

 

nEk}.

C'est un sous-groupe fermé de G  et on a la décomposition d'Iwasawa
G =N A K , avec les relation usuelles de commutation. On choisit arbitrairement
une mesure de Haar de K .  Si d i' est la mesure de Haar de k, autoduale
relativement à r, on pose d*t=dt/Itl et on normalise comme suit les mesures
de Haar de A  et de N .

f  Af a )d a = f k .cfccat , 1))+A (at, —1)))d* t

f  Nf(n )dn= f kf  ( [ ( o
l  u

i ),1 ])du.

On sait que dg=dadndk est une mesure de Haar de G .  Comme K est un
sous-groupe ouvert compact on a deux mesures sur K, à  savoir dk et dgitc-
Elles sont liées par la relation

(3.1) dg K = 2 vol (0*)vol (0)dk.

Pour éviter des confusions, si U est une partie mesurable de K , on pose

volG ( U) = f u dg et volK  ( U )=  f u dk.

Les mesures d g  et d a étant ainsi choisies, on munit A\G de la mesure
quotient dt.
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Lem m e 3.2. a )  Soien t t ± 1 e t + 1; poson s a = (a t , ). S i !  E 2 ( G )
a lo rs la  fon ction  g i — ). f(g - l a g )  e s t lo ca lem en t con s ta n te , in va r ia n te  a ga u ch e
par A  et a support com pa ct m odu lo  A . D e p lu s l'a p p lica tion

i f f ( g - la g ) d g
A\G

e s t  u n e  m e su r e  su r  G , in v a r ia n t e  p a r  a u tom o rp h ism es  in té r ieu r s  e t  d o n t le
support est I' orb ite aG de a.

b )  Si f  E g (G ) ,  a lors

f  c h

f(g )d g -= 1 / 2 1 It—t- 1 12 d a ff ( g - la g )d g .
A\G

Notons tout d'abord que l'orbite aG  est fermée. En effet comme
G = A N K , on a

aG=k - in - la n k  k E K , n E N

et, K  étant compact, il suffit de prouver que {n - la n In E N }  est fermé. Ce
dernier ensemble n'est autre que aN  qui est bien fermé. De manière précise,
on a

(3.2)
[ 11[(10  t ? 1 ) e ] [ ( 10 u1)

il

ir 11 7,1(1 — t - 2 )\

t - l ) ' ] [ 1 3 1 )

[ ( t

L'orbite aG est donc localement compacte et par suite l'application
canonique de A\G sur aG est un homéomorphisme. Le premier point du lemme
en résulte. Pour le deuxième, notons que si f  est impaire, les deux membres
de la formule à  démontrer sont nuls et si f  est paire on se réduit à  l'assertion
analogue pour SL2(k).

Puisque d g= d a d n d k , on a

- f(k - ln - la n k )d k d n
f t l \ G  

f ( g l a g ) d g =
KxN

et, en utilisant la formule (3.2), ceci peut s'écrire

f A \ G

f ( g - l a g ) d g =  t 2 1  I f(k -ln ak )dk dn .
KxN

On pose

(3.3) F f(a)—Itl - i f i ( x N f k - lnak )dkdn a= (a t, E)

et on a

(3.4) f  G h f ( g ) d g = -1 / 2 f F t (a)It— t - lI da.
A

Lem m e 3 .3 . S i f E .O (G ), a lo r s  F f E 0 (A )  e t  F f (a t ,e )= F  f (a r i,  ). S i
f  est im pa ire, a lo rs F f (a t , —F f(at,1).

i ]
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C'est évident. Dans la suite, on considère  à  peu près exclusivement
des fonctions impaires; pour une telle fonction, on pose

F f ( t )= F f (a t , 1).

2. La série principale.
Son étude a été amorcée par Gelbart et Sally [3]. On considère le groupe

abélien A. Il a deux séries de caractères. La première série est formée des
caractères valant + 1 au point (e, —1); les représentations associées correspon-
dent à  la série principale de S L 2 (k ); elles n'interviendront pas ici.  L a
deuxième série est formé des caractères

a t , e) ea(t)/a(1) x(t)I t

x est un caractère unitaire de k* et s un nombre complexe. Soit  0
des applications f  de G dans C, localement constantes et telles que

f ( n (a t , e)g)-= sa(t)/a(1) x (t) tls+ lf(g).

Par translations à  droite, on obtient une représentation admissible
de G .  Dans le cas unitaire, Re(s)=0, ces représentations sont presque toutes
irréductibles. D'une manière générale, on note e„ le caractère distribution
d'une représentation admissible or de G .  En procédant comme d'habitude,
on obtient le résultat suivant.

Lemme 3.4. Si f  E 2 (G ) , alors

e , , ,8 ( f )= 1 A F f(a t, e)sa(t)/a(1) x(t) I t 'da.

Si f  est paire, on obtient 0  et si f  est impaire, on a

(3.5) ex,s(f)=2f k *F f(t)a(t) I a(1) x(t)lt 1 8 d * t.

Si on pose

(3.6) if(X, 3.) = fk*Ff(1 )X (t)It18d* t

alors

(3.7)
a '/ 2a e l e / k . 2E  0 , s ( i )= 2 E  -ÊtGaa, s).

Nous aurons besoin d'étudier en détail le cas où x= x a  est l'un  des
caractères associés au symbole de Hilbert et où s=1/2 ou — 1/2. Reprenons
les notations du § 2 .  Soit u k* ; posons, pour so S(k),

f(g )= 7 7 -,,(g )9 9 (0 ).

Comme ça est un vecteur différentiable de rr_a g „ la fonction f  est localement
constante et, à  l'aide de la formule (1.4), on vérifie qu'elle appartient à...0,„,_„ 2 .
L'application c o m m u t e  à. l'action de G et son noyau est un sous-espace
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invariant qui contient les fonctions impaires sur k. Comme cette application
n'est pas nulle son noyau est exactement le sous-espace des fonctions impaires.
La représentation 7riv q , est donc équivalente à  une sous-représentation de

Xu,-1/2 soit Vi Œg),_ 1 ,2 le sous-espace invariant correspondant. Soit -tri q3 =11-;
7r,q , ,s 0  OÙ 190 est la représentation triviale de 0(uq 3). On montre de la même
manière qu'elle est équivalente à une sous-représentation de la représentation
7rx „ , v 2 ; s o it  V3 — — X u ,1 / 2  Je sous-espace invariant correspondant. Exactement
comme pour SL2, les représentations 7rx ,, et s o n t  contragrédientes. La
dualité peut-être obtenue par intégration sur K  mais il nous sera plus commode
de la prendre sous le forme

et w = [ (  ° 1 10)'
< f  '>  =  N f (w n )f  ' (w n )d n , f f  'E  g x ,_R

Proposition  3.5. L 'orthogonal de V 1 e s t  V3.

On va passer par l'intermédiaire du modèle de Kirillov. Un élément f  de
est déterminé par sa restriction à. w N ; posons

(w[ (01 x i )  ii)
Soit „A l'espace vectoriel des fonctions tk. A l'aide de la relation

1 0 1 0 1  x

[
1 =1

 1 = 1 (  

x

 10  1 ) 1 [ ( -0x  —x - i) 1> 17v [ (0 1 )  11

on montre que A  est l'espace vectoriel des applications tif de k  dans C,
localement constantes et ayant la propriété suivante: il existe une constante C
telle que, pour x ! assez grand, on ait

0(x )-=Ca(x)x„(x )ix  — 3/2 .

En modifiant C, ceci peut s'écrire

tlf(x) = Cy(uxq 3 ) xl — 3/2I  x i grand.

Sur H ° considérons la forme quadratique Q =u9 3 ; les mesures invariantes
étant choisies comme au §1., posons

114(Y )= f Q ( h ) = Y 4 9 ( Y ) d P - Y ( h ) S D E S ( H ° ) .

n =

[ ( 1 0  x 1 )  , 1 1

.11-1,(x )=- f  a o y9(h)T(xQ(h))dh

=Y (Q) - 1 1 TQ(wn)ço(0 ).
Soit SQ (k) l'im age de (.5(H ° )  par l'application ço M .  L 'id en tité

Si

on a
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précédente montre que SQ (k )Œ ,A . Notons la transformation de
Fourier inverse.

L em m e 3.6. S i tliE ,A  a lo rs O E S Q (k) s i e t seu lem en t s i - u k . 2 =  O.

Rappelons que Q  représente t E k* si et seulement si t Er — u k * 2 . soit
L c1-1° un réseau; si f  est la fonction caractéristique de L , on pose M,=-Aff .
On a

L T (x Q (h))dh=Y (x 01x 1-'2 f Q(h)lx )dh

donc, pour x  assez grand

ii . .L.(x)=CY(x0lx1 - 3 / 2 a v e c  C  /  O.
Par suite

S (k ) e t j =  C  L C) S(k)

Si sbE S Q (k) alors 0- E S Q (k) et comme Q ne représente pas —uk* 2 ,  on a
Ijl_uk* 2 = O. Réciproquement supposons que i i i i _ u k * 2 - 0 .  C o m m e  t/JE ,A , on a
une décomposition de la forme

0 = C R L --F0' où 0'E S(k).

La fonction M L  est nulle sur —uk* 2 ; il en est donc de même de la fonction
Comme l'A' est constante au voisinage de 0 elle appartient à. 2(C k *(—uk* 2)).

Or ce dernier est contenu dans S Q (k) (151 th. 2.4) et /14-L E SQ (k) donc 0  appar-
tient à S Q (k).

Si on identifie O x „,1 1 2  e t  A ,  le lemme précédent signifie que V 3  est le
sous-espace des fonctions dont la transformée de Fourier inverse est nulle sur
—uk* 2 . Déterminons maintenant l'orthogonal de V 1 . La fonction
orthogonale à. V1 si, pour toute fonction soES(k), on a

k
1

tlf(x)77-_„q,(w[(
x

 ) ])ço(0)dx =0
 0  1

Ceci peut s' écrire

tli(x)dx f yo(y)r(— uxy 2)dy = o.
Les deux fonctions étant intégrables, on peut appliquer le théorème de

Fubini:

ik
Sc(Y)tif(—uY2)dY=0.

La fonction so étant quelconque ceci équivaut  à rj: I -tac' =O.

C oro lla ire  3 .7 . L a  rep résen ta tion  q u o tien t d e  G  d an s  .W 1 12/ v i est
équ iva len te a  7rt g 8 .

Il su ffit de  noter qu e irt q a étant unitaire, elle est équivalente à  sa
contragrédiente. On a donc la relation

est
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e =
7Txu,-1/2 x.,1/2—  71.± I

+  0
7r,

-
litqa.

3. Les distributions  T .
Soit G+ , l'ensemble des éléments g=(cr, Cg ) d e  G  tels que Tr(a — I d )  soit

un carré dans k*. Soient G+
71= G+ n G" et G +8  =G+ n Ge 0 i) Ge est l'ensemble

des éléments g elliptiques c'est-à-dire tels que a n'ait pas ses valeurs propres
dans k.

Lem m e 3 .8 . a )  Pour qu'un élém ent hy perbolique appartienne a G+ ,
il . faut et il suf f it que ses valeurs propres soient des carrés.

b) S i gE  G ±  alo rs  Tr (cr— Id ) appartien t h  0  et n'appartient Pas iz169) .
c) S i g=  (a , e) EG +, alors pour tout g' =(o-' , e'), on a g' gg' - 1 a a ' - 1  ,  e ) .

Soit g = (o- , e); si g  est hyperbolique et si t est une valeur propre de a, alors
Tr(a— /d)=t+t - 1 -2 = -(t-1 ) 2 ,/t donc gE G+  si et seulement si tEk* 2 . S u p
posons maintenant g  elliptique et soit K  une extension quadratique de k  telle
que les valeurs propres de g  appartiennent à K .  Ces valeurs propres sont
conjuguées et de module 1; il existe donc x E K *  tel que les valeurs propres
de g soient x/i- et S o i t  ttE k *  tel que K = k (il  u ) et posons x=a+b,1  u .
On a

Tr (cr-

Si gE G+ , on a donc

4b2 u=A 2 (a2 —ub2 )  où AE k *  est tel que A2 =Tr(a—Id).

Ceci peut s'écrire

4b2u(1-1-(A/2) 2 ) =A 2 a2 o ù  b2u(1±(2/A) 2) =a 2 .

Comme u n'est pas un carré, on doit avoir

1±(A/2) 2 Erk* 2 e t  1+(2/A) 2 k* 2 .

Mais 1+4.Ç.Pck* 2 donc

()i/2)2 EE42 et (21A)2 GE42
c'est-à-dire

A2 E162 et A2 0.

En particulier si p  I  2, alors on aura T r(a — / d )E 0 *.
La troisième assertion du lemme signifie que, considérée comme fonction

de g ,  e  est centrale sur G+ . Pour le vérifier il suffit de le faire pour un
( a  b )

dreprésentant de chaque orbite contenue dans G+ . Posons a = et soit Qc 
l'ensemble des g tels que c  /  O. L a  réu n io n  QG des classes de conjugaison
qui rencontrent D  a pour complémentaire le centre de G. Il nous suffit de
considérer les orbites qui rencontrent Q. Elles admettent un représentant de
la forme xzzi- 1  an , c'est-à-dire de la forme
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[ (0 t :4 1 ) , e i

et les orbites contenues dans G+ sont celles pour lesquelles uœ2E k* 2 . On
effectue alors un calcul direct  à  l'a ide de la défin ition  du 2-cocycle; nous
omettrons les détails.

Si x  est un nombre complexe de partie réelle positive, on pose

T ( f ) --- f G " f (g)e g ITr (ag —I d ) I x d g  g =( c r g ,e g ) , f  E g(G).

D'après le lemme précédent, la distribution 7; est centrale.

Proposition  3.9. S i f  G O (G ) ,  alors T x ( f )  se prolonge en une fonction
méromorphe dans C avec au plus des poles simples pour qx+1 = ± 1 .

En séparant les points hyperboliques et elliptiques, on a une décomposition
T x = T x e+ T x h. Si g E G + '  alors I Tr (cr — Id)1>1161q . Ceci reste valable sur

G± . Comme la frontière de G± e est de mesure nulle, on a

Tx e ( i ) =  f_ f (g)eglTr (ag — Id)ixdg
G risupp(f)

et par suite, T e ( f )  est une fonction entière de x. Notons que, si p 2, alors
T x e est indépendante de x.

Si f  est paire, alors T x ( f ) =- - 0 .  Supposons donc f  im pa ire . S o it r  le
cardinal de k*/k* 2 . En appliquant la formule (3.4), il vient

T ,h ( f ) = k f f ( t ) I t+t - 1 - 2 1 x 1 t_ t - i l  d* t

E f
k  F f (t)Xa (tY t+/ - 1 -21x1t— t - lI d * t.

a .

Pour N  entier positif, soit

(0 s i  ord(t)1>N
(A w (t)= It+ t - 1 -21x1t— t 1 1 s i  lord(t)i

Les fonctions 4  et Ff Xa  appartiennent à (9(k*); on va appliquer la formule
de Plancherel; posons z  = qs et notons (x, z ) au lieu de (x, s). Pour N  assez
grand, on a

T x h ( f ) = ( 1 1 r)  L . F f ( t ) X a ( t ) t k , , , , ( t ) d *  t

=(rvol(0*)) - 1 - E (1/2i7r)f lxa,x,a Izi=i
1)11;N(x, z)dzlz.

Dans cette somme, x parcourt un système complet de représentants de 'k*
modulo le sous-groupe des caractères non ramifiés. Notons que F f ( t ) =F f (t - 1 )
et donc que t 'f (x - 1 Xa, z - 1 ) = 14'.f(XXa, z ). Calculons 4 .  On a
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e t

i N , 2 )=
f ord(,), 5N-1gCY I t+ t - 1 - 2 1x 1t— r i ll i lsX(t )e e t

=
lv I 5N-11 ord(t)=v E

Commençons par le terme v=0.

Lemme 3 .1 0 .  S i

c(x, x )= f o . t 2x-Fi x(i.)d* t Re(x)>0

a lo r s  c(x, x) s e  p r o lo n g e  en  u n e  fo n c t io n  méromorphe d a n s  C .  E l l e  a d m e t  u n
p o le  a u  p o in t x s i  e t  s eu lem en t  s i  qe+1 = ± 1 ;  ces p o le s  son t s im p les .

En effet, au voisinage de 1, la fonction 1t+11x(t) est constante et égale
121. La fonction c(x, x) est donc la somme d'une fonction entière et de

1211e * t12x+2d*t=2 vol (0*)10 _ q-2(x+n) .

Avec un peu de patience, on peut achever le calcul de c(x, x ); donnons le
résultat pour p 7 L-2 et x=-1/2 ou —3/2. Ce sont les seuls cas dont nous
aurons besoin.

Si x est ramifié soit 1 + 2 " ) son conducteur; si x est non ramifié, on pose
o(x)=0.

Lemme 3.11. On a

c(x, _ 1/2) _ vol(0*) ><
si o(x)=0

q —1 qa--20(x)x(_1)/(q +1) s i  o w >1

c(X, —3/2)_ vol(C9*) x
 — (3 q+ 2 )/(q+ 1) si °(X)= 0

i_ x (-1 ) q3-2o(x)/(q +1)— q0(x)-1(9.+1)

Il nous reste à  étudier les termes v  /  O. O n  a

ord(t)---v
ford(t1=v1t+t-1-21x1t—t-1 l!tIsx(t)d*t=9.1c(x+i)-v 8

f
X(t)d * t

Si x est ramifié, on obtient donc O. Si x est trivial, il vient

VO1 * ) e [ q - 8
aN(Z+1-8) 8 1_  q N(X+1+8)1

+ l
1 _ qX+1-3 q 1 9 X+1+8

En appliquant la formule de Plancherel, on a donc obtenu

1 E   c (,P f ( x x „ ,  z ) d z / z
r vol (0 * ) x , a  2ir
+ ( 1 ,r ,E  q x+i z \ F i  (q x+i i , )N +, 1 1  (q z.+1.1.z Ni dzlz

I )  a  2in- J  i z i= i )1_2(1—qx+11z)

• • •

si °(X)> 1

Txh(f  ) —

Comme FfES(k * ), on a P1(x,.)=0 pour presque tout x. De plus Pf (x, z)
est un polynôme en z et 1/z. La formule précédente montre donc que  T h ( f )



R eprésentations supercuspidales du groupe métaplectique 595

se prolonge méromorphiquement, les seules singularités étant des poles sim
pies pour qx+1 = ± 1 .  On va poursuivre les calculs dans les deux cas x = — l/2
et x=-- - 3 / 2 .  Si f  est fixée, l'expression obtenue est valable pour N  assez
grand et est alors indépendante de N .  On va faire tendre N  vers l'infini. S i
x -= -3/ 2 , les deux progressions géométriques ont pour raison respectives
q- 1-'2 1z et q-

1 / 2 z .  Pour IzI =1, elles convergent uniformément. A la limite,
on obtient

1 
" 3 / 2 ( f )  rv o l ( O * ) R  e (X '

 —
3 / 2 ) fz1=1 --

F A X a , z)dozlz

-1 / 2  0
f  X a , 2 . ( 1 _ 9 . - 1 / 2 1 z )  ± z - 1 / 2 i d z i z1— zq

1 
+ (lir )E  q

9 ) [a a_,Z.77" Iz1=1

Si x = -1 / 2 , ces progressions divergent. On a alors

E  9 1 / 2 f
1 — ( q 1 / 2 z ) N i

dzl z
a z )[ 1

(671 / 2 / z ) N

z q i . /  2 - r- Z  1 _  z  0/ 2

(qi./2z)N
=E q 1/2 1 tif(Xa, 2.)  1z-0:91v/12,/22/:

a
d z lz +E  q172) dz.

a z i=a e 21 , 1=1,q1 — z--F.T(Xa, z)

En passant à la limite, on obtient

1 1 E  9 1/ 21 Pf(X a,z) z (1_91,212,)dz lz+E a 1 / 2 f
f (X a, z ) 1_ z 9 ,1/2

d z .

a ! z 1=a a  7 i z i = i i a

En appliquant le théorème des résidus, on obtient finalement

" 1 / 2 ( f ) —  rvo ll( 0 * ) R  c (X ,2i7r1/2 ) f ,z1
1/2

=i-Èf(XXa, z)dzlz

g 1 1 4--(1/r)E „., . f -F." f(Xa, z) 1 / 2  +  - 1 1/2 dzlz
izi----1 z— q z  — q

+(21r) a  Z e n .E - 't.f(Xa, q 1/2 ) .
a

En introduisant les caractères de la série principale et en untilisant le
Corollaire 3.7, on obtient le résultat suivant.

Proposition  3 .1 2 .  On a

1 
( 6.(XXcc, — 3/2 )), 1 f (f )dz lz" 3 / 2 ( f ) —  2r vol(0*) z i 7 r  iz1=1 x's

a-1/2 1 1  1-(1/2r)E e [ z
r

a, Gin' 1,1=i 9-1/2 z - 1 q - 1 / 2 ]d Z  Z

et
1 E  Ec(XXa,T 1 1 1 / 2 ( f )  2 r  v o l(0 * ) —1/2))(

x a

91/2 \  1 1  + (1 / 2 r )   eTrxa 8Cir ) [ z _ q - 1/2 z - 1  9 1/2] d 2 1 2.
z1=1

1- (1/r)E (0,74-i g 1 +0, 71q 3 ).
a
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4. C a lcu l d e  la  trace  de  n-Q.
Pour toute forme anisotrope 0 , la représentation 77-,2 est admissible donc

possède un caractère au sens distribution. On pose

S 1=  E G' et 5 3 =  E
" V g

et on se propose de calculer S i  e t  S 3 .  Rappelons que Q est l'ensemble des

g _  (a  b\

LC d )

tels que c soit non nul et que S2G=G— {(e,1),(e, (—e,1), (—e, —1)1.

Proposition  3 .1 3 .  O n  a  S 1 —r T_ 1 ,2 1.0 G=0 et (5 3 —r T_ 3 ,2 )1,G=0.

Comme ces distributions sont invariantes, il suffit d'établir la proposition
pour les restrictions à  Q .  Soit donc f  E 2 ( 0 ) .  Sur le support de f , la fonction

est bornée inférieurement par un nombre strictement positif. Si Q
est l'une des formes uq i  ou uq3 , on a, pour gE D

77-Q (g)w(Y)

= s <—  — 1>y(Q) 2 y(cQ)1cl — f l / 2 f ço(X)T (  a Q( Y )± dQ (X )— B (X , Y ))
d X

et

7 Q(i)40 ( Y )

- - - f G s f ( g ) < — c 1 - 1 > y ( Q ) 2 y ( c Q ) 1 c 1 - n i 2 d g  f  ç o ( X ) r ( a Q ( Y ) + d Q ( X ) — B ( X , Y ) ) d X .

Comme sup (f)E S2 , on peut appliquer le théorème de Fubini et par suite
7,2(f ) est défini par le noyau

K f (X , Y )

=  f/ g x  _ c 1 > y ( 0 2 y ( c o l c l _„,2T(  aQ (Y )± dQ (X )— B (X , Y )) d g

L em m e 3 .1 4 .  On a K f E S (E x E ).

Soit M  un sous-groupe ouvert compact de G tel que f  soit biinvariante
par M .  I l  existe une base orthonormale (yom) , , , ,v  d e  L 2 (E )  telle que chaque
yon ,  appartienne à  une composante isotypique relativement à  M  et on peut
supposer que le sous-espace V  des vecteurs M -invariants est engendré par

•••, ço„. Si P  est le projecteur sur V alors 7r.2 (f )=P7Q (f ) P .  Enfin notons
que Wm E S ( E ) .  Comme 7rQ ( f )  est une application linéaire continue de L 2 (E )
dans le sous-espace de dimension finie V, l'application linéaire de L 2(E  dans
C  définie par çoi—÷71.Q.(f )ço (Y ) est continue. Il e x is te  d o n c  0 ,E L 2 (E ) telle
que, pour soE S (E ), on ait

f (K f (X , Y )-0 1 ,(X )* (X )d X = 0 .
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Mais K1 est continue, bornée donc localement L 2 donc l'égalité ci-dessus
montre que, pour tout Y on a K f (X  Y )= -0 y (X )  localement presque partout
donc presque partout. Pour Y fixé, K 1  est donc de carré intégrable. Au
sens L 2 on a donc

K f(X , E am ( Y )ça„,(X)
772

avec

dm( Y )= 77-Q(i)40 m( Y).

Pour m >a, on a am =0  d'où, pour Y donné et pour presque tout X

K f (X ,  Y)=- E 7r,2 ( f ) T , t ( Y)Cpm (X ).

Comme les deux membres sont continus, l'égalité est vraie partout et le
lemme est démontré.

On en déduit que l'opérateur v-Q( f )  est à  trace, ce que l'on savait déja, et
que sa trace est l'intégrale du noyau sur la diagonale.

cTr 7rp(f )=  i s dX  f  Gf(g)E<— cl—  1>y( Q)2y(cQ)1c1-n12/-  - d 2  e ( x ) ) d g

f k ll iId tf  f (g )E <—  — 1>y (Q ) 2 y(c Q)1cf-1112,7( a + d - 2  t ) d g

Supposons d'abord n = 3  et Q =uq a . Avec les notations de la formule
(1.6) on a, d'après la proposition 3.5 de [5], l'égalité

pv(uq3)( , ) , , 11/2

19(Xv,
.

3 /2 ) A.v\

On en déduit que

S 3( f ) Ic1-3/2 E  v  q 3  a x (t)dg.=.- Iti3/2eet f  f g  ( u  )  (  )
k* G v u  p (X v , 3/2) g.

Un calcul élementaire donne

— E f3v (uq3)a(cu)= xv (—c)

d'où

s  3 ( f  )= f  v d . t  c i K e r ( a +  cd - 2  t ) 3/2 
E P(Xv, —1/2)xv (t/c)dg.

Dans ces formules p(x v ,•) est le facteur gam m a de Tate. Après avoir
intégré par rapport h g, on obtient une fonction intégrable de t. De plus, sur
le support de f ,  la fonction f cf ne prend qu'un nombre fini de valeurs. On
peut donc faire les transformations suivantes:

• S309= E d* t •••dg= E dg •••d*t.S3(f)= 5
f ord(c)=13 ajo rd (c )= 0  f o r d ( t ) = .

Si on change t  en tc, il vient
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S a ( i)=  E d g E . . .d g .
aj o r d ( c ) = 0  f

d * t=
ord(t)=._g . , g i

d* t

ordm_a_13 ford(c).,13

Pour aller plus loin, il faut vérifier que la fonction

ford(c)=0 
•••d g

est intégrable sur k * .  Explicitement, il s'agit de la fonction

E P X v — )Xv(t)1 1 13/2f ( g ) s 7 ( ( a +  d — 2)t)dg.lord (c)=0

On va avoir besoin de deux lemmes.

Lem m e 3 .1 5 .  L 'app lica tion  (u, 6) Tr (a—  Id) de G  dans k  e s t  subrnersive
su r  S2G.

En effet, si l'on considère  5 L 2 (k )  comme une sous-variété fermée de
M 2(k), alors l'espace tangent au point a est contenu dans l'hyperplan
" a+d - =0 "  s i e t seu lem en t s i u = I i d .  D'après un théorème général
d'Harish-Chandra il existe donc une application f  / l i f  d e  . D ( Q G )  sur 8(k)
telle que, pour toute fonction 0 localement intégrable sur k , on ait

f
Gf ( g ) 0 ( T r( - 1 d ) d g =f k M f (t)0(t)dt.

Lem m e 3 .1 6 .  L 'app lica tion  (a , 6) 1--o.e e s t  co n t in u e  su r  Q.

Pour y..)E N * , on pose

K ,={ ( a ,1 ) aE S L 2 ( 0 )  et a  I d ( 2 } .

Pour assez grand, c'est un sous-groupe de G , ouvert et compact. On
doit vérifier qu'il existe v tel que, si g E S 2  et g 'E K , ,  on  a it s(g , g ')= ± 1 .
Cette vérification est facile et est laissée au lecteur.

Revenons à  notre calcul. Si on note Q g l'ensemble des g  tels que ord(c)=- 13
alors D s est une partie ouverte et fermée; soit Os sa fonction caractéristique.
Elle est localement constante. Par suite/v.4E2(Q). On a donc

f f ( g s r( ( a + d _ 2 ) t ) d g  f  M f (s)-r(st)dsord(c )---/3
=  f E (t).

Ceci nous permet d'écrire que

5 3(f )=E P(X v , — IA )f
k
 xv(t)1t1 312 d * t L f (g )e r((a+d -2 ) t)d g
*

= E P(xv, —)f1 ( t ) x ( t )  I t I 312d *t.

D'autre part, pour R e(x)> O , on a

Tx ( f )= L f (g )s !a+d -2 1 z d g =(1 1 r)  f  k . .Laf ,(t) E x(t) I t I xd*t.
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Cette intégrale est en fait convergente pour Re(x)>  — 1 et on peut la
prolonger analytiquement par la méthode de Tate. On en déduit immédiate-
ment que, sur Q, on a S 3 = r 7 1 3 1 2 .  Pour n = 1 , la démonstration est analogue.
Les distributions considérées étant impaires, il existe quatre constantes telles
que

S 3 — rT _ 3 1 2 - f - (1 4 )6 .3 +0 (e ,1 ) -8 (e ,-1 ) )+(3 ')c 3 - (8 ( -e t1 ) -8 ( -e ,-1 ) )

S 1= -r T _112+ (4)C  1 -1- ( e , 1 )  8 (e,-1)) —  ( ) e i  ( 8(—e,1) - 8 (—e,-1))

On va les calculer. Soit toujours H  l'algèbre de quaternions anisotrope
sur k. Si K  est l'extension quadratique non ramifiée de k , on peut réaliser
H  comme l'algèbre des matrices

f x  irky\
h= x ,y E K .

y  x

Le corps K  est identifié aux h  tels que y = 0 .  On a

h = ( x  — 7 T k Y ) h h = -x -7 r k y y  et Tr ( h )= x +  .

Si

(0  r k \
171/-= 1 0

alors rrH est un générateur de l'idéal maximal 2 1./  de l'anneau des entiers OH
de H .  Notons que h  appartient au sous-espace H ° des quaternions purs si

et seulement si x-1- = 0 .  Si K = k ( i lu )  on peut alors poser x= z,/  u et, comme
K  est non ramifiée on a x E  2 K °. si et seulement si z E  2 K “. D e p lu s , hE O H  si
x - ---Trk y .)7E 0 k ; or x.t et y y  sont d'ordre pair donc h OH  si et seulement si x et
y appartiennent K. Enfin, puisque K  est non ramifiée, on a Tr(yO K ) E 0 K

si et seulement si y E 0  K . Soit e= o rd k ( 2 ) .  A l'aide des remarques précédentes
on prouve aisément le lemme suivant.

Lem m e 3 .1 7 .  S oit

h = (2.,1 u 7rk y
\ y  —2,/ u

un quatern ion  pur.
11 S i v  est pair, h E  g ) H P n H° s i e t seu lem en t s i z E 2 k 'l 2 e t  Y E  ' K ' 2 •
2 )  S i  v  e s t  im p a i r ,  h E 2 H 'n  H °  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  z E  gpk o4D/2 e t

y E 2 K
( . - - 1 ) / 2 .

Cela étant, considérons à. nouveau, pour "grand", le sous-groupe K,, de
Posons

— y  x

+ 1  si gE  K„
0  si gE  K ,U (e , —1)K„ et J ( g ) = f ( ( — e, 1) - 1 g).
— 1  si g E ( e ,  —1)K„

2 volG (K )f±(g)-=
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Ces deux fonctions appartiennent à 0 (G )  et sont impaires. Soit Q  une
forme quadratique anisotrope sur un k-espace vectoriel E .  Soit V,ŒL2 (E ) le
sous-espace des vecteurs K b-invariants et P , le projecteur sur V .  Si s est la
symétrie par rapport à l'origine dans E , on a, pour n=dim(E) impaire,

7rQ ( f + )= P ,  et 77-p(f- ) =y(Q ) 2 s o  P .

Déterminons V .  On a, si a est non nul

a = „  ta  b\ _t1 0\ la 0 \ (1 bla\
d) 1) \O a- 1 1 0 1 ) •

Si g --(a , 1)EK „, ceci fournit une décomposition de g en un produit de

trois éléments de K .  Pour que f  E L 2 (E ) soit K b-invariante, il faut et il suffit
qu'elle soit invariante par

ru

ci  0 1) [ (01- 1b )  1 1 e t  [
pour t - - 1 (g )  et b.-- -e -- 0 (2 ')

Puisque Q est anisotrope,

L s =  {X  E E lQ (X )E  .g) ks}

est un réseau. Si g est l'ordre du caractère T, le réseau dual L, est défini par

L s = {X E E IB (X , L ,)E .

Les deux premières conditions sur f  signifient que f  et J ont leurs supports
contenus dans L _ _ /3 ou encore que f  est à  support compact contenu dans

et est constante sur les classes modulo L_,_s. Comme
la troisième condition est automatiquement vérifiée. On en déduit que

Tr vQ (f+ )=  Card (L__/ _L 0 _ )  et que Tr m-Q ( f - ) =y (Q ) 2 Card (L_ b_g /iL_ b_0 ).

Le cas f -  est alors immédiat. Si D est le discriminant de Q, on a

Tr TrQ ( f - ) =a(1) 2 n<-11D>qne

et par suite, pour n=1 ou 3

(0 si —1E k2

S (
.
/ j =

r q n e  s i  — 1 E  k 2

Traitons maintenant le cas de f + .  En utilisant les notations du lemme 3.17,
on vérifie que si Q=aq 3 alors h E L _ 13 si et seulemement si

ordk (z) >  —e+ 1A(1i—g—ord(a))
et ord,(y)> — 1+ 14(1,—P—ord(a)) si v--j3+ord(a) (2)

ordk (z) >  —e-1- (1.—/3—ord(a)-1)
et ord,(y) > 1A(1.)—f3 — ord(a) —1) s i  v + 1 =131- ord(a) (2)

et que hE L_,_ g si et seulement si
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ordk (z) > —34(v+f3H-ord(a))
et ord,c (y )> -3z(v+ p-F ord  (a)) si v--=- 13-Ford (a)  (2)

ordk (z) > — 1A(v+131-ord(a)- 1)
et ord,(y)>  — 1A(v+/3-1-ord(a)+1) si v + 1 = -

134-ord(a) (2).

Par suite, on a

Card(L_„_13/L_,H 3 )=
q 3—e_2 si 1.).___13+o rd (a)  (2)

si v+1=--13-Ford(a) (2).

Comme, modulo k* 2 , il y a autant de a d'ordre pair que de a d'ordre impair,
on obtient

S 3(f+)=(r12)q3'-e-1(1±1/q).

Procédant de même pour n = 1 , on obtient

S i ( f  +)=-(r12)e -  e (1-1-11q).

Il nous reste à calculer T x (f± ). Commençons par f - . Le support de f -  a
pour image dans S L 2 un voisinage de — I d .  Si est grand et s i g = (a , s)
appartient à ce support, il en résulte que T r(a ) -2  est un carré si et seulement
si —4Ek 2 . Si — 1 (“ 2 ,  on a donc, pour v assez grand supp ( f - ) n G += 0  et
par suite T ( f - ) = 0 . S i —1Ek 2 alors, toujours pour v assez grand, on a
supp(f- ) c  G+ . De plus, sur ce support, T r(a )-2 1 = 1 4 1 . Par suite

T x ( f l =  14 xi f - (g)s g dg=141z/vol G (K O f  <C, —1 >dg.
G

Comme —1 est un carré, on a T x ( f - ) =141x ; en particulier

T - 312(f1 = q3e e t  T-112(r)==g e .
Dans tous les cas, on en déduit que c1 = c 3

- = 0 .  Pour f +  si g = (a , s)
appartient à son support, on a T r(c 7 )-2 _ 0 (2 ')  donc, pour v  assez grand,
d'après le lemme 3.8, on a supp(f+) n G+ c  G ± h. On a donc

Tx ( f +)=

Le sous-groupe K , est invariant dans K  donc f +  est K-centrale et

1 0  si tEE1+.T'
F f +(t)=vol K (K) vol (2 ' 1)/2 volG (K„) x

1  si t E 1 + 2 '
On en tire

1 —2,(x+1)
T  z (f+)= 

 4 q '
[K : g  _

2 ( x + 1 > q  
e
 •— q

De plus
[K : K ,]=2 q 3( ' -1 ) q(q2- 1 ) .

On a donc

T_112(f+)=V—e(
1 + 1 / q )/ 2  e t  T _

312(.f+ )=  q3 '— e -1 (1+  1/q)/2.
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On obtient alors
e1f-= 0  et c3+=4 volG (K )/q-1.

En résumé

Proposition  3 .1 8 .  On a

S i —r T_ L ,2  e t  S3 —r 7"_ 3 / 2+ 2 volG (K)(8 e ,c 1.
En rassemblant tous les calculs, on va en déduire, pour p 2  la partie

impaire de la mesure de Plancherel. Rappelons que r=4 g e .  Si p  est différent
de 2, alors 7",5  est indépendant de x. Pour f  E O (G ), on a donc

(1/2)c3+(f((e, 1))— f((e, — 1)))=S 3 (f )— rT _ 3 1 2 ( f )

= 5 3(f) —  S i.(i)+r( " 1 / 2 —  " 3 12)  ( f ) •

En utilisant le lemme 3.11 et la proposition 3.12 , on obtient le résultat
final suivant.

Th éorèm e 3 .1 9 .  Supposon s p 2. Si f  Eg)(G), a lo r s

4 volG (K )f((e, 1 ) ) = ( q - 1 )  E  E  d im  (i9)0„ 0 ,„ s ( f )
dinic,9>1 a

+2(g — 1)E O i r t ,  ( f )g.a,

+3(g -1 ) a k  
2 T r q 3 ,x a , i l  ( f )

1
2 1 .7 1 z ,„ x,s

E  ‘ g o(x)
ramifie

+2g(q+1)  .2277. i z i  
f [

0 s

7 r  ( f ) + (z 21(;)7221_)2q)dz lz

Dans cette formule on a z =g 8. Le caractère x  parcourt un système

complet de représentants de m odulo le sous-groupe des caractères non
ramifiés. Le caractère x i  est le caractère trivial et le caractère x i, l'un des deux
caractères ramifiés associés au symbole de Hilbert. Enfin ,9 parcourt l'ensemble
des classes de représentations irréductibles de H*Ik*.
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