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Les opérateurs faiblement hyperboliques matriciels
a caractéristiges de multiplicités constantes,
bien décomposables et le probleme de
Cauchy non caractéristique associé

Par

Daniel GOURDIN

Introduction

J. Chazarain [4] a résolu le probleme de Cauchy €= pour les opérateurs
faiblement hyperboliques scalaires a caractéristiques de multiplicités con-
stantes en étudiant le noyau a 'aide d’opérateurs intégraux de Fourier, sous
des conditions dites de Levi ,équivalentes a la condition de bonne décomposition
introduite par J. C. De Paris dans son étude du probleme de Cauchy asympto-
tique [14].

K. Yoshida [19] a résolu le méme probléme scalaire en untilisant des dé-
compositions en opérateurs pseudo-différentiels portés par les bicaractéristiques
qui permettent de trouver des inégalités d’énergie propres a la résolution de ce
probléme; mais la condition imposée est plus forte que celle de ]J. Chazarain
et J. C. De Paris: elle n’est donc pas nécessaire.

Quant aux systémes faiblement hyperboliques, les résultats sont plus
partiels: cf. R. Berzin [1] et [2], I. Demay [5], D. Gourdin [6], V. M. Petkov
[15], H. Yamahara [33].

La classification des systémes différentiels a ’aide des facteurs invariants
introduite par J. Vaillant [16] a permis de donner une définition algébrique
simple des systémes fortement hyperboliques [17].

Elle conduit aussi a la définition des systémes faiblement hyperboliques a
caractéristiques de multiplicités constantes que nous allons donner au para-
graphe I.

Pour ces systémes nous donnerons au paragraphe II une condition C de
bonne décomposition; elle se réduit a celle de J. C. De Paris pour les opérateurs
scalaires et est moins forte que celle de K. Yoshida dans le cas scalaire.

Aux paragraphe III et IV nous résoudrons alors le probléeme de Cauchy
non caractéristique associé, dans des espaces de Sobolev appropriés, par la
méthode de K. Yoshida [19], S. Mizohata et Y. Ohya [28], [29], [30], [31],
[32]. Nous serons amenés a utiliser des indices supérieurs (par exemple s
dans ¢%) qu’il faudra distinguer des puissances algébriques notées dans ce
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travail avec des parentheses (par exemple v, dans (H,)*s, B; dans (4¢)%, B';
dans (£'y)®'j pour les algebres respectives R[/y, /], On(82), O'p(£2) introduites
dans les §I et §II 1,2,3 etc..).

Introduisons les notations suivantes:
X0 est un nombre fixé strictement positif,
Q=[0, X)X R*={(x°, x)eR™1; x0<[0, X°], x& R"},
T*(£) est le fibré cotangent sur 2 et 70 ,(Q)=R""1={(/y, [); /[,eR, /=R"
est I'espace cotangent 4 £ au point (x°, x) de 2,
(1, 0) est le champ de covecteurs de composantes (1,0, --+, 0) en chaque point
(20, x) de 2,
By ()= {u=(u;t) matrice mXm: ugc C=(2) et D*u;t borné dans 2 pour tout
a, (n+1)-uple d’entiers, tout 7 et j entiers de [1, »]},
B(Q)=B,"),
On?(§2)={opérateurs différentiels sur 2, d'ordre inférieur ou égal a 6, a
coefficients appartenant & B,,~(2)},
0(2)=0,9(Q),
On(@)= U Oa'() et O(@)=0,(®).

Soient p et ¢ deux opérateurs de 0,,(£2), nous dirons que p est congru a ¢
modulo §& N*, et on notera pyq sip—gE 0,07 H).
Pour des commodités d’écriture, on notera parfois p7yq lorsque p=g.

I. Les opérateurs de 0,/ (f2) faiblement hyperboliques par rapport
au champ de covecteurs (1, 0), & caractéristiques de multiplicités
constantes.

Soit k=/A(x° x; Dy, D)=(hi#(x° x; Dy, D,) un opérateur de O,,4(£2) et
H=H (% x; [y, )=(HHx, x; [y, [)) sa matrice caractéristique au sens de
Cauchy-Kowalewski.

1) On suppose que le déterminant caractéristique det A=det H(x0, x; /,,
/) est différent du polyndéme nul pour tout (x9, x) fixé dans £ et posséde une
décomposition en facteurs irréductibles Hs dans R[/y, /] de multiplicités
constantes dans £2, 4 coefficients appartenant & B=(£2):

det H=(H 1o (Hy) s (H Yo
(*) En chaque point (x9, x), on considére I’anneau localisé¢ @; de 'anneau des
polynémes R[/y, /] par rapport & I'idéal premier défini par Hy; @, est un

anneau principal sur lequel on diagonalise la matrice /Z en chaque point

(x°, %) et pour chaque s (=1, -+-, o) [26], [24], [17]; on a

Hyo 0 )

H équivalent a ( .o,
0 (H §)in®

00 Les éléments de ¢s sont les fractions du corps des fractions de R[/, /] qui sont telles que leur
dénominateur n’appartienne pas a I’idéal défini par A.
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dans @; avec ¢,(s) > ++ > gm(s) et v;=¢1(5)++**+gm(s).
2) On suppose que les multiplicités ¢,(s) sont constantes dans £, quel
que soit s=1, -+, o et 7=1, -+, m.

Remarque. Dans ce travail, seule la constance de ¢,(s)=¢° dans
Q(s=1, -+, o) sera utilisée.
3) On fait la troisitme hypothése suivante: le radical caractéristique

R= [g[ H est strictement hyperbolique par rapport au covecteur (1, 0)e T §,q,,
s=1
(£2) en tout point (x9, x) & distance finie ou infinie dans 2 [11] c’est-a-dire que:

dans R[/,], ﬁ H a toutes ses racines pyt réelles et distinctes et en posant
s=1
Hy(&, 2 b, D= H\(2°, %3 1,0) [| (Go—poa, x5 1)
: =1
ﬁs(xo, x5 by, N=H(x% x; 1,0) ﬁ (lo—pot(x0, x; 1))
. =75 +1

H (e, x5 by, D=H (@, 2 1,0) 11| (lo—po(a®, 25 0)

on a
O=71y 7y <o0r <70+ <7, d°Hy=75—7,,
et les inégalités

0inf{| po"(x®, x; [)—po/(x°, x; D5 i547, (&° )EL, |/|=1}

(10) {0<inf{|Hs(x°, x L0 (%, H)eR, 1<s <o}

D’apres les propriétés 1), 2), 3) il s’ensuit que: les facteurs A sont uniques
a un facteur multiplicatif prés appartenant & B=(£2) et borné inférieurement en
valeur absolue.

Les multiplicités v, sont indépendantes des A choisis vérifiant 1), 2) et 3)
[23] et il en est de méme des multiplicités g,(s), :++, gm(s) (pour tout s=1, .- o)
car la propriété 1) signifie que: dans la matrice caractéristique /A, quel que
soit r=1,---m—1, les mineurs d’ordre #» sont tous divisibles par (H)2r+:15t+2n(®
et un au moins de ces mineurs n’est pas divisible par (H;)%r+1O++2n(O+1 poyr
tout s=1, ---, o.

Définition 1. Dans ces conditions, l'opérateur % est dit faiblement
hyperbolique par rapport au champ de covecteurs (1, 0), et & caractéristiques
de multiplicités constantes dans £.

Pour ces opérateurs, le probléme de Cauchy non caractéristique est en
général mal posé dans les espaces de Sobolev.

Nous allons mettre en évidence une condition sur l'opérateur %, suffisante
pour permettre la résolution du probléme de Cauchy non caractéristique associé
a /% dans des espaces de Sobolev appropriés.
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II. La condition C sur l'opérateur h.

Appelons A’ la matrice des cofacteurs des éléments de A dans le
développement de det 4.

A’ a tous ses éléments divisibles dans R[/,, /] par

ﬁ (H )T+
En posant -
A= SEII(Hs)qz(S)+~~+q,,,(s)A
on a

HA=AH= ﬁl (H )
5=
ou 7, est la matrice unité » X m.

On peut toujours supposer que la suite (¢%);<4<, €st décroissante au sens
large: ¢'>¢2> - >¢°>¢".

Appelons 7 le degré du polynéme (H)?'---(H,); alors les éléments de 4
sont des polyndomes de degré r—¢ & coefficients appartenant a B=(£), et quel
que soit a= 0, 7%£2) de symbole principal A4, les opérateurs % a et a % ont
méme symbole principal diagonal K (20, x; ly,))=(H )T+ (H )2 (20, x; Ly, [) 1.

Définition 2. Nous dirons que l'opérateur /% vérifie la condition C si: il
existe des opérateurs a; & 0, 74(82) et ay= 0, 74(£2) de méme symbole principal
A tels que les opérateurs £,=/ha, et ky=ay,/ appartenant & 0,7 () et de
symbole principal K (x9, x; /y, /) aient la forme suivante

b= 3 e(h) @0 . (B, )0,
(2.0 avec i=t0
6 3 o) (B (tout =0, -, 7)

ou 4y, 0(L2) a pour symbole principal H; (s=1, ---, 0)
e, € Op(2) (=0, -+, 7)
[7la=7 si » >0 et [»],=0 si »<O0.
Nous allons analyser la condition C et par conséquent I'expression (2.0)
dans les sous paragraphes suivants.

1. La condition de bonne décomposition dans O,(2) pour les
opérateurs k(x0, x; Do, D,) de symbole principal K(x°, x; I,, )=(H,)%---
(H)@I,,.

Fixons A un des facteurs H(1<s<o); on a
(H)T e (H )0 Iy=Eg X (Ho)"

Soient ey& O,(R2) et 2y O(2) de symboles principaux respectivement £ et
H,, alors
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leryeg(h)Pom®

Soit yy=Fk—ey(4y)P, on a y,E 0, 71(£).

Si y; n’est pas d’ordre 7—2, en appelant I'; son symbole principal et 8, la
multiplicité de Ay dans I} (minimum des multiplicités de A dans chacun des
m? éléments de la matrice I'; dans R[/,, /] et lorsque (29, x) varie dans ) on a:

Iy=E\ X (Hy)k

avec £, matrice » X m dont les éléments sont des polynémes de R[/y, /] a
coefficients dans B~(82) d’aprés la seconde des relations (1.0) (8;=0 si et
seulement si un des éléments de I'; n’admet pas A, comme facteur de décom-
position en un point (2, x) de £); soit e;E Op(2) un opérateur de symbole
principal £, on a:

X eg(hg)Pote 1(/10)3‘

si vy, est d’ordre inférieur ou égal & 7—2, on prend ¢,=0 et ;=7 et la formule
précédente est encore vraie.
Aprés un nombre fini de telles opérations on a

i

= 5 o)
2.1 avec By
kg

j

0
i
7 3 ef(hy)Pi pour tout =0, -, 7 et ;& Oy ().
=0

Définition 3. Une telle expression (2.1) est appelée une décomposition
de £ par rapport au facteur A dans 0,,(Q).

Remarque. Bien que la notion de décomposition soit intrinséque, il n'y
a pas de maniére canonique de leffectuer et les nombres B, ---, B, peuvent
varier suivant la décomposition. Il y a cependant un type de décomposition
qui est canonique, c’est la suivante:

Définition 4. Une décomposition de £ par rapport & A, dans 0,(£2) est
une bonne décomposition si B; > By—¢ pour tout =0, «--, 7. On dit alors que
4 est bien décomposable par rapport & Ay dans 0,,(£2).

On a les propositions suivantes:

Proposition 1. S7 % posséde une bonne décomposition par rapport & H,
dans O (82), toute autre décomposition par rapport a Hy dans O,(82) est une
bonne décomposition.

Proposition 2. £ est bien décomposable dans O,,(Q) par rapport a chague
H; 1 <s< o) si et seulement si il existe des opérateurs hy, -+, h, appartenant
a O(82), de symboles principaux H,, -, H, respectivement et des opérateurs
e, 6,E Op(82) tels que
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k= i‘, ey(A) e (f lao— .

(2.2) avec t=io

k::‘{ Z ej(/ll)[q‘—lh...(/,O)Eq"—JL tout Z.:O, cee, T
7=0

Remarque. Dans I'expression (2.2) les opérateurs z,& O(2) de symboles
principaux A (s=1, --+, o) peuvent étre choisis & priori. Les définitions 3 et
4 et les proposition 1 et 2 ont été introduites par J. C. De Paris [14] dans le
cas scalaire (m=1); les démonstrations s’adaptent facilement au cas » entier
quelconque et se prolongent aux propositions 3 et 4 suivantes:

Proposition 3. S7 % possede une décomposition de la forme:

2.3) avec

o w= % [g'~ils,
§=
at est une bijection entre les ensembles [1, -+, ugl —[1, =<, 1; --+; 0, +++, 0]

[¢*—7]4 fois [¢°—7], fois
()=}

heE O(8) a pour symbole principal Hy, (1<s<o),
e Om(Q)r
alors k est bien décomposable par rapport a chague H, (1< s< o) dans On(82).

Proposition 4. S7 % posséde une décomposition de la forme

> ‘eé'haé“‘e%;‘ka%_‘dx,ﬁl
(2.4 avec B '
i
A XY e{-ha{-e%-hagu-e{w-lza?fl -e,{j_,_l (=0, ..., 7)
= j

ot hy& O(8) a pour symbole principal H; (1< s<o)
et appartient & Op(82) 007, 1<r<lu+1)
alors k est bien décomposable par rapport & chaque Hy (1< s <o) dans O,,(Q).

Nous reviendrons sur la démonstration de ces propositions au paragraphe
11 3 ot nous poursuivrons I'analyse de la condition C sur 4 en étudiant la bonne
décomposition dans un espace d’opérateurs O’y (£2) plus grand que O0,(2);
introduisons & présent ce nouvel espace.

2. L’espace d’opérateurs O',(£2).

Etant donné un nombre réel », on désigne par

c=([0, X°], S '

P'espace des fonctions e C~(2x R™) telles que, quels que soient l'entier p, les
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n-uples d’entiers a et B, il existe une constante positive C, g telle que:
va0e[0, X0, vxe R", /& R"® on ait
| D% D" Difes (20, x5 )| < G, p(14-12[2)TE2

[Cest aussi I'espace des fonctions e définies sur 2 X R" telles que I’application

20—¢(x0,.) soit indéfiniment dérivable de [0, X°] dans l'espace de Fréchet
S*([31, [9]), sous espace de C=(R™X R™), muni des semi normes

IDzaDlBlp<x: Z)l

- , 2\T—1A1/2
sy gem (HVD

Par la suite on sera amené a utiliser la propriété suivante:

Propriété 1. Soit e(a% x; /), j=0, 1, -+ wune suite de fonctions de
C=([0, X°], 8. Alors il existe e(x°, x; ) C>([0, X ], ST) telle que

(0, 3 1) — 3 (20, x5 DYe C=([0, X O], ST-N)
(2.5) i

quel que soit l'entier N.

dont la démonstration résulte de [9] p. 433 et [3] p. 10.
On désigne les espaces de Sobolev par

H' = {ue S/(RM|(1+|111"2ae LA(R")

avec leurs normes [J#l|l,=||(14 |Z|2)"22|| 12 g",.

H>= N H" est un espace de Fréchet pour les seminormes ||#|,.
rER

H=== (N H", muni de la topologie limite inductive, est un espace de
e
Silva [12].
L'(H~=, H=) est I'e.v.t.l.c. des applications linéaires continues L de
dans A~ d’ordre 7, c’est-a-dire que L est la limite du systéme inductif
d’applications formées par les restrictions L2~ continues de L & A dans HA°~":

&

el gt gt g-

L,,,«:/,:l © L;::-f\ © 'L’;" © 'L
H=Coe HYTC s HST s ="

S yS—1
7 Ts—r Zg-r

53
s

]'S

On le munit des semi-normes || L||*~"= sup | Lol sy
s

([0, X1, 87

est l'espace des opérateurs scalaires pseudo différentiels en x d’ordre 7,
dépendant du parameétre x9<[0, X°], dont le symbole &(x9, x; /) appartient a
c=([0, X7, S").



546 Daniel Gourdin
On a:
(0, x; D)y(a0, x)= f £KEDe(20, 1 D(x0, 1)L

ot yE Cgy(8).

(a0, 1)=[e &% Dy(x0, x)dx est la transformée de Fourier de y par rapport

(2 Y‘

a la seconde variable x.

Propriété 2. 7) C=([0, X°, SNCC~[[0, X9, LY(H—, H™™)] oz
C=[[0, X, LT(H~=, H™=)] est l'espace des applications indefiniment diff éren-
tiables de [0, X dans L"(H =, H™™).

i) Sieki(x0 x; Dy) est la dérivée i™ par rapport & x0 de e(x0 x; Dye
C=([0, X°), S, alors e8(x° x; DyeC=(0, X, S") et a pour symbole

(20, x; 7).

Démonstration: Quel que soit s réel, Cy;~(R™) est dense dans H* et
d’apres [9], il existe une constante ¢; positive et indépendante de x°<[0, X]
telle que

(2.6) lle(x0, x; Dyull s r < Csllzells pour tout ue Cy=(R™).
Enfin si on désigne par ¢%(x0, x; D,) 'opérateur de C=([0, X9], S") de symbole
¢8R0, x; H)e C=([0, X°], S") on a:

le(x0+Ax°, «, Du—e(x°, +, Dy)u—Ax%R(x0, -, Dull

<1420 X [0(Ax0)| X[l 2]] g4z

Cette derniére inégalité se démontre facilement dans le cas ot s est un entier
positif ou nul car on a alors ([9])

Ne(x, «+r, D)ull < Crs Max {1e(x)ips,s X ll2¢ll 547
t+i=n+2
pour tout e ([0, X°], §"), et par conséquent

lle(x0+42°, -, DJu—e(x, +, D)u—(Ax0)eB(x0, x5 Dyulls
< Crs Max , U@ +42) (@) — (AR (@) gt Xl sir

d’ou le résultat d apres la définition de C=([0, X°], S").
Si s& AV, la démonstration est plus compliquée et fait appel & d’autres
propriétés (cf. Théorémes (2.2) et (2.3) de [9]).
Etant donné un entier 8 positif ou nul, soit
C?([0, X°), H+=)={y:2—> C[I'application x%+— y(x9, -)
soit 8 fois continument dérivable de [0, X°] dans /7 =}
Co([0, X9, H=)={y:2—> C/'application x°+— y(x°, +)
soit 8 fois continument dérivable de [0, X°] dans A~}

Alors C°([0, X9], )= n %[0, X9, H") avec la topologie définie par les
rER
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semi normes ||y]|,= sup sup [|DLoy(x% )|, on a aussi C?([0, XO], H~)
0<j<6 [0.Xx°]

= U %[0, X9, ") muni de la topologie limite inductive qui en fait un
—

7ER

espace de Silva [12].
Propiété 3. Tout (2% x; D,) e C=([0, XO), ST) opére continument sur

C%([0, X0, H=) comme un opérateur d’ovdre r, 'est-a-dive que l'on a:

0.5’ ;.. /)
N[0, 0], =y <L ¢o(q0, x0), B3y 4L o0, X0, HP). <2 €([0, X0, HH)

‘| © < © | © ‘|
C((0, X°), H+=) —— C([0, X°), H*'T) ©— CO([0, X, H777) & C%([0, X°), 1177)
On note ¢(x°, x; D) L"(C%([0, X°), H~=), C%([0, X°], H~=)).
Démonstration: Pour tout yeCy=(£2) on a:

dl
@m)"

(Y, 13 D)y(a®, x)= f BV x5 D, 1) eC=([0, X°], S)
R?l

@7 D(ey)=(Dypely-+e(Dyey).

et d’aprés les relations (2.6) et (2.7) on peut trouver une constante positive Cj ,
telle que:

leyl18—r <Cspllylls® pour tout y& Cy™(£).
D’ou le résultat, Cy= (£2) étant dense dans C9([0, X0), H?)

C=([0, X°], L~=)=C=([0, X°], L(H~=, H*=))

est I'espace des applications indéfiniment dérivables de [0, X°] dans l'e.v.t.l.c.
L(H~=, H*=) des applications linéaires continues de Z de 7/~ dans A+~ avec

la topologie engendrée par les semi normes || L || §2= “ usl}lp<1 [ Lu|ls, (s; et s,ER)
$1

Propriété 4. Soit g=C=([0, X0, L—=).

Quel que soit i N, la dérivée i™ de g par rapport & 2°, g8 admet un
noyan Gy(x°, x; x°), fonction de [0, X°]| & valeurs dans B=(R"x R™) [9].

Quel que soit 8= N, g opére continument de C°([0, X, H=>) dans
C%([0, X°), H==) comme un opérateur d’ordre —oo ({=) de tout ordre » € R)
c'est-a-dive que l'on a le diagramme:

Co[0,X°], H =) » C°([0,X°], H ) c—n. C?([0,.X0), H*) = C°([0,X°], =)

lg © g © g © lg

CU[0,X°], H =) e C([0, X0, H =) e C([0,X0], H++) <s CO([0,X°], H+*) o CO([0,X°], H~)
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Démonstration:

1(gy) (x°+4x°,)—(gy) (x°,.)— (42" [(£2y) (2°,.) +(g¥9) (x°, )l 5,
Ng(x0+Ax0) |15 X Nl y(x0+Ax0,.) —p(x0,.) — (Ax0) X yR (20, ) 15,
+ 1 A20] X || g(x° 4 Ax0)—g(x0) ] 52 X [l ¥R (x0, )|l 4,
H1g(x°+420)—g(x)— (Ax0)gd ()15 X Iy (x°, ) Il -

Donc g est continue de CI([0, X°], #~*) dans C1[(0, X°], #+=). Par

récurrence sur 0, on obtient le résultat général et de plus: on a la formule
usuelle

]
3%°(gy)=a=20 Co"gByS®

Propriété 5. [9]. Soiz C=([0, X], S~=)= n C=([0, X°], 57)
rER

On a
C=([0, X°, 5‘”)5 C=([0, X°], L==)

€=([0, X°), S)=C=([0, X°], L==)N ([0, X7}, S7)
(tout r=R).

C=([0,X°], LN = C=([0,X°], SN +-C=([0, X0), L) ([0 X0, LT(H = H~=))

est 'espace des opérateurs de la forme: A(x0, x; D,)=e(x°, x; D,)+g(x") avec
e(x x; D) C=([0, X°], S7) et g(x9)=C=([0, XO], L=).

Le symbole e(x0, x; ) C=([0, X°], S") de e(x° x; D,) est appelé aussi
symbole de A(x?, x; D,).

Propriété 6. Soit A=e+g=C=([0, X9], L")

(@) Son symbole &(x°, x; 1) est unique modulo C=([0, X°], S“"‘) et pour
tout entier 0, X opére continument de C°([0, X0, H==) dans lui-méme comme un
operateur d’ ordre 7.

(7Z) A admet un adjoint \*& C=([0, X°], L") au sens suivant (Au, v) 2= (u,
A*0) 2 pour tout ue Cy(R™) et veCy(R™); A a un symbole e*(x0, x; /)
C=([0, X°], S7) tel que:

N-1
2.8) VN entier, e*(x0, x; /)—j;o 520, x; e C=([0, X°], S™¥)

19 /(1 d\———
2.9) avec e5(x°, x; [)= Iﬁja_{)? (Tﬁ) e(x%, x; HeC=([0, X, ST)

on a aussi (N =(AE)* pour tout i = N.

Soient M= C=([0, X°], L") et e C=([0, X°), L") de symboles respectifs
e1(x0, x; ) et ey(x0, x; 0).

(Gi7)  Alors A+ A= C=([0, X0, LT1H1"2) et a un symbole u(x°, x; 1)

N-1
(2.10) tel que VN entier, u(x°, x; [)— 2 puy(2x0, x; H)e C=([0, XO0], STtre—?)
j=0
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1 (1 o

a a a
2.11) avec py(x°, x; )= 2 75[—) e1(x%, x; /) (ﬁ) eo(x0, x5 0)

a2y a!

appartenant ¢ C=([0, X0, STitre—7).
On a de plus: (A;+A)FE=QADFK A+ (A2)%.

La démonstration de cette propriété résulte de celle de [9] (théoréme 1.2
p. 417). En particulier: 1’inégalité

[ae, v) 2| M Aae [l X N 01— U AN p X 22 50 X 2]

pour tout #E H $*" et y= H % entraine
IA* @O N=5~"=11AEO) (134

(tout s&R) et par la suite (A*)E=AE)* pour tout 7= N.
On a aussi:

1Ar= Ag(20+Ax0) — A« 2p(20) — (A0 [A, P+ Ag(20)+ A1 = AP (XO) 15,472
IO A0 34, X [ A (204 Ax0) — Mg (x0) — (AZOMD(20) 3Ly,
IR (04 A20)— Xy (30— (A0 PO 18, X I Ag(EO) [,

qui entraine I'égalité: (A;+A)R=QA)F Ao+A;+ (Ao)F.

Toutes ces définitions et ces propriétés se généralisent aux opérateurs
matriciels mXm. On note alors les espaces d’opérateurs matriciels corres
pondants respectivement: C=([0, X°], S,,"), C=([0, X°], Sx"), C=([0, X°], L,™),
C=[(0, X9, L,," et les propriétés résultantes se résument par la:

Propriété 7.

(@) A=etgeC=([0, X, L,") (eC>([0, X, S,") et g=C=([0, X],
L)) est une matrice mXm d'éléments M=ef+gfieC=([0,X°,L") (fE
C=([0, X9, 8" et gfi=C=([0, X, L~=)); som symbole &(x°, x; [)eC=([0,
Xol, Su"), matrice d’éléments ef(x°, xz; [)e C=([0, X0, ST) est unique modulo
C=([0, X°), Sy); A opére continument de C°[(0, XO), (H~=)") dans lui-méme
comme un opérateur d'ordre r (quel que soit 0 N).

(i) X admet un adjoint \* = C=([0, X°], L") au sens suivant (Aut, v); 2z ym
= (1, X*0) 2 grygm pour tout u et ve [Cy=(R™)]™.

A* admet un symbole e*(x°, x; [)e C=([0, X, S,") tel que:

2.12 YN entier, e*(x9, x; —Nz_}le* 20, x; e C=([0, X0, S,"%) avec
=0 !

)GGT(xO» x; H)e ([0, Xol, Su™™)

i

(2.13) 5, x; )= X

Z oo

191 9
79/
on e7(x0, x; [) designe la transposée de la matrice e(x°, x; [).
De plus (N =QAE)* pour tout i = N.
Sodent \y = C=([0, X°], L,,") et i C=([0, X°], L") de symboles ¢, et es.
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(#2d)  Alors A - A= C=([0, X°), L, ") @ un symbole w(x°, x; I)

V-1
(2.14) tel queV N entier, p(x%,x;0)— 3 ui(x%x; He C=([0,X°], S, H"¥) avec
i=0

13\ 3\ . e
@15) wetxil= 2 [} o) ewoid( o) e D@01, S3)

De plus (AAg)dd =A1)F0 Aa+A1"(Ae) 5.
(fv) Si MeC=([0, X0, L) et A= C=([0, X, Ly:) alors le commuta
teur [/\lr A2] /\ A—AyrA EC™ ([0, X9, L, Tt 1)

| C=(0, X0, L) |

est le sous-espace des opérateurs A (20, x; D,) de C=([0, X°], L,) ayant un
symbole (20, x; /) C=([0, X], ") développable en sous-symboles ¢, (x°, x;7)
eC=([0, X9, S,,"7) homogeénes de degré »—;j par rapport a / pour [/|>1 au
sens suivant

(2.16) VAV entier, e,(x%, x; {)— 8 &4 %3 £)& C([0, X0], Spr=).
j=0

On note C=([0, X9], S;:)'espace de symboles correspondants; de méme
C=([0, X°], S;) est le sous-espace de C=([0, X°], S,,") tels que les symboles
appartiennent a C*=([0, X°], S;).
On démontre aisément la propriété suivante, résultant de la propriété 7:

Propriété 8.

(Z) Les sous-symboles e, [(x°, x; ) sont uniques pour |/|>1.

@) C=([0, X0, L) est fermé pour la d érivation par rapport & 20 [0, X 0]
et le passage & [ adjoint.

(G7i) Si A eC=([0, X0, L)) et A= C=([0, XO], L) alors A=Ay C=([0,
XO]’ L’mh-H‘z)‘

Soit < N on appelle

03(Q)

I'espace des opérateurs p(x9%, x; Do, D,) de la forme
o
p(x0, x5 Do, D)= 30 Ag_y(2%, x; D) Do ot Ay 4(2°, x; Dy)
i=0
appartient & C=([0, X°], L;57%).

0
Propriété 9. Soit p(x°, x; Dy, D)= 3 Ag_y(xg, x; D) Do O5(8).
i=o

(7) Pour tout ' N, p agit continument de C°+%([0, X°], (H~=Y™) dans
C¥'([0, XO), (H~=Y™) et on a:
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COX([0,X°], (H+=)") < ([0, X0, (H Y™ e COF'([0,X0), (H ™) < COH'([0, X0, (™)

» © ? © ) © )

Co'([0,X°], (H+=)m) —= C?([0,.X°], (7*"=)™) —C?([0,.X°], (& *=*)™) — C*'([0,X°), (T ~)")

9
(i2) p admet un adjoint p*(20, x; Dy, D)= 33 DioXy (20, x; D) au
i=0
sens suivant: (py, 2) gt m=(¥, p* &) L2 gmtym pour tout y et z apparvitenant &
[CO‘”(Q)]"‘, les opérateurs Ny_i(x°, x; Dy) étant définis par la propriété 7
(0, x; Dy, D) O8(82).
(Fi7) Sz p, € 08(R2) et po= O,81(82) alors pyp,E O H0(L).

La démonstration de cette propriété résulte de facon évidente des propriétés
7 et 8 et de la relation de commutation:

[Dge, A(2°, x; D)= %,-/\(,}o’(xo, x; Dy) pour tout Ae C=([0, X°], L,").

On a 0,°(2)C 04(2). On pose 0,%(2)=0"%(£).
De méme si on pose O,,(82)= U 0;5(R2), alors O,,(2)C 0,,(£2).
benN
On dira que p= Zo‘, Ag—i(x0, x; D) Dboe O35(82) est unitaire si Ag(x0, x; D,)=1p.
i=0

Soient p et ¢ appartenant & O7,,(£2); p est dit congru & ¢ modulo 8 dans O,,(£2)
et on écrit p~g si p—g€E 0810 N*). Pour des commodités de rédaction,
on écrira aussi pryg lorsque p=g. Appelons symbole principal homogeéne (pour

9
|/]>1) de l'opérateur p(x0, x; Dyo, D)= 35 Ag_y(x0, x; D) Do= O38(2) 'expres-
i=o
0
sion a(p)=P(x0 x; %)= eg_4,0(x%, x; [){yt, polynéme de R[/,] de degré 0
i=0
pour (xg, x;/) fixé dans 2X R", a coefficients appartenant a C=([0, X?], S,,9).

On déduit alors aisément des propriétés précédentes la

Propriété 10.

(2) Pour p fixé dans O(82), o(p) est homogene de degre 0 par rapport a
(Lo, 1) pour 2| >1 et unique pour 7| >1.

(i) Soient p,E O8H(82) et po= OFH), on a:

o(p1p2)=0(p1) X o(p2) pour 171 > 1.

0 0
(i77) Soit p= 3 Ag_{Dho et g= 3 py Do appartenant a O4(82) alors
i=o i=1

prea{=>o(p)=0(g) pour |11>1 et o= p.
(v) Si peOB(Q) et g=O0'%'(Q), leur commutateur [p, gl=pg—qpc
O30 =1(Q) si et seulement si [Ny, pol=0 (par exemple si p ou q est unitaire).
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3. La condition de bonne décomposition dans O,(f2) pour les
opérateurs £'(x0,x;D,0,D,) de 0,(2) de symbole principal K'(x%,x;/,,/)=
(H ) (H )20, x5 o, DIm(*).

Hs(xov x5 ZO: Z)

10 . — T8\ vy "D 7/
(+) On pose (", %5 b =5 (o' 105

Considéré comme opérateur de Op,(2), supposons que £'(x%, x; Dy, D,) ait un
symbole principal o(#’) de la forme:

oK) =(KD)" - (K)" Im

avec Kj(x%, x; /o, /) polynéme unitaire de degré 6; dans R[/;], homogeéne par
rapport & (Jg, /) pour [/|>>1, & coefficients appartenant & C>([0, X°], S5%) et
homogénes par rapport a 7 pour |/|>1, pour tout =1, .-+, u., tel que K et
K soient premiers entre eux dans R[/y] pour [/|>1 si i~/

Remarquons que 4’ est unitaire et que o(#)=XK" pour |/|>1.

Fixons K; un des facteurs K;(1<{7<p); on a

(KX e X (K" =Eg X (Ko)"

Soient ¢y € O0y,(R2) et £y O1(£2) de symboles principaux respectivement £g X Zp,
et K et unitaires, alors

K ~eey(kp)fr  (propriété 10. iii)

Et ) =4 —eg(kp)re O ().
=1
Si y1e& On~2(Q) on a: yi=A (2% x; D) Dynt+ T ALD 1t et y) admet
i=1
7—1
un symbole principal I'j= 3 e} o(x°, x; /)/y""1~* homogeéne de degré 7—1 par
i=0
rapport a ({y, /) pour [/|>1.

Appelons B, le minimum des multiplicités de K, dans chacun des m?
éléments de la matrice I'; dans R[/y] et lorsque (x°, x; /) varie dans £ X sphére
unité de R"(B;=0 si et seulement si il existe (x§, o) et /°(|/°|=1) et un
élément I'1% tel que I'y%e(x8, xo; Zo, £) ne soit pas divisible par &Kg(#3, %o;%0,2%))-

En faisant la division suivant les puissances décroissantes dans R[/,] de
I'{ par K pour chaque (x°, x; /)2 X R", on met I'] sous la forme:

. B ,
M=E X (Kt 3 EX (Kot
i=1

etona I=E X (Kph si [/]>1.

De plus £} est un polynéme en /;, homogéne de degré r—1—pB16, par
rapport & (Zy, /) pour |Z|>1, & coefficients appartenant & C=([0, X], Sy1-Bis0)
homogeéne par rapport & 7 pour |Z|>1., et il existe par conséquent &) & Oy, (£2)
de symbole principal £1(x°, x; £y, /) (pour [/|>1) de la forme:
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, "*I—B,loo ,
e1=21(x0, x; D) DyalFroo 121 (20, x; D)y Dys 18160t

D’ou &~ ej(kp)fotei(#o)5:.

Siy1E 0772, on prend ;=0 et B aussi grand que I'on veut et I'équivalence
précédente est encore valable.
Aprés un nombre fini de telles opérations on a dans Op,(£2):

F= 5 ek
(2.17) avec i=io
y ~Z ey(£o)P5 pour tout 7=0, -+, 7.
Définition 5. Une telle expression (2.17) est appelée une décomposition
de £’ par rapport au facteur K dans Oy, ().

Remarque. Comme dans O,(f), il n'y a pas de maniére canonique
pour effectuer la décomposition de £ par rapport & K dans Op(£) et les
nombres By, -+, B peuvent varier suivant le choix de ¢, --+, €.

Définition 6. Une décomposition de £’ par rapport & K dans Oy,(£2)
est une bonne décomposition si B, >By—r pour tout »=0, ---, 7. On dit alors
que £’ est bien décomposable par rapport & K dans O,(£2).

Proposition 5. S7 &' posséde une bonne décomposition par rapport & K,
dans Op(82), toute autre décomposition de k' par rapport & Ky dans O, (82) est
une bonne décomposition.

Démonstration: En modifiant éventuellement les opérateurs ¢; on peut
écrire la bonne décomposition sous la forme:

= eo(RoiF ey (Bt o ey ()i o e
Considérons une seconde décomposition de £’ par rapport a K;:
K= &
i=0
on a 86(,%)36,:,56(56)55 et d’aprés la propriété 10 il y a égalité des symboles
principaux pour [/|>1 d’ou:

Eyx (K)bi=Eyx (K)f pour [/|>1.

D’ou By=By=r"=multiplicité de Kj dans o(£).

Montrons que pour tout 7, B;>By—/.

Pour j=0, I'inégalité est démontrée; supposons la prouvée pour 0, -+, 7—1
et démontrons la pour j: si j > B,, elle est évidente; sinon, en modifiant éventu
ellement les &, pour p<j—1 on peut écrire
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’ ~1rTIN\RB" -t I\R’ — ~17TIN\B"
#' g 8o(ko)fot e -2y ()T -2y (kg)
17TI\B" Y ’ INB — j—l..r T7\B'— ’
on adonc: B~ B ek — B BE =g,
Grace au

Lemme 1. [14] 6, étant l'ordre de ky et ng=aby+(B—a); si f<a 2/ existe

un opérateur Xs& Oy(Q) tel que: (k)" ~ A5(%oB.
n
B

On montre qu'’il existe un opérateur ;= O, (L) tel que g ~ s (Fo)Po;
on a bien alors le résultat ;> B,—; puisque £} X (K(;)B}=®}(K6)B'ﬂ“f et que
K n'est plus en facteur dans £’ dans R[/,] en un point au moins de £ X sphére
unité de R™.

En utilisant la technique de démonstration de [14] (p. 250) on obtient les
proposition suivantes:

Proposition 6. £’ est bien décomposable par rapport a chagque K (1< s< )
dans On(82) si et seulement si il existe des opérateurs ky, -, k€ O1() unitaires
de symbole principal homogéne pour |[|>1 respectivement K1, ---, K, et des
opérateurs ey, ++-, e E On(82) tels que

F= 3 ()P (£ 0
(2.18) avec i=°i
B oo~ 3 B e (B tout i=0, -, 7.
T— j=0

Remarque. On peut choisir arbitrairement dans O7(£2) les £; unitaires
avec o{k)=K(|/|>1).

Proposition 7. S7 &' posséde une décomposition de la forme:

T
’ ’ ’ ’
,é = Z e;kaika%.”kaa(
i

(2.19) avec i=2
A ~ Eoe}/é;{k;g"né;’f‘} tout =0, -+, 7

n
o iy= 5 FP—jl 0<j< ).
§=

of est une bijection:

[1' ’u;]—}[]_‘ ...,1; e ,u,,---,,u]
S—— S~——
ri—41, tois [re—j1, fois
al(z)=a/

1 E 01(82) est unitaive et a pour symbole principal K[(|/1>1) pour tout
2..: ]-, seey 'u“

e;E0m(R) 0/<7)
alors k' est bien décomposable par rapport a chaque K, (1< i< p) dans Oy(£2).
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Proposition 8. S7 £ posséde une décomposition de la forme

F=X altk;iaé,é;%...a&;k;%,da,ﬁ_l
=0 i
(2.20) avec i
F o~ X alkgatkyalifg, ali (fout i=0, -, 7)
7=0

avec les mémes hypothéses sur k; (=1, ---, u) et of (=0, ---, 1) que dans la
proposition 7 et les opérateurs ag appartenant & On(82) alors k' est bien
décomposable par rapport a chagque K| (1<i< p) dans Op ().

A\

Nous allons & présent formuler une décomposition particuliére du type
(2.19) des opérateurs £'.

4. Les opérateurs £'(x% x; Dy, D,) de 0,(2) de symbole principal
K'(20 x; 2y, =(HDY ---(H)?(x°, x; Ly, )], et la condition C'.

Hi x5 0= 11 (o—ph(xo, %: D) (A<s<o).
On pose
(HRE (O, 5 Ly, D= (20, %3 Loy D)= [] (Lo—po'(%, 5 D
i=1

On consideére la suite finie (s;); <4<y Strictement croissante a valeurs dans [1, -+, o]
définie par: 7, est le plus petit 7, tel que ¢**1<gl, .-+, 7, est le plus petit 7,
tel que ¢*+1 < g%i-1t1 (2 i< x—2), -+, 75y, €st le plus petit 74 tel que ¢*F1=¢°,
Sx=0.

On a: 7, {7p, oo T <Tox=T,, ¢i=A (1< x) et A=g'=A=
Ag=--- =A781=98‘>’\781+1= =)‘182=qs”> >Afsx_2+1=“' =)‘fs =g’x1>

X-1
Ay = =h, o pose p=d, =, =g'i—g"l 1 <i<x—1), p=1"
X X
Ona 7= p7y; €t A=¢gl= 3 p,;.
i=1 i=1
Pour des commodités d’écriture on convient de poser aussi:
Tsxn =T, 11 et py1=0.

Soit & C=(R™) qui vaut 0 pour |/|<1/2 et 1 pour [/| >1.
On considére les opérateurs de 0(£2) suivants:
2420, x; DHye ([0, X9, ST) de symbole
po'(x0, x; DD EC=([0, X°], S
3= Dpo—poH (" x; D) (1<i<7,)
8o=1, 8;=0y, 8,=0,0y,*+,8 81=31813181—1”‘3231, 8781+1="518781, Tt

T

= \pl == “ee p— ese e
891751 (8781) , 8017814—1 alsplrslr ’8p1781+1-32 a-rs2 alsplvsly )
891781+P2782=8ﬂ2782'8P1781) °ty 8"1781+'"+Pi78i=8

8.=8,, +8,, =a..
Sx

pi-rsi plrsly ’

T Px P17s,
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On a £’ ~ I,@, dans O,(£2) d’aprés la propriété 10.

En développant les 8; (1<{7<7—1), on calcule, par récurrence sur i,
¢
Dio=8,+ jZ} (0, x; D)8, ; avec ef(x0, x; Dy)e C=([0, X0, L)
=1
7—1
et &'=Ini + 3 b2 x; D)8, 14 avec by(x°, x; D)€ ([0, X°], Ly,
=0

by(x°, x; D,) a donc un symbole (22, x; /)& C=([0, X°], S;t) développable en
sous symboles B; (%, x; /)e C=([0, X°)], S&7) homogénes de degré i—j par
rapport & / pour 713> 1 (si B(x%, x; )& C=([0, X0, S& ™ alors B (a2, x; )=0
pour [/|[>1 et 0<j<n;—1; on convient de choisir B; (% x;/)=0 pour
0<j<{#;—1). On peut écrire

B0, 5 D)= T Pufah, 21 D)%, 1 D)
avec
6320, x; Dy)ye ([0, X0, LY
On pose
by, (20, x5 Dy)=PBy (2% x; D) C=([0, X, Spt~7) de symbole
Bi,/(x°, x; [)=0&4,4(2°, x; ) pour 7=0, .., i—1.
bi(x%, x5 Dy)=06y(2° x; D) C=([0, X°, L7

d’ol I'expression de &’
, ol . =3 7—1 o
k' =In®,+ L 2 61,120 x5 D)8,y y=1Ipn@w,+ T 3 b,1(x° x; Dyp)8,—1-4.
i=0 §=0 i=0 i=1
Définition 7. £’ vérifie la condition C’ si:
b”x+1’sx Py +BT +v,px+1+-~~+pu+8—1(x0> x; [)=0
+1 a a-1

pour tout 1<a<x+1, 0<B<p,my, O<y<7—1—pxs1Tsxss— """ —PaTsa—PTs0,

(avec la convention d’écriture 4,,_;(x°, x; /)=0 pour y=0, .-, 7—1).

Remarque. Cette condition C’ se décompose en ¢g'—1 sous conditions
matricielles:

C1: les symboles &,, =b,,41,0="""=b,_1,0=0

N . _ J— J— J—

CPX' les SymbOIeS be"q,Px—lzéPxfo'Fl:Px—l:."zér—lyﬂx—lzo

:, . o .
Cpx“' les symboles épxra+fs va—_—bew'l‘fsx +1,1px:"'=bf—1,px=0
. X-1 -1

C:':x+"‘+/’a+3: leS SymbO]eS épx78x+m+pﬂrsa+ﬁ73a_l’px+"'+pa+ﬁ_15...E
b, 1.0yt to,+8-1=0 1<a<x; 0<B<pe1)

Cg—1: les symboles &, . byt s +(P—Drg gog=r"=b,_ ¢ 3=0.
X 2 1
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5. Il résulte de la proposition 2 que l’analyse de la condition
C portant sur Popérateur .e0,!(f2) faiblement hyperbolique, a
caractéristiques de multiplicités constantes, se formule par les
théorémes suivants:

Theoreme 1. Soiz k= 0,7 (82) de symbole principal (H)?---(H ) (20 x;
loy D)1y et B'= (Hl)‘ii--'(Ha)f"(xO, 71,0 € 0,,/(82) de symbole principal (H)?'---
(H)w (20, x5 by, D).

1l y équivalence entre les assertions suivantes:

(z) F vérifie la condition C’,

(i2) A est bien décomposable par rapport a chaque d;=1y—pot(x°, x; Dp(l)

AL i r,) dans 0y(82),
(idi) k' est bien décomposable par rapport & chaque H (1< s< o) dans

Om(82),

(¢v) k' est bien décomposable par rapport a chaque H (1< s< o) dans
Om(82),

(v) % est bien décomposable par rapport & chaque H; (1< s< o) dans
On(82),

(vi) k est bien décomposable par rapport & toute décomposition du radical
caractéristigue R en produit de polynémes K; premiers deux a deux dans
R[ly, 1], & coefficients dans B=(82), tels que  inf | K (% x;1,0)|>0.

(20, 2)ER

Démonstration:
(i))=> (i) En effet si £ vérifie la condition C’, la décomposition

r—1 7—1
E=Ino+ T T bufa 25 Dby
est du type (2.19) avec K;=4,.
@i)=> (@) Ona
r—17—1
ko~ 1m5)7+j§) 1\—;} b1,5°8,-1-0 0<r<7)

et £’ étant bien décomposable par rapport & chaque 4 (1 <7< 7) dans O,(Q),
il existe des opérateurs ¢, € Op,(22) (0<p<7) tels que

r
kl ,\; 2 e;’(al)(/\l—l’)*_,,(a7o>(Ara—P)+
T p=0

D’apres la derniére remarque, la condition ¢’ se décompose en A—1=¢g1—1
sous conditions Cy avec »=p,,;+--++p,+B variant de 1 a A—1.

Démontrons par récurrence sur » que toutes ces sous conditions C; sont
satisfaites: on a d’abord

I, 7 (310,70 & ey =1Im

Pour =1, on a:

7—1
In@+ E 81,0814 g 6@ (0r 7o 3@ (3,070
=0
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Ces deux opérateurs de O7;71(£2) ont donc méme symbole principal pour
171> 1 a savoir £7 X (4)N P+--(4, )4~ P+. On montre qu'il existe v;E Op(£2)
et v;E 0, () tels que

Lo, ~ vs(05) AL+

} pour tout s=1, -, 7
p(Op)M +++ (B0 g wis(g) AP

o

Donc [ma;r—e{,(al)"h~-(8,a)"’oe Om 1(82) a un symbole principal divisible

par (dg)*sD- pour tout s=1, .., 7, et [/|>]1.
-1
D’autre part Z b4,00,_1—¢ @ aussi un symbole principal divisible par

(4 HXDs pour. |/|>1 dans R[/y]; il en est donc de méme pour le symbole

principal de Z b4,08.—1—4, quel que soit s=1, .-+, 7_; ce qui n’est possible qu’a
i=7¢

y Loy

la condition:
by,0(2° x; 7)=0 pour tout 7=, -+, 7—1, tout (29, )= et tout |/|>1.

Avec la convention faite sur les symboles &; (9, x; /), cela revient & dire
que by,0(x%, x; /)=0 dans 2 X R" pour tout z=r1_, ---, 7—1.

La sous condition (7 est donc vérifiée; on démontre de méme par récur-
rence que toutes les autres le sont aussi.

(i)=> (i) Il suffit d’appliquer la proposmon en prenant K;=H;, p=o,

7—1 7—1

r*=¢°% et en remarquant que &'=/,o + Z} Z b4,18,—1—4 est une décomposition

dans O0,,(2) du type (2.19) pourvu que l on ch0151sse
hg:afsafs—l'”afs-l'l'l

(i) => (i) On utilise la proposition 6 avec Ky=/H; en choisissant /=
d,,_,+1 €t on applique la proposition 7.
(iii)=> (iv) Considérons une décomposition du type (2.1) en remplacant
H, et hy par Hy et /gy, £ par £ et appelons la (2.1)".

D’aprés la proposition 5 en prenant Ky=FH, cette décomposition (2.1)’
dans 0,,(2) est une bonne décomposition dans Op,(£2) par rapport &

o Hy(x0 x; 4y, ) N o
o  Hy(x% x;1,0)) d’ou B, >Bo—r=¢"—r.

3, e

s

#' est donc bien décomposable par rapport a chaque A3 (1<s< o) dans O,,(£).

(iv)= (iii) Toute bonne décomposition dans 0,,(£2) est une bonne décom-
position dans O,(£2).

(iv)=> (v) On applique la proposition 2 a (&', Hy, /) dans O,(£2).

On obtient une décomposition du type (2.2) que nous notons (2.2)".

En remplagant 4, par 4420 x; Dy, D) H(x% x; 1, 0) dans (2.2)" et en
écrivant A= (H)?.--(H )?(x, x; 1, 0)#, on obtient une décomposition du type
(2.4).

(v)>(@{v) C’est la méme démonstration que précédemment; il suffit
d’intervertir les roles de £ et &', H, et Hj, %, et /.
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(i)=>(vi) L’étude de la bonne décomposition des opérateurs £ dans 0,,(£2)
faite au paragraphe II 1 peut se faire de la méme facon par rapport a
I'ensemble des facteurs de toute décomposition du radical R en produit de
polynémes K; premiers entre eux deux a deux dans R[/,, /], & coefficients dans
B=(82), tels que inf |K,(x° x;1,0)|>>0; on obtient de la méme fagon

(z°, )R
qu’avec les facteurs premiers A, 1'équivalence de la bonne décomposition par

rapport aux K; dans 0,(£2) avec la condition C’ sur £'.

Définition 8. Si £ ou £&'=4/(H)?---(H)C(x° x; 1, 0) vérifie 'une des
assertions du théoréme 1, on dira que £ et £ sont des opérateurs bien
décomposables.

On peut alors conclure par 'énoncé suivant:

Théoréme 2. L'opérateur k faiblement hyperbolique par rapport au
champ de covecteurs (1, 0), & caractéristiques de multiplicités constantes dans
Q vérifie la condition C si et seulement si il existe des opérateurs a, & O, H(8)
et ay € 0y () de méme symbole principal A tels que ky=ha, et ky=ash soient
bien décomposables.

III. Résolution du probleme de Cauchy pour les opératurs £’ 0,,(22)
de symbole principal (#))%:--(H,)*/,, bien décomposables.

Pour cela nous avons besoin d’une autre caractérisation de ces opérateurs.
1. Décomposition de k' en opérateurs portés par les bicaractéristiques.

Définition 9. On désigne par M, l'ensemble des sommes finies de
mondémes du type wjied;,+9s,++-05; (0< i< 7—1; 9;,=1) a coefficients & gauche

les opérateurs w;i de C=([0, X°], L;%), /*=(/1, ---, /i) étant une injection & valeur
dans 'ensemble: {1,:--,1;2,:-+,2; 7, --+, 7.} dont les éléments sont considérés
~——— S~——
A, fois Ap fois A7, fois

distincts deux 4 deux. On note M;=M.

Théoreme 3. £’ estbien décomposable si et seulement si w=rk'— I,a,E My,

Démonstration: On démontre le théoréme direct a 'aide des lemmes
suivants:

Lemme 2. S7is~j, il existe Ky (20, x; Dp)=K, ;= C~([0, X0, S"71) et
Q4,20 =0Q4,;,=C=([0, X°], L=) tels que K;;+(0;—0)=1— Q4 ; (1 est I'opérateur
identité)
qui résulte de I'éllipticité de d;—3d;; K,; est une paramétrix a gauche de 9;,—9,

([3] et [19])
A l'aide de ce lemme, on démontre par récurrence sur les nombres
71y T, vy ¥y le

Lemme 3. On considerve les ensembles d’ opérateurs suivants
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N7s, = {a"sl’ a‘fsl_l’ e, 01, N78= {a"sz’ 8782_1’ 00,01}, e, NTo= {ar,,’ w+, 0}
N=N1, 0
={Ns, U UNS,UN3 - UN8,J s UNT8xJ oo U N78x}
7, fois T, fois Tx fois

ou U désigne la reunion disjointe [27].
Soit 0=0y=r(rs,— D)+7r1(7s,.,— D)4+ +71(r5,—1).

Alors Iopératenr identité I peut s’écrive sous la forme:

(3.1) /= = K 68,,++-3, +2 z Qur 30,8,

ob=(01,,09)ESY P=0 oP=(o1,,0p)ES)p

on o (0<p<H) panourt lensemble &, des permutations de p indices prz's dans
Pensemble 100, % = U ([1 75 U U[L,75,]) des indicesjdes d;de N,
K= C=([0, X0, L'~ ”) et Q.,,=C>([0, X°], L),

et son corollaire le

Lemme 4. Soient 2<d<x, 0<e<pg1 1<Sf< 75,1} on considére

U ensemble

N=Nfu e e isa i (§ {3y, +, 9, } =N, UN,.

Par 7sd-—l
et les nombres 0,=py(15,— 1)+ +pa(rs,— 1) +e(rs,,—1)
02:Tsd—1_f
0=0,46,
Alors 'opérateur identité I peut s’ écrive sous la forme:
3.2) I= 2 K,6°0,0,,+ Z‘, 2 Qpe05,0,,
00&@0 P=0 aPEG)

ou 0"=(aq, +++, 0,) (0L p<0) parcourt ['ensemble des permutation de p indices
pris dans Densemble 1,°1. %% 24 ‘,:Z‘, _:i" O [f, 75, )=1 des indices des 0; de
N, K o= C>=([0, X0, L'=9) et Qo= C=([0, X0], L7).

A T'aide de ces lemmes montrons le théoréme 3:
Ona #=7,a, +r21 B 2 éa,, 120 x5 D)5, .. Puisque £’ vérifie la condition
c’ —Qle C;, chaque 7 tel que 1<r<g'—1 étant de la forme r= Px+1‘|‘ pits
avec 2<z <x+1 et 0<F<p;—;—1 uniques, chaque expre551ona§ lba,,_IST_l_a
verifie la condition C; et se met donc sous la forme:

= 2 bayr—lsr*l—a (1<7< 91_1>

avec
ag=pxt1t - tpiti—1 et ay=pypi7ox, + - Fpirsi s, —1

Tous les & intervenant dans 4;, contiennent en facteur le produit des

—1—a’
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14 TSPTS TSP 8T8y
éléments de NV, .., %00 Li0 w00

Considérons un nombre a avec pyq+px+ - +pi+7/—1<a<pyp 175y, +
+pirs;+77s,.,—1 alors a peut se mettre de maniere unique sous la forme:

a=pyp1Tsxnt 0 FpaTsateTsa F 750 —f
avec soit @ >7, e < pg_q1, 1 <f <75, , s0it d=i, e<jet 1 f< g, ,.

i rgonrs .
Le complémentaire dans NV, ., "* de I'ensemble des facteurs qui com-

posent 8,_,_, est I'ensemble

"31' "'Sd 20 T8d_1PT8 T Sx .
N N ...... € WPy aaPX U {aTSd—l, Ty af}

Soit §=py(7sy— 1>+"'+Pd(78d—1)+e<78d-1_1)+(7'84_1_f)-

D’aprés le lemme 4, en écrivant 'opérateur I sous la forme (3.2) on a:
ba,f—ls‘r—‘l—a:éa,f—ljs-r—l—a o1
= 2 éa,r—lK,,Oaa,'"80987—1—a+ 2 Z éayf"lQﬂpavl.“aaﬁar—l—a'

oGy =0 aPe@p

On a a—r+1<6, d’ot b, 1K,6eC>([0, X, L) et b,,,1Q.,=C>([0,
X0, L==).

D’autre part 0<a=>0+(r—1—a)<7—1 d'ou A EM,A1rg'—1).
Lorsque ¢t<(»<7, il n'y a plus de condition Cy portant sur £;, cependant on
démontre de la méme maniére que £, M,,.

Démontrons la réciproque du théoréme 3.

Par hypothése £'=a,/,,.+w avec we M,,.

D’ou w:tél Y w00, 0,, ; avec w,~ie C=([0, X°], L}

=1 07-ic@,

Appelons &’ l’ensfmble des permutations d’au plus r—1 indices pris dans

I’ensemble des indices [lgl; --~;ro,\-~/,*ra]. Pour tout o=@’ il existe ¢
A, fois Ao fois
unique (=1, -+, 7) tel que o=0¢""t=(0y, **+, 0,_4); en notant 0,=0J,,-:9,, ;,, on

peut écrire w sous la forme w= ¥ w9, avec w,&C=([0, X0, L) et £’ sous la
=y

forme £ —l/JC[ Z (I o, + Kw,9,)] (K=card &").
Or chaque o=0"" (=1, -, 7) a son image dans [1, -+, 1; 57, «v, 7]
Nfols A7, Tols
contenant au moins (A;—7), fois 1, -+, (A,,—2)4 fois 7,. Il en résulte que
chaque w9, peut se mettre sous la forme:

a7043a30ug"+* a3, Oag, a3 41 avec a3 Op(8),
H

a’ injection:
[1, ey %i] — [1, T T Tttt 7.0], waaoe 0;;‘—1(9)_
S——— S———
Q,—1), tois Qro—1, fois
D’apres la proposition 8, il en résulte que: /@, + Kw,d,€ On(R2) est bien
décomposable par rapport & chaque 4; (1<{s<{7,) dans 07,(2) et d’aprés la
proposition 6 et sa remarque, il existe des opérateurs e;” 0y,(£2) (0<7< )
tels que
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j
Lo+ Kew,8,7 3 e’ (@) M ew(3, Yoo~
=0
(tout 07 7).

D’ou
J
& ~ Zol/J(( 2@}3 €,7) (8) M e+e+(3, Y7o~ (tout 0< < 7).
p= =Y
D’aprés la proposition 6, £’ est donc bien décomposable.
2.

Théoréme 4. Si &' est bien décomposable, alors le probléme de Cauchy
posé par le systeme

3.3) Fe=f" avec f'&C°0, X, (H=)™)
et les données de Cauchy sur I’ hyperplan x°=0 notées
(Dy) 2;=(D%2)(0,.) s(H=)" (=0, -, 17—1)

admet une solution et une seule 2 C7([0, X0, (H=)™).
Démonstration: On utilise le lemme suivant:

Lemme 5. [19] On désigne par s les monémes de M de la forme s=0 i=
=0,,-++0,; (0<i<r—1), (0,0=1). Alors pour tout rE R, il existe une constante
C>0 telle que

34 s?ﬂllfﬂ(xo,-) 12 C {SEZ‘.J{IIW(O,-) P2+ [5° 1l @,2(x"0,.) I, 2l "0}
pour tout u=C7([0, X0, H™7) et tout x°=[0, X°].

Effectuons alors le changement de fonctions inconnues:

on est ramené & résoudre le probléme de Cauchy

(3.5) ke =f"
4 données nulles sur "hyperplan 2°=0:
(Dy ==, 1 =0

et avec le second membre f'=f"— g;ol,é'[%f:)f_ 2] Co([0, X9, (H=)™) on
résout d’abord le probléme - '
au=f"
(3.6 {u;=--j-t=u,_1=0: données de Cauchy nulles sur I'hyperplan
que l'on peut remplacer par le systéme d’équations équivalent:
Dgou—pot(x0, x; Dyu=uv1
(3.7) Dyov' —po*(x°, x; Dyvt=0?

DpovrL—pye(20, x; Dyv - 1=f"
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avec les données nulles: #y=vyl=-+=9y""1=0 sur I'hyperplan x°=0. On
résout le systeme (3.7) en commencant par la derniére équation. S. Mizohata
[13] montre que cette équation admet une solution

o1& ([0, X°], (HTy™) N CY([0, X°], (H™1)™) (tout »&R)

Donc v""1e C1([0, X0, (A *+=)™).
On résout successivement les autres équations de la méme maniére et on
obtient ainsi v""2= C%([0, X°], A=)™), .-+, u= C7([0, X°], (Z=)™). La résolu-

tion de (3.5) se fait par approximations successives avec la relation de récurrence:

(3.8) {a’fz’“+1=f”—wz’° a=0, 1, -++(s0=0)
' Données nulles sur I'hyperplan x0=0:2p=-.-=2* ;=0.
on a alors
@ (&M —2' Y =w( 12"
(39) { ratl__ g'a ratl__ 'a ) 0
gyt l—ggt = =2l —2% =0 sur 'hyperplan x%=0.

(3.10) %]lsu(x”,.) 2 ClE || @,2(x°,.)|l,2dx; (lemme 5)
se

lorsque #;=0 (=0, :--, 7—1)., = C"([0, X°], (H™")™), w appartenant & H,,,
on a:

(3.11) lwz(x,) 1,2 C'[E° | @,u(x"0,.) |,2d%"°

En appliquant (3.10) et (3.11) au systétme (3.9) et en posant M=

l@, (21 —2"9)||,, on obtient
(312) Do) < cxoue C XD
se.y i

On déduit de (3.12) que D%o 2’* est une suite de Cauchy dans CO([0, X°], (H™)™)
pour tout 7 et tout /=0, ---, 7.
D’ou 2'® converge vers 2’ solution de (3.5), (Dj) dans

T—1 [0\
([0, X°, (H=)™) et z2=2'+ X @;,—')z‘ est solution de (3.3) Dj.
i=0 2!
Le lemme 5 montre aussi 'unicité de la solution z.

Proposition 9. [19] Quel que soit r& R, les opérateurs k' bien décompo-
sables vérifient I'inégalité d’énergie suivante: il existe une constante C positive
telle que

T—A T—1
EO | Dfoz(x0, )13 aey < C {jg) | D%oz(0, ) 121 -5+ [§° 11 £'2(x"0,.) l,2d%"0}
pour tout 2= C7([0, X0, (H=)™) et tout x°<[0, X0].

IV. Le probléme de Cauchy pour l'opérateur h faiblement hyperbo-
lique par rapport au champ de covecteurs (1, 0), & caractéristiques
de multiplicités constantes dans £.

Théoreme 5. Le probléme de Cauchy posé par le systéme
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4.1) A(x0, x5 Dy D) y(20, x)=F (29, x)

et les données de Cauchy sur I'hyperplan x°=0 notées
{(;V, Dgry, =+, DE'y) (0, )=(y0(#), -+, y4-1(x))
e “)m

avec le second membre f = CO([0, X0), (H =)™ admet une solution y= C¥[0, X9],
(H=)™) s'il existe un opérateur a,& Oy ~H82) de symbole principal A tel que
ky=ha, soit bien décomposable; cette solution est unique s'il existe un opérateur
as € 0,7 7482) de symbole principal A tel que ky=aysh soit bien décomposable.

Autrvement dit le probléme de Cauchy (4.1), D est bien posé dans CH[0,XY],
(H =™ si & vérifie la condition C.

Démonstration: 1. Existence de la solution.

Supposons qu'il existe a;E 0, 74() de symbole principal 4 tel que
k,=ra, soit bien décomposable.
On se raméne 4 un probléme é données nulles par un premier changement

(x")’

de fonctions inconnues: y=y'+ Z
=0

Iy =f" f—m[(")yi}ec%m X0), (7"
4.2) {

Yo=r=y3-1=0.
Par le changement de fonctions: y'=a;z on obtient le systéme:

{élzzf’

gg="=2,.,=0

(4.3)

’ . \
équivalent a

/Z=fII= f’
{ 1 (H)& (H Y (20, x; 1, 0)

z0=o--=27_1=0

([0, X, (A=)
4.4)

Le théoréme 4 assure une solution z& C7([0, X°], (/=)™ a ce systéme et par
suite une solution

=1 (x0)t
y=aiz+ T G peC (o, X0, (H)m

au systéme (4.1).

2. Unicité de la solution.

Supposons qu'il existe a0, 74 (§2) de symbole principal A tel que
ks=ayh soit bien décomposable.

On montre alors que 'adjoint £§=/%a} est bien décomposable et par un

raisonnement du type de Holmgren on prouve I'unicite de la solution y de (4.1),
D dans C4([0, X°], (H=)™).
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Remarque. Rappelons que det H=(H,)"1---(H ) et que AH=HA=
(H)®-(H,).I,. Dans [6] nous avons étudié ce probléme de Cauchy dans le
cas particulier ot v;=2, g1=2 et g2=...=¢°=1, les multiplicités vy, -+, v, étant
quelconques, sous une condition équivalente & la bonne décomposition, mais
dans des espaces de Sobolev plus larges, en remplagant (4.1) par un systéme
d’équations du premier ordre mais pseudo-différentiel. Sous la méme condi-
tion, R. Berzin [20] détermine des solutions oscillatoires du probléme de
Cauchy; I. Demay [5] résout alors le probléme de Cauchy C* pour les systémes
d’ordre 1 en construisant une paramétrix au moyen de Fourier intégraux et
R. Berzin [1] en utilisant ses calculs précédents résout les systémes d’ordre
quelconque; dans [2], il étudie un autre cas: v;=3, ¢1=3, v,=3, ¢2=2 et pour
§=3, -+, 0, vs est quelconque et ¢*=1.

V. M. Petkov [15] a étudié les cas ot1 'on a soit v;<3, soit s >3 et ¢°=1.

Les résultats démontrés ici ont été annoncés en partie dans une note au
C.R.A.S [7] et exposés au Séminaire Goulaouic-Schwartz [8].

Ce travail a été entrepris suite & une question posée par M. J. Vaillant.

Je remercie vivement M. Vaillant pour ses conseils et ses encouragements
qui m’ont été trés précieux.
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Ajouté dans les epreuves: Note de L’auteur—Dans le cas particulier d’un
opérateur différentiel matriciel faiblement hyperbolique du premier ordre tel
que 'on ait soit ¢g5=1, soit g5=2, soit encore g*=y, (s=1, -+, 0) V. M. Petkov
(C.R. Acad. Bulgare des Sciences, T 29, N°8, p. 1095-1097 (1976)) énonce
une condition suffisante pour la propagation du front d’onde et la résolution
du probléme de Cauchy C=. Pour ce méme probléme, plus récemment,
avec les hypothéses du §1 et la condition C du §II, R. Berzin et ]J. Vaillant
(C.R.A.S. Paris t 283 Série A p. 485-487 (1976)) construisent une paramétrix.



