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§ 1. Introduction.
Nous envisageons le problème de Cauchy (C):

JP(t, x, D ,  D x )u(t, x )=f (t, x ) ( 1  aD t — D  —z  a t' x ax
a)

ip t 5u(o ,x )=0 5(x) •••, m -1. (t, x)E S2=[0 , T]X R x
1

pour un opérateur différentiel linéaire P ( t ,x ,D t , D x )  de type kowalevskien:

P(t, x , D ,  D x )=D tm — E  E  ai „(t, x)D Drtn- 5  (a= (a i , • • • , ai))
j=1 1.14

coefficients indéfiniment différentiables, à  partie principale hyperbolique et
à. caractéristiques multiples.

Il est connu que, pour de tels opérateurs, le problème de Cauchy (C) est en
général mal posé dans la classe de fonctions indéfiniment différentiables  à moins
que les termes d'ordre inférieur vérifient de certaines conditions. Le cas où la
multiplicité de caractéristiques est constante, il a été abordé par plusieurs
auteurs. Notamment Mizohata-Ohya [3], [4] a montré que, si la multiplicité
est au plus double, "la condition de Levi" est nécessaire et suffisante pour que le
problème de Cauchy (C) soit e-bien posé. Et ensuite Ohya [5] l'a généralisé
au cas de multiplicité au plus triple et a montré que la condition de Levi est
suffisante. Oleinik [6], Ivrii [1] et Menikoff [2] ont envisagé le cas où la mul-
tiplicité de caractéristiques est variable. Oleinik a envisagé des opérateurs
d'ordre 2 et a donné une belle condition suffisante. Pour des opérateurs d'ordre
supérieur, Ivrii a donné une condition nécessaire et récemment Menikoff a
donné une condition suffisante comme une généralisation de celle d'Oleinik.

Dans cette note, nous envisageons le cas de multiplicité variable et au plus
triple et nous montrons une condition suffisante comme une généralisation de

(C)
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celle de Menikoff et d'Ohya. Précisons la situation où nous nous plaçons et
l'énonçons comme l'hypothèse.

Nous supposons l'hypothèse (Ho) suivante.

Hypothèse (H e)
H 0 - 0 )  Les coefficients ad t ,x )  de P(t,x ,D t , D x ) soient indéfiniment différent-

iables et bornés avec leurs dérivées.
H 0 - 1 )  Le symbole de partie principale P„,( t ,x ,D t , D x ) de P(t, x , D t , D x )  se

factorise

P n i (t, x , T ,  ) = T M — E  ad t ,x )e 'im - 5 =  I l  (7- — ( t , x , e))
5-, 1.1=i

et les caractéristiques Ai (t,x , e) (1 = 1 , • • • , m) soient de classe C (S2 X  R 1/ {O})
où nous entendons que A i (t, x , e) sont non seulement indéfiniment diffé-
rentiables mais bornés dans S 2x  f le i=i). avec leurs dérivées.

H 0 -2) Les Mt, x , e) (i=1, • • • , m ) soient réels dans Q x R 1/ {O).
H 0 - 3 )  A l'exception des couples (j, k) tels que k =s +j ( j=1 , • • • ,  2s) ou k =

2s+ j (j=1,• • • ,  ), les Ai (t, x, e) et Ak (t, x, 6) soient distincts en sens que l'on a

Inf. I Ai (t, x, 6_4( 4  x, e)i>0 ( j k).
(t,x)En,ier=i

H 0 -4) Pour de tels couples (j, k ) exceptés à  H 0 -3), il existe des fonctions
x , e) et C5

2 (t, x , e) (j=1, • •• ,  ) de classe C - (S2xReil{ 0} ) telles que

(1) k(t, x, 6)--A8 + 5 (t, x, e)=c,i(t, x, e)(Axt, r , 6)---A2 8 4t, x, 6))
(2) Aj (t, x, e)_As .f i (t, x, e)—c. j 2(t, x, e)(As .„(t, X , e)—A2 8 5(t, X , e)).

§ 2. L'énoncé du théorème.
Introduisons les notations nécessaires pour énoncer le théorème.
Soient

Pk(t) X ) T) e)= E E a j a (t , x)e" s
5-11.1+(m-3)---k

en sorte que l'on a

?ri
P ( t ,x ,D t , 19,)= 7 0 P k (t, x, D t , D x ).

Soient, pour un multi-index a=(a o , a') = (a o , al , •••, (bien qu'imprécis)

D x ' = D t% D z a ' , a =
Soient, pour une fonction u(t, x ) de classe e ( . v Le') ,

=  (f R , I u(t, x)I 2 dx) 1 12 , IIu(t)11k,3=( E II D cc'
u  ( t )  1 1 2 ) 1  /  2

oi
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m-1
et III u(t)111,,j = (E  II 3 f(t) 72e+m_i_ioi)1/2.

i=0

Introduisons ici deux opérations sur des fonctions F = F (t, X , T, 6).
Soient

a(g,,,,F=F(t, x, k(t, x, ,

et = + 1; =13 ( —  1) I "2 +PI . a
a

2
1/3g11,2  I ae-i D zaaa

! .

On remarque aisément que 3 (p )13) est aussi définie inductivem ent par

et satisfait

p l  " ( a )a(P)s)=[aV, a(P—el)i =  [-D  d i o - g o ù  101=1/3 1 1= 1

a(.)  _ ( _ 1) ,,, a !   a ain (0 )  n az
./Q3)— 1 !  2 e ', .icliove •a  .a  .

Et soit, comme la deuxième opération,

a I8(a) = . E  •  a a i n ( 0 )  n o2

a 1 !a!u i ( a ) u e  •

Remarques.

1) Quand F  est indépendante de T  3 (P )8 ) ( F G ) = F a ( 3)G .

2) L'on a 8(p) —aeo, que nous confondons dans la suite.
3) Pour I a i= jp 1 = 1 , nous avons

aN)=3;aN)—aP0)a;=—agr—A5)8 (ra, aN)= DPJar
xia(P)=arga(5%)—aMal—alaeo)a;+aeo)ai'fl

-- -ae+m5a3(°)a,-+.36"(7.-4)aeg(T A3) 8?) a,.2 ,
a(p),,_ae.DxgA j83(0)a,_,D A T _ A i) D x [34 5 /0)3 21. ,

M a +s)=13,a ll iks.,( 0 ) ar + D x
aA jD z gA3,3i( o ) ,D,a.

4) E  8i(a ) = E  (aeaN) +aPa)aea )
I a  = 1 a  = 1

=- E (aeD i a8/°) —ae85 °) D z '+D z 'Sj aqe—Si oe)ae“DA
la1=1

=  E —4D xaks j(0)a,.2 a e-Dxaksi (o)a,),I al -1

E  83(a) =  0,1E  (à rga(iTa+,9)+2 à ia(iTa+p)al+a(P).+13)arP).I1=2 a ! l a i = r 0 i = 1

Pour la simplicité de l'écriture, nous écriverons, pour deux fonctions f ,  g
de classe C° (S2 x 1411{0}), f =0(g) s'il existe une troisième fonction h de classe
C - (Q x { 0 } )  telle qu'on a f ( t ,  x, e)  h  (t , x, e)g(t, x, .  Par la même raison,
nous abrégerons les écritures en supprimant les variables. Par exemple, nous
écriverons tout simplement A5 au lieu de A5(t, x  .
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Théorème. S o u s  l 'h y p o th è s e  (H 0 ), s i  l e s  t e r m e s  d ' o r d r e  i n f é r i e u r
v é r i fien t le s  tr o is  co n d it io n s  su iv a n te s  [C1], [C2]  e t  [C3] ,  a lo r s  le  p r o b lèm e  d e
C au ch y  (C ) e s t  e7(022)-bien p o s é  e t  c om m e  l 'e s t im a t io n  d e  s o lu t io n , o n  a ,
a vec d e cer ta in es con stan tes p o sitiv es C et N o ,

II u(t) 5< C(t2N0+5 
P t
 . 0 1 + l-N( 1 1+4. i o+4dS± III U(0 ) 111+31+2No+14, 0 ±

No+o+i
E 11/(0) .+35-1-2Aro+12-2h. ) (k, j>0 )

h=0
m - 1

111U(0 ) 13,0 — 110i 11-1—il-h.0 •

85(°)P.--1+-
2

i,, 1
83(' )Pm=t—' 0P.1—k+.1)(k—Aas+3)),

83(°)8 ,-P.-1+  2  I .E= 1 8,(-) 3,P m +   A
l  E  8 .(0)a,3 p —A,s+ ,) D ,a(k+,—A5)

1a1=1 2
1 

1—ae"(A8 + 1— A 5)D;A 3)= t - 1 0(A5—A28 + j), j =  1, • • • , s,

1 1 1vo) p E  8 j (a)pm _i +  E 8,(.)pm +
a2 1 a, 1=-1 1.1=2 .I

 E (a (Jr
1  1 = 1  r  m D ,N +28 p m D  e o(T —A5) ±24 .1=1,9

1 
E  ( a e ( 8 0 )P ni– i+ax + ,,a r 2 p m a e“ — A i )a ,s(T — )(,)) —

 2(A5—A2+5)
 1 = 1

1
 E  S e p  Dm) xak + D z'O (°)P

 +1
 2  i s i= t

1  E  sifinpm)aea(T—A2s+i))
2 ig1=1.

t - 2 0 ( k  A2 8 + 5), j = 1 ,  ••, S•

Remarques.

1) Si l'on a A5/  A2 3 + 5 , pour quelques uns des j ( j= 1 ,  •••, s), alors on a, d'après
H 0 -4), As + i   /  A2 s + j et c'est le cas de caractéristiques doubles. Si l'on suppose
H 0 -3) pour de tels couples ( j,2 s+j) , alors la condition [C1] est la seule condition

considérer. Remarquons ici que, si l'on suppose H 0 -3) pour de tels couples
( j ,2 s +j) ,  alors supposer H 0 -4) pour de tels couples ( j ,  s +j) ,  ( j ,2 s +j)  est
équivalent à supposer H 0 -3) pour de tels couples (s+j, 2 s+ j) .
2) On remarque aisément que l'on a, d'après H 0 -4),

(A5--A8+5)3(A5—A28+5)= (Ai --A2s+i)a(k —As+J) + o((AJ — A28+5)2
)

où a représente la dérivation d'ordre 1, soit 8,-, soit D i ".

Si nous ajoutons une autre hypothèse H 0 -5)

où

[Cd

[C-'2]

[C3]

j =1, •••, s,

R -0 -5) t--10(k—A2s1-5), D A k — A8+5)= t– l e(k — A23+5)
la 1= 1 , j= 1 , • • • ,  s,



L e prob lèm e d e C au chy fa ib lem en t h yp erbo liqu e 469

alors, d'après la remarque faite ci-haut, les conditions [C1], [C2] et [Cd sont
équivalentes

[Cd 8 i ("P m —i + 2
1

 1 E  1
8 5( ' )-Pm=t - 1 0 95 — A840./— A234) ,j = 1 , •••, s,

[C d  S im 3 ,Pm-11--
1

1 8i(“)3,-Pm=t- '0(A./—A2s+5), j=1, • • •, s,

i 1 1 ,. ( a)  - .
[C d  8

/
°)P

m
-
2
± 2  i,, 1 8 ; ' ) P m - 1 +  4 I a =2 a !  6 i  P n e  +

1 - E  (a%';-0)3,2p,„DA D,02t3 4-2a(p)„,ar2 p .D z -Aj aeg(T —Ai )
24 1.1=1,s1=1

+.9e.+8)a,aPmaea(r—Ai)aes(T—A )) = t - 2 0(A5—A2s+5), j=1, • • • , s.

3) Si nous ajoutons, au lieu de H0 -5), une autre hypothèse 1/0 -5)bis, plus forte
que H0 -5),

0 0 5 —  A284  — 1-10(A f —A28+5), 1= 1 ,  j = 1
) • • • ' s '1/0 -

5)biS
D(AJ—A28+.5) =  t - 1 0 ( A 5  A28+5)x '  

alors les conditions [C1 ], [C 2 ], et [C 3 ] sont équivalentes

[C1
0] E  0 e "D ;P,,,)= 1 - 1 0 ((A5— A8-1-5)(A5— A28+5)), j=1 , ••• , s ,

la1=1

[ C20] — 1
2  l a i ae'Dx Pm)=. 1 - 1 0 (k —  A284 , j=1, •• • , s,

[C3 9
18 j (0)(pm  2 E  a eaDz apm _ i +  1 E  aea+D13

x '+13P .
2 8 1.1=1131=1

1 E ( a e + P a r
2P„,D,'A j D z iMi +2.3 eaD z sa,2p .D ; A j Oeg(7--  A5)

24 1..1=0=1

D : +133,2Pm
0 e(T — Ai)

3
el3(T—  4))=t-2e(21.i—A281-5), j=1, • • • , s.

Sa vérification se fait par un calcul simple et direct si on remarque

aa8i (o)apm = t -2001 _  A 028.(0)82pm=t-2005—A284

où a représente la dérivation d'ordre 1, soit ae-, soit D i a.
4) Ce serait intéressant de voir l'affirmation de notre théorème aux exemples
simples.

E x . 1 ) P ( t ,x ,  D t , D x ) = D t
3 —

( t 2 8
.urrs g 2  1-- atW x)Dt — (btk Dx 2 ± e t h Dx).

Le théorème affirme que si k > 2 s - 1 ,  j> s  — 1  et h > s - 2 ,  le problème de
Cauchy (C) pour cet opérateur est bien posé.

E x . 2 ) P(t, x , D t , D x ).= D t
3 — (x 2 8D x

2 + a l xi1D x + a 2 x hD y )D t

1 3 x 2 + b 2 x 1 C 2 D y 2+cix hiD x +c2x 1tD o.
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Par l'application du théorème nous savons que si k 1 2s, et a2 =b 2

=c 2 = 0 ,  le problème de Cauchy (C )  pour cet opérateur est bien posé.
Remarquons que l'on sait d'ailleurs d'après Ivrii [1] que ces conditions aux
exemples 1) et 2) sont aussi nécessaires.

§ 3. Réduction au système.
Dans la suite, nous exprimerons, pour la simplicité de l'écriture,

l'opérateur pseudo-différentiel a(t, x , D x )  (ou a(t, x , D t , D i )) par a ( D )  (ou
a(D t , D x )  respectivement). Le symbole„de l'opérateur a(D x )  sera écrit par
a(a) ou tout simplement par a et sa partie homogène d'ordre j  par cri (a). Pour
un opérateur pseudo-différentiel a(D x ) ,  g t a(D z ) signifiera l'operateur pseudo-
différentiel dont le symbole est D t cr(a).

Soeint A (D )= 5(t, x, l'opérateur pseudo-différentiel dont le symbole
est le caractéristique A5 =A 5(t, x , 6) et Zl j  l'opérateur pseudo-différentiel en x,
différentiel en t, défini par LIJ =D t —Aj (D x ).

Soient q0 (D t , D x )=1 , q i (D t , D x )=Z 14_ 1 •••Zl 1 , ( j =  1, 2, •••, m).
Alors il est facile de voir que l'on a

j
qi (D t , D )= D ti + E  qi k(Dx )D i f- k

k=1

avec D I-(D x ) = 0 _ 1 (D x ) —k(D x )
qj k(Dx )-= 91_1 (D x )-1- t qr2 (D x )— k(D x )q (D x )

(k =2, •••,j-1 ,j=1, •••, m )
qii(D x ) = 2 t 4=1(D x ) — k(D x )4 :1 (D x )

et j ( q / ) =  E  a i a (t, x )e.
1.1=1

De là, par récurrence, nous voyons facilement que l'on a

j - 1
D t i =  E r j k(Dx )qk (D t , D x )-1-qi (D t , D x )

k=o

avec de certains opérateurs pseudo-différentiels r j k(D x ) d'ordre j— k.
Il est alors aisé de voir le lemme suivant.

Lemme 3 .1 .  I l ex iste d es op éra teu rs pseudo-dif férentiels ai(D) d 'o rd r e
j  tels que

(3 .1 ) P(t, x , D t , D x ) =q m (D t , D x ) — E am _ i (D x )qi _ i (D t , D x ).

Quant aux symboles des an ,_j (D x ), nous avons, par le calcul de symboles
de deux membres de (3.1),

Lemme 3.2.
1 -1r am_i(anz_i) FI (7-  -  Ai) — F1 — Pm -1

5=1 i=1
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5-1m .1-1  k -1

(3.2) E am _5_1 (am _i ) E crm,_j (am _i ) E ( T _  Ai )  X
5=1 1=1 5=1 k=1 1=1

1-1 m 5-1
E  D x “Ak ae n (T -2 )+ E  aecr (a î )D a  rf  ( T _Ai) = F2 —  P m _2

1.1=1 1=k+1 5=11.1=1 1=1

où F i =  Crm_1(qm —  P et F2—  crm _2(q m _ P m )•

Lemme 3 .3 .  S oient a(D t , D 0 = 14  •  •  J 2 8 + 1 )  b ( D )  D  = J8 +1 )  et
c(D t , D x)— Je  • • 4 1 e n  so rte  q u e  l 'o n  a qm (D t , D ) =a(D t , D x )b(D t , D x)c(D b
D r ). S o ien t encore

ao=am-28(a)---  H —

1=26+1
28

b o =c rs (b) =  H Cr —Ai ),
i=8+1
8

co=g8(c)=- FI —  Ai),i=t
A lors nous avons

a1—am-28-1(a), a2=-am-28-2(a)

1'1= 0 -1(6 ), b2=a8-2(b)

c1=a8--1(c), c2 =  8_2 (c).

F  ( a i bo + aobi )co + a obo ci +  E  (ae a(a060 )D x aco d-ae aa0D :b oco)
la 1= 1

F2 — (a2b0 -1-ai bi+aob a)co+ (a r  b 0+ a0b1)c1+a0b0c2+ E  (06"(albo
la 1=1

± a o b i )D x ac o ± ae'(aobo)D x 'c l -F (aectiD x 'bo-F -ae'tioD :bi)co

+8e'ao- D Z 1
b o c i ) ±  E ae(aesaoDzsbo)Dx“co.

1 .+ ,31 -2  a!P!

Envisageons alors le problème de Cauchy (C).

(C) 1/3 (t, x, D t , D x ) u ( t ,x )= f( t ,x )

D cl u(0 , x) -= i (x) j =0 , 1, • • • , m — 1.

Et posons

(3.4)
x)= D (D t, D z )u(t , x) j =0 , 1, • • • , m -1

U i (t , x) =t(u° (t, x) , • • , (t , x)) .

Alors, grâce au lemme 3.1 le problème de Cauchy (C ) se réduit au suivant.

pO t U i (t, x)=  T i (D x ) U i (t, x )+ F i (t, X)

U 1(0 , X) f i (x )

avec T1(D ) --= Ai(Dx),-
-- 1

a m _ i (D x ) ,  ••• • • • , a i (D x ), Am(D x)-Fao(D ,)

x)=t (0 , • • • ,0 , f(t, x)), i i (x)=t(tko(x), • • • ,tr - 1 (x))

où 0 0 (x )- - -4 .0 (x ) ,  tki(x)=0 .1(x)± 1 .4 1q/(D)x1= o rki-k(x).

Soient A  l'opérateur pseudo-différentiel de symbole le I et E(A) l'opérateur
matriciel défini par

(3.3)

(C1)
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E (A) = I (A +1)m - 3

(A+1)m - 8- 2 o

o
(A+1)m - 8 - 2

(A+1)m - 2 "
(A+1)m - 2 "

Et posons

U 2 (t , x) — E (A ) i (t , x).

Alors le problème de Cauchy (C1) se réduit au suivant.

fD t U2 (t, x).= T 2 (D x ) U2 (t, x )+F2(t, x )
1 U2(0, x )= ['2(x)

a v e c  T 2 (D x )=  T21 (D z) Q2(1) x) 0

0 T22(D) R2 (D ) )
.A2

2 (D x ) A 2
1(D x ) T  2 3 (D  )+  A 2 ° (D ,)

où /T2 1 (D x )= 1 (D ) 0
„ „

(4 1 )
0 \

\ A , ( D x )

=  (A 4-1)m - 3 A i (D x )(A+1 ) -  (" " )  ( A  + 1 ) , 0(

.. (A+\ 1)
0

..
(A+1)m - 8- 2 A,(D z )(A+1)-(m-8-2)

T 2 2 (D ce)= -A8+1.(D cc) ( A + 1 ) 0(
(214 1 )

o

o

o

(C2)

(3.5)

(A + i)m-2,9-1A2
\
8 (D x )(A+ 1)—On-28-1)

T23(Dx) = A28+1.(0 x)  (A + j )  0(

(À+ 1)

\ An z (D x )
_  ( A + i)m-zs-i.A2 s + i (D )(A+1)-(m-28-1)(

0
\-A28(-0 z)

=  ( A + 1 )m - s - 2 A8+1.(D x)(A+ 1 ) - ( m - 8 - 2 )  ( A + 1 )  0  )

(A + 1 )
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0 ) R2(Dx) = / 1 o
1

0

(-1 1(Dx) • • m-s(D x ) )

O
an ,_ 1 (D x ) (A +1 ) - ( m- 3 )  •  •  •  a m _ s (D x ) (A +1 ) - ( m- 8 - 2 )

0

a m - 8 - 3 . ( D )  • • am -2,(D x)

0
am _s _1 (D x )(A+1) - (m- s-

2 ) am_28(D,)(A+1)-(m-23-1)

O
dm -28-1(D  x) ao(D x) )

0

am -2s-i(D x )(A + 1 ) -

Q 2(D z )  =

A 2
2(1 ) ,)=

A2 1(D x ) =

A 2 ° (D z ) =

( n - 23-1 ) ao(D x)

et F2(t, x )= E ( 71)F  x )
7 12(x) = E(A)V r i.(x) •

§ 4. Diagonalisation I.
Dans cette section nous voulons diagonaliser les opérateurs matriciels

T 2i(D z ) (i= 1 ,2 ,3 ) au (C2). Commençons par préparer, dans ce but, quelques
lemmes.

Lem m e 4.1. S o ien t ai i (D x )  (i < j ,  i , j =1 , ••• , n )  le s  o p é ra teu r s  pseudo-
d i  érentiels e t  1-I(D x ) l' o p é ra teu r  m a tr ic ie l  d e  la  fo rm e ,

H ( D , ) = ( 1

O

a i (D )

1

A lors H ( D )  e s t  in v e r s ib le  e t  s o n  in v e r s e  11- 1 (D z ) e s t  d o n n ée  p a r

x ) =  I 1
(4.1)

a v e c

(4.2) a o ( ( - 1 ) kairi(Dx)apip2(Dx) • • • a ( D )
7c.1 — aii(D x)

où  la  som m a tio n  e s t  p r is e  p o u r  to u t le  ch o ix  d e  te ls  k, p , ,  • • • , p k  en t ie r s .

Démonstration. Il suffit de montrer que l'opérateur matriciel I---/(D ,)

)

a ( D )
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défini par le deuxième membre de (4.1) satisfait à  l'identité H (D x )R (D ,) —
.171(D x )H (D x )=1 , et par suite de montrer

(4.3) E a i k (D x )ei k j (D x ).=  E cti k (D ,)a k i (D ,) = 0 ( i<j)
1c=1 1c=i

Or celle-ci est évidente d'après (4.2). C. Q . F. D .
Nous disons qu'un opérateur matriciel est d'ordre p  si tous ses éléments

sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre p .  E tan t donné un opérateur
matriciel de la forme (celle de T2

1(D x )  au (C2 ))

S (D x ) = I s i (D ,)

\ O

(A+1) Q \
'0+1)
s„(D ,) I

avec s ( D )  opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 1 , nous disons qu'un op-
érateur matriciel N ( D )  p-diagonalise S(D x ) si nous avons avec un certain
opérateur matriciel S ( D )  d'ordre —p,

(N (P) (D z )S (D  ,) -F  t N (2') (D x ))N (2 ) ) (D x ) - 1 -= ( s ( D ) S(P)(D x).
sn(D x) )

Lem m e 4.2. S o it  S(D x ) l ' o p é ra teu r  m a tr ic ie l  d e  la  fo rm e ,

S (19  ,)= I s 1(D )  (A +1)

0 sn(D,)

a v e c  s ( D )  op éra teu rs  pseudo -d i f fé r en t ie ls  d ' o rd re l  e t  d o n t  l e  s y m b o le s  p r in -
c ip a u x  son t d is t in c ts , c 'e s t -à -d ir e ,

a i ( si) / u (s ) / en  c e  m êm e s en s  q u e  c e lu i d a n s  H 0 - 3).

E t so it  N m (D z ) l' o p é ra teu r  m a tr ic ie l  d é f in i p a r

1( °) (D ) = I  1 ng(D x )

\
a v e c  n g (D x )  op éra teu rs pseudo -dif férentiels d 'o r d r e  0 e t  d o n t le s  s ym b o le s  so n t

(4.4) u (n T ))= 1 4 °1=1 e I " f l  (ui(si) —

A lors N ( °) (D x ) O-diagonalise S (D ).

Rem arque. Quant  à l'inverse N °/ D ) ' 1 d e  /17( °) (D x ), dont l'existence est
assurée par le lemme 4.1, nous avons
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= (  1 

o
(4.5) Cre e ) = I e v-i ri (a ifs c ri.(s a - 1  •

k=i

Nous le montrons après la démonstration du lemme 4.2.

Dém onstration. Les (i, j)-éléments de (Nw ) (D x )S (D ,)+2 ,N m (D x ))
N(°)(D x ) - 1 , soient y i i (D ,), sont y

15
(D x ) =0 pour i>3, y i i (D  ,)=s i (D x ) pour i = j

et pour i < j
j

y i j (D x )=  E  (n3(D x )sk (D ,)-En (
iT_ 1 (D x )(A -1-1)+ t nn(D ,))1"1" g (D z )

k=1

Et celle-ci s'écrit, grâce à  l'identité (4.3),

y u (D x )=  E  (n(
iT(D„)s k (D x ) —  st (D )n ° (D )  -Fn n _ i (D x )(A  +1)

k=i

±  enn(D x ))4 ) ( D z ).

Le calcul de symbole nous montre que le symbole principal a 1 (y15)  de y5 (D )
est nul. Ceci montre que les y15(D) sont d'ordre 0 pour i < j . C.Q.F.D.

Montrons ici (4.5). Si nous opérons N ° (D ) - 1  par la gauche aux deux
membres de (N ( °) (D x ) S ( D , ) +  t N ( °) (D x ))Nw ) (D x )- 1 =(y i j (D x )), nous avons

S(1),)Nm(D x )-
 1+ N(0)(D x )-1 0 t N(0)(D x ) N(0)(D x )-1_ N(0)(D x )-1(y i i (Dx )) .

Par le calcul de symboles principaux des (i, j)-éléments de ses deux membres
nous avons

-(0) -(0) _ -(0)) + I 6 1 0- 0 ( n i+w — g o ln i ;  )a
Et celle-ci donne (4.5).

Lem m e 4 .3 . Soit S ( D )  c e lu i q u i e s t  d o n n é  d a n s  le  lem m e 4.2. Soit
N 1 (D x ) l'op éra teu r  m a tr ic ie l d é fin i p a r

N ( ' )  (D x ) .  1(

a v e c  n (
i 'l(D x )  op éra teu rs p seu d o -d i f fé r en t ie ls  d 'o rd r e  0 d on t le s  sym b o le s  son t

cr(41)=74 11 =-cr o (n (
i

11)-1- a _1 (n (S )  ( i <  j )  avec

c o(n(t1))= 16 I "  H  (0-1(si) — ai(sk)) - 1

(4.6) k= i+ 1

a ( )
1

413)) \ /  \  6 I (7---1(n ) — ao(14 11)(Œo(si) — ao(si))aixso—a i o-j )

±go (e-1 )+D tao (q i )) +  E  ( a ( a o ( n M D :'g i ( s i )
a , 1=1

a e"' i(s i) D o(n (i1)))1 •

o
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A lors N ( 1 ) (D x ) 1-diagonalise S(D).

Rem arque. Quant à  l'inverse N ( 1 ) ( /) ,) - 1 = A li
) (D x )) de NOE) (D x ), nous

avons
.1-1

ja o cilly ) =le v i f i ( g i ( s i )— a ic s o r i1 c= i
la -1 (e )  r"---

1
crifsj) —cri(si) ll e la_ich(N., nJ) + ao )(0.0 (s 0 — Gr o(s5))

+ a0(i i i ) — D ta °A l)»  E  (a (a i(s i)D x °r ao(jeili) )
— a( ao ( h (S )D x `v ai( s i)+ae "  Iel Dx- ', 0vaii»}.

que nous montrons après la démonstration du lemme 4.3.

Démonstration. Posons (y15(D x )) =(N ( 1 ) (D z )S (/) ,)+O t N ( 1 ) (D x ))N ( 1 )

(D i ) - '. Nous avons alors comme dans la démonstration du lemme 4 .2 , pour
i K i,

J
a i (yi i ) =  E  cr i (na-) (D x )sk (D x ) — s t (D z )na) (D ,)1- n L i (D x )(A +1)

k=i

+g tnT(D x))a0 ) )

(70 (yi i ) =  E  i (na) (D x )sk (D ,)— s i (D z )na) (D x )-F na )  i (D x )(A +1)
k=i

+ tn a)(D  ))cr-1(141J))+ E  E  a(ai(nV ic )(Dx )sk (Dx )ia'1=1 k=i

x )na) (D x )+ na- )_1 (D x )(A  +1) + t na ) (D x ))D x " a 0 (174 1-1)

▪ E  0 (na) (D x )sk (D x )— s i (D x )na) (D x )-Fn 1 (D x )(A ± 1)
=i

+ O t n (i1P(D x)) a 0(174 11)*

Il est alors aisé de voir cr1 (yi i ) = 0  et a 0 (y i3) = 0  pour i  I  j. C.Q.F.D.
Pour montrer (4.7), il suffit de remarquer

J k
D tC r 0(1-0 ) =  — ao (  E  E  f e ( D x )g) tng )

7,(Dx)^411(D x ))
k =  m=i

et de tracer le même calcul fait pour montrer (4.5).

Ayant ainsi preparé, revenons au problème de Cauchy (C2 ). Les opé-
rateurs matriciels T 2 ( D )  (i= 1 , 2 , 3 ) satisfaisant, grâce à  l'hypothèse H 0 -3),
la condition imposée au  S (D 5 )  du lemme 4 .2  ou 4 .3 , nous y appliquons ces
lemmes. Soient N i(D x ) --- (nLi (D x )) l'opérateur matriciel 1-diagonalisant
T2

1 (D z ), Nk(D ,)=(nIf i (D x ))(k =2, 3) les opérateurs matriciels 0-diagonalisant
T2 k(D x ), et Nk(D x )- 1 =(iif j (D x )) leurs inverses dont l'existence est assurée par
le lemme 4 .1  (k = 1 , 2 , 3 ) . Soit N (D z ) l'opérateur matriciel défini par

N (D x )=-- ( .10-(D x )
N 2 (D )

0 N3(D x))

(4.7)



i=1, •••, s , j=1 , •••, s - 1 .

• • ,s -1 ,
8-1
E a (q )a (4 8 ) ) ,  i= 1, •

k=1

•••, s.
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Posons

U3 (t, x )=N (/),) U 2 (t, x)

Alors le problème de Cauchy (C 2 ) se réduit au suivant.

fD t U3 (t, x)= T 3 (D x ) U 3 (t , x) + F 3 (t , x)
1U 3 (0 , x ) = 3 (x)

a v e c  T 3 (D x ) =  T 3
1 (D x ) Q 3 (D ,)
0 T32(1 4)

A 3
2 (D )  A 3

1 (D ,)

T 3
1-(19,)=(a1 f (D x )) avec a i (D )= '\ j (D )  et al f (D x ) d'ordre —1 pour i  I  j.

T 3
2 (D x ) = ( 4 3 (D x )) avec a i (D ) = 3 + j (D )  et al j (D ,) d'ordre 0 pour j.

T 3 3 (D x )-=-(a j (D x )) avec al i (D , )= -A2 s + L (D x ) et al j (D x ) d'ordre 0 pour i  Ij .
Q3 (D x )= .1111 (D x )Q 2 (D ) N 2 (D ) 1

,  R 3 (D x ) = N 2 (D x )R 2 (D x )N 3 (D

A 32 (D ,)= N 3  (D x ) A 22 (D )N  1 (D ) ' ,  A 31 (Dx) = N 3 (Dx)A  21 (D x )N 2 (D x ) - 1 .

A30 (D x )=-N 3 (D x )A2 ° (D x)N 3 (-D

Fa(t x )= N 2(t , x), 3(x)= N(Dx) Y1
 2(x).

Nous faisons ici un petit truc utile dans la suite.

Lemme 4.4. S oit G°(D x )=(g i i (D,))P opérateur sx  s-m atriciel déf ini par

(C 3 )

0
R 3(D )

T 3
3 (D ,)+A 3

0 (D x )

o

et

cr(gii) —
1

a o ( 1 / 1 8 ) G r o ( h ' i 5 )

—1 1 
u(qti) — ( Go(n1,9)ao(iiis)-1-u(n 3 ) Al — A28

8 -1

i8(D z) = E
k = 1

gik (D x )48(D x ),

(4.8)

A lors nous avons  G ° (D )R 3 (D ) =O  et les (i, »é lém en ts de

Q3(D) G°(D x ) T 3
2 (D x )— T3

1 (D x )G °(D ,)+Z ,G °(D x ).

sont des opérateurs d'ordre —1 pour j .

Démonstration. Les (i, s)-éléments de G ° (D )N 2 (D )  étant nuls, il est

clair que nous avons G °(D )R 3 (D ) =G ° ( D ) N 2 (D )  ( 1 ° ) N 3 (D x )- 1 = 0 .  Les

(i,j)-éléments, soient y i j (D x ) ,  de Q 3 (D )+ G ° (D )  T 3
2 (1 ,)—  T 3 1 (D x )G° (D ,)

+..0,G°(D x ) sont

y i i (D x )=-- n15 (D x )hi j (D x ) + g i i (D x )-As + i (D x ) - -k(D x )qi i (D x )
J-1

+ gik(Dx)aii(Dx) — a i l e (  D  x)g k i(D x) - F  tq
k=1 k=i+1
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Si j < s - 1  et i  I  j ,  alors on voit aisément, par le calcul de symboles, que les
symboles principaux u 0 ( y )  sont nuls. Si j = s ,  nous avons

8-1
y i s (D x ) =n1 s (D x )14,(D x )— rik(D x )n i s (D x )A2 3 (D ,) i (D x )g i k (D x )n 2

k  8 (D )
k = 1

— g ik ( D x )a 2k s ( D x)) — k l  ( D x )g le s ( D x)±
g t g i s ( D  x).

Il est alors facile de voir que les symboles principaux cio(Yii) sont nuls pour
C.Q.F.D.

Soit G(D x ) l'opérateur matriciel défini par

G (D x )  =  ( I  G °  ( D  x ) 0  )
0 I 0
0 0 I

Posons

U (t , x) = G (D ,) U 3 (t , x).

Alors le problème de Cauchy (C3) se réduit au suivant.

ÇD t

(Co)
U (t, x )=T (D  x ) U (t, x )+F(t, x )

U (0 , x ) = (x )

a v e c  T (D x ) = f T
l (Dx) Q (D ) 0
0 T2(D ,) R(D x )

A 2 (D x ) A l  (D x) 7 - 3 (D x) - F A ° (D x)

o ù  T i(D x ) = T  3 i(D x ) (1 = 1, 2, 3), Q(D x ) =(q i i (D x ) )  a v e c  j (D  ,) d'ordre 0
pour i = j  et d'ordre —1 pour i/ j ,  R (D  x )= R 3 (D x ) =(r i i (D ,)), A 2 (D x )

= A 3
2 (D x ), A 1 (D ) = A  3

1 (D x ) — A 3
2 (D x )G° (D x ) e t  A ° (D ,) = A 3 0  (D x )

=(a75(Dx)) ,

et F (t, G(D x )F 3 (t , x), W (x )=G (D )  t
0

3 (x).

Résumons ce que nous venons de voir en une proposition.

Proposition 4 . 1 .  L e problèm e de Cauchy  (C) se réduit au problèm e de
Cauchy (Co ) ci-haut par

U x )=t(u(t, x ), q i (D t , D x )u(t, x), • • • , qm_i(D t, D x)u(t x ))
U(t, x) = G (D x ) N (D ,) E (A) U i (t , x)

av ec l'opérateur m atriciel G (D )N (D )E(A ) inv ersible.

§ 5. Diagonalisation II. (Transformation dfie à Menikoff [2])

Soient X (D z ) = (x i i (D z ) )  l'opérateur s x s-m atriciel d'ordre 0, Y (D x )

= (Y  ii(D x )) l'opérateur (m —2s) x s-matriciel d'ordre 0, Z (D ,)= (z i j (D x )) l'opér-
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ateu r (m —2s) x s-m atriciel d'ordre 0 , W (D x )=(w i i (D x ) )  l'opérateur (m —2s)
X s-matriciel d'ordre 1, et M(D x ) l'opératuer m x m-matriciel défini par

m (D x )= I t2.1 0 0
tX (D ,) t l 0

t W (D ,)+Z (D  ,)  Y (D x ) I  I

Remarquons que M (D ,) est inversible pour t> 0  et que son inverse est

r 2 I
— t - 2 X(Dx)

—t - 2 (t W(D x ) + Z (D x ) —  Y (D )X (D ))

Envisageons l'équation

(C ) D tU (t,x )=T (D O U (t,x )-1-F(t,x )

au problème de Cauchy (C0 ) et posons

V (t, x )=M (D x )- 1 U(t, x).

Alors l'équation (C0 ) se réduit à la suivante.

D t V (t,x )=T (D ) V (t,x )+M (D x )- 1 -F(t, x)
a v e c  r(D x ) =  T l ( D )  t - 1 Q(D x ) 0

Bl(D x ) 7 2 ( D ) t - i .R(Dx )

m (D x ) 1—
0O \

V II 0
Y(/),) I

B 3 (D ) B2(D) T3(D z)
où 71 -(D x )=  At(Dx),Q  \  t - 1  To l (Dx),

OA s ( D x )
7'2 ( Dx ) =  As +  1 (  D x ) O \  r i  (  Dx)

0 A2s(D x)

(  D x ) = A 2 s + ( D x,)O \  +t- 1 7'0 3 (D x ),
0

To 1 (Dx)
d'ordre 0,

avec un certain r 02 (D x)

d'ordre O.

avec un certain 7 03 (-D )
d'ordre 0,

avec un certain

B l(D ,)=B 1
1 (D ,) +/ - 1 -B0

1 (D x ) ,  avec un certain B 0 1 (D )  d'ordre 0  et

B i l(D x ) = R(D X ) W ( D  —  (D x ) T 1 (Dx) —  T 2 (D ) X ( D ) )
B 2 (D  ,)=B 1

2 (D x )H-t- lB 0 2 (D x ) ,  avec un certain  B 0
2 (D )  d'ordre 0  et

1)1.
2 (D x )=tA l(D  i )—W(D x )Q(D x) — (17 (D x)T 2 (D x) — T 3 (D  ) 1 7 (Dx))

B 3 (Dx)=tB 2 3 (D x )+B i. 3 (D x ) - 1 7 (D x )B i 1 (D x ) + t - 1 -120
3 (D x ), avec un

certain B 0
3 (D )  d'ordre 0 et

B 2
3 (D x )=tA 2 (19,)—(W(D x ) P(D x)— T3(D x)W (Dx))

B 1
3 (D x ) ( t  A I- (D x) — W(Dx)Q(D x))x(D x )— t t W(D x ) — t2  D t (t- 1 ) x
x W(D ,)-FtA °(D x ) W(D x )—(Z(D x ) P(D  x )— T 3 (D x )Z(D x )).

Or nous voulons choisir M(D x ) pour que les ../3/(D ,)  ( i=1 , 2, 3) soient r i -
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fois opérateurs d'ordre 0. Mais cela ne se fait sans condition. Et posons ici
les conditions.

( j2 (  E lim_k p o q i ( D x ) ) = (A5-A8+5)(A5-A811),
k =1

avec a j = a i  (t, x, e)  de classe C -  (Q X 12 e ll {0}).

ai( E  am -s-k (D àiii(D x ) — m – k ( D h (D  x )g  h i(D  x ) )
k =1 h =1  k =1

— 0 8 +5 — A 2 8 4 , j =1,  2 , ••• , s,

avec g i =j3 i  (t, x, e) de classe C's (S2 X Re l I {0}).

E a5 E  (ae'0.1 - -As+J)Dxa'Ai
k =1 la ' 1=1

—aea'A2,4 1 Dxa"(A5 A84-5))+Dt(A5—As+1)) Y
I  0 8 + 5  A28+5))

=  1, 2, •••, s,
avec y i = y ;  (t, x, e) de classe C (S2 X  R I {0}).

Lemme 5.1. S ou s ces  tro is  con d ition s , n ou s p ou von s ch o is ir  l'op éra teu r
m a tr ic ie l  M (D x )  a f in  q u e  n o u s  a y o n s ,  a v e c  u n  c e r ta in  o p é r a t e u r  m a tr i c i e l
B(D x ) d 'o rd r e  0,

-7" (D x ) = (A 1 (D ) 0 -1-t-1-B(D s).

0  \ Anz(Dx)

Démonstration.
1) Choix de W ( D ) .

b2i» D x)--•=t4m _

Nous le démontrons en quatre étapes.
Les (i, j) -é lé m e n ts  de B 2

3 (D x ) ,  soient 1.2, i (D x ) , sont

28(D  x )  a m – k ( D x ) 4  j ( D x ) — ( W ij( D x ) -A,1(D x )
1c=1

5 -1 m -2 8
— A „+i(D  x )W ii(D  x )) —

 k E 1 W ik (D Oak j ( D
x ) W  k J ( D  x ) ) *

Et leurs symboles principaux sont

6 2(b211)= tnlm-2.9 6 2( E a m -k (D x ) i (D r ) ) — gi(w ii)(A i — A2s+i).
k =1

Nous choisissons donc W(D x ) tel que

cr(wii)— W j
m - 2  8

a 5(
A

5 A8-1-5)(A5— A28-F3)(A5— A28+1) 1 *

Alors, grâce à  (Cond.1) 1 , a 2 (bg1.,)  sont nuls.

2) Choix de X  (D x ). Les (i, j) -é lé m e n ts  de B i '( D x ), soient bf, J (D x ), sont
771-2S

bf,,(D x )=  E  rik(Dx)wki(Dx) — (x ii(Dx);V DO — As+i (Dx )X ii(D))
k  –15 - 1

(Cond.1) i

(Cond. 2) 1

(Cond. 3) 1

j = 1 , 2 , ••- , s ,

—( E x i k (D x ) a t i (D x ) —  E  a.7k (D x )x k j (D x )).
k =1 k =i+1
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Et leurs symboles principaux sont

M -2 8
( F OL) E ao(rik)wki — go(xii)(Ai — As+i)•

k = 1

Nous choisissons donc X(D x ) tel que
S

a(x15) =X 1 5 = E  cr o (r i k )wk i (Al —As + i )
- 1

k =1

Alors cri (bf i i ) étant nuls, B1 1 (D )  est un opérateur matriciel d'ordre O.
3) Choix de Y (D x ). Les (i, »éléments de B 1

2 (D x ), soient bi, j (D x ) , sont
8 h

bi o (D x ) m_s_k(1),)hij(D  ,)—  E  E  am _k (D  ,)= t4 n -2 s (D x )( E
k =1 h=1  1c=1

X  iik h (D  x ) q h j( D  x )) — w ii( D  x )q ii (D z ) — (y i i (D x ) -A8 + 3 (D z )

- - Â28+i(Dx)Yi5(Dx)) — ( E W ik (D  x )q  k i(D  x )
1kc ;1

5-1 M -2 8
E y i k (D x ) a i i (D x ) —  E  a f k (D x ) y k i (D x )).
k =1 k =i+l

Et leurs symboles principaux sont, grâce au lemme 4.4,
8 h

a 1(bli j) =  in lm ,-2 8 a1 (  E am -s-k (Dx)74 0 x ) —  E  E  am – k ( D
k =1 h=1 k =1

X  îl- ich(D x)9hi(D x)) — wiiao(qii) — go(Yii)(As+.1— A28+ ) •

Nous choisissons donc Y ( D )  tel que

cr(Yi.i)=Yii=(!iina-2 sP A 2 8 4 —  W iJa 0(q ii))( A 8+1 —  A 28-Fir l  •

Alors y i j ,  étant, d'après H 0 -4) et le choix de w i j ,  de classe C - (S2 X Rei/{0}),
rendent a 1 (b 1) nuls en sorte que B 1

2 (D x )  ainsi que Y ( D ) B 1
2 ( D )  sont des

opérateurs matriciels d'ordre O.
4) Choix de Z(D x ). Les (i, j)-élém ents b 5 ( D )  de tB 2

3 (D x ) + B 1
2 (D x ) sont

bl i (D x ) =M i i i (D x )-1-tn7 m _ 2 8 (D x )  E ( E am _s_k(D x )ñ n (D x )
n = 1  k = 1

s h 8

— E  E  am -k (D x )f ih(D x )ghn(D x ))x ni(D x ) —  E  W ik (Dh=1 k =1 k =1

X  q k k (D  x )X k i(D  x ) —  t.O t w i f (D x ) — t2 D t (t - ' )w i j (D x )1--
M -28

t  E  k ( D x )W k j(D x ) —  (Z ii(D x)-A i(D x)—  A 28+ i(D X )Z if(D x))k =1
8

— E  E  w i k (D x )q k h (D x )x h i (D x )-1- E  z  ik ( D  x ) e l l  j ( D
h=1 k =1 k =1

m -28
— E  a l k (D x )z k j (D x )).

k  =i+1

Olà d ij(D  ,) sont les (i, »éléments de A°(D x ).
Et leurs symboles principaux sont, compte tenu de a 2 (b 11) = 0  et l'effet du
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choix de N 1 (D X )  et G(D x ),

a 1(6 7 .1)=  0 14 ns-2scri( E  m _k (D x )hi j (D x )) + t  E  ae-'n7.„, X
k=1 1.'1=1

1
D x

a ' a2 (  E a m _k 7 7 / 1(D x ) 1 (D x )) — w i l,c ro(k) 6 00 - 28+0)
k=1

m -2
— E E  cr (a )w )

I& 1=1 k = i+ 1
S 15 8 h

+ t n 1 M - 2 8  a i (  E am -s-k (D x )iiin (D x ) —  E  E  am-k(Dx)
n = i k =1 h =1  k =1

8
X i k  0  k k ,  k j —  tD t w oiii h (D x )g h n (D x ))x„i — 57,  w  a  ( a  l x

k=1
m-2 s

- t 2  D t ( t  1 ) W  0 +  t  E  cr0 (a7 k )Wk j —go (Zi j )(Aj —A.2 8 + i )•
k=1

Compte tenu de (Coud. 1 ) ,  (Coud. 2 ), (C ond . 3) 1 , les choix de w i i , x i i , y o , et
H 0 -4), il est aisé de voir

(a i(b li)+ 6 0(zii)(Ai — A2s+3)) 5
- 0 (k — A28+5)•

Nous pouvons alors choisir ao (z i j ) =z i i  de classe C - (,S2 x R e/ROI) telles que
a l (bl i )-=0, en sorte que tB 2

3 (D x )+ B 1
3 (D x ) est un opérateur matriciel d'ordre O.

C.Q.F.D.
Remarquons que nous avons ainsi eu

(M (D ,) - 1 T ( D  , ) +  t (M - 1 )(D ,DM (D ,)= (A 1 (.1 ) 0  \H- t - - 1 B (1 x ).

\ Q  \ \ AmfD x) )

En prenons l'adjoint de deux membres. Alors nous avons

(M* (D x ) T* (D z ) l -  t (M *)(D ,DM * (D ,) - 1 = fA l (D ,),*Q + t - I-B*(D x ).
It O \ Anz(D z) * )

Ainsi nous avons eu, compte tenu de H 0 -2)

Proposition 5 . 1 .  S i les  tro is  con d ition s (C ou d .  1), (Cond. 2), (Cond. 3)
son t sa tis fa ite s , l'éq u a tion  (C0 )  d u  p rob lèm e d e  C a u ch y  (C0 ) (l'éq ua tion  (C0 *)
d u  p ro b lèm e d e  C a u ch y  (C0 *) ad jo in t  à  (Co)  resp.) s e  r éd u it , p a r  u n e  tra n s -
fo rm a tion ,  à  l'a id e  d e  l'o p éra teu r  m a tr ic ie l M (D x ) ch o is i a u  lem m e 5.1,

V (t, x )=M (D x ) - 1 U(t, x) ( V (t,x )= M *(D,)U (t , x )resp.),

l'équation

at V (t , x)-= A 0 (D x ) V (t , B 0 (D x ) V(t , x)± G(t , x)
(G(t, x )=M (D x ) - 1 F(t, x ))

a vec  A 0 (D )  opéra teu r m atriciel d ' ordre1 te l que A o (D x ) +A 0 *(D x ) est d 'ord re
0 et B 0 (D )  op éra teu r  m a tr ic ie l d 'o rd re  O . (d u  m êm e typ e , resp.).

§ 6. Estimation.
Dans cette section nous supposons que les trois conditions (Cond.1),(Cond.
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2) et (Cond. 3) soient satisfaites. Nous envisageons le problème de Cauchy (C s)
et en estimons la solution. Préparons dans ce but quelques lemmes. Rap-
pelons-nous que, pour une fonction f ( t ,  x )  de classe ei(o.»), on a défini
If (t )  = (TR I If (t , x)I 2  d x) 1 / 2 , I If (t) ik,j= ( Il D  .̀1̀ (A112 ) 1 / 2 . Et definissons ici,

oe
pour un vecteur F (t ,x )= t( fl( t ,x ) ,• • • ,fm ( t ,x ) )  avec fi( t , x ) fonctions de classe

ilF(t)11=( i
i4 iIP(t)112 ) 1 / 2 ) F(t)111c,J=(illifi(t)

Lem m e 6 .1 . S oit f(t,x ) un e fon ction  d e cla sse 6 7 (2 7 2 ) te lle  qu e

k=0 ,1 , • • • , p .
t- 0

A lors nous avons
11) f ( t )II 2

(k!)2 
t2k+11 ar-lf(s) 11 2 ds, k=0,1, ••• ,p

0

t f s-(2k+Dllf(s)112ds<
( k ! ) 2

I l a r 1
i(s)1 2 ds, k = 0 ,1 ,..., p .

Remarque. Ce lemme est encore vrai pour un vecteur F(t, x) d'éléments
de classe 6'7(272).

Démonstration. Il suffit de montrer pour f( t , x ) indéfiniment dérivable
de support compact, mais ceci se fait aisément à l'aide de la formule de Taylor
avec le reste en forme de l'intégral. C . Q . F . D .

Lem m e 6 .2 . S o it y (t) u n e fon ction  d e c la sse ((0 ,T ]) sa tisfa isan t

lim  t - m y(t)= 0
t-o

d (6.1) t y(t)< M y(t)-1 -M 1 ty(t)-F tA ffig(t)d t

avec M > 0 , M 1 c o n s ta n te s  e t  g ( t )  fo n c t io n  in té g ra b le  su r  [0, T ] . A lo r s  n o u s
avon s, a vec d e certa in es con stan tes p ositives C  et C l ,

1) y ( t )< C tm  f g ( s )d s

2) y ( t)< C itm -1  f
o

t q(s)ds+ tm g(t).

Démonstration. En multipliant t - ( m+1-) e- mit aux deux membres de
(6.1), nous avons d id t(t - me - m it y ( t ) ) ‹ e - mitg(t). En intégrant ses deux mem-
bres de e à t, nous avons y(t)< tA ff! emi(t - s)g(s)ds+tmemi(t - ')E- m y (e ) . En faisant
tendre c à 0, nous avons 1). Quant à 2), il est clair. C . Q . F . D .

Lem m e 6 .3 . Soien t A (D  ,)= A (t,x , D )  u n  op éra teu r  m a tr ic ie l te l q u e
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A(D)+A *(D x )  e s t  d 'o r d r e  0, B(D x )=----B (t, x , D )  u n  o p é r a t e u r  m a t r i c i e l
d 'o rd r e  0  e t  M =  Sup 111B(t, x , D 11+ 8 ,  où III * III e s t  la  n o rm e  d 'o p é r a t e u r

t EO,TJ
dans L 2 e t 8>0.

S o ien t F (t, x ) e t F o ( t , x ) d eu x  v ecteu rs  d 'é lém en ts  d e  c la sse  e-to(o..») te ls
qu 'on  a  resp ectivem en t,

limI1F(t)il o ,p=0, avec un p>M  — 1, et
t-0
11 F0(t)112 tn°90(t), a vec u n  n 0 2M  et q 0 ( t )  fo n c t io n  in té g ra b le  su r  [0, T].

A lors la  solu tion  W (t,x ) d 'élém ents de classe 87(272) satisfa isant lim t- ° II W(t)IIt-o
=0, avec un  q M , de l'équa tion  dans Q

a t w(t, x)= A (D s ) W(t , x)H- it  B(D x ) W(t , x)H- F (t , x)-F F 0 (t , x),

elle a  un e estim a tion  avec un e certa in e con stan te p ositive C ,

If w(t)ffa<c(t2P+3 f
o 

t
.1 0

Démonstration.

a ,P+1F(s) 112dS+ tn o+ i f  g 0 (s)d s) , tE[O,T].

Démonstration. Soit G,= [0, T] X R i pour un T E  [0, T] et écrivons pour
deux vecteurs Wi (t, x )=t(w i l-(t, x) , • • • , w i m (t , x)) (i = 1, 2),

m
(Wi (t, x), W2 (t, x )),= i f  E w 5( ,  x )w 2 i(t, x)dtdx.

G , 5=1

Alors nous avons

il W(T)112 -= ((A (D )H- A* (D x )) W(t , x), W(t , x)) 7 + ( 1
t (B (D x )

+ B* (D x )) W(t , x), W(t , x)),-1-2Re((F (t , x)± F 0(t , x)), W(t , x)),r•

Or nous avons d'après l'inégalite de Schwarz et le lemme 6.1,
,

I ((A ( D i )  + A * (D x))W (t , x)) , W (t , x)) ,I A1 i T f t-111 w(t) If 2dt
0

f (t-i(B (D x )+B * (D x )) W (t , x) , W(t , x)) ,I <2(M — 6)J  0 t- 1 11W(t)112dt
,

I((F(t, x )+F o (t, x )), W(t, x)),1 81 t - 1 11W(t) if 2dt
0

+ C,I,

t(II F(t) 112 + Il Fo(t) If 2 )dt
0

To
,

tl, F (,),I8dt‹,2p1-35Ilat
0

P-FiF(t)flzdt

rI: t II Fo(t) dadt<rn o+ 1 f
o  

g o (t)d t

o ù  1111=  t S v n II1A (t,x ,D ,)+ A * (t, x, Dx)111.

Par conséquent nous avons
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II (T)112 < 2 M  f t - l - IIW(t)I12 dt+ Mi? fo t--3-11 w( , ) 112d,+T231+.1g ( T)

a v e c  9(T)= 2 Cs(T2 ( 1 9 + 1 - m ) 1 0
'  Il a r 1 F(t)112 dt+T n o- 2 m g o (t)dt).

Si nous posons

y (T )=  f  t - 1 -11W(t)!12 dt,

y(T) vérifie les conditions au lemme 6.2, et par son application nous avons

-
6
6
/
1-
T
- Y(T) CiTz m - l f : g ( s )d s+ T 2 m  g(T)

qui donne avec une certaine constante positive C

W(T)112 _ C(T213+3a t7 ) + 1 F ( t ) 1 1 2 d t+ T n 0 + 1 f g o (t)dt).

C.Q.F.D.
Ayant ainsi préparé, envisageons alors l'équation (C0 )  au problème de

Cauchy (C0 ). Ecrivons L(D t , D z ) = D t — T(D x ). Alors (Co) s'écrit

(Co) L(D t , D x ) U(t, x)=-- F(t, x).

Soient U(t, x )  une fonction indéfiniment différentiable dans D et de
support compact, 0(t, x )= E f_ o t'In ! atn x )  où N  sera déterminé ultéri-
eurement, 0(4 x)= U(t, x)—  0(t, x), F(t, x)=L(D t , D z ) U (t, x ), e t Pr"(t, x) =
L(D t , D )  -0(t, x )= F (t, x)—L(D t , Li z ) 0 ( t ,  x). Soient M ( D )  l'opérateur
matriciel au lemme 5.1, r(t, x )=111(D x )-1 o(t, x ), et a(t, x )=M (D z )-1-P(t, x).

Nous remarquons aisément

1) urn tJ 0 - (t) 4,3= 0

2) lim ti - 1 + 2 1I (7 (t)11k,j-=-0t-o
3) hm ptt■)11k,i=°t-o
4) lim t i — N +3 16 (t)I lic ,j = 0

k > 0 , 0 < j< N ,

k > 0 , 0 <  j< N -2 ,

k > 0 , 0 < j< N -1 ,

k > 0 , 0 < j< N -3 .

Et d'après la proposition 5.1 nous avons

(Co) atP(t, x)-- A o(D x) P.(t, x)-F B  o (D x ) (t, x )-1- a(t, x ).

Soit finalement No =  Sup I I Bo(t, z, D x ) I I I + 8  avec un 8>0, o ù  * est la
t

norme d'opérateur dans L 2 .
En différentiant l'équation (Co), nous avons

Lem m e 6.4.

at(a/Ak v(t, x))-- A h(D x )a  A h  (t, x) +  -Bo (D oatiAk r(t, x)-Fa Ak (t, x)
(6.2) 1+1

± t- i c  j k (D )a ti P(t, E  t - h DI/ k (D t , D x ) P(t, x),
n=o

(j, k> 0)
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a v e c  A k (D ,)  l 'o p é r a t e u r  m a t r i c i e l  t e l  q u e  A k (D ,)+ A k *(19,) e s t  d 'o r d r e  0,
C i k (D ,)  c e lu i  d 'o r d r e  a u  p lu s  ( k -1 ) , e t  Dijk (D ,)  c eu x  te ls  q u e  D3 k (D  ,) e s t
d 'o rd re en  D 1 au  p lu s ( j - 1 )  e t d 'o rd re en  D , au  p lu s (k +1), que Dj-k (D ,) e s t
d'ordre en D  t  au  p lu s ( j - 1 )  e t d 'o rd re en  D , au  p lu s k , et que Di/ k (D ,) p ou r
h >2  est d 'o rd re en  D 1 au  p lu s (j— h+1) e t d 'o rd re en  D , au  p lu s k.

Démonstration. Remarquons que l'on a, par l'application de A k  au
deux membres de (C e ),

at (AkPrt, x))= A k (D x ) Ak 17(t, x)H-t - 1 13 0 (D x )A k (t, x)-F A kC(t, x)
k -1

▪ E D, 1(D )A 1 P(t,
-0

a v e c  A k (D ,)=A k _1 (D ,)+[A , A k _i (D ,)](A +1) - 1 , et D k i(D x ) d'ordre 0,

que l'on démontre facilement par récurrence.
Différentions j  fo is (C0)  par rapport à  t. Alors nous avons avec de

certaines constantes C i et Chi,

a o ti . P(t, x ))=A x )a ti v(t, x )+ t-iB o g  ma ti P(t, x)l-a tio(t,

▪ E C  ti - iA ) t1 P(t,
1=0
5+1 5-h+1▪ E t - h  E c h a ti-h-i+ig o (D x )311v- (4 x ) .

h=1 1=0

Alors d'après la remarque faite au début, on démontre aisément le lemme en
appliquant Ak à ses deux membres. C . F. Q . D.

Lemme 6.5. S oit  N N  0 + 3 .  A lo r s , p o u r  A T  i (N >A T I>N  0 +3 ) ,  k
(k >0) et j  ( 0 < j ‹ N  N 0 -3), nou s a von s a vec un e certa in e con stan te C

P(t) I j<Ct 2 ( N '- i) - 3 1
0  

a(S) 113..l + k ,N 1 - 2 d S  •

Démonstration. Montrons-le par récurrence.

1) Cas (k , j)=(0, 0). Le lemme 6.3 est appliquable à  (C0 ) avec p=A 7.
1 —3,

q=.1V 1 - 2  et F 0 =0 , et par son application nous avons

r7 ( ,)1 ,2 <C t2 N ,-3
 f t

 II C(s)
2) Cas général. Supposons que nous ayons l'estimation du lemme pour (h, i)
tels que h  est arbitraire pour i < j - 1  et que h<k  —1 pour i = j .  Et nous la
montrons pour (k , i)=(k  , j). Nous envisageons l'équation (6.2) au lemme 6.4.
D'après la supposition de l'induction et le lemme 6.4, nous avons

5+1
t -  1  C k (D x )a t i x ) +  E t - h D') k (D t , D ,) -r . (t, x)112

h=0

Ct2(. f (S)115 N S
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Et alors le lemme 6.3 est appliquable à (6.2) avec p—N 1 -3 — j, q = N i  —2—j,
F 0 (t , x) =  t - i c i ,(D x )a ti r(t,x)+ E l,t Io r h  7,(D t , D x ) P (t , x) et n0 -=2(N1  — j) —5.
Et par son application nous avons l'estimation du lemme. C.Q.F.D.

Revenant à. U (, x ) (D x ) 17 ( t , x ) e t  0 (t, x )--M (D x ) - 1 P (t, x ) , nous
avons, d'après ce lemme-ci,

0 (t) 5 < C t 2 ( Ni- P- 3 f I t - 4  I I P(t) H3+ k + 2 ,, 1_2d s  (k > 0 , 0 < j< N i —N 0 -3 ).

Or si N / V -
1 --F1, nous avons par l'application du lemme 6.1,

P t
P(t) 113-1-k1-2 2< t5I I P ( S ) 1 1 2i+k4-2.Ni-Eld S•

0

Ainsi, si N N 1 + 1  et N 1 > N 0 +3 , nous avons pour k(k 0 ) et j(0 < j< N 1
—N 0 -3 )

t
Il r7(t)11.1<Ct2 ( N i— P— ' f o II F ( s) +k4-2,N11-1dS•

Envisageons maintenant le problème de Cauchy (C0 ). Nous avons alors

N-1
0 ( t )  3 ,3 < 6 7,11 E  II F(0 )I1X+2(N-1-71,),h)

h =0
( j< N )

.nr-1
111 -(D t, D x)0(t)111.7 “11< 11' 11+2N+2,o+ E  F(0) H9,--1-2(N—h),h)

h=0
(j<N —1).

En les réunissant et en choisissant N = N 0 + 4 +  j, N i = N 0 + 3 + j  pour j
donné, nous avons

I I U ( t ) 1 1 ,3 < 0 2 N 0 + 5 1
t

11F(S)1+51-2,No+4+jdS+11 111.3..1-1-k+2No+12.00
N0 +3+5

E  II F(0) 11,
2

+k+2,v+io—vz h)•
h=0

Si nous envisageons le problème de Cauchy (C0 *), adjoint de (('0 ), la situ-
ation étant la même d'après le lemme 5.2, nous avons la même estimation de
solution (à quelques constantes près). Ainsi nous avons eu

Proposition  6.1. S i les tro is cond ition s (C ond ,1 ), (Cond. 2) et (Cond. 3)
son t sa tisfa ites, a lors le p rob lèm e d e C au chy (C0 ) est 67(.012)-bien posé et l'on a,
com m e l'estim a tion  d e so lu tion ,

U(t) j<  0 2 N0+5 fo I I F(-  vs) / v1 No+4+ idS l i f  11+3f +2No+12.0

N 0 +3+5
E  II F(0) Ili-t-ai-1-2N0+10-2h,h)•
h=0

Envisageons alors le problème de Cauchy ( C ) .  Le problème de Cauchy
(Co) s'est réduit de (C l ) p a r U (t , x) = G (D x )N(D x )E(A)U i (t , x) et (C1 ), de sa
part, s'est réduit de (C ) par (3.4). Et, si nous nous souvenons que III u(t)IIIk.5
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est définie par Ill u(t)1112k, = Er=-01 I t i it (t ) j)
 nous avons avec deux

constantes C1  et C2,

U(t)11k,i<

I

u(t)II lk. i< C2 H U(t)lik+2.
Car, d'une part 11U(t)11k,i et 11E (A )U i (t) sont équivalentes et que l'on a,
d'autre part, avec deux constantes  C1 et C2>

C111 E (A ) U1(t)Ilk III U (t) 111k.i<C2 H E(A)Ui(t)11k+2,i.

Nous avons donc

Proposition 6 .2 .  S i les  tro is  con d ition s (C ond .1), (Cond. 2) et (Cond. 3)
son t sa tisfa ites, a lors le p rob lèm e d e C au chy (C) est 67(.072)-bien posé et l'on  a ,
com m e l'estim a tion  d e so lu tion , a vec un e con stan te p o sitiv e C,

u(t)111i, j < c(t2 N 0 + 5 1  il (S) Ji k+j+4, j+N0-F4d S +  I H u(0) 13+35 4 2No+14,0
0

No+3+i
E 11/(0)1i-+35-1-2No+12-2h. h))h =0

m-1
où Illu(0)111o=

(k, j 0)

§ 7. Réformation des conditions.
La réformation des conditions nécessite un calcul long et assez ennuyeux,

surtout celle de (Cond. 3). Nous ferons ceci par deux étapes, mais nous en
envoyerons à l'appendice les parties concernant (Cond. 3).

Lemme 7 .1 .  L a cond ition  (C ond.1) l est équ iva len te

(Cond. 1)2 8; °) (Pm-t — F 1 )= t -1 °((A3— k+i)(A.i— A28+3)), j = 1, 2 , •••, s

Oû 8i (° ) (Pin-i — F1)=(Pm -1. — F i) ( t ,x ,  7 . ) 6), 1=
V t .x,e)

k-1
=  E a . - k (a m - k )  H (A1— A1).k=1 1=1

Démonstration. D'après (3.5) et (4.7) nous avons

a2(ain-k )=a2 (,ani-k (Dx )(A + 1)- (m - k - 2 ) ) =- 1 6 1- (m - k - 2 ) cfm-k(ant-k)

et o(171)  =  161" fl (A — A ) -1
1 en sorte que nous avons

1=k
5-1

6 2 ( E  a m - k ( D x ) i i i i ( D x ) ) =  FI 05 — A0 ' 16 r̀ m- 3 - 2 ) x
k=1 1=1

k-1
E  am -k (am -k ) FI (A5— A1).k=1 1=1

Celle-ci montre grâce au lemme 3.2 l'équivalence entre (Cond.1) 1  et (Cond.1) 2

C.Q.F.D.

Lemme 7 .2 .  S ou s la  (C ond.1), la  con d ition  (C ond.2) 1  est équ iva len te a
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(Cond. 2) 2 8 (N i (P m _ i — F 1 ) = t - 1 0((Ai —As + j )(Ai —A2 s + i )), 1=1, 2, •••, s

Dém onstration. Comme ci-haut nous avons

57-1
ai( E 4 ,-s -x (D x ) iiii(D x ))=1 6 1 - ( m - s - j - 1 )  H (4+5—A5+1) - 1

k =1 i = 1 '
7c-1

E am -s-x (am -s-x ) FI O s +J — As --1-1)
k =1 1=1

et
s h

cri( E  E  am -k (D x )q h (D x )g n i(D x )) .-- -- 161
h =1  k =1 k =1

(111-  k - 2)
am— k(am— lc)

x E  (10(1711kh)OE-1(qh.1)•
h =k

E ll=k  6 01h)a-1(qh.i).Nous allons calculer
D'après (4.8) nous avons

cr-i(gh3)=(Ah — As+ir i cro(nits)cro(hii), h I j, h =1 , •-•  ,s , j=1 ,•••  , s  — 1.
8

a  - 1 ( 9  = — g o(n1 s)(n3 sr  E (A5- - A5+k) i a0(hik)4s, j= 1 ,  • • • ,  5-1 .
k =1
k#.1

a _1(9 lts) = (A h — A 2s) - 1 6  0(14  8 ) ( h=1, ••• , s-1.

0--1(qss)= —  E (As— A s+k r i go(iiiis)nis.
k s

Et par suite d'après (4.4), (4.5) et (4.6), nous avons

cr-1(9hi)=16 1
5 _h+ 5 _ l

(Ah 11 (Ah —Ai) l 11 (As+J—A8+1) - 1 ,
1=1

h  I  i, h , j= 1 ,• • • , s .

SS— I 6 18 - 1  H  (Aj —A ir l  H  (À8+.1—AS+1) A S+k)-1
1=5+1 1=5+1 k =1

X  FI (As+k — A s+i) 1 , i  1, •", s.
1=1

Donc nous avons d'une part pour k > j,

E ao(gth )cf -i(gni)= I e I s- k + J- 1  H (As+J—As+i) - 1  E  (Ah— As+i)' II (Ah.— A0- 1 ,
h =k 1=1 h =k 1=1c

1 71

et d'autre part pour

0(17i h ) (7 -1 (gh.1) =  I 6 18— k + "  H (As+5— A5+1) - 1 ( A h — A s+ir l
i nk

s
 ( h —

 Ai)- 1

h =k 1=1 h =k
1#h

8
H+ I 6 18— k+i- 1  S 2 4 ) - 1 (8-pi—As+i) (A5+h— A5) - 1  H (.A s+h — A s + i )  1

i=7c 1=5+1 h=1 i =1
h #1 1 71

Ici nous demandons secours au lemme suivant dont la démonstration sera
donnée juste après la démonstration actuelle.

L e m m e . S i Ai Ai  j ) ,  on  a  le s  id en t ité s  su iv a n te s .
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1) h k
(Ah—tc)-1 

i
 sn (Ah — Air 1 = —  ( P — A1)- 1

= =k i=k
11, •lt

2) (Ah—p)-1 (Ah— A i) '= (A i— P ) '(  H (P—A ) - 1 — 1.81 ( 5—À1)—

h=k i=k i=k
h ,4 .1 1#.1

Grâce â ce lemme, nous avons d'une part pour k> j,

8+5 - 1
a 0(174  k ) O E - 1(9 ki) =  —1618— k+i— '  H (A.+/—Airl

h =k i=k

et d'autre part pour

8 8+5-1 28) ,
E crOV tIch) 6 -1 (gh .1 )= Hels - k+i-i H (As + i —M - 11— H  

h =k 1=k i=k /15—Ai)
1 .1. 8 +5

Nous avons alors

a l( E am -s-k (D  x )fii i (D  x)— am -k(D  .)fith (D  z)qh i(- 13. ) )k =1 h =k  k =1
8+5-1 8+5 k -1

= (A81-5— A 5) - 1 1 e  ( -  8 1 )  H (A 5  5 — A y'( E a (am-k) FI (A8+5—Ai)i=1 k =1 1=1
i J

k - 1ri A 3 5 — A 1
a m - k ( a m - k )  H (Ai— Ai)).1=1 A 5-111 k = 1

L'équivalence entre (Cond. 2) 1 et (Cond. 2) 2  est alors claire grâce  à  (Cond. 1)
et H 0 -4) C.Q.F.D.

Démontrons le lemme ci-haut.

Démonstration du lemme. Le premier membre de la première identité
s'écrit

(Ah-,.. ) -1 ( A h - A i ) l =  H  01 - 4 - 1  11 1
h =k i =k 1=k

1#11

avec g (i1 )=  E ( — I ) "  H  (Ai—A5) (At — i- ).
h =k i =k

1#11

Or 9(1..) étant un polynôme de degré (s — k) et ayant la même valeur

9 (4 )= ( - 1 ) 8 - k  H

aux (s—k+1) points différents Ah (h=k, •••, s), ge(ii) est identique à  cette valeur.
Donc nous avons

E
8

(Ah— '  [18 (Ah — Ai)- 1 =  (  1
)

8 - k  1-81 (Ai — P r ] .
h =k i=k i =k

15kh

Celle-ci n'est que la première identité au lemme. La deuxième est claire.
C.Q.F.D.
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Lemme 7 . 3 .  S o u s  l e s  c o n d i t io n s  (C ond .1 ) e t  (Cond. 2), la  con d ition
(Cond.3) l est équ iva len te a

1
8 ? )(Pm -2— F2)+—  E — F1)2 1.1=1

(Cond. 3)2  1  E  (D x 'Aj a e '8 ( P  m _i — F2(A5—A2 8 + 1) r =i
--Fae(T—A2 8 + 5)D x '83

(°) (P m ,_1 — F1 )) =t - 2 0(Ai —A2 s + j),

Nous envoyons la démonstration à  l'appendice.
Résumons-les en une proposition.

Proposition 7.1. L es tro is cond ition s (Cond.1) 1 ,(C ond.2) l et(Cond.3) 1

son t équ iva len tes aux  tro is cond ition s (Cond. 1)2 , (Cond.2) 2 e t  (Cond. 3) 2 .
Entrons à  la deuxième étape.

Lemme 7 . 4 .  L a cond ition  (Cond. 1) 2 es t éq u iva len te

[Ci.] 8? )P m -i+ 2
1 1 18./("n4=t-10A—As+j)(A3—A28+.1)), j = 1 ,  • • • , s.

Démonstration. Il suffit de remarquer les suivantes.
Nous avons d'une part d'après le lemme 3.3,

=  E1. 1 85(°)(ae"(aobo)Dx'co)+64M—A8+3)(Ai—A28-e•1=

Et d'autre part, par un calcul simple, nous avons pour la1= 1 ,

(7.1) 85
(' )/3 ,, = - 2 8 i

(°) (a e ' (a o b 0 ) D x a c 0 ) + 8 .0 ) (ao b 0 ).81a) c o .

Donc nous avons

1 8 co)F E  8i(a)Pm-E-0(0.f—A840V—A2s+J))•.1 2 1.1=1
C.Q.F.D.

Lemme 7 . 5 .  S ou s  la  co n d it io n  (Cond. 1 ) , la  c o n d i t io n  (Cond. 2)2  e s t
équ iva len te

[ C d  8 Pna ,P m-1+ 2
1

i 8 P ) 3 ,P .+   6
1 2 +5)D (A3+ 1 5)

1--ae(A3 + 1 —k)D x 'AJ )=t - 1 0(AJ —A2 8 + 5), j=1, • • , s.

Démonstration. P m _ i —F i  étant un polynôme en T ,  si nous écrivons
f  (T )=P m _i — F 1 , nous avons

f(A.94 — f ( i) =0 +3 — A ilf ,'W + 0 ((À5—A8+5)2 ).

Donc compte tenu de la (Cond. 1), la condition (Cond. 2)2 est équivalente

(7.2) 8? )3 ,(P , — Fi>=1:(Ai)=t - ' 0A — A2s+J), j=1, •• • , s.

Or nous avons d'une part d'après le lemme 3.3,

j = 1, ••• s.
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8 ? ) a ,F E  Sj
(°) (aeao a,b0 D x “co l-a,a 0 3eb o D x “co )—  E  8;° ) (a,a0 a,bo a,.co )

ec-,  —A284D.aA8+5+0(A5—A28+5)
et d'autre part

—28;m(a,“aoarboDxaco+a,a0ae-boDzeo)+28,(wcarcioarboareo)
x (a e .(T—A2 s+J) D x'Ai + ea(Ai — As+i)D xa4+ e(A j—  A28+5)

et 8?)3,,.3 Pm =68?)(0,a 0a,boa,c0 )+005 —A2,1 1).

Donc nous avons
1 8.1(0)axpm_i _ F 0 _ 8 .1(0)arp m  1 +  E  8

5
o3rp m   E  s i (o)v p m

2  Ia1=1 6 I.1=1
x (3 6°.(7- - A28+3)Dxa(A8+i— A5)± ae(A 8+5-4Dx'A i)
+ 6(A5— A28+5).

Lemme 7 .6 .  L a  con d ition  (Cond. 3)2 e s t  éq u iv a len te

1 11   8[C3] 8;
.(a,p  m(°)Pm-2 -F- - 85(a)Pne-J. -F 4  I . t = 2  a !

1 
+

2
 24 1.1=Elpi=1 (1"

Ì
'

s ) P mD ; A J D ( 1 ` ) ° ) a " .2 P m - D : W
(

7--A j)
1 

+ a  +g)a P — Ai)ae(7.—A.i))— 2
(À

5—A28+
5
)

1
X E  (ae(8? ) Pm -1+ —  E  85(13)Pm)DZA i+Dx a(8 ; ° ) Pnt-i

l a 1=1 2 Ig i= i

1 
E  8 i (s )P .)a ea (r — A 284)= t - 2 0 (À.1— À28+i), j = 1, • • • , s'2  1131=1

Nous le démontrons à l'appendice. Alors nous avons eu

Proposition 7 .2 .  L es tro is  con d it io n s  (Cond. 1)2 , (Cond. 2)2 e t  (Cond. 3)2

so n t éq u iv a len te s  a u x  tr o is  co n d it io n s  [Cd, [C2] e t  [C3].

Appendice

I] Démonstration du lemme 7.3.
Commençons par calculer crif E i= i iim _k (D 5 (D )).

cri( E din-k(Dx)94 5 (D .))= E  a 2 (ii.-0 , -1 (q 5 )+  E  cri(am–k)ao(hii)
k=1 k=1 k=1

E  E
k=1 1.'1=1

Or nous avons d'après (3.5) et (4.7),

(72(am-k) -=  in-k(am-k) 161'
m - k - 2 )

(m– k- 2 )— (m — k -2 )a m _k (a._0161
– C m – k - 1 )

Cr1(4 1 — k ) =  M—k-1(aM—k) I SI
5-1

0 '0(4 5 )= 1 6 1 "  1-1
i=k

C.Q.F.D.
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Nous avons donc

5-1
cri( E  m-k(D 5(D x )) = E  am-k-i(am-k) i pk (Ai— A ) - 1

k =1 k =1
"

E  E  a t  cfm-k(am-k)D; i nk
k=1 "'-=1

+  el E  Cl m -k (ana-k )Y k i ,
k =1

1-1
a v e c  y k j =!ei - ( 3- eu _ 1 (4  3 ) —(m— k —2)1 H (A5—Ai) 1

i=k
, - 1

E  ae" 161 D :  H (A1— A ').
i=k

Calculons ici yk j . Or, d'après (3.5) et (4.7), nous avons

(A 1- 4 ) a - 1 ( f i t  5) =  JC cr_i(fil+1i)+00(fiti)(ao(4)—ao(Ak+ , .(2-ii+13)

— D o -
0 (771) 5)-F E  (a(AkDxa 'ao(hici)

I e 1=1

— 3 ea ' Cr0(45 )D x a 'Ai+ 3 e" ' e Dx-' , 0(741)),
o( r o (k) =- (m — k -2 )  E  1 1 "" 1 61 Dx °/Ak•

I a 'l= 1

Nous en tirons une relation sur yk j .

(A.1— Ak)Yki —  Y k +15+ d'eh 1 < k ‹ j
-1

avec dk j = —  E (ae H (k i —A,) - ID :A i l-a e .(,---À 0D z '  
1.1=1 2=k i =k

De là, compte tenu de yj j = —(m—j-2)1ei - 1  e t  d5 j = 0 ,  nous concluons par
récurrence,

5- 1  h 1-1
Y Id=  E  FI ( ,\j --A i) - 1 dhi—(m — j — 2) I61- ' H (A,—À) l,

h=k 2=7c 2=k

Nous avons donc
.1 5-1 5 k - 1

a i (  E  a m-k(D x)ii lic J(D  x)) =  1 el --(m–J-2) 11 (A5 — A )- '(  z -HS-1 a m - k - 1 ( a m - k )  FI (A1— Ai)
k =1 2=1 k =1 2=1

5 J-1 , 5-1 5
+  E  E  a " m-k(am-k) H (A3— A 1)Dx“ FI (A5—Ai)- 1 +  E  am-k(am-k)

k=1 la '1=1 i = l i=k k =1
5- 1j -1 h 1-1

X FI (A1—A ) E  H (A i— A irldhi)— (m— j—  2 ) I 61' 1'  H (A3— Ai)- 1

i-i h =k  i=k 2=1
5 k - 1

X E am-k(am-k) H (À5— A1).
k•=- 1 1=1

Or les termes dans la sommation sur k  au deuxième membre sont nuls pour
k .>_ j+1 , et le dernier terme au deuxième membre est, grâce à. la (Cond. 1),
VI-0M —  Ag+j)(Aj —  A2S1-5))• Donc nous pouvons écrire

5 5-1 m
ai.( E  a m_k(D x)ii I j (D x )).--- 1 61- (m- 1 - 2 ) FI 05  A i) - 1 (8; ° ) ( zE am-k-Jfam-k)

k = 1 1=1 k =1
k - 1 m 1-1 ,1 - 1

x  H (7. - 4 )  ±E E ae'am-k(am-k) H (A5--Ai)Dx°. H (A1- 4 - 1

i=1 k= 11“ '1=1 i=1 i=k
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m 5-1 5 -1  h
+  E  um _k (am _k )  H (Ai —Ai ) E  H (As —Ai ) id,o )+ t - 1e(Çi —A8+.1)

k =1 1=1 h =k  1 =k
X (A i — A284 ) .

Allons voir de plus près les term es au deuxièm e m em bre de celle-ci. Au
deuxième terme, nous avons

5-1 ,5-1 ,k-1 k - 1
H (A5—Ai )D x '  H (A5—Ai)- 1 - = 8 ? ) (D ;  FI ( — )+ a, H (7--À )D ;'A 5

1=1 i= k 1=1 1- 1
5 -1 3 -1 k - 1

+  H (A5—A1)Dx ' '  fl (Aj —Air l  H (,--À.0).
i--1 i=1 1=1

Et au troisième terme, nous avons
5-1 5- 1  h k - 1 5 -1
Ii  ( A i — A i)  E  II (A i —À/) i-dm= —ni i 8j (°)( H (,----A ) )--F H (Ai —A)mk i +n k i ,

1=1 h = k  i - k 1=1 1=1
avec

5 -1 j - 1 5 -1 1 -1
m i =  E  E  E  (A5--Ai )(36“ H (Ai —Air lD x aA5+ a e- (T  —  A h ) D :  H (A3—k) - 1),

h=1 1..1=1 i=h +1 i =h i=h
.1- 1 k - 1 .1- 1

aM id =  E  (  e H (A5 — Ai)- 1 8?)(3, FI 0 . — A iD D ;A 5+D ; FI (A5— A ) '
kl=1 i=1 i=1 i-1

k - 1
X  8 j ( t ) ) 0  e  H

i=1
k - 1 k - 1 h - 1 k - 1

n i d = E  E  (  H (A5 —Ai )ae a H 0 5—A0D».5+  H (Ai —Ai)
h=11.1=1 i=h+1 1=1 i=h +1

h - 1
X  D ; H (As —Ai )a,“0- — Ah )).

i =1

Remarquons ici que l'on a
k - 1h - 1 k - 1 k - 1  h - 1 k - 1
E 0.--Ai)a' (T  --Ai)as ( r —Ah) E a'a FI ( --A i )  FI (7---Ai)3“(,- — Ah)
h =1 1 =1 1 =h +1 h = 1  1 = 1 i=h +1

06 a. (ou aP) représente la dérivation d'ordre 1, soit ai', soit D X " .  A lo r s  n i d ,

de son côté, s'écrit
k - 1 k - 1 h - 1 k - 1

n k i =  E  8 / ( 3 6'3,. H (T-24))D x 'A5 — E  E  8 5(o)( FI (T—A i )D x “Ah a e  H  (7---A ) )
1.1=1 i=1 h=1I a I =1i = 1 i = h + 1

1_  E  83(0)(0,2 
k - 1

H (,— A,Da,“(T — Aj )D x -A, .
2 1.1=1 i=1

Nous avons ainsi eu
5 -1

a i (  E m k  x(D )171k1 (Dx))=1e1 - (- - 5- 2 ) (A1— A) - 1 (8 ? ) ( ani-k-1(am-k)-  
k =1 1=1 k =1

k - 1
X  fi E am

1=1 k =1

E  E
k=1 "1=1
k - 1

x  H (T—Ai ))D x 'Aj -i=1

h =1 1 =1 la1=1 i=h +1
k - 1

k ) D x
a  H  (7—X1)) +  E  (85“))(0ea0, E am _ k (am _ k )

1=1 k =1
k - 1

E am-k(am-k) H 0--A iDae-(T—Ai )Dx -Ai )2 k =1 1=1

k - 1  h - 1 k - 1
_ k ( a m _ k )  E Il (T—Ai ) E  D z 'Ahaea  H (7--.A )

5 -1 m k - 1 5 -1
+  H (A5---A1)  E  (8/

(°)
(ae  E um-x(am-k) H 0---A0D; H (A 1— A 1) - 1 1 )1=1 la1=1 k =1 1=1 i - 1



k=1 i=1
1E 1) D x “ A  —  85

0 )a,.2 (F 1 —  P m _ 1 )a e' (7. —A j ) 1 z “A
la1=1
5-1 1-1

±  H (A5—  Ai) E  (8 5m ae(Fi. — P m - i ) D ;
I 1

(A5—Ai)- 1 + 8 5m a,(Fi — Pm-i)
al— i=1

5-1
fi (A,— Ay ipx“A,)_mis,(0)(Fi—Pm_i))+/-10((A,—As+5)(A.i—A23+5)).
1=1

5 5-1
ai( E iim -k (Dx)h- 15(Dx))=161 - ( m - 5 - 2 ) fl (A5 — Ai)- 1 (8 5(°) (F2 — P m  )–2

L e prob lèm e d e C au chy fa ib lem en t h yp erbo liqu e 495

5-1
— A))ae" Ii (A5—Ai )

–
i p.“A5) —

Ai)))+t - 1 0 ((A5— As-F5)(A5— A28+5)).

k-1
+b3 °( a  m-k(am-k) II (.7-

k=1 i=1
k-1

ni58 5(°) (  E gm -k (am -k ) FI (7- -k=1 i=1

qui s'écrit, d'après le lemme 3.2,

Or si on remarque

85 (o)ae(Fi  p m _ i ) _aes i co)(Fi  p m _o+8?),9 7.(F 1 _ p m _ i ) a ,a(T

alors les deux derniers termes sont, d'après les conditions (C ond .1) et (Coud. 2)
(vior (7.2)), 

t - l e ( A 5 — A 2 s + 5 ) .
 Et nous avons donc

1-1
6 1 ( E am -1(D x )f ii 3(D x ) )=Ie l – ( m- 5 - 2 )  rf (A5— A1)- 1 (8 5 °) (F2 — Pm -2)

k=1 i =1
1 

E  (8 im a ea r (F i — P rn -i)D A —
 2

 8 5(0 ) a,_2 (F1 —  Pni_i)a — A5)D x“A5))
la1=1

t - 1 8
(
A

3
— A

28- 1- 5)
.

Rappelons-nous que l'on a pour 'al =1

8 5(' ) = f aaX )+ 19(1CPa)a = 2 a P6)D . - 4 9.,a  —a(51)0)3 ea. (T—AJ)- Dx'A.1a,2

+
aPO)ae

“D
x
“A

far•

Et encore compte tenu de la (Cond. 2), nous avons finalement

5 5-1
a i (  E lim -k (D x )fiii(D x ))=  I 6 I – ( m- 3 - 2 )  FI (A5— Ai) - 1 (85( °) (P2 — Pm-2)k=1 i=1

1 E 8 5( - ) (F, —  P in-1))+t - 1 6 (A.1— A2s+1).2 1.1-1

Calculons maintenant

c9( E e' (2v--A s+i)D z a' 028+5D x “' A3+5)) -4- D e(Ai  — A84 ) .

Or la (Coud. 1) s'écrit
5-1

t  6  ( m  2 ) 11 (AJ— A i )  155 °) (F I —Pm _1 ) =a 5 (A5 — A8 +5)(A5—  A2 8 + 5 ).1-1
Si on remarque que l'on a sous l'hypothèse H 0 -4 ),

(A5— A8+5) a(Ai — s+J) ---- --Au4a(A .1 — As+.1) + eOEA.1— A2s42)

alors en différentiant les deux membres de la (Cond. 1), on a
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5-12 (A.5- - A284ai
3
(A1— As+i) - - t I 6 I -- (

n - 4 - 2 ) 1121 (Ai —A1) - 1 8.08 ) (Fi—Pm

+r 1 0(0.1--A2s4 2 )

où a représente la dérivation d'ordre 1, soit D x ',  soit Oe ".
Nous avons donc

1(a(0 5 - - A.s4 D :'A j — ae“'A28+./Dx“'05 — A s+i))+D A — A.51-5))
J-1

=t161 - ( m - 3 - 2 )  FI (AJ— At)- 1
1=1 2(A5— A284-1) I aEl=1.19e8i(°)(Fir—Pm-1)Dx'Ai

+ D , a8 ;(° ) (Fi — Pm -i)ae(T — A2,--F.1))+É - 1 0 (A,—  A28+5) .

Alors l'équivalence entre la (Cond. 3) 1 et la (Cond. 3)2 est claire. C .Q .F .D .

H] Démonstration du lemme 7.6.
Nous le montrons par trois étapes. Soient

F 1
0 =  E  (a t a(a060)D x aco ±  eaa0D x 'boco), F 1

1 = (al bo d-a o bi )co -ka o bo ci ,
ia1=1

(,  3 n nF20— 1E  uea■pe. a 0 ,  x . x'co, F 2
1 —(a2 bc,-Fai bi l-a 0b2 )co

1.-F01=2a!

± (albo - Faobi)ci+aohoc2+ E  (ae (a i bo+ aobi)Dx 'co ae(aobo)Dx 'ci

+ (aea i D x 'b o l-a e acto D x abi )co -Faea 0 D x abo ci ).

Lemme A.1.

1 81(o)F 2 1+  E . c . ) F  1 (D xW ea8;°)F il+  ae(T  A2 s+i)Dx'8; °)Fi. 1))2 1.1=1 31 ( .1—  8+5)

= 0 05— A284.

Démonstration. Remarquons d'abord les égalités suivantes. En
écrivant cl0 =c 0 , d 1 =b 0 , d2 =a 0 et représentant par a la dérivation d'ordre 1,
soit ae, soit D ,',  nous avons

8 j(o)di_.(k_Ais+2.)8i(o)ardi +19(0ti Ai s +  j)2)

8 j oe) d  i = 8 5( 0 ) 3 ,.d1
3 (T— A18+5) - 1- - 9 (A5— A181-5)

a i m d i =8 5 ( war d i a(A5 — A1 8 ± 5 )+0(A J — A1 8 ± 5)
(A5—A8+5)0(k— A28-Fi) = (Al 8+J)a(k— A s+.1)+0((A ,— A 28+5)2) j =  1 , • • • , S.

Alors nous avons, d'après le lemme 3.3,

8j
(°)F 2

1 = —  E  8j (0)(a /a,b o a rc o ae(7— A8+3)DA +  bi3rao3,co3e(T—A2s4DxaA j
1.1=1

▪ ci3,ezi,-bo3 e(T — A2s4Dx“As+i)+ 0 (A5— A28+5)
Si

(°)3,.F 1
1----  0 5—A2 ,4

8 ? )M e aF i l = 85(°) (ai3,b08,Co3e'(2T — (A1+A8 +5))+bi3,a03,Co3e(2T — (A5-02
8
4 )

+ C la r a oa,boaea(2T — (A8+5+A28-L5))) +  
e(k—

 A28-1-5)

(A-1)

i=0, 1, 2. j=1, ••-, s,

i=0, 1, 2. j=1, s,

i=0, 1, 2. j=1, •••, s,
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e 8 ; ° ) Fi l =2(A i— A 2s48? ) (cia.,a0a.,boa e(A3— A81-5))+ 0 ((A5— A2s-1-5)2 )
D x

a85 °)F1 l = 20i — A 2 ,485 (°) (Ciara oarb — As +j)) 0(0
1
—A2 ,4 2 ).

Si nous nous rappelons que l'on a pour 4 1 = 1 ,

8I
( ' ) =28 ;

(0) D e' — 8
3
(0)a e '(/- —  j )D x 'Aj a,2  +8; 13)a e ' D x“Aj a

nous voyons aisément l'égalité au lemme A.1. C.Q.F.D.

Grâce à ce lemme-ci la condition (Cond. 3) 2 est équivalente

(Cond.3)3 183(o)(pm  2  F 2 o)±  2 8j(a)(pm F l o) 1  
29(5- 4 9 4  i

( D

X 3( 8 ? ) (Pm—i —  F i ° ) + a ea(T — A284 D x a 8 J( ° ) (Pm_i — F1 0 ))
= t - 2 0(A5 —A2 8 + 5) j = 1 , • • •  ,s .

Lem m e A.2.
Dxamea8.1(0)Fio - A a ■ D x .8i (o)F i o

T - - 28+5)
1 

=  2  (Dx"A iae“ E  8 ./(s ) P . - F-a —A28+5)Dx.  E 8J ( s) 1)

1181=1 81=1
▪ A2s4 8? )(ara0a,b0) ea(A3—As+i)D
+ a x- — As + f)) 18,(g,-) 0 + O7OE, — A2 8 42).

Démonstration. Remarquons que l'on a (voir (7.1))

(3/0)F i o _   E  8.1w p m + 8,(o)(a 0 b0 )  E  s i o)co.
2 ipi=i 2 1 g 1 =1

Alors, compte tenu de (A.1); on voit facilement l'égalité au lemme.
C.Q.F.D.

Grâce à ce lemme-ci, la condition (Cond. 3) 3 est équivalente

(Cond. 3) 4
1 1 

83(0)1 m - 2 ±  Y 1
8 ; “

) P
m- 1 + 2 ( A i i ( D  x a A J a e a ( 8 . 1 ( ° ) P m - 1

1 1
E  8 ? )Pm )+ae a (7 — A2s+i)DX"(8 ./(1:1) P m- 1 + E  8 P )Pm))2 181=1 2 181=1

= t - 2 KA5— A28-1-5) j=1, • • • S I

a v e c  G= —  —
1

2
 (28 j

( °) F 2 ° E  85
(")F 1 °—.3? ) (a,.ao a rbo)  E  (ae(Ai — As+J)DA

la i - 1

- F
9
e ( r — A28+i)Dxa (ki — A8+i)) E  8i (P)co).

1/31=1

Il nous reste à calculer G .  Or nous avons

Lem m e A.3.

1 11—  E  8f (“)P , , + - -  E  (aw  >a ,2p D  A D m,, x4 I a  =2 a! 241.1=181=1
1-23 (

. ) a,.2P m D x "Aia eg(T — ±  aT ).- s)a ,-2 P ma e'(7—Ai).9 e o(T —A7))+0()ti—A2.51-5).
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Démonstration. Remarquons d'abord que l'on a

F2° =  E  (aea(aeaoD2bo)Dxaco- Faeaoae f3b0Dx“H Vo)1.1=1/31=1

1
E - ((ae"aobo +aoaebo)Dx'co ae aaoD:boco)1.1=2 a.

et par suite

8 ! °) F2° =  E  8.1( ° ) (ae(aegaoDxsbo)D;co - FaeaoaesboDx“-
Heco)+61(Ai—  A28+.1) •la i=1,91=1

Fixons ici j ( j= 1 ,  •••, s) et écrivons pour ce j  fixé

ao -- - p(T— A 284, bo= q(T — 8+.1) e t  co— r(T — Ai)

avec
zs

= ( T - A 1 ) ,  q= (T—A1),
1 = 2 3 + 1 1=8+1
1#28+5

et r =  (T — X 1).
i=t

Nous éxprimons toutes les quantités en considération en p , q ,r,A i et leurs
dérivées. C'est un calcul assez long mais tout  à fait mécanique. Grâce  à  ce
calcul, nous avons d'une part,

G=  1 E  (8 /0 ) (p q r) (a e ( 3 1 - - 2
(A23+5+) (31-5)+A.1)D x'Aia e l )  x%2 1.1= i = i

+ 2aea(2T— (A23+5+A3+1))D 2 V e  D :Ai ±  2 ae(T— A2s+i)aes (T— As+J)Dx̀ w 3 A3

—2a,a+P(A2.0-i+As+J)D.aAiDA )+ 2 8 ,( 0 )a,(pqr)(2ae(T—A2s4aes(T—As+i)
— aeœ(T— Af)ae9(2 1 - - (A2s-F.i+As1-1))Dx“AJD,

PIA3

+ 283(° ) ae(Pqr)ae l3(3 1 - - 2 (A23-F5+As+1)+A3)D xaA JD x%)+0 (Aj— A23+5).
Et si nous nous rappelons que l'on a

83
(' ) =  E  

a  

• ael aPcoaea 2

l !  a2 !“i+a2=. a

et par suite

E 8 5(.) 1
E  ( a eal-pacio(4 0) + 2ae a jw(a) +13A/3+  a jap.+13)arfi),

lai=2a! 2 1.1=1,61-1

alors nous avons d'autre part

1E 85(')P .= 4 G  —  E  8 1 0) (pqr)(ae+PA J D,'A J D x sAi
1.1=2 a! 1.1=1/31-1

+ 23eD x f3Aj ae(T—A5)D x 'A5+ D x a+PAj ae'(T—Ai )aeP(T—A5)) +0(A5—A2 8 41 )

et E  ( a (p r a , 2 P .D A D 2 A i -F2a (pma,zpmD,“Aj aeo(T—A5)+ ae . +8) .9,2 P,„
lai-1/31=1

X  ae(T  —Aj)a e g(7- — Ai )) = 6  E  8.1(°)(pqr)(ael-gAi D x "Aj D z sAi -F2aeDA
ia 1 = 0 -1

X  a e s(T --A5)D :Ai + D x “-FPAj ae a(T —Aj )a AT —A5)) + 0(A5 — A23-1-5).

Alors l'égalité au lemme est claire. C.Q.F.D.

Grâce à  ce lemme, la condition (Cond. 3 ) est bien équivalente à [C3].
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Ainsi le lemme 6.7 est démontré. C.Q.F.D.
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