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§ 1. Introduction.

Nous envisageons le probléme de Cauchy (C):

P(t, %, Dy D)ult, ©)—f(2, %) (Dt= 1o p=1 i)

4o’ T 4ox
DIu(0, ¥)=¢y(x)  j=0,1, -, m—1. (¢ x)E2=[0, T]1X R,

(&)

pour un opérateur différentiel linéaire P(¢, x, D;, D,) de type kowalevskien:

m
P(t, x, Dy, -Dx)thm_FZl lmzs:jaja(z’ x)Dg:D;n_j (a=(a1, ey ap))

a coefficients indéfiniment différentiables, a partie principale hyperbolique et
a caractéristiques multiples.

Il est connu que, pour de tels opérateurs, le probléme de Cauchy (C) est en
général mal posé dans la classe de fonctions indéfiniment différentiables & moins
que les termes d’ordre inférieur vérifient de certaines conditions. Le cas ou la
multiplicité de caractéristiques est constante, il a été abordé par plusieurs
auteurs. Notamment Mizohata-Ohya [3], [4] a montré que, si la multiplicité
est au plus double, ““la condition de Levi’”’ est nécessaire et suffisante pour que le
probléme de Cauchy (C) soit &-bien posé. Et ensuite Ohya [5] I'a généralisé
au cas de multiplicité au plus triple et a montré que la condition de Levi est
suffisante. Oleinik [6], Ivrii [1] et Menikoff [2] ont envisagé le cas ou la mul-
tiplicité de caractéristiques est variable. Oleinik a envisagé des opérateurs
d’ordre 2 et a donné une belle condition suffisante. Pour des opérateurs d’ordre
supérieur, Ivrii a donné une condition nécessaire et récemment Menikoff a
donné une condition suffisante comme une généralisation de celle d’Oleinik.

Dans cette note, nous envisageons le cas de multiplicité variable et au plus
triple et nous montrons une condition suffisante comme une généralisation de
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celle de Menikoff et d’Ohya. Précisons la situation ot nous nous plagons et
I'énongons comme 'hypothése.

Nous supposons I'hypothese (Ho) suivante.

Hypothése (H,)

Hy—0) Les coefficients ay,(¢,x) de P(¢,x, D,, D,) soient indéfiniment différent-
iables et bornés avec leurs dérivées.

Hy—1) Le symbole de partie principale Py(2, x, D,, D,) de P(¢, x, Dy, D,) se
factorise

Pt x, 7, £)=1"—3 5 an(t, DT I= [] (r—\(, %, £)
=1 la|=¢ =1

et les caractéristiques Ay, x,€) (=1, --+, m) soient de classe C(2 X R/ {0})
ou nous entendons que Ay(?, x, £) sont non seulement indéfiniment diffé-
rentiables mais bornés dans 2 X {|¢|=1} avec leurs dérivées.

Hy-2) Les A2, x, €) (=1, -+, m) soient réels dans 2 X R¢/{0}.

Hy-3) A T'exception des couples (7, £) tels que £=s+; (j=1, :++, 25) ou &=
2s+7 (=1, -+,5), les A2, %, €) et Ay(2, x, €) soient distincts en sens que 'on a

Inf.  |A(¢, %, )—A(¢, x, £)I>0 (jF~4).

t,2)EQ,1¢1=1

Hy-4) Pour de tels couples (7, £) exceptés & Hy-3), il existe des fonctions
Ci(t, x, E) et CA~, x,€) (=1, -+, 5) de classe C(2 X R;}/{0}) telles que

(1) }‘f(ts X, 5)_)‘8+f<t» X, g):le(t, x, f)(Af(t» Z, ‘f)_’\23+1<t» x, f))
@) M 2, =it %, )=CL@, 2, E)Qars(t, %, §)—A2s4s(8, 7, ).

§2. L’énoncé du théoréme.

Introduisons les notations nécessaires pour énoncer le théoréme.
Soient

m
Pt,x, 1,6 )= T ap(t,n)é™7 k=0,1, -, m,
j=1 lal+(m—p=g

en sorte que l'on a

m
P(t’ x, -Dt) D:l:)zkgopk(t) X, Dt: Dz)

Soient, pour un multi-index a=(ag, a")=(ag, a;, **+, a;), (bien qu’'imprécis)
Df*=D¢D,", 3=03,"0.

Soient, pour une fonction (¢, x) de classe &;°(D ™),

llae(2) 1= ( f Nt DR, )= 2 fu D u(?) |2,
ws
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m—1
et M112¢(2) lllge, 5= Eo N1 0%26(2) 13+ m—1-0,2) 2.

Introduisons ici deux opérations sur des fonctions F=F(¢, x, 7, ).
Soient

a§%>F=F(¢, X, Aj(tr X, f)r 5)

llgl
ot a(u) 1 Ja24-62| aip! a a.lD /313(0) a aZD Bz'
D= S g D allalgrigE ¥ D el D

On remarque aisément que df%;, est aussi définie inductivement par
a) ___[Aal a—a 1 N\ . .
Np=I0¢", 05 1=[D%, 8jp-pn] ol lal|=|p|=1

et satisfait

laz) _@! a1a(0) Aa?
W= T (D" Lar 0"

Et soit, comme la deuxiéme opération,

(@_ 2150) 5
5= B, atiaar B

Remarques.

1) Quand F est indépendante de 7, 35%3(FG)=F3\%G.
2) L’on a 8’=0%%, que nous confondons dans la suite.
3) Pour |a|=|B|=1, nous avons

05ty =500, 03— —35(r— DB, 0= DEASPR,,
3%')’3):3 8 a%)_afa( (o>ag_a?a(f%>ae +a§%)3§+3
=02 TBN8,90, 4-0,°(1— )P (1—A)8,98 2,
05t =0¢"D ,PA8;99,— 0, (1— ) D ,FA18,9°0 2,
Oty =D 4" "N8, V0, + D MDA, 2.

4) alzlsj(")_ 2 (ag“a% 350967
= I (06" D;'8/V—0¢8{V D'+ D8P0 —8/V9¢° D)

la|=

= X @DNB[00,—0¢(r—X) DA V3,243 DB ),
al=1

z j ; 81("):%“1[:[23':1 (0FP05+ 2080001508+ 103 ).

Pour la simplicité de I'écriture, nous écriverons, pour deux fonctions £, g
de classe C=(R2X R:/{0}), f=0(g) s'il existe une troisiéme fonction /% de classe
C=(2 X R{[{0}) telle qu'on a f(2, x, §)=A(2, x, )g(2, x, £). Par la méme raison,
nous abrégerons les écritures en supprimant les variables. Par exemple, nous
écriverons tout simplement 2; au lieu de Ai(2, «, £).
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Théoreme. Sowus ['hypothése (Hy), si les termes dordre inférieur
vérifient les trois conditions suivantes [C1], [Co] et [Cs), alors le probléme de
Cauchy (C) est E;(D3.)-bien posé et comme [lestimation de solution, on a,
avec de certaines constantes positives C et Ny,

Na()If, j<C(£2¥*5 fot £+ 144, 74 x0+2d5H11260) 154354240+ 12.0F

No+3+

J
hg I/ 0) 3 +35+2n0+12—20.0) (%£,7=0)
. m—1
ou ll2£(0) [|1% 0= Eo lsllZ—1—s4n.0-
[C] &P m_1+%|£181(“)P m=2"10((A3— A1 )(Aj—Ass40))s J=L s

[C?-] 31(0)37}) m—1 + %— | alzi 1 Sj(a)afp m + % | G|Z=1 81(0)873P m(afa(T _A28+f) D xu()‘sH - ’\D

0 Qi —A) DA =0\ — D)), =L, -, s,

[C5] Bj(O)Pm_g—|—%|11|Z=}18,(“>Pm_1+7}:|a|2 i'gjmpm_l_

=2 a!
_2l4.<. la| =ZI1:3 =1 (8(;(3)3)872P mD xaAjD xﬁ)\f +26§‘2;)3)372P mD zahjafﬁ('r - Af) +

B0, 2P B (e — MO — M) — ot ) (3OO P o+

20— Agepy) 1E1
% |BZI:=‘181(B)P m)D xa)\:i + D za(sj(o)‘p m—1 +% Iﬁglsj(ﬁ)}) m)afa(T_/\st))
:t_zo(Af_)‘z‘Hf)) j=1’ S

Remarques.

1) Silon a Aj5%5Ags1, pour quelques uns des j(7=1, -+, 5), alors on a, d’apres
Ho-4), Agrj75Agsyj €t C'est le cas de caractéristiques doubles. Si I'on suppose
Hy-3) pour de tels couples (7, 2s5+7), alors la condition [(] est la seule condition
4 considérer. Remarquons ici que, si I'on suppose /H(-3) pour de tels couples
(j, 2s+7), alors supposer Hy-4) pour de tels couples (7, s+7), (7, 2s+/) est
équivalent & supposer Hy-3) pour de tels couples (s47, 2s+7).

2) On remarque aisément que 'on a, d’aprés fHy-4),

O‘J—/\sﬂ)a()‘f_)‘zsw) = ()\J—/\zsﬂ)a()\f_)\sH) +0 ((Af*)\st)z)

ou d représente la dérivation d’ordre 1, soit ;% soit D,".
Si nous ajoutons une autre hypothese /(-5)

Hy-5) 3 N—Asi) =270 2s519), D" (A—As4) =17100—Ags4p),
Ialzly j=1> ey S
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alors, d’apres la remarque faite ci-haut, les conditions [C}], [C2] et [C3] sont
équivalentes a

[C~1] 81(0)P7n—1_l'l Z_ Sf(a)Pm:t_le(()‘j_As+}><A1_A28+j))’ j':l’ I

[Ca] 8/, Pm—1+ 3 80, Pu=t00—dosss),  J=1, 5,
[Csl 8PPy z—f-* 3 VP 1+ 1 |a|22;,'—8 P, +
2174/ 1al§|/3|=1(828;rﬁ)a’2pmpxa)‘fp x"/\j—l—%ﬁ}”aﬁp m D" MO (r—Ay)

+ 00100, 2Pl (r— M)A (r—A)) =t 20N —Ags1p),  F=1,00ys

3) Si nous ajoutons, au lieu de H{-5), une autre hypothése H-5)nis, plus forte
que Hy-5),

0" (A= A5 ) =2 10(A5—Agg1),
D" Ny—Ao51) =2710(A5— Ag54p)

alors les conditions [(}], [C3], et [C3] sont équivalentes a

Ho's)bis Ia|=1’j=]—’ S

(€] 3O(Pni— B 3DSPw= A= Asd)N—Das)s =11,

(6 8@, Prs—y B D0 P =1 00— Dasrs)y =L

(€] 8(Prs—y B WD Purty B 4HDP,
2 = 8 1a1=Tp1=1
— 9 o T, 0 PuDND A 20D P DN )

+ D80 2 Pyds (= A (r— M) =720 —Agsry)s  J=1, ey s
Sa vérification se fait par un calcul simple et direct si on remarque
938, V0P, =t 20(Aj— Ags4s), 028,992 P, =t720(Aj— Ags1)

ou 0 représente la dérivation d’ordre 1, soit 9;%, soit D,"

4) Ce serait intéressant de voir I'affirmation de notre théoréme aux exemples

simples.

Ex. 1) PG, %, Dy Dy)=D3— (2D, 2+ at’D,)Dy— 6tk D2+ ctr D).

Le théoréme affirme que si £=2s5s—1, j=s—1 et A=s—2, le probléme de

Cauchy (C) pour cet opérateur est bien posé.

Ex. 2) P@, x, Dy Dy)=DB— (22D, 2+ a 125D+ azxieDy) D,
—(51x"le2—I—ézxkszz—{—clxtha,—l-cth'-'Dy).
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Par I'application du théoréme nous savons que si £,==2s, /1, £1==s et ay=b,
=¢;=0, le probléme de Cauchy (C) pour cet opérateur est bien posé.
Remarquons que l'on sait d’ailleurs d’aprés Ivrii [1] que ces conditions aux
exemples 1) et 2) sont aussi nécessaires.

§ 3. Réduction au systéme.

Dans la suite, nous exprimerons, pour la simplicité de [Iécriture,
l'opérateur pseudo-différentiel a(¢, x, D,) (ou a(¢, x, D;, D)) par a(D;) (ou
a(Dy, D) respectivement). Le symbole,de 'opérateur a(D,) sera écrit par
o(a) ou tout simplement par a et sa partie homogeéne d’ordre ; par oy(a). Pour
un opérateur pseudo-différentiel a(D,), D,a(D,) signifiera 'operateur pseudo-
différentiel dont le symbole est D;o(a).

Soeint A(D,)=A[¢, x, D,) 'opérateur pseudo-différentiel dont le symbole
est le caractéristique \;=MAy (¢, x, €) et 4; 'opérateur pseudo-différentiel en x,
différentiel en ¢, défini par 4;=D,—A(D,).

Soient ¢o(Dy, Dz)=1, gD, Da:)=AfAJ—1"'A1y (7=12, -, m).

Alors il est facile de voir que 'on a

J
g{( Dy, Dz)= Dzj‘l‘kgl 7 (D) Di™*

avec 9!1<Dx) = 7}—1<Da:) - A}(Da)

QIk(Dz>:9;’c—1(Dw>+Qt9}c—_11<D:c)_)‘j(Dx)gf:ll(Dz)
(,é=2’ ..-’j_]_’j=]_’ ., m)

7/(Dy)= QtQ;:KDw) - Af(Dx)g;:%(Dz)
et oi(gm’)= l;}:jaja(t, x)é.

De 13, par récurrence, nous voyons facilement que 'on a
j-1
Dj= kgorfk(Da:)gk(Dtr D2)+g( Dy, D)

avec de certains opérateurs pseudo-différentiels »#(D,) d’ordre j—£.
I est alors aisé de voir le lemme suivant.

Lemme 3.1. 7/ existe des opérateurs pseudo-différentiels ayfD,) d’ordre
7 tels que

m
3B.1) P, x, D4y, Dy)=gm( Dy, Dz)'"jgl am—{D2)qj-1(Ds Dy).

Quant aux symboles des a,_#{D,), nous avons, par le calcul de symboles
de deux membres de (3.1),

Lemme 3.2.

m J=1
(£ omsan ] =X =Fi—Pn s
j=1 i=1
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m i-1 m I-1 k=1
32 { £ omssan-) [Lr—2— B om-san) B, [L—2)x

=1 m J=1
2 D0 [T =)+ 2 2 0fomfam—)Ds" [ (1—A)=Fo—Pms
lal=1 t=k+1 j=1 lal=1 i=1
ou Fi=0on—1gm—Pm), et Fy=o0n o(gmPm)
Lemme 3.3. Soient d(Dt, Dx)=Am e A28+1) b(Dt, .Dx)=A23 o A8+1, et
c(Dyy Dy)=4s-+-A, en sorte que lon a gu(Dy, Dy)=a(Dy, Dp)b(Dy, Dy)e(Dy,

D,). Soident encore

m

Ay =0m—_gs(@)= [1 (T—Ai)> dl=am—28—1(">: 3= 0pm—g5—2(a@)
1=25+1
28
50=Us(b) = i=rs[+1("'_)‘t): 51=Us—1(5); 62=03—2(5>
S
€o=as<€):il;ll(‘f—)\i): c1=05-1(¢), cg=03 5(¢)-

Alors nous avons

Fr=(a160+aobi)co+aoboc1 + laEI(afa(aobo)Dxafo +0¢a0D4"boc0)

Fa=(asbo+a161+agbs)co+ (@160 + aobr)e1+aobocat+ .El(afa(“lbf’
+a061) Dy co+0:(a0bo) Dy'c1 + (0¢°a1 Dy 6o+ ag Dy61)co

a a ]- a a
—[—35 ao.Dz 50(51> + |a+%=2 “JﬁT 35 (afﬁdODxﬁb())Dx Co-

(3.3)

Envisageons alors le probléme de Cauchy (C).
© {P(z‘, x, Dy, Dy)u(t, x)=f(¢, x)
Diu(0, x)=¢;(x)  7=0,1, -, m—1.
Et posons
wW(t, x)=q(Dy, Dy)u(t,x)  j=0,1, -, m—1
U2, ) =0, x), -+, ™ 1(¢, x)).

Alors, grace au lemme 3.1 le probléme de Cauchy (C) se réduit au suivant.

(3.4) {

o {Dt Uy(t, ©)=T1(Dy) Uy(t, x)+ F1(t, %)
U1(0, x)=¥y(x)
avec 71(Dy) = M D)y 1o 0
0 T Aper(Dg), 1
am-1(Dz), =+ -, ai(Dy), Al Dz)+ao(Dy)

Bt /=40, ++, 0, %), PU()=40(), -+, p71(2)
ot WR=ho(x) W=D+ B aFD] o)

Soient / P'opérateur pseudo-différentiel de symbole |£] et Z(A) I'opérateur
matriciel défini par
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E(d) = (A1

(A 0
(A+1)ym—e
0 @Dy
(A+41)m—2s-1
s .
Et posons
Uy, x)=EN) U,(¢, x).
Alors le probléeme de Cauchy (Cy) se réduit au suivant.
) {DtUz(t’ x)=T3(D) U2, %)+ Fy(¢, %)
Us(0, x)="¥y(x)
avec 71o9(Dp)=/ T} (D, Qu(Dy) 0
( 0 T5%(Dy) Ry(Dy) )
A} Dg) AN (Da)  To¥(Dz)+A42%(Dy)
o (T{HDy)=; WD) (A+D) 0
( R TR )
MDD
= | A+ DA+ ™D (A+1) 0
( AL )
O @arymienmyasyyos
TAD)= | haD2) _(A+1) 0
( N )
0 \“7\2::(0::)
= | (AL, (DYAFL) s (A+])
Gien )
0 Ugym e A1y s
T3 Dy)= 7\28+1(Da:)\ UH‘D 0
S A+ )
0 7\m (DD
3.5) = | (A1 2y (DYA+L) ™D (A1) 0
o )
0 D
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1

h 2@”‘( D2 - i) )
0

( Ay 1(Dz)(/1—!—1) —m-3) .. ‘ZM—S<Dx><A+1>_<m_S_Z> )

Azl(D :( l(-D’E> . dm—28<Dx> )
= 0
< D ]_(D,)(A—{*l) (m—s—2) ... dm—zs<Dfp><A+1)_<m“25_D )
" 0<Dz>——< Am—95— 1<Dz> cdo(Dy) )

0
( am-Zs-l(Dz)(A_,_1>—(MM28_D dO<Dx>
et F2<t) X):E</1)Fl(l‘, :L’>
() =E(D) Y (x).
§ 4. Diagonalisation I.

Dans cette section nous voulons diagonaliser les opérateurs matriciels

75/ D,) (=1,2,3) au (Cy). Commencons par préparer, dans ce but, quelques
lemmes.

Lemme 4.1. Sozent ay(Dy) (:<j, 2, j=1, -+, n) les opérateurs pseudo-
difféventiels et H(Dy) I'opérateur matriciel de la forme,

BB={1_ oty

. .

Alors H(Dy) est inversible et son inverse HY(Dy) est donnée par
HYDY= 1

di]’(D x)
(4.1) e
0 g
avec
(4.2)  ay(Dg)=— L (= DFap(Dy)app(Dy) -+ apy(Dy)
i+1<171/172\>' <Pp=i—1
e —aifDy)
o la sommation est prise pour tout le choix de tels k, py, -+, py entiers.

Démonstration. Il suffit de montrer que lopérateur matriciel (D)
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défini par le deuxieme membre de (4.1) satisfait a lidentité H (D )H (D)=
H(D)H(Dy,)=1, et par suite de montrer
J J
(4.3) kz.ailADa:)&kj(Dz): IcZi (D yg)agi(Dy)=0 )
= =

Or celle-ci est évidente d’apres (4.2). C.Q.F.D,

Nous disons qu'un opérateur matriciel est d’ordre p si tous ses éléments
sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre p. Etant donné un opérateur
matriciel de la forme (celle de 7,4 D) au (Cy))

SWDg) = [ s1(Dy) - <A+12 0
“ “(A+1D)
0 Tsa(Dy)

avec s;(D,) opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 1, nous disons qu’un op-
érateur matriciel NP(D,) p-diagonalise S(D,) si nous avons avec un certain
opérateur matriciel S®(D,) d’ordre —p,

NVPD)SDg)+DNP(D)ONP(Dy) = | 51(Dy) 0 \+SP(Dy).
0 sn<Dx)
Lemme 4.2. Soit S(D,) l'opératenr matriciel de la forme,
Sy = 5D (4D 0

VS
0 - 5alD)

avec si(Dy) opérateurs pseudo-diff érentiels d’ordre 1 et dont le symboles prin-
cipaux sont distincts, c’est-a-dire,

o1(s))F=o(sy)  (6557)  en ce méme sens que celui dans Hy-3).
Et soit NO(D,) I'opérateur matriciel défini par
(0) —
NODo)=[1 oD,
0 s, 1
avec nY(Dy) opérateurs pseudo-diff érentiels d’ordre O et dont les symboles sont
. A
4.4 U(”%O]')>:”%Oj)=l§|"“k Hﬂ (o1(s0)—o1(si) ™
=4
Alors NO(D,) O-diagonalise S(D,).

Remarque. Quant & linverse N O(D,)~! de NO(D,), dont 'existence est
assurée par le lemme 4.1, nous avons
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() -1 __
S D

@3) o =16r1TT ()=o)

Nous le montrons apres la démonstration du lemme 4.2,
Démonstration. Les (7, 7)-éléments de (NO(D,)S(D,)+D,NO(D,))

NO(DH)™L, soient yi (D), sont yi(D,)=0 pour i>j, vi{D,)=s:(D,) pour i=;
et pour 7<j

H(Da)= 3 (U Ik D)+ ADNA+D+ D D)AEYD).
Et celle-ci s'écrit, grace & I'identité (4.3),
Y(Da)= B (HUDIsD) = DUD A7 DA+
+ DYDY,

Le calcul de symbole nous montre que le symbole principal o;(ys;) de yu(D.)

est nul. Ceci montre que les y;(D,) sont d’ordre 0 pour i< ;. C.Q.F.D.
Montrons ici (4.5). Si nous opérons N®(D,)~1 par la gauche aux deux

membres de (NO(D,)S(D,)+DNO(D))NO(D,) 1= (y;(Dy)), nous avons

SDN (D)~ N (D) L DN (D) N (D)t = NO(Dy)"Wyif( o).

Par le calcul de symboles principaux des (7, j)-éléments de ses deux membres
nous avons

o1(s)o 0(’%?)) +I1€la, 0("52@) =0 0(”1?)0 1057

Et celle-ci donne (4.5).

Lemme 4.3. Soit S(D,) celui qui est donné dans le lemme 4.2. Soit
NO(D,) lopérateur matriciel défini par

NEDa=[1 D,

I .

avec n$Y(Dy) opérateurs pseudo-diff érentiels d’ordre 0 dont les symboles sont
a(n(l))—n(l)—ao(n(l))—i—o 1#5) (<)) avec

oo(ni)=I€ l’_i 1_[ (01(&)—01(51:)) !

ol<st>ia;<;,>— {1€10-1(nf-1)—oo(nf))(oo(s1)—0o(sy)

+Uo(”§lj)—1)+ptao(”(l))+ Z (8; ‘0o(nF) Dy 01(s5)
—0:"'01(s1) D" 0o(n{Y))} -

(4.6)

o 1(%( 1))
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Alors NV(D,) 1-diagonalise S(Dy).
Remarque. Quant a l'inverse N V(D) 1=#{(D,)) de NP(D,), nous

avons

s [ =165 1T (a(s—or(se)

0—1(’5%1;) = m {I€lo- (”(114211) +00(”(D)(°o(~"t> —oo(sy)

+oo(fii15)— Dtoo(”(l)H‘ Z (345 '01(50) Dy ooy
—30o(#7) Dy" 01(51)4‘3& lle ‘ao(AE1))} -
que nous montrons apres la démonstration du lemme 4.3.

Démonstration. Posons (y;(D,)=(NP(D,)S(Dy)+DNP(D))NDV
(D)™t Nous avons alors comme dans la démonstration du lemme 4.2, pour
i <J,

o1(yi) = Z 01(”(1)(Dx)5k(px) —si(D)nig (D) +nig1(Dg)(A+1)
—i—ﬂ)tnﬂc)(D ))ao(75)

oo(yiy) = Z 01(%‘”(1%)%(095)—Sz(Dx)n‘D(Dx>+n§%)—1(0x)(/1+1)
+@tﬂ(1)(0x))0— )+ 2 2 35“'01(n(1’(0z)5k(0x)
—Sz(Dx)ﬂ‘D(Dx)Jrﬂ%’ 1 (Dx)(A+1>+g)t”(1)(Dx))D Y oo(figy
+ Z 0o(nix (D)si( D) — s D)nig (D) +1ip1(Dp)(A+1)
+=@t”§1%)<0z)>00(”(1)
11 est alors aisé de voir o(y;;)=0 et oy(yy;)=0 pour 75~7. C.Q.F.D.
Pour montrer (4.7), il suffit de remarquer
Doo(tgy)=—0 2 ZJ (D) Dniiy (D)) (D)
et de tracer le méme calcul fa1t pour montrer (4.5).

Ayant ainsi preparé, revenons au probleme de Cauchy ((;). Les opé-
rateurs matriciels 7%%D,) (=1, 2, 3) satisfaisant, grace a I'hypothese H,-3),
la condition imposée au S(D,) du lemme 4.2 ou 4.3, nous y appliquons ces
lemmes. Soient NY(D,)=(n};(D,)) l'opérateur matriciel l-diagonalisant
T, (Dy), N¥(D,)=(n¥;(D,)) (A=2, 3) les opérateurs matriciels 0-diagonalisant
To¥(Dy), et N¥(D,)~t=(#¥;(D,)) leurs inverses dont I'existence est assurée par
le lemme 4.1 (£=1, 2, 3). Soit N(D,) l'opérateur matriciel défini par

NDz)= [ NY(Dz) 0
N¥Dy)
0 N¥(Dy)
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Posons
Us(t, x)=N(Dy) Uy, %)

Alors le probléme de Cauchy (Cy) se réduit au suivant.

) [D, Ux(t, )= T(Dy) Us(t, )+ Fy(2, %)
¥ U0, =Py
avec Ty(Dp)=[ T3'(Dy)  Q3(Dy) 0
0 T5¥(D,) Ry(Dy)

APXDy) A3 (Dy)  T5(Da)+A43%(Dy)
ot [ T3H(Dy)=(a}y(Dy)) avec aty(D,)=A(D,) et a}y(D,) d’ordre —1 pour i<~ ;.
T3¥(Dy)=(a3;(Dy)) avec a$y(Dy)=As1i(Dy) et a3;(D,) d’ordre 0 pour i~ ;.
T53(Dp)=(a3;(Dy) avec a}y(Dy)=Ass1i(Dy) et a¥y(D,) d’ordre 0 pour i~ ;.
Os(Dy)=NUD ) Qo(Dr)N¥ (D)™, Ry(Dg)=N¥Dyg)Ro(Dz) N3 (D2) ™"
APD)=N¥Dp)AX (D) N (D)™, A (Dp)=N¥Dg)A (D) NA( D)™
AL(Dy)=N¥Dy) A" (D) V¥ (D)™
et Ft, )=NDIF(t ®), Fox)=N(D,)|_¥olo)

Nous faisons ici un petit truc utile dans la suite.

Lemme 4.4. Soit GO(D,)=(§:(Dy,)) l'opératenr s X s-matriciel défini par

o(gi)= Al_l)\s+j ao(n}s)ao(ﬁ%j) i, i=1, -, 5, 7=1, -+, s—1.
o)=L (L oo+ T oG o(dy), i=1, -+, s—1
(4.8) Gu B AR o\45)00\7 15 £ ik ¥s))y t=1, )

s—1
9D ==L gu(Dnt(Da),  i=1, .

Alors nous avons GU(Dy)R3(Dy)=0 et les (i, j)-éléments de
Q3(D2)+ G D) T5¥ (D) — T3' (D) GU(D )+ DG D).
sont des opérateurs d’ ordre —1 pour i5=J.

Démonstration. Les (7, 5)-éléments de G%(D,)N3(D,) étant nuls, il est
clair que nous avons G%(D,)R3(D,)=G*(D ) N¥D,) ( 1 0 ) N¥(D,)1=0. Les

(¢,7)-¢léments, soient yy(D;), de Qy(Dy)+G(D,) T Dy)— TsH(D2)G(Dy)
+9D,GO(D,) sont

Yif(Dz)=nts(Dy)73;(Dz)+ gij(Dx)§8+j(Dz) — X(Dx) 91D
-1 s
+ kzzlgik(-Dz)a%cI(Dx)_ k§+la}k(D¢)gki(Dx)+@t9u(l)x).
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Si j<s—1 et /54, alors on voit aisément, par le calcul de symboles, que les
symboles principaux oy(yy;) sont nuls.  Si j=s, nous avons

s—1 ~ ~
Yis(Dg)=nis(Dg)it3s(Dy) _kgl (gtk(Dx)”%:s(D:v)/\zs(Dx) — (D) gik(Dx)”?cs<Dx>
~Gu(DI DN~ 3 eh(Dgu D)+ Digl D).

Il est alors facile de voir que les symboles principaux oy(y;;) sont nuls pour
i<s. C.Q.F.D.
Soit G(D,) 'opérateur matriciel défini par
GCDy=/|1 G'D, 0
0 7 0
0 0 7

Posons
U, x)=G(D,) Us(t, x).

Alors le probléme de Cauchy (Cy) se réduit au suivant.

o [PV D=T(D) UG 2)+F (2, 2)
(Co) {U(O, x)=¥(x)
avec  T(Dy)=[ TXD;) QD) 0

0 T Dy) R(Dy)
A¥Dy)  ANDgy) T3 Dp)+A°D2)

ol (T D)=T5(D,) (=1,2,3), Q(Dz)=(q:{(Dy)) avec g;(D,) d’ordre 0
pour i=j et d’ordre —1 pour 7%/, R(D,)=Ry(D,)=(ri{D,)), A% D,)
—A(D,), AND,) = A;(D,) — AXDIGAD,) et AYD,) = AXD)
=(a%(Da)),

et Ft, =GPt ), WR=GCD)| V).

Résumons ce que nous venons de voir en une proposition.

Proposition 4.1. Le probléme de Cauchy (C) se réduit au probléme de
Cauchy (Cy) ci-haut par
Ul(i) x):‘(u(z‘, x): 91<Dt, Dx)”("» x)) "ty Qm—l(Dty Dx)%(f: x))
Ut, ©)=G(D)IN(DYEM Uyt, )

avec [ opérateur matriciel G(D ) N(D ) E(A) inversible.

§ 5. Diagonalisation II. (Transformation dtie & Menikoff [2])

Soient X(D,)= (x4(D,)) l'opérateur sXs-matriciel d’ordre 0, V(D)
=(y;/(Dy)) 'opérateur (m—2s) X s-matriciel d’ordre 0, Z(Dy)=(z:1/(Dy)) I'opér-



Le probléme de Cauchy faiblement hyperbolique 479
ateur (m—2s)X s-matriciel d’ordre 0, W(D,)=(w(D,)) l'opérateur (m—2s)
X s-matriciel d’ordre 1, et M(D,) I'opératuer » X m-matriciel défini par

M(Dy)= 27 0 0
tX(Dy) t/ 0
tW(D)+2Z(D2) Y(Dy) 1
Remarquons que M(D,) est inversible pour 20 et que son inverse est
M(D,) 1= 127 0 0
—t2X(D,) 7 0
— AW (DY +Z(D)— Y(DHX(D,)  —r'¥(Dy) 1
Envisageons I'équation
(Co) D U@ x)=T(Dg)Ut, x)+F (¢, %)
au probléme de Cauchy (Cy) et posons
Vit, x)=M(D,) U, x).

Alors I'équation (Cy) se réduit & la suivante.

DVt £)=T(D)V(t, ¥)+M(D) F(t, )
avec 7(D,)= | TYD,) +'Q(D,) 0
( B(D,) TD,) R )
B(D,) BYD)  T¥D,)
ol Tl(Dx)=< MDz) 0 )—I—t‘lTOI(Dz), avec un certain 7o}(D,)

0 "MN(D) d’ordre 0,

T D)= [ ds1(Dz) 0 +t71T03(D,), avec un certain 7%(D,)
( 0 \\Az.s(Dz) ) d’ordre 0.
T3(Dy)={( Asi(Dz) 0 +t71T3(D,), avec un certain 73(D,)
( 0 "Dy ) d’ordre 0,

BYDg)=B1Y(Dy)+t1ByY(D,), avec un certain ByY(D,) d’ordre 0 et
BN (D)= RIDIW(D,)—(X(D) TN D,)— TXD,)X(D,)
B¥(Dy)=B\3(Dy)+1t"1By¥(D,), avec un certain By3D,) d’ordre 0 et
By3(D)=tAND,)— W(D) QD) — (¥ (D) THD,)— THD,) V(D)
BYD)—tBDy) + BN(Dy) — Y(D)BD,) + -1BH(Dy), avec un
certain By3(D,) d’ordre O et
By} (Dg)=tA¥ D) —(W(Dg) TN (D7) — T D) W (D))
B\ (D)= (tANDg)— W(Dz) A D)) X (Dg)—t D, W (Dy)— 2D (#7) X
XW(Dg)+2AXD )W (D) —(Z(D) THDz)— THD2)Z (D).

Or nous voulons choisir M(D;) pour que les BY(D,) (=1, 2, 3) soient #1
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fois opérateurs d’ordre 0. Mais cela ne se fait sans condition. Et posons ici
les conditions.

J

(Co”d' 1)1 02(k§1 dm—k<Dx>ﬁI%j<Dx))=%j—(AJ_)‘.SH)(AI—)‘%H)’ .7.21’ 2, 0y8y
avec a;=a; (¢, x, £) de classe C~(2 X R;[{0}).
J s

(Cond. 2), oi 2 am-s-s(D)5s(Da)— X 2 dm-i(Da)itin(Da)gns(Da)

h=1 k=1

_B

¢
avec B;=8; (¢, x, £) de classe C=(2X R;[{0}).

j ’ 7
(Cond. 3y t01( 3 Do)k (D) —ay £ OF N=Aes) DN

(A$+.7'_A28+j>’ ]21: 2’ ey S,

— 38 Ao 41D 5" N\—As4))+ DeA—Asip)) 23% Asri—Azs 1),

j:]_’ 2, ey S,
avec y;=y; (¢, x, £) de classe C=(2X R:[{0}).

Lemme 5.1. Souwus ces trois conditions, nous pouvons choisir I'opérateur
matriciel M(Dy) afin que nous ayons, avec un certain opérateur matriciel

B(D,) d’ordre 0,
7(Dy)= ( /\I(ng‘ 0 )_|_¢—IB(Dx).
0 (D)

Démonstration. Nous le démontrons en quatre étapes.
1) Choix de W(D,). Les (7, j)-éléments de By3(D,), soient 43,,(D), sont

7 ~
53;;‘(0.’0) = m?m—Zs(Dx)k‘él dm—k(Dx)ﬁ}cj(Dx> - (wij(Dx)Ai(DaJ
- j—-1 m—2s
—Aos14(D )Wy (D)) —( kzzllwm(Dx)a}cj(D z)— k§+ l‘z%k(D 2)Wri( D).
Et leurs symboles principaux sont
J
o 2(5:23;;) = m?m—zs"z(kgl am—i(D z)ﬁllcj(D 2))—0C 1(7%1)0‘1—)\23#)-

Nous choisissons donc W(D,) tel que

0(wig) =wiy=nim—250A— A+ ) N—A2s)(A—Agse) "
Alors, grace a (Cond. 1);, o5(63;;) sont nuls.

2) Choix de X(D,). Les (7, 7)-éléments de B,Y(D,), soient 6};,(D,), sont
m—2s ~ ~
61:,(D2)= kE=1 7i(D ) Wif(Dz) — (X (D) MD2) — As4i(D2)xi/( D))

Jj—1 s
—(Z 2u(Dr)at;(Dx)— X abp(Dg)xif(Dy)).
F=1 E=i+1
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Et leurs symboles principaux sont

m—2
01bl)= I oolruw)wes—oo(xi)Ay—Assa)-
Nous choisissons donc X(D,) tel que
m—2s
o) =ry= X oo(ri)@rA—Ass)”

Alors 0(61;;) étant nuls, B;(D,) est un opérateur matriciel d’ordre 0.
3) Choix de Y(D;). Les (7, j)-éléments de B1%(D;), soient 43,,(D,), sont

J s h
Bl D) =trtn-2s( D) Z m-s D)ty D)= B 5 am-s(D)
X ﬁlléh (D 2)§11(D ) —wis(D 2)q51(D 2)— (. tj(D x)7\s+j(D )

gDk D) (3 @i D )ik D)
k#j

J-1 m—2s
+ 2 yi(D2)at;(Da)— T afu(D2)ye(Da))-
k=1 k=i+1
Et leurs symboles principaux sont, grace au lemme 4.4,
J S h
0'1@%;,‘) :tn:i%m—zsal(kglﬁm—s—k(Dx)ﬁ%cj(Dz> - h2=1 ,Elém—k(D:J
X 70 (D2)gni(D ) — w190(g1) — 00( Vi) As 45— Ags.40)-
Nous choisissons donc ¥ (D;) tel que

o(Vi)=yy=n3m—25BiAs 15— A2s17) — Wis00(917)) Qs 4j— Agss) L.

Alors yy;, étant, d’aprés Hy-4) et le choix de wyy;, de classe C=(2X R[{0}),
rendent ¢1(4%;;) nuls en sorte que B4 D,) ainsi que Y(D,)B:3(D,) sont des
opérateurs matriciels d’ordre 0.

4) Choix de Z(D,). Les (¢, 7)-éléments 63;(D,) de tBy3(D )+ B,3(D,) sont

BD)= 5 (D) + tnt-2s(D2) B (5 s D)D)
s h 8
= 3 2 an D)k (D)D) xuDa) ~ 3 wDs)
h=1 k=1 k=1

X (D 2)xry(D2) — t Dywyy(D z) — 2D (¢ V(D )+
m—2s ~ ~
4 k§1 a(t)k(Dz)wkj(Dz) - (Zij(Dx)’\j(Dx) - A23+i<Da:)ZU(Dz))
s Jj—1
—( 2 X wi(D2)gen(Dz)xps(Dz)+ X z2u(Dg)ak (D)
n=1 =1 r=1
m—2s
— X alp(Do)zrs(Dy)).
k=i+1

ou a3;(Dy) sont les (7, j)-éléments de A°(D,).
Et leurs symboles principaux sont, compte tenu de o0y(43;;)=0 et leffet du
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choix de N(D,) et G(D.),
A8 =170 KD D)+ 5 0 w0 %
D20 8 an s D)RAD ) —wifos)—oulPaes)

a’ ’ ’ a’ m—2s
_WIZ=71 (O wiy D p* Ay—0¢* Ags 1D 2™ wyp) +k§+100<d%k>wki>

S n 8§ h
+t”%m—2s 2 01( 2 dm—s—k(Dx)ﬁ?cn(D:Q_ 2 am—k(Da:>
n=1 "~ k=1 hr=1 k=1
S
X 7251 (D 2)g1n(Dz)) ¥ nj— Elwikoo@kk)xm—thwu

m—2s
— 22Dyt HDwy+1 kz=:1 00(ad i) Wi;— 00(217) Aj—Aassa)-

Compte tenu de (Cond. 1),, (Cond. 2),, (Cond. 3);, les choix de wy;, xy, ¥4, €t
H-4), il est aisé de voir

(01637 to0(2i)(A—Ags42) £= o O(A5—Ags19)-

Nous pouvons alors choisir og(zy)=24 de classe C=(2X R[{0}) telles que
01(63;)=0, en sorte que tBy3(Dz)+ B13(D,) est un opérateur matriciel d’ordre 0.
C.Q.F.D.
Remarquons que nous avons ainsi eu
(M(Dz) M T(D2)+ DM YD) M(Dz)= ( MDz) 0 )+t“1B(Dx)-
0 (Do)
En prenons I’adjoint de deux membres. Alors nous avons
<M*<Dx>T*(Da+@t<M*><Dx>>M*<Dz>-1=(M(Dx)f 0 )+t—lB*<Dx>.
0 Do)
Ainsi nous avons eu, compte tenu de /(-2)
Proposition 5.1. S7 /Jes trois conditions (Cond. 1), (Cond. 2), (Cond. 3)
sont satisfaites, 'équation (Cy) du probléme de Cauchy (Cy) (0 équation (Cy*)

du probléme de Cauchy (Cy*) adjoint & (Cy) resp.) se réduit, par une trans-
formation, & l'aide de ' opérateur matriciel M(Dgz) choisi au lemme 5.1,

V(t, x)=M(D)tU(2, x) (V(t, x)=M*(D,)U(¢, x) resp.),
a ['équation
8V (t, )= A D)V (t, ¥+ By(D )V (b, £)+G(t, %)
(G(t, x)=M (D) F (2, x))

avec Ay(Dy) opérateur matriciel d’ordre 1 tel que Ay(Dz)+Ao*(Dy) est d’ordre
0 et By(Dy) opérateur matriciel & ovdre 0. (du méme type, resp.).

§ 6. Estimation.

Dans cette section nous supposons que les trois conditions (Cond. 1), (Cond.
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2) et (Cond. 3) soient satisfaites. Nous envisageons le probléme de Cauchy (Cy)
et en estimons la solution. Préparons dans ce but quelques lemmes. Rap-
pelons-nous que, pour une fonction f(¢, x) de classe &7(D3:), on a défini

||f(l‘)“=(IR1|f(l‘, x) [Bdx)1/3, llf(t)ll,c,jz(la,lzs 1D ()32, Et definissons ici,

ap=
pour un vecteur F(¢, x)=4f1(¢, x), ---, /™, x)) avec fY¢, x) fonctions de classe

XD,
IF@I=(Z IO 1F@ le=(ZIADR
Lemme 6.1. Soit f(t, ) une fonction de classe EX(D35) telle que
lti_{lgllatkf(l)llzo, £=0,1, -, p.

Alors nous avons

t
D ||f(t>|12§@1!)—2z2k+1 f . | ¥+ (s) 1Bds,  £=0,1, -, p
2) f Ots*‘z’”l’llf(s)nzdsg @’!7 f otllafﬂf(s)nzds, £=0,1, -, p.

Remarque. Ce lemme est encore vrai pour un vecteur #(z, x) d’éléments

de classe E7(D72).

Démonstration. Il suffit de montrer pour f(#, x) indéfiniment dérivable
de support compact, mais ceci se fait aisément 4 'aide de la formule de Taylor
avec le reste en forme de l'intégral. C.Q.F.D.

Lemme 6.2. Soit y(¢) une fonction de classe C* ((0,T)) satisfaisant
lim #~My(#)=0
10
61 1L A O= MO+ My () +g(0)

avec M =0, My constantes et ¢(t) fonction intégrable sur [0, T). Alors nous
avons, avec de certaines constantes positives C et Cy,

1) WH=Cr f 0" g(s)ds
2) di; ()< CytM 1 f 0’ g(s)ds M g(?).

Démonstration. En multipliant #~#*De=#¢ aux deux membres de
(6.1), nous avons d/dt(tMe Mity(¥))<e Mitg(¢). En intégrant ses deux mem-
bres de ¢ a 7, nous avons y(£)<tM[! M1\ 4Dg(s)ds 1M M4~ My(e). En faisant
tendre ¢ & 0, nous avons 1). Quant 4 2), il est clair. C.Q.F.D.

Lemme 6.3. Sozent A(Dy)=A(t, x, Dy) un opérateur matriciel tel que
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A(Dz)+A*(Dy) est d'ordre 0, B(Dy)=DB(t, x, Dy) un opérateur matriciel
d'ordre 0 et M= Sup ||| B¢, x, Dy)|I+6, o ||*||| est la norme d’opérateur
t00.77

dans L2 et §>0.
Sodent F(¢t, x) et Fy(t, x) deux vecteurs d'éléments de classe E;(D3r) tels
qu'on a respectivement,

hm | F()llo,p=0, avec un p=M—1, et

||F0(z‘)l|2£t”og0( 1), avec un no=2M et §(¢) fonction intégrable sur [0,T].
Alors la solution W(t,x) d’éléments de classe E¢(D3e) satisfaisant lime=2||W(2)||
t-0

=0, avec un g=M, de I'équation dans
W (t, x)=A(DL)W(s, x)—l—% BD )W, x)+F (2, )+ Fo(¢, x),
elle a une estimation avec une certaine constante positive C,

| W () [R<C 120+ f ot” 3PHLE(s) |25 mot f 0‘ go()ds), e[0T

Démonstration. Soit G,=[0, 7] X R pour un &[0, 7] et écrivons pour
deux vecteurs W (2, x)="4w,!(¢, x), -+, w™(¢, x)) (¢=1, 2),

(W2, ), Wa(t, 1)), = f f ) j%lwlf(_t, Xyt )dtdx.
Alors nous avons

W (@) IB=((A(D)+A*(D)W(, x), W(2, x)),+(%(3(0x)
+BY (D)W (2, %), W(2, %)), +2Re((F(2, )+ Fo(, x)), W(, x))..

Or nous avons d’aprés 'inégalite de Schwarz et le lemme 6.1,
((AD)+ADDW @, 2), Wt 2), | Mz [ eI W) Pa
(HBD)+BH D)W (e, ), Wt, 2),1=200—3) [ 1 W)l Pae
[((F (¢, )+ Fo(2, x)), W(2, x)),|<8 f 07 YW (@) |12de

+G [ K@+ Fo0) Bt
[ 17w parre [ jopare par
0 0
[T a1 mparzam [ gonar
Otl M1= Sup |||A(t) x’ DZ>+A*(t: x, Dz>|||-
tel0.7]

Par conséquent nous avons
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W@ [ e W@ Pt My [ NP ()

avec  g(r)=2C( 32100 f 0’ 13,2 LE(P) B4 a2 f 0’ Go(D) ).
Si nous posons
o= [ rriwe e,
y(7) vérifie les conditions au lemme 6.2, et par son application nous avons

2 y=Cr [ g)ds+a24g(a)

qui donne avec une certaine constante positive C

W@ = [1apF@ e [ gyoar).
C.Q.F.D.

Ayant ainsi préparé, envisageons alors I’équation (Cy) au probléme de
Cauchy (Cy). Ecrivons L(Dy, Dy)=D;—7(D,). Alors (Cy) s’écrit

(Co) L(D,, D) U(t, x)=F (2, %).

Soient U(#, x) une fonction indéfiniment différentiable dans 2 et de
support compact, U(¢, x)=X4_#"n! 32 U(0, x) ot N sera déterminé ultéri-
eurement, U(¢, x)=U(t, )— U(¢, x), F(t, x)=L(Dy, D) U(¢, %), et E(t, x)=
L(Dy, D) U(t, x)=F(t, x)—L(Dy, D,)U(¢, x). Soient M(D,) Vopérateur
matriciel au lemme 5.1, (¢, x)=M(D,) 1 U(¢, x), et G2, x)=M (D) (¢, x).

Nous remarquons aisément

D limaw T(®) lk,;=0 £=0, 0=<j<N,

2 lm AR V@Ol,=0  £20, 0=j=N-2,
3) 135; =N F () ||y, ;=0 £=>0, 0<j<N—1,
H ImATRICDI,=0  £20, 0=j=N-3.

Et d’aprés la proposition 5.1 nous avons
(Co) 3,V (t, x)=Ay(D)V (2, )+t 1By(D)V(2, )+ G2, x).
Soit finalement Ny= Sup || Bo(z, x, D,)lll+8 avec un §>0, ot ||| * ||| est la
£€00.77)

norme d’opérateur dans Z2.
En différentiant I’équation (Cy), nous avons

Lemme 6.4.
3 BNk (¢, x))=AR(D 1) AR V (2, x)+1"1Bo(D ;)0 A* T (¢, x)+3J A% G (2, x)
~ J+1 ~
F2 (D)l V (2, %)+ hgot—wh(Dt, D)V (¢, x),
(7, £=0)

(6.2)
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avec Ap(Dy) lopérateur matriciel tel que Ayp(Dgz)+Ap*(Dy) est & ordre O,
Ci(Dyz) celui d’ordre an plus (k—1), et D%(Dy) ceux tels que DYy(Dy) est
d'ordre en Dy au plus (j—1) et d’ordre en D, au plus (k+1), que D}p(Dy) est
d’ordre en Dy au plus (j—1) et d’ordre en Dy aw plus k, et que Dy(Dy) pour
h=2 est d’'ordre en Dy au plus (j—h+1) et d’ordre en Dy au plus k.

Démonstration. Remarquons que 'on a, par l'application de A% au
deux membres de (Cy),

AR (2, )= AR(D ) A (2, 2)++-1By(D ) AR T (2, %) +ARC (2, )
+z—1':>ilpkt(px)/1t 7, %)
=0

avee  A(Da)=Ap-1(D)+[A, Ay 1(DA+1)Y, et Di(D,) d'ordre 0,

que I'on démontre facilement par récurrence.
Différentions ; fois (Cy) par rapport a ¢ Alors nous avons avec de
certaines constantes C; et Cp,

80 (2, )= A (D) V(t, %)+ By DIV (2, 2)+3/C(2, )
Jj— ~
T CDIA(D T (2, %)
1=0

I+l J-m+l N
+T S CuDi B Y(D (2, %)
1=0

A =
Alors d’apres la remarque faite au début, on démontre aisément le lemme en
appliquant A% 4 ses deux membres. C.F.Q.D.

Lemme 6.5. Soiz N=Ny+3. Alors, pour N(N=N,=Ny+3), £
(£=0) et j (0 j<N,— Ny—3), nous avons avec une certaine constante C

~ t -
| PO 1= [ 1 G o

Démonstration. Montrons-le par récurrence.
1) Cas (47)=(0,0). Le lemme 6.3 est appliquable & (Cy) avec p=N;—3,
g=N;—2 et Fy=0, et par son application nous avons

| PO RZCEN [ I GEI s

2) Cas général. Supposons que nous ayons I'estimation du lemme pour (%, #)
tels que % est arbitraire pour /<j—1 et que 2A=</—1 pour 7=j. Et nous la
montrons pour (%, 2)=(%,7). Nous envisageons I'’équation (6.2) au lemme 6.4.
D’apres la supposition de 'induction et le lemme 6.4, nous avons

~ J+1 ~
127 C (D)3 V (¢, x)+ hz_ot—hD?Ic(Dt, D)V (¢, x)|?

< Cr2W,=p-8 fot | G345, a71—24s-
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Et alors le lemme 6.3 est appliquable a (6.2) avec p=N,—3—j, g=N;—2—7,
Fo(t, )=t Cp(D )00 V(t, )+ 2 4Ebt 2D (Dyy D)V (1, 3) et mg=2(Ny—)—5.
Et par son application nous avons I’estimation du lemme. C.Q.F.D.

Revenant & U(t, x)=M(D,)V (2, x) et G(¢, x)=M (D) F (¢, x), nous
avons, d’apres ce lemme-ci,

.. t ~
l U(l‘)||%c.j§azw‘_j)'3f NE@OG e vi—ads (=0, 0=/=N1—No—3).
0
Or si N=N;+1, nous avons par 'application du lemme 6.1,
- o
I#(2) II%+k+2-N1_2§tsfo IF G+ k42, w1415

Ainsi, si N=N;+1 et Ni=Ny+3, nous avons pour £(£=0) et jJ(0</7<N,;
—Ny—3)

I [7(’)||1%.1§C12(N‘_j’_1f:||F(5)||3+k+2,1v1+10’5-
Envisageons maintenant le probleme de Cauchy (Cy). Nous avons alors
1013, =CU P} r2x.0F :g—: IFO) R rev—1-m0)  (J=N)
12Dy D) OO SCU ¥ Ranszat T IFO) Rsmn)  G=N-D).

En les réunissant et en choisissant N=Ny+4+;, N,=Ny+3+; pour j
donné, nous avons

t
I U@ I3, ;<C (25 f IEE v mtasd5H E By semonrzo
No+3+7 X
+ h§0 | FO) 1374 k+2mot10—28,1)-

Si nous envisageons le probleme de Cauchy (Cy*), adjoint de (Cy), la situ-
ation étant la méme d’aprés le lemme 5.2, nous avons la méme estimation de
solution (& quelques constantes prés). Ainsi nous avons eu

Proposition 6.1. S7 Jes trois conditions (Cond, 1), (Cond. 2) et (Cond. 3)
sont satisfaites, alors le probléme de Cauchy (Cy) est E;(D3e)-bien posé et I'on a,
comme ['estimation de solution,

¢
I U@}, 1=C(2Yo+> fo I )3+ s+2 vorar1@s+H1 ¥ lR+asranetiz.o
Ny+3+7 .
+ ’EO 1 £(0) IF+35+250+10—28. 1)-
Envisageons alors le probléme de Cauchy (C). Le probléme de Cauchy

(Cy) s’est réduit de (Cy) par U(#, 2)=G(D ) N(D)EA)U,(2, x) et (Cy), de sa
part, s’est réduit de (C) par (3.4). Et, si nous nous souvenons que |||2()]llx.s
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est définie par [|a(2)IlI3, ;=27 10, %(¢) 13 4m—1—4.5, nous avons avec deux
constantes C; et Cy,

CillUO e = N, ;S Coll U @) |l gr2.5-

Car, d’une part [[U®)llg.; et | E(A)Uy(?)llg,; sont équivalentes et que l'on a,
d’autre part, avec deux constantes C; et C,,

CLl ED) Uy Nl s= 2@ .= Co | E) Ur(D) llg2.5-

Nous avons donc

Proposition 6.2. S7 les trois conditions (Cond. 1), (Cond. 2) et (Cond. 3)
sont satisfaites, alors le probléme de Cauchy (C) est E5(D73e)-bien posé et I'on a,
comme [estimation de solution, avec une constante positive C,

Il2(2) |||%,j§€(521v0+5f0t”f(5) 134544 7+ vorads+1126(0) 113135 +2014.0
Not3+] . '
+ ,EO 1/ O3 +37+2m0t12-20. 1) (£, 7=0)
m—1
ob  l1#O)I7.0= X Iellfr-1-s4n.0

§ 7. Réformation des conditions.

La réformation des conditions nécessite un calcul long et assez ennuyeux,
surtout celle de (Cond. 3). Nous ferons ceci par deux étapes, mais nous en
envoyerons a I'appendice les parties concernant (Cond. 3).

Lemme 7.1. La condition (Cond. 1), est équivalente &

(Cond. 1)y 8PPy —F1)=t""0((—Ass)Xy—Az547)), =1,2, -+, s

ou 81(0)(Pm-1—F1)=(P —1_F1>(ty Xy Ty E) |
T=A;(¢.Z.6)

j k—1
=— kzzlam—k(dm—k) igl A=Ay

Démonstration. D’aprés (3.5) et (4.7) nous avons
03(@m-1) =03 am-p(D)(A+ 1)~ " E D)= £ 7" H Boy,_i(amr)
J=1
et oo )=1EP% [T 3—A)"! en sorte que nous avons
=k

] i-1
02(12'1&"'_"(0@;’%(00) = iﬂl M=) E TR X

i k=1
2 omi(@mri) [1 Q—2).
k=1 i=1

Celle-ci montre grace au lemme 3.2 1’équivalence entre (Cond. 1); et (Cond. 1),

C.Q.F.D.

Lemme 7.2. Sows la (Cond. 1), la condition (Cond. 2), est équivalente &
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(Cond. 2)y 88y (Pmy—F)=t0(N—Apd)N— g5y =12, 055
Démonstration. Comme ci-haut nous avons
j g
0'1(’;::1 dm—s—k(Dx)ﬁ?cf(Dx)) =|¢ [—<m—s—;—1) tl;ll ()‘s+1_As+i>_1

J k—1
X 2 om—s—1(@m—s—k) [1 ()‘s+j_’\s+t)
k=1 =1

S h S
et 0( B 2 dmi(D2)ign(D2)gnf( D))= €™ ¥ Doy, y(am—r)
h=1 k=1 F=1
X 2 0o(7ikn)o-1(Gn)-
h=k

Nous allons calculer 35—, ao(72k4)0-1(9ny)-
D’apreés (4.8) nous avons

0—1(91”’):O\h_)‘s+1)—100(nllzs)00(ﬁ%1>! hsj, k=1, s, j=1, -+, s—L.

8
0—1(91f)=—Uo(”}sx”?s)—lkgl()‘f—)‘s+k)_100(ﬁ§k>”?cs: Jj=1, e s—1L

k+j
0_1(gns)= (Ah—/\zs)_lao(”;l; s)%(ﬁz{s), h=1, -, s—1L.
s
0-1(¢gss)=— ’El()‘s—/\sw)_lao(ﬁ%k)n%cs'

k#s

Et par suite d’aprés (4.4), (4.5) et (4.6), nous avons

j—1
Ap—A)™1 i]ll()‘sﬂ_)\sﬂ)_l,
Jikd, By =1, e, 5.
o_1(gi)=—1¢ |s_1i=r}+l()\i—/\i)_liﬂﬂ()\sﬂ—)‘sﬂ) El()\r—)‘sw)_l

k#j

S
o_1(gnpy=|EPF LA —Ag )7t =1;[

i=h+1

S
X’l—nl (As+k_)‘s+1)_1y .7:1: Tt S
i+k
Donc nous avons d’une part pour £>>7,

j—1 s s
oo(xn)o—1(gnp)=|EFHTI71 il;ll 0\s+i*‘/\s+t)_lh§k(/\n—)\s+j)_1 ink(/\h—)‘t)_l,

4

>
I

et d’autre part pour £2< j,

s o J=1 s s B
2 0ok n)o-1(ga) =1L ] A=) P Z —As) 1 [T Qa—2A9) 7!
" i 174
s s s s
FIEFFL T Q=207 [T Qerg—2As40) Z Qsan—2A)7H T Qorn—Asa)™
i=k i=j+1 B=1 =
177 ni i#h

Ici nous demandons secours au lemme suivant dont la démonstration sera
donnée juste aprés la démonstration actuelle.

Lemme. S7 A55A; (6547), on a les identités suivantes.
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D S0 [T 0w—2 == [ (2
h=k i=k

i=k
iAn
S I I DR R g [ S R D
h=¥ =% =5 i=F

Grace a ce lemme, nous avons d’une part pour £>7,

Z GO(”kh)"—l(gM)__|f|s_k+j— ” (’\s+1_/\i> !

et d’autre part pour £,

s .1 §+j—1 2s Az
’Ekf’o@kh)ad(?nf):—Ifls_"“_l i[;[k (/\s+j—)\t)_1(1— zI= A=A )

Nous avons alors
J s h
‘71( kgldm—s—k(Dx>ﬁ%j(Dx) - hgk kgldm—k(D:t:)ﬁkh(Da:)ghj(Dw))

=g —A) 7Y€ —(m—s—j—l)s+j—1)\ )L s+7 k-1 N
Asrs—A)HE] il;ll Ast5—20) (kglam_k(am_k>igl< s1i—A)

i#j

2 As+1 ’\t !
— |l - Z Om—1(@m—k) ﬂ A—2)).
£+ij_sl+j A=A k=

L’équivalence entre (Cond. 2); et (Cond. 2), est alors claire grace & (Cond. 1)
et Hy-4) C.Q.F.D.

Démontrons le lemme ci-haut.

Démonstration du lemme. Le premier membre de la premiére identité
’ L .
s ecrit

S S S
S M=) Q=)= [T A=A T (=) ()
h=k %’——"Ig k<i<j<s i=k

avee g(0= S (—1r* T =) [] Q).

si<
7 =k
Or g(n) étant un polynéme de degré (s—#4) et ayant la méme valeur

gA)=(=1y"% T[] (N—A)

ksi<jss

aux (s—#£+1) points différents A,(2=4, -+, 5), g(u) est identique 4 cette valeur.
Donc nous avons

a'Mw

M= [T a =2 =(= 1 [T Qe
,,t.

Celle-ci n’est que la premiére identité au lemme. La deuxiéme est claire.
C.Q.F.D.
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Lemme 7.3. Sous les conditions (Cond.l) et (Cond. 2), la condition
(Cond. 3), est équivalente a

8O (Prs—F)+ g 2 8 (Pra—FD)

(CO%(Z’. 3)2 _ 1 a ag (0 .
Q(AI_A28+]> [El(px /\faf 81 (Pm—l Fl)
F0 (r— 2954 ) D 8PPy — F1)= 220N —Ag515), j=1, - s.

Nous envoyons la démonstration a 'appendice.
Résumons-les en une proposition.

Proposition 7.1.  Les trois conditions (Cond. 1),, (Cond. 2); et (Cond. 3);
sont équivalentes aux trois conditions (Cond. 1)y, (Cond. 2), et (Cond. 3),.
Entrons 3 la deuxiéme étape.

Lemme 7.4. La condition (Cond. 1)y est équivalente &
(€] 5Pty B 5 Pu=t N d—haris) =L s

Démonstration. Il suffit de remarquer les suivantes.
Nous avons d'une part d’apres le lemme 3.3,

8O F1— B 800aobo) Daco)+0(y—Nes)y—as1)-

Et d’autre part, par un calcul simple, nous avons pour |a|=1,
(T.1) 8% Pp=—28;(0;*(a9b0) D +"¢0)+8;V(a960)8,c.

Donc nous avons
BOFi=— 5 2 8 Put-0(y—As) A1) C.Q.F.D.

Lemme 7.5. Sows la condition (Cond. 1), la condition (Cond. 2), est
équivalente

(Gl 890, Pnrty B 50, Pntg B 8/90°Pu(d(r—Aap)DaOuts—N)

FO Assi—A) D) =200 —Ager),  j=1, -, 5.

Démonstration. P,_,—F; étant un polynéme en 7, si nous écrivons
Ff(@)=Ppy_1—F;, nous avons

FPst2—FA)=Qsts— AL A +0((A—2s49)%).
Donc compte tenu de la (Cond. 1), la condition (Cond. 2), est équivalente &
(1.2) 8/P0,(Pma—F)=FfA)=2t"0N—Ag54p),  j=1, ).

Or nous avons d’une part d’aprés le lemme 3.3,
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890, F1= % 131(0)(3600037500 5"co+0,a00¢°60 D5 co)— 3 8;°(3,200,609,¢0)
la|= la|=1
X O (1—Ag540) D 2" As5+0(A5— Ags1)
et d’autre part
37(“)37Pm= _28j(0)<a§aaoa_rboDxaCO + afaoagabopqu()) + 281(0)@,[103,503,60)
X (O (T—A254) D" N+ 0" (A — A5 ) D o) + 04— Agsr)
et Sj(°)3,3pm= 681(0)(310087.&08150) + 0<Aj — A23+]') .

Donc nous avons

500, (Py— F)=898 Py 1t 3 870 Pptt 5 5032Pn

al=1
X (0" (r—A251) D" (Ast5—A) + 06" (Asa4 =)D, Ay)
+0A—Ag54)- C.Q.F.D.
Lemme 7.6. La condition (Cond. 3)y est équivalente &
1 o 1 l ¢
[C3] Sj(O)Pm—z‘l‘?IaIZ::lsj( )Pm_1+Z|a|Z=2?8j< ]Pm

o ., I, OAPOEPADND A 2050 5P uD NI
010 2 P (T — NI — A — s

2(N—Ags49)
X B @e®OPusty 3 8P PDA+ DO Py

3 B YOPIAhaus )= s, =1,

Nous le démontrons & I'appendice. Alors nous avons eu

Proposition 7.2. Les trois conditions (Cond. 1)y, (Cond. 2)y et (Cond. 3),
sont équivalentes aux trois conditions [C1], [Cy] et [Cy).

Appendice
I] Démonstration du lemme 7.3.

Commencons par calculer 01(2} —12n (D)t} ,(Dy)).-
J J J
Ul(kglﬁm—k(DaQﬁllc (D)= ]El o2(@m-r)o— 1k 1)+ ’El 01(@m-r)oo(72k )

7 ’ ’ -
+k§1 |a/|2=13; 09(@m—1) D3 0o(7i} 5).

Or nous avons d’apres (3.5) et (4.7),
09(@m—1) = Om—1(@m-p) £ 7" TF®
Ul(ﬁm—k)zo'm—k—l(am—k> | f | _(m—k_Z)—(m_k“2>0m—k(am—k> | fl —m—k-D

ok )= €17 T =2,
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Nous avons donc
i _ ] j=1 1
0'1( Ic§1 am-k(Da:)”Ilc f(Dz)) =|§] —m=y= ’Elam—k—l(am—k)iﬂk ()‘1—)‘0

J , L i=1
+ lf|—(m_j—2) >z X afa Um—k(am—k)D:ca i=ﬂk O‘f_hﬁ_l

k=1la’|=1

J
+- || kglﬁm—k(dm—k)m:
j—1
avec 'yka|£|—(j_mo'—l(ﬁ}cf)_(m—'é_z)|‘f|_1<il;lk()‘j_)\t)_l
7 /1_1
+ 2 9T IEID, [T =AY,
la’T=1 i=k

Calculons ici yg;.  Or, d’apres (3.5) et (4.7), nous avons

A=A 1(#t H=1€l0_1(At 1)) +Uo(ﬁilcj)(00(7\lc) —o(A))Foo(ik117)
—Dyo o(ﬁlléf) +|a;=1(3£a’)‘kpxa’a 0(’2%1)

—0:" ag(7ik ) Dy N0 | €1 Dy 097 117))s
ou 00(/\k)=(m—,é—2)la§=1|§|“135“'|§|Dx“')\k.

Nous en tirons une relation sur yg;.
W=y =visytdey  1=k<j
Jj=1 j-1
avee  dyy=— 2 0~ | A=A DA G—AD: [T =20,

De la, compte tenu de yy=—(m—;—2)£|7! et dy=0, nous concluons par
récurrence,

-1 n j—1
yi= 2 [1 Ny —n——D16 T =21, 1=k
Nous avons donc
i N i=1 j k-1
oy( Elam—k(Dx)nllc j(Dg))=|€&|~ ™7 _Z)tgl O‘j_)‘i)_l(kgl Om—t—1{@m—1) igl A=A
i , i-1 i1 i
+ 2 X aéa C’m—lc(am—lc> ﬂ O‘j_)‘t)D z ﬂ (’\J'"_At)_l_" = 0'm—-k(“m—k)
E=1la’]=1 t=1 =k k=1
i—1 i-1 n j-1
X TTy—=2) &[] W—2A) ) —(m—7—2) ||~ 77D ] (=) 7!
i=1 W=k i=k =1
I ) k—1
X 3 omi(@mr) [ Qy—2A).
k=1 i=1

Or les termes dans la sommation sur £ au deuxiéme membre sont nuls pour
£=j+1, et le dernier terme au deuxiéme membre est, grace a la (Cond. 1),
7 10((Aj—As15)(A;—Ag545)).  Donc nous pouvons écrire

J j—1 m
0'1( Icgl ém—k(D :c)ﬁllc 7 (D :v)) = I f | —m—j=2 i];Il O‘j _’\i)_ 1(87'(0)( kgl Om—k— 1<am—k)

k=1 m , j=1 ,I=1
X I1 ("'_)\i» +2 2 afa o'm—lc(am—k) [1 (A]_)‘i)Dxa I ()\1—)\1)_1
t=1 k=1la’/|=1 i=1 i=k
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+ Z Om-(am-) ﬂ A=) _Z,‘n”ﬂ Ay—=2)7 ng)+ 210N —2s4)
X O‘f_)‘2s+f)>
Allons voir de plus prés les termes au deuxiéme membre de celle-ci. Au
deuxiéme terme, nous avons
i-1 ,i-1 k=1 k-1 ,
il;ll (A]-'—AO_DQJE il—:lk (Aj—/\t)_IZSj(O)(Dxa igl (‘r—-)\i)—f—a, 11;[1(T—Ai>D$a Aj
-1 L=t k=1
+ T =200 T A—27TT, =)

Et au troisiéme terme, nous avons

j—1 -1 & k=1 j-1
[1 =2) =[] Q=) py=—m8,CC [ (r—2A))+ [T Qy—A)meys+ny;,
=1 W=k i=k =1 =1

avec

my=3 5 Z: WaC' ﬂ A=A TSN (T —A) Dy ﬂ Q—=2A)™),

=1lal= li—

M= |a|=1(aé il;ll A=A~ 181(0)(3, zD1 (r—=A)) DN+ Dy° iDI A=At
1

X 8,3 "n (r—A))

k=1
« m=Z E ] T =22 T =200+ T =29
X Dg* tl;ll(’\j—’\i)af (T—M).
Remarquons ici que 'on a
E—1h—1 k=1 k=1 _h=1 k=1
X [[ (=293 1] (r—=2)3f(r—Ap)= X 0 [ (r—A) [] (r—A)3*(r—Ay)
A=1¢=1 t=h+1 =1 4=1 1=h+1

ol 0* (ou 9#) représente la dérivation d’ordre 1, soit 9% soit D,*. Alors nyy,
de son coté, s'écrit

k=1, k-1 n—1 I =
ngg= 2 8,009, [[ r—2A)DyN— T X §OC[| (r—A)D,"N3¢" [] (7—Ap))
lal=1 i=1 r=1ldl=1 =1 i=h+1
k=1
— 1 BT =AM D,
lal=1 =1
Nous avons ainsi eu

. Jj—1 m
o1 Z 2 KDk (D)= €11 2] NG s

]_[ (r—XA)— Z Um—k(am—lc) 2 H (7' /\-t) E D a)‘hafa kﬁl (T —X)

3 |

+ = Z'n 0 om—ilam—i)Ds" ” (r —Az))'l‘ Z (81(0)(3;3 Z Om—1(Am—1)

|a
(r—2)) Dy Aj—rl—ajw)(az = omslen ) 11 (A —A) D)

<, o a-?r
[ =
- -

O\j )\t) Z (81(0)(35 Z om—1(@m—1) ﬂ (=) D" ﬂ A=)

+
u:&
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+8,0, 35 o s(am-s) 11, =22 T Ay—2071D24)—
7”151(0)(51 Om—r(@m—k) I[ll (r—=20)) + 710N —Ag4 ) Aj—Ags1))-
qui s’écrit, d’apreés le lemme 3.2,
(£ A DIALADN =161 T 02 15,9 Fy— P )
+ B 01900 (Fi— P ) Dy -5 800 X Fy— Py 07— W) DY)
+ T =) 2 60— Pa) D2 1 Oy 14890, (F— P
X2 1. 4= D2 ) — g O — P D)=y ) Ny~
Or si on remarque

8,00 (Fy— Prn1) =868 O(F1— Pyp) 803 (Fy — Py )3 (1—N,)

alors les deux derniers termes sont, d’apreés les conditions (Cond. 1) et (Cond. 2)
(vior (7.2)), t710(A\;—Xg5+5). Et nous avons donc

7 =1
ay( Elﬁm—k(Dx)ﬁ}c (D))=~ M1 iDI A—2) 718 Fy— Prms)
+ 2 0900 (Fr—Pru) Dy 5 800 HFy— P )3 (r—A) D'h)
+ 270N —Ag549)-
Rappelons-nous que l'on a pour |a|=1
3,0 =050+ 006" =200 DN 3 — i (e A) DD
+85,9¢* Dz"A9.,.
Et encore compte tenu de la (Cond. 2), nous avons finalement
J . Jj=1
oy( kgldm—k(0x>ﬁ}c]'(0 2)=1§I7"® il;ll W—A) 1S O (Fo—Pps)
+ g D 8O P )+ 00— o)
Calculons maintenant
aj(m?: 1<a£a’()‘f _)‘s+j)D xa/AJ _afa’AZsHD xu/()‘j_’\sﬂ)) +D t()‘j _As+f>>'
Or la (Cond. 1) s’écrit

Jj—1 3
t|E|mImD iﬂl A=A 18; O(Fy— Pr_1) =)A= gy )(Ay—Ag54).

Si on remarque que l'on a sous 'hypotheése Hy—4),

Ar—=2s10)0N—Ag511) = (A3 —A254:)0A;—Agy ) +0((A;— Ag54)%)

alors en différentiant les deux membres de la (Cond. 1), on a
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j-1
2N g1 )0y 0(A—Agpg) =2 €|~ iﬂl()\j—)\z)—lasf(O)(F 1—Pm-1)
+2720((N—Aa540)%)

ou 9 représente la dérivation d’ordre 1, soit D,%, soit 0"
Nous avons donc

a1<la%":l(aful()‘f_/\s-H)Dxa/)‘f—afa/)‘zsﬁpxa/()‘f—)‘sﬂ'))+D {A—2As19))

i i=1 1
21E=m==2 TT (Xs— A )~ 0,°8,0 DA
IEI 'tglk j i) 20‘} Azs+7')lalzzl( ¢ 8 (Fl m 1) z Y

+ D 85O (Fr— Pry1)0¢ (1 —Ags10)) +2 710N —Ngg45).
Alors 'équivalence entre la (Cond. 3); et la (Cond. 3), est claire. C.Q.F.D.

I1] Démonstration du lemme 7.6.

Nous le montrons par trois étapes. Soient

0= | |Z=1<a§a<aobo)Dxaf0‘l‘afaﬂoDxabofo), Fit= (‘Zlbo‘l‘aobl)fo‘}‘aobofl:

Fyl= aéa(ats'gaoDbio)Dxafo, Fyl= (azbo Fa161+agbs)co

2 181
latgi=sa! B!
+(a1bo+agb1)c1+agbocs +|a|2=1 (3£a(ﬂ150+4051)0xaf0+afa<ﬂobo)Dxa51

+(3§a410xa50+a§aa00xa51)50+3§aﬂopxa5051)-

Lemme A.l.

1

ORIy B O S

lal=1

=0<Aj—A2w>.

(DNBB[O Py 07— i) DO FY)

Démonstration. Remarquons d’abord les égalités suivantes. En
écrivant do=cq, d1=0by, dos=ay et représentant par d la dérivation d’ordre 1,
soit 9;°%, soit D, nous avons

8/0d; =N—Nis)8/ 0,41 +0((N—Ni1p)®)  i=0,1,2. j=1, s

8;90d; =38;90,d,0(1—Ais47) +0X;—Assy) i=0,1,2. j=1, -, s,

38,0d; =58,98 d;0(N;—Ais17) +0(A—Assyy) =0,1,2. j=1, -5,

Q=100 — 2251 ) =A—2054D0A— A5 )+ (A —Ag510)%) j=1, -, s
Alors nous avons, d’apreés le lemme 3.3,

Sj(O)Fglz_ 2 81(0)(6118 boa Coaf (T— 8+]')D /\j—|-613 aoa Coaf <T—A23+j>D Aj

la|=1
+ 610,209,609 (T —Ag54) D " A1) F0A— A1)
8,00, F1t=0—2g445)
8,99,9,° F11=5,9(219,6(9,£09¢" (27— (Aj4-As4)) + 618,209,609 (27 — (A 4-Ag514))
+¢19,209,609¢" 21— A5+ A2542))) F0A—Ags1y)

(A-1)
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38O Fy1=2(Nj—Ag49)8,(c13,@09,6 09" Ny —As49)) +0(Ny—A551.9)%)
D810 Fy =20~ g51)8;(€18,209,60 D5" N —2s47) +0((4—A2049)%)-
Si nous nous rappelons que 'on a pour |a|=1,
8¢(“>:28,(0)Dx“)\,9,8§°—81(0)85»“(7-—/\,)Dx“)\ﬁ,z—l—Sj(O)af“Dx“)\ja,
nous voyons aisément 1'égalité au lemme A.l. C.Q.F.D.

Grace a ce lemme-ci la condition (Cond. 3), est équivalente a

1 o
I_FIO)_W— 2 (Dw Af

1
Cond. 3 8, 0(P,, »—F,0)+ = 8, _

( on )3 7 ( m—2 2 >+ 2 |a|2=1 j (Pm )\23_”)"”:1
X 0¢"8 O(Pop—1— F1°) 40 (1 —Ao519) D 18P (Prn—1— F1°))
=t—20(Af_A28+f> J=1 s

Lemme A.2.
D" N30 O F1° 01— Ags1) D8O Fy°
=— % (Dxa/\jafale:le(ﬂ P m-|-a§“(7-—/\28+,)Dx“IBIZ=18j(’3 "Prp)

F A —2A254)85(3,200,60) (0 “(Ay—Ag 1) DAz
+0:°(1—Aas4 ) D" A—As1p) ”3;:151(3 e+ 0((A—Ag549)%)-

Démonstration. Remarquons que l'on a (voir (7.1))

8,0 Fy 0____A|B|E_ 8®P,, +ﬂ31(0)(dobo) 2 31(/3)[0

Alors, compte tenu de (A.1); on voit facilement I’égalité au lemme.
C.Q.F.D.

Grace 4 ce lemme-ci, la condition (Cond. 3); est équivalente &

1
D ‘1/\ a’s (O
ploven wep PR AR

L S 8P 1o (N ) DO P 3 80P,)
2 18=1 2 14=1
:t_ze(Ai_/\Zs-H) .7=1’ AFRY
avec G= —_ % (23j(0)F20+lalzzlsj(a)Flo—-81(0)(34103760) |a|2=1(afa<)\j—As+f)DzaAj
+0" (7 —A51) D" N—Ag4s)) WZ: 18,<ﬁ co)-

(Cond. 3)y 8OPp o+ % R

Il nous reste a calculer G. Or nous avons

Lemme A.3.

1 1 8@ L (a+B)5 2 a 8
G= v MZ2G| 5 P”‘+24mz|m (056y 0.2 P D "N D PNy

42050000, 2 P D ' A0 P(r—Ap) + 0% 4 0,2 P (1 — A1) 3¢ (r— A)) + 0Ny — Ags 1 5)-
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Démonstration. Remarquons d’abord que I'on a

F20= ol —Zm[—l<a£a(afﬁa0D1360)D$a£0+afuaoafﬁbo_Dxa+B£0)

+ |“|2=2 (—11-! ((B¢°agbo~+-a99:°bo) D co+-0¢°ag D boco)
et par suite

87(0)F20: 2 81(0)(a§a(agﬁaoDxﬁb0).Dzac'o+afadoafﬁboDxa-'-B[o)+0(Aj—)\28+j).

la|=Tl=1
Fixons ici j(j=1, :+-, 5) et écrivons pour ce j fixé
ao=p(T—Ags11), bo=q(r—Asyy), et co=7(r—A;)
mo 2s s
avec 2= (r=2), g= || (r—=A), et r=[ (2.
{=25+1 t=s+1 =1
i425+7 iA5+] i#]

Nous éxprimons toutes les quantités en considération en p, ¢, 7, A; et leurs
dérivées. C’est un calcul assez long mais tout & fait mécanique. Grace & ce
calcul, nous avons d’une part,

=1 = _ 8/ (2g7)0¢ 37— 200515 +Aut) + M) D20 Dy

2 ja1=7pl
+20¢" (21— Aa545FA610)) D oPMOE D "Ny 4206 (1— g5 1.0)3¢%(T—As10) D" TR
— 20 Ags45FAs49) D "M D oPAg) 428199 (pgr) (206" (1—Ags10)9¢(r—Asy5)
— 3 (1 =) (27— (Ng51s+2A510)) D 2N D PN
+28,99:*(pg7)3¢P(31—2(Na5154-A547) FA) D "N D PA) + 0 — g4 9).-

Et si nous nous rappelons que I'on a
8= 2 _a!_afalacm 9%
atiai—a alla?] 7¢ay0¢
et par suite

a 1 s a. a a.
|a|z=2%8’( = 2 |¢1|=Z|r:3|=1(af 0+ 20£ 040+ 0510,

alors nous avons d’autre part

2 L8OPu=4G— T §O(pgr)@ D NDLN,

la|=2 Q: la|=|B8l=
+23¢* D PA0¢8 (7 —N) D 1" Ay D N0 (7 — A)3gB(m— Ag) +0(A— Ag49)

et 5 @79, 2PmDy"ND N +285000 2 P Dy MO (r— M) 4056 4 0.2 Prm
le]=181=1

X 0¢*(r— A998 (r—Ap)) = 6 R _ 31 (2ar)O¢ TN D N D PN+ 206 DAy

X O¢P(r—Ap) D "N+ D . tBN3 (1 — Ap)0gB(r — Ag)) - 0N — Aggpg).

Alors 'égalité au lemme est claire. C.Q.F.D.

Grace a ce lemme, la condition (Cond. 3) est bien équivalente a [(3].
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Ainsi le lemme 6.7 est démontré. C.Q.F.D.

(1]
(2]
[31]
[4]
[5]
[6]

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES,
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES,
L’UNIVERSITE D’'EHIME.
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