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Cowsik und Nori haben in [C-N] gezeigt, daB ein Radikalideal a eines
reguldren lokalen Ringes (R, m) mit unendlichem Restklassenk&rper genau dann
ein vollstindiger Durchschnitt ist, wenn fiir die Faser Y im Punkt Spec (R/m)
der Aufblasung von a die Relation dim Y=ht(a)—1 gilt. Bezeichnet /(a) die
minimale Erzeugendenzahl einer minimalen Reduktion von a ([N-RJ), so ist
dim Y'=ht (a)—1 gleichbedeutend mit /(a)=ht (a). Diese Bedingung ist insbesondere
dann erfiillt, wenn R/a™ fiir jedes n=1 ein Cohen-Macauly-Ring ist ([Bul), so
daB in diesem Fall ein vollstindiges Schnittideal vorliegt (Cor. in [C-NJ; eine
Abschwichung wurde in [W] bewiesen).

Die Charakterisierung von Reduktionen durch Aquimultiplizitdtsaussagen
(IN-R], [Re], [B5]) legen es nahe, die schwer nachpriifbare Bedingung (a)
=ht (a) durch eine “Aquimultiplizitétsbedingung von R ldngs a” zu charakterisieren.
DemgemiB wird in dieser Note zunédchst vollstiindiges Schnittverhalten in Cohen-
Macaulay-Ringen durch eine Aquimultiplizititsbedingung beschrieben (Satz 1),
und es wird in einem Beispiel gezeigt, wie sich im Hyperflichenfall die Beding-
ung I(a)=ht (a) durch einen Multiplizititenvergleich leicht {iberpriifen 14Bt. Der
Beweis des Satzes 1 benutzt vor allem Ideen von R. Schmidt [R.S.], wonach mit
Hilfe des Wright’schen Multiplizitiitssymbols e(x, gr?(R)) eines Multiplizitéts-
systems x,, ---, x, (abgekiirzt x) wesentliche Einblicke in das “Verhalten von R
lings a” gewonnen werden konnen. Die entsprechenden Resultate werden im
ersten Abschnitt zusammengestellt. Das erwédhnte Korollar in [C-N] und der
Satz aus [W] ergeben sich dann direkt oder mittelbar aus den Eigenschaften
derjenigen charakteristischen Funktionen, die durch e(x, gr’(R)) definiert werden
(vgl. §1).

Ist a=p ein Primideal, so folgt aus der Bedingung I(p)=ht (p), daB die Fasern
der Aufblasung BlL(R) von R in p in den Punkten qeV(p) die konstante
Dimension ht (p)—1 besitzen. Ist ndmlich pSqSm und q prim, so hat die Faser
in q die Dimension {(p-R;)—1, und allgemein gilt

[(D)=1(p- R)=I1(p- Ry)=ht (p)

(vgl. [N-R]). In Satz 2 wird gezeigt, daB die erwéhnte Aquidimensionalitdt der
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Fasern in V(p) gleichbedeutend mit der Aquimultiplizitéit eo( R)=eo(Ry)* ist, wenn
R/p reguldr vorausgesetzt wird?. Fiir den speziellen Fall ht(p)=1 folgt daher
aus e(R)=ey(R,), daB der Morphismus ¢ : Bl,(R)—Spec (R) endliche Fasern hat,
so daB er nach einem Satz von Chevalley endlich sein muB. Im letzten Ab-
schnitt werden die Methoden von Satz 1 benutzt, um auch auf elementarem Wege
nachzuweisen, daB ¢ unter den genannten Bedingungen ein endlicher Morphismus
ist (Satz 3).

Zusatz: In der Zwischenzeit erfuhren wir von der Arbeit “Uber vollstindige
Durchschnitte in lokalen Ringen” von R. Achilles und W. Vogel (eingereicht bei
den Math. Nachr.). Das Hauptresultat dieser Arbeit enthilt das Ergebnis unseres
1. Satzes. Die Beweismethode ist von unserer verschieden und liefert nicht unser
Korollar zu Satz 1, auf dem die folgenden Abschnitte wesentlich beruhen.

1. Im Folgenden bezeichne (R, m) einen noetherschen lokalen Ring, a ein
(echtes) Ideal in R und x={x,, ---, x,} ein Multiplizitdtssystem fiir R/a. Mit
dem Wright’'schen Multiplizitdtssystembol e(x, —) wird dann eine numerische
Funktion

HY p(n)=e(x, gri(R))

n

definiert. Setzt man wie {iblich H®(n)= kgoH“"”(k) fiir 1>0, so ergibt eine

einfache Rechnung (vgl. [H-S-V], S 113):

() Hgh f(m)=2 e(x, R/DUR:/a™'Ry)

wobei tiber die minimalen Primoberideale p von a summiert wird. (Bezeichnet
man mit Assh(R/a) diejenigen peAss(R/a) mit dim R/p=dim R/a, so ist
e(x, R/p)#0 nur dann, wenn pe Assh (R/a).) Nach (%) ist HY r eine polynomiale
Funktion. Ist d der Grad und a der héchste Koeffizient des entsprechenden
Polynoms, so wird dla mit e(x, a, R) bezeichnet. Ist a m-primér, so ist die leere
Menge ein Multiplizititssystem fiir R/a, und fiir dieses erhilt man die gewohn-
liche Hilbert-Samuel-Funktion H{. r(n) und die {bliche Samuel-Multiplizitdt e,(a)
des Primirideals. Generell gilt

(*%) e(x,a, R)= X elx, R/peaRy).

PEAssh(R/a)

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 1 ist das folgende Lemma,
das auf einen Hinweis von R. Schmidt zuriickgeht.

Lemma 1. (R, m) sei ein lokaler Ring mit unendlichem Restklassenkdrper
uud aC R ein Ideal mit dim R/a=r>0. Dann gibt es zu jedem Parametersystem
y={yy, ==, ¥} von R/a eine Oberflichensequenz x,, ---, x, fiir w:a+yR mit
folgenden Eigenschaften:

1) e(R)=eo(m), eo(Ry) =ey(pRy).
2) Dieses Ergebnis wurde den Verfassern miindlich von Herrn Nesselmann (Rostock)
mitgeteilt, allerdings ohne Beweis.
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) w=a+xR (x={x;, -, x}),

2) e(x, a, R)y=e(y, a, R),

3)  elw)=ey(xR) fiir ht (a)=0 bzw. e,(w)=e,(w/xR) fiir ht (a)>0,
4) xy, -+, x, ist Teil eines Parametersystems fiir R.

Beweis. Seien p,, --+, p, die minimalen Primoberideale von a falls ht(a)>0
bzw. die minimalen Primideale von R falls ht(a)=0. Dann ist fiir jedes
je{l, -, t} ht(p;)<ht(w), also wap; Nach [Na], S. 73 gibt es ein Oberflichen-
element x; fir v mit

X Ea+mv, x€Ep,\J - Up,.
Durch Ubergang zu R/x,R und Induktion erhdlt man x,, -+, x,Ew derart, daB
das Bild von x; in R/x,R+ --- +x;-,R ein Oberflichenelement fiir a+x,R+ ---
+x;-1R/x,R+ -+ +x;-,R ist und zusitzlich gilt:
xi€atm-w+x, R+ - +x,,R,
x; liegt in keinem minimalen Primoberideal von
{ xR+ 4+x,.,R falls ht (a)=0,
at+x,R+ - +x;.1R falls ht (a)>0.

1) und 3) folgen aus dieser Konstruktion wie in [Z-S], ch. VIII, § 10 und 4) gilt,
weil dim R/x,R+ --- +x;R=dim R—i ([Z-S], Cor. 1 auf S. 291). Fiir 2) sei
peAssh (R/a) und x¥f bzw. y¥ das Bild von x; bzw. y; in R/p. Dann ist
(x%, -, xOR/p=(y%, -, y¥)R/p und daher

er(x, R/p)=erim(x*, R/p)=ero(y* R/p)=er(y, R/p)
(vgl. [NoJ, S. 331 und [H-S-V], S. 106). Mit (%) folgt daher
e(x, a, R)=e(y, a, R).
Das Ideal a heiBe vollstdndiges Schnittideal (abgekiirzt c.i.), wenn pg(a)=ht (a)

(wobei p die minimale Erzeugendenzahl bezeichnet). Ist R ein Cohen-Macaulay-
Ring, so ist a genau dann c.i., wenn a durch eine R-Folge erzeugt werden kann.

2. Es folgt die angekiindigte Charakterisierung vollstindiger Schnittideale
in Cohen-Macaulay-Ringen.

Satz 1. Seien (R, m) ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring mit unendlichem
Restklassenkorper, a ein echtes Ideal in R und r=dim R/a, s=ht(a). Fiir alle
peAss (R/a) sei aR, ein c.i. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

(i) a ist c.i.
(i) Es existiert ein Parametersystem x,, -+, x, von R/a mit

e(x, a, R)=e(a+xR).

Beweis. ()= (ii). Es gibt eine R- Sequenz (z,, -+, z;)=z mit a=zR. Erginzt
man z durch geeignete Elemente x;, ---, x, zu einer maximalen R- Sequenz, so
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ist x trivialerweise ein Parametersystem fiir R/a und nach (**) und dem Asso-
ziativgesetz fiir Multiplizititen gilt

e(a+xR)=e(x, a, R).

(i)=>(@{). Fiir »=0 ist nichts zu zeigen, also sei r>0. Wir kénnen ohne Ein-
schrinkung annehmen, daB fiir x die in Lemma 1 angegebenen Eigenschaften
gelten. Nun miissen die Fille s=0 und s>0 unterschieden werden. Zuerst sei

s>0. Dann kann man ein Parametersystem z,, ---, z; ven R/xR derart wéihlen,
daB

(1) e(w/xR)=ey(zR+xR/xR)

gilt, wobei w=a-+x R gensetzt wurde. Man kann zusitzlich z;, ---, z;€a annehmen.

Setzt man q=zR-+xR (q ist dann m-primir), so folgt aus dem Assoziativgesetz
fiir Multiplizititen und aus (#x):

2) e)=_ > elx, R/pezR,)=e(x, zR, R).

PEAssh(R/2R)

Wegen r+s=dim R ist dim R/zR=r=dim R/a, also Assh(R/a)EAssh (R/zR),
und daraus folgt

3 e(x, a, R)<Ze(x, zR, R).

Da allgemein e)(q)=<e,(q/xR) gilt, erhdlt man fir s>0 insgesamt

4 e(x, a, R)=Ze(x, zR, R)=ei(q)=Sey(q/xR)=e (/2 R)=e,(1v),
und aus der Voraussetzung (ii) folgt

) e(x, a, R)=e(x, zR, R).

Fiir s=0 setzt man zR=0, also q=xR. Dann folgt aus (*x), Lemma 1 und
Voraussetzung (ii) unmittelbar

e(xl ZR, R)ZeO(XR):eo(m):e(x) a: R):
so daB (5) fiir s=0 richtig ist. Andererseits folgt aus zRSa die Beziehung

e(x,a, )= > e(x, R/pe(aRy)

PEAssh(R/)

= > elx, R/pefzRy)

T PEASSR(R/0)

=e(x, zR, R)— X e(x, R/pezRy)
PEAssh(F/zR)
\dssh(R, Q)

<e(x, zR, R).

Nun folgt aus (5) fiir beide Ungleichungen die Gleichheit, so dall Assh (R/zR)
=Assh (R/a) sein muB und

(6) el(aRy)=ey(zR,) fur alle peAssh(R/a).
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Fiir alle Primideale » von R ist ht(p)+dim R/p=dim R, daher ist Assh (R/zR)
gerade die Menge der minimalen Primoberideale von zR. Dann ist aber auch
Assh (R/a) die Menge der minimalen Primoberideale von a und man erhilt

@ Vo =+zR~

R ist als Cohen-Macaulay-Ring quasi-ungemischt, und nach [Bo] folgt daher aus
(6) und (7), daB das vollstindige Schnittideal zR eine (notwendigerweise minimale)
Reduktion von a ist. Insbesondere ist also /(a)=s=ht (a).

Nun wird benutzt, daB aR, als c.i. vorausgesetzt wurde (fiir peAss(R/a)).
Mit R/m ist auch R,/pR, unendlich fiir jedes Primideal p von R, so daB stets

ht (a- Ry)=l(a- Ry)=p(a- Ry)

gilt. Ist peAss (R/a), so folgt nach Voraussetzung iiberall die Gleichheit und
aR, kann keine echten Reduktionen besitzen ((N—R7], § 4, Thm. 4). Es folgt daher

8 zR,=a-R, fir alle peAss(R/a).

Da zR, als Hauptklassenideal ungemischt ist, kann a keine eingebetteten Prim-
ideal besitzen (denn wire p eingebettet fiir a, so wréde p- R, eingebettet fiir zR,).
Nach (8) muB daher a=(z,, ---, z;) gelten, also p(a)=s=ht (a).

Bemerkungen. 1) Die im Satz gemachten Voraussetzungen an a sind ins-
besondere erfiillt, wenn a ein Radikalideal ist und R, regulidr fir jedes minimale
Primoberideal p von a; vgl. dazu den Beweis von Theorem 1 in [C-N] sowie
die verallgemeinerte Fassung in [E-H-V].

2) Ist R/a™ ein Cohen-Macaulay-Ring fiir geniigend viele n, so zeigt man,
daB fiir jedes Parametersystem x von R/a die Polynome zu den Hilbertfunktionen
H r und H %40 g libereinstimmen, so daB insbesondere e(x, a, R)=e,(a+xR)
gilt (vgl. [H-S-V], II, Lemma 3.9 und Satz 3.13). Unter den iibrigen Voraus-
setzungen des Satzes folgt dann also, daB a ein c.i. ist, ein Ergebnis, das auf
vollig anderem Wege auch von Waldi [W] bewiesen wurde.

3) Bei (ii)=> (i) wurden die Voraussetzungen “aR, ist c.i.” und “R ist Cohen-
Macaulay-Ring” erst am SchluB benutzt. Vorher wurde (auBer (ii)) nur benétigt,
daB R quasi-ungemischt ist (woraus fiir jedes Primideal p die Gleichung ht (p)
+dim R/p=dim R folgt). Man erhélt also folgendes

Korollar., Seien (R, m) ein quasi-ungemischter lokaler Ring,® a ein Ideal
von R und x,, -+, x, ein Parametersystem von R/a mit

e(x, a, R)=ea+xR).

Dann ist ht (a)=I(a). Ist zusdtzlich x eine Oberflichensequenz wie in Lemma 1,
ht (a)>0 und z, -+, z,€a ein Parametersystem von R/xR mit

ella+xR/xR)=ey(zR+xR/xR),

3) R/m sei wieder unendlich.




656 M. Herrmann und U. Orbanz

So erzeugen z, -+, 2; eine minimale Reduktion von a.

Bemerkung. 4) Unter den Voraussetzungen des Korollars erhilt man +a
=+/zR wie in (7) und damit nach Definition ara(a)=ht(a) (vgl. [Rul). Ist
ht(a)>0, so gilt stets ht(a)<cora(a)<ara(a), so daB unter unseren Vorausset-
zungen alle drei GroBen iibereinstimmen. Satz 1 gibt lokale Voraussetzungen,
um zusétzlich die Gleichheit mit p(a) zu folgern, das im allgemeinen groBer ist.

3. (R, m) sei wieder ein lokaler Ring mit unendlichem Restklassenkorper.
Ist pCR prim und R/p regulir, so gibt es ein Parametersystem x von R/p mit
p+xR=m und e(x, R/p)=e,(m/p)=1. In diesem speziellen Fall folgt daher aus
(ii) von Satz 1 die iibliche Aquimultiplizitéit eo(R)=e,(R,). Mit den Ergebnissen
aus § 2 erhilt man genauer folgendes Resultat:

Satz 2. Ist (R, m) ein quasi-ungemischier lokaler Ring mit unendlichem
Restklassenkirper und pC R ein Primideal, fiir das R/p reguldr ist, so sind
folgende Aussagen dquivalent :

(1) ht(p)=Ii(p),
(i) eo(R)=eo(Ry).

Beweis. ()= (ii). Sei zunidchst s=ht(p)>0. Nach Voraussetzung gibt es
eine minimale Reduktion (z, -, z;)- R von p, und fiir diese gilt eo(zRy)==e\(Ry).
Wéahlt man ein regulidres Parametersystem x,, -+, x, von R/p, so ist p+xR=m
und e(x, R/p)=1. Aus (xx) folgt daher

) e(x, p, R)=e(x, zR, R).
Das Ideal q=zR-+xR ist m-primér, so daB man aus [H-S-V7], S. 121 die Beziehung
HOR<HWr<H{}
erhdlt. Da die entsprechenden Polynome alle den Grad dim R=r-+s haben, folgt
e(x, p, R)Ze(R)=el(q)=e(x, zR, R).
Nach (9) ist daher
el R)=e(x, z, R)y=e(zR,)=e,(Ry) .

Fiir ht (p)=0 wihlt man x wie in Lemma 1 (dann bleibt x ein reguldres Para-
metersystem fiir R/p). Dann schlieBt man wie oben mit zR=0.

@ii)=>@). Ist x4, -, x, ein regulires Parametersystem von R/p, so gilt wieder
e(x, p, R)=e(R,). Da aber e,(Ry,)=eR)=e,(p+xR) vorausgesetzt wurde, folgt
(1) aus dem Korollar zu Satz 1.

Beispiel. Sei £ ein (unendlicher) Korper, B=k[X, Y, Z], F=(XY—-2Z%)Y?,
B=(Y, Z)-B, \=(X, Y, Z)B und A=B/F- B, n=M/F- B, »=PB/F-B. Fir R=A,
und a=p- R gelten dann
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el R)y=vu(F)=4>eo(Ry)=vy(F)=3,”
so daB aus 1=ht (a)=<I(a)=p(a)=2 folgt: [a)=2.

4. Die dquivalenten Bedingungen (i) und (ii) von Satz 2 sind dann erfiillt,
wenn der kanonische Morphismus ¢ :Bl,(R)—Spec(R) der Aufblasung von p
endlich ist. Das ist nur méglich fiir ht (p)=1. Der folgende Satz 3 zeigt, daB
unter dieser zusitzlichen Voraussetzung auch die Umkehrung gilt. Damit hat
man ein algebraisches Analogon zu dem wohlbekannten analytischen Resultat,
wonach lokal die Aufblasung einer Fliche in einer glatten Kurve genau dann
endlich ist, wenn Aquimultiplizitdt lings dieser Kurve vorliegt.

Der Beweis von Satz 3 beruht wesentlich auf dem folgenden Lemma.

Lemma 2. Seien (R, m) ein quasi-ungemischter lokaler Ring mit unendlichem
Restklassenkorper, 9C R ein Primideal der Hohe 1, fiir das R/p reguldr ist und
p’gp ein beliebiges Ideal. Ist I(p)=1 (also e,(R)=eR,) nach Satz 2), so gibt es

ein usp\yp’ derart, dad uR minimale Reduktion von p ist.

Beweis. Sei x,, -+, x, ein regulidres Parametersystem von R/p, so daB
e(x, p, R)=e (m) gilt wie im Beweis von Satz 2 (es ist m=p+xR). Wir kénnen
ohne Einschrinkung annehmen, daB x eine Oberflichensequenz fiir m ist wie in
Lemma 1. Nach dem Korollar zu Satz 1 geniigt es daher, ein uep\p’ derart
zu finden, daB u ein Parametersystem fiir R/xR ist und

eom/xR)=ey(uR+xR/xR).
gilt.
Dafiir sei R=R/xR und T bezeichne die Bilder in R. Ist p’#Pp=ft, so gibt
es fiir R ein Parametersystem #&p\p’ mit

eo(m)=e,(@tR)

(vgl. [Na], S. 73 und [Z-S], S. 294 f). In diesem Fall geniigt es, fiir u ein
Urbild von # in p zu widhlen. Angenommen es gilt p’=}p, also p’+xR=p+xR=m.
Dann erzeugen die r Bilder von x,, -+, x, in R/p’ das maximale Ideal m/p’.
Nun ist aber dim R/p’=dim R/p=r, also muB R/p’ regulidr von der Dimension r
sein. Folglich ist p” ein Primideal der Hohe 1, was zu dem Widerspruch p’=p
fihrt.

Durch Induktion zeigt man nun folgendes

Korollar. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2 hat p ein (minimales)
Erzeugendensystem uy, -+, un derart, dab w;R fiir jedes i {1, ---, m} eine mini-
male Reduktion von p ist.

Satz 3. Seien (R, m) ein quasi-ungemischter lokaler Ring mit unendlichem
Restklassenkdrper und pC R ein Primideal der Hohe 1, fiir das R/p reguldr ist.
Gilt e(R)=ey(R;), so ist der kanonische Morphismus
4) vy (F)=sup {n| FEM"}, analog fiir vg.
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¢ : Bl,(R)—Spec (R)

der Aufblasung von p ein endlicher Morphismus.

Beweis. Sei uy, -+, un ein minimales Erzeugendensystem von p wie im
Korollar zu Lemma 2. Da u;R minimale Reduktion von p ist, gilt ht (u;R)=1
(wegen v u;R =p) und jedes u; ist ganz iiber dem Ideal wu;R. Dann ist

Zj €R,, ganz iiber R und es folgt, daB fiir jedes i€ {l, -, m} der Unterring

T

R[ Z‘ SETTIR —l;ﬂ—] von R,, ein endlich erzeugter R-Modul ist. Insbesondere
T T

hat ¢ endliche Fasern. Aus dem erwédhnten Satz von Chevalley wiirde damit
die Endlichkeit von ¢ folgen, es soll hier jedoch direkt nachgewiesen werden,
daB ¢ affin ist:

1. Fall: R ist reduziert. Dann ist jedes wu; ein Nichtnullteiler wegen
ht (u;R)=1, und alle Ringe R,, werden als Unterringe des vollen Quotientenringes

von R aufgefalt. Da fiir jedes ¢ und j sowohl “i als auch —%.- g@ber R ganz
j i
sind, ist —2- Einheit in R[ s ] also —4 GR[&]. Daher stimmen die Ringe
i i J 2

R[ YL, A ] fiir alle i {berein, und Bl (R)=Spec (R[ s ]) ist
U; U U U;

affin.

2. Fall (allgemein): Sei R=R. und § bzw. @; das Bild von p bzw. u; in
R. Dann ist p ganz iiber dem Ideal #;R, also Bl5(R) affin nach dem 1. Fall.
Nun ist aber Bl3(R)=BIl,(R)..s, also ist auch Bl,(R) affin.
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