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§0. Introduction

A propos du probléme d’interpolation pour les fonctions entiéres d’une variable
d’ordre fini, Leontev a démontré le résultat suivant [8]:

Théoréme. Soit X={A;}en un ensemble discret d'ordre p (0=p<o0) dans
C (L= S £ A4l = -+, et soit F le produit canonique de Weierstrass,
d’ordre p, défini par X. Alors, deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Pour toute suite de nombres complexes {a;} jen telle que

llmsup o |1| log (logla;)=p,

il existe une fonction entiere G d’ordre Zp telle que G(2;)=a; (JEN).
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Dans ce mémoire, en nous bornant au cas oi X est une sous-variété analyti-
que (non singuliére) dans C", de dimension pure n—1 et d’ordre fini p, nous nous
proposons de donner une condition suffisante, qui est une généralisation de la
condition (2) de Leontev a un certain sens, pour le probléme d’extension a crois-
sance et de montrer que la condition n’est pas nécessaire au cas de n=2, en
indiquant un exemple.

Soit X une telle sous-variété. On sait bien ([5], [117, [7], [10]) qu’il existe
une fonction entiére F d’ordre p dans C", qui s’annule sur et seulement sur X
avec la multiplicité 1 en chaque composante de X. Une autre telle fonction ne
différe de F que par la multiplication de ¢” ot P est un polyndme de degré <p.
Cette différence est de peu d’importance dans ce mémoire, ce qui nous permet
d’appeler F fonction canonique d’ordre p de la sous-variété X.

n
Pour x=(x,, ---, x,)€C™, on pose lezsz,I | x¢|? et, pour une fonction holo-

morphe H(x), |dH |*(x)= 2 aH(x) ] Ensuite, pour >0, on désigne par @,

I’ensemble des fonctions plurlsousharmoniques dans C" de la forme ¢(x)=A(] x|
+1), ou A est une constante =1.
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Cela posé, nous pouvons énoncer notre résultat principal :

Théoréme. Soit X une sous-variété analytique dans C™ de dimension pure
n—1 et dordre p (0=p<o0), et soit F une fonction canonique d’ordre p de la
sous-variété X. Supposons qu'il existe un nombre réel np(>p) et une fonction
o€ @, telles que l'on ait |dF|=exp(—¢) en tout point de X. Sous cette hypo-
these, pour toute fonction <@, il existe une XED, telle que toute fonction
holomorphe g sur X vérifiant |g|<exp¢ sur X admette une fonction entiere G
telle que l'on ait G|x=g et |G| =expX dans C™".

La démonstration du théoréme repose sur la méthode classique d’extension
due a Cartan et Oka [2], [9] et sur celle du d-probléme due a Hoérmander [3].
Pour un certain recouvrement ouvert U=(U,);c; de C*, on forme une extension
g: de g dans U;. Alors on a un l-cocycle (h;;) en posant h;;=(g;—g:)/F. Pour
obtenir dans chaque U; une fonction holomorphe h; de maniére que h;;=h;—h;,
on aura besoin d’une partition de 'unité subordonnde a 1 (Voir Hérmander [3]).
La partie essentielle § 3 de ce mémoire est donc de construire un recouvrement
ouvert et une partition de 'unité, qui nous aménent a former les g; et h; avec
contrble de la croissance.

La mode de construction dans § 3 s’applique aussi au §4, ot on montre que
la condition |dF|=exp(—¢) n’est pas nécessaire.

§1. Notations et préliminaires

Pour un point x=(x;, -+, x,)€C™ et pour un multiindice m=0n,, -, m,) ol
n n n
m, sont des entiers =0,0n pose |m|= 2 m;, m!=TIm,!, |x|*= 2 [xx]%
k=1 k=1 k=1
n o'm! o™
x™=T1I x'* et = .
P ox™ 0xT1--- gxTn

On désigne par B[7] la boule fermée {|x|=r} dans C™ de centre 0 et de rayon 7.

Pour un nombre positif 7, on désigne par @,(C™)=@, I'’ensemble des fonctions
plurisousharmoniques ¢(x)=A(]x|7+1), ou A parcourt ’ensemble des nombres
=1. Pour deux fonctions p=A(|x|?*+1) et ¢=B(|x|"+1), ¢=¢ si et seulement
si A=B.

Pour un ensemble ouvert U dans C™ et pour une sous-variété analytique X
dans C™, on note O(U) 'espace des fonctions holomorphes dans U et ©(X) 'espace
des fonctions holomorphes surX. V=T

Rappelons la notion d’ordre de croissance. Soit ,Eileaélxl2 et soit

B*'=BA -+ AB (n—1 fois). Pour une sous-variété analytique X dans C7*, de
dimension pure n—1, et pour un nombre positif », on pose

1

n-1 M
- si n=2
p2(n-b SanXﬁ

n(r)=
le nombre des points de B[rINX si n=1.

La fonction n(r) est une fonction croissante de » (Lelong [6]). On dit que X
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est d’ordre p, si p est la borne inférieure des nombres positifs 7 tels qu’il existe
une fonction o=@, qui vérifie la majoration n(|x|)=¢(x) dans C". On dit
qu’'une fonction entiére H est d’ordre p, si p est la borne inférieure des nombres
positifs % tels qu’il existe une fonction g @, vérifiant |H|<exp¢ dans C™
Dans le reste de §1, nous fixons un nombre positif 7 et posons K=27-+1.
Nous allons indiquer quelques lemmes dont nous aurons besoin dans la suite.

Lemme 1. Pour toute fonction o€ @, et pour tous points x et y dans C™
tels que |x—y|=1, on a p(3)=Kep(x).

En effet, on a |y|=|x|+1x—y|=|x[+1 et |y]|7=27(| x|7+1), d’on
A(ly|"+1D)=27A 1 x| "+27A+ASQT DA x| 7+1) .

On peut facilement démontrer, en vertu du lemme 1 et de l'intégrale de
Cauchy, le

Lemme 2. Soit ¢®,(C"). Si Heo(C™) satisfait a |H|<exp ¢ dans C*,
al’m-lH

ax—ml <(v/n )™ exp (Kp) dans C*, quel que soit le multiindice m.

1
alors on a |——
m!

Lemme 3. Soient o= @,(C™) et HEO(C™) telles que |H|=exp¢ daus C™
Alors, pourtous x, yEC™ telsque | x—y| =1,0ona | H(x)—H(»)|=n| x— y|exp(K?¢(x)).

En effet, comme on a

OH(x+t(y—x))
axk

H)—Hw=]' % (ya—xdt,

on a, d’aprés les lemmes 1 et 2,
[H(y)—H(x)| <+v/n exp (K2p(x)) ?‘:‘1 | Ye—xs

snly—x|exp (K%(x)).
Lemme 4. (Voir [4]). Soit Heo(C™).
(1) S'ilexiste p€ @, telle que | H| Zexp ¢ dans C*, alorsona SCnI H|2e*?dx < o0,
2) ﬁl existe @@, telle que [IHII;},:S%IHIZe“/’a’x<OO, alors on a
| H1=\EL U1 exp (+n)g) dans €™,

En effet, si 'ona | H | <exp¢ dans C", alors on a Sc,,' lee‘3‘°dx§50ne“r°dx<oo,
ce qui montre (1).

Réciproquement, supposons ||H|3<oco et, pour un point xEC”, posons
U={y| |x—y|=exp(—¢(x))}. Daprés le lemme 1, on a ¢(y)=<Ke(x) pour tout
yeU. Alors on a

1

< .
| H(x)| = volume U

[, 1O dy
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= volurlne U <SUIH|2e_¢dy)l/2(gue¢dy)”2

=(E - exp(~2ng(x)) IH I, exp (Kp(x),

ce qui démontre (2) du lemme 4.

§2. Une condition suffisante

Commengons par donner quelques définitions. Pour une forme différentielle
f= X f+dz: de bidegré (0, 1), on pose |f (0= 3 |fs(x)"

Soit U=(U;);e; un recouvrement ouvert de C™ On dira U localement au
plus @ m feuilles, m étant un entier positif, si tout point de C™ admet un
voisinage qui rencontre au plus m des U;. Pour un entier p=0 et pour
S=(S,, -+, Sp)EI?*, on pose |S|=p+1et U=UyN - r\U,p. Pour une p-cochaine
h=(hs)C?(ll, ©) ou O est le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur
C™, et pour une fonction continue ¢ a valeurs réelles dans C", on pose

2 — 2,-¢

Ikl3=_ 35 [, Ihil%evdx,

ou dx désigne la mesure de Lebesgue dans C™ (Voir 7.3 et 7.6 de Hérmander [3]).
En raisonnant comme dans le lemme 4, on peut démontrer facilement le

Lemme 5. Soient U un recouvrement ouvert de C™ localement au plus a m
feuilles, h=(h;)eC?(Il, 0) et @, (p>0). Sil'on a |h;|=exp¢ dans U, quel
que soit SEIP*Y, alors ||hll,, est fini.

Soit (£;);e; une partition de l'unité subordonnée au recouvrement U=(U;):e,
de C™ ou on suppose toujours chaque &; de classe C~ dans C?” a support
(compact ou non) dans U; et a valeurs réelles dans l’intervalle [0, 1]. Nous
dirons que (£;);e; satisfait a la condition (A,) avec a€®@,, 3 étant un nombre
réel positif, si I'on a |6&;| <exp a dans C™ pour tout i< [.

Cela posé, nous allons établir d’aprés Hérmander le

Théoréme 1. Soient U=(U,)ic; un recouvrement ouvert de C™ localement au
plus @ m feuilles, m étant un entier positif, et (£:)ie; une partition de ['unité
subordonnée a W et satisfaisant a la condition (A,) avec a€®,, 7 étant un
nombre réel positif. Alors, pour toute BED,, il existe un nombre positif N et
une fonction A€ @, qui satisfont a la condition suivante:

Si un l-cocycle h=(hi;)€Z*U, ©) vérifie la majoration |h;;| <expp dans
U.NU; pour tous i, j€I, il existe = C°(1l, O) telle que 6h'=h et |h'|i=N.
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En effet, posons bj= E &ihi; dans U; et b=(b;). Comme 64=0, on a b;—b;

—h” dans U;n\U;. Pour tout x€U; on a ij(x)|2<(2§1(x)2)( 2 | ha(x)] )
2 | hif(x)|? d'ou il vient

U,,SJ:
M Iblt= 5, |, losl*e *#dx =1l

Comme on a db;=0db; dans U;N\U,, les 3b; définissent une forme différentielle f
de bidegré (0, 1) de classe C= dans tout C™.

D’autre part, d’aprés la condition (4,), ona |f|%x)=m exp (2a(x)) E [hifx)]?
dans U;. Alors, on a

@ 1/ 13arsp=mllhlis.

On prend 2€ @, de sorte que l'on ait A=2a+3B-+2log (1+|x]?). Alors, d’apres
Hérmander ([3] Theorem 4.4.2.), il existe u€ L¥C™, loc.) telle que 'on ait du=f et

©) =1 1Barsp -

On pose hj=b;—u pour tout i€l. Alors on a A'=(h})eC’(ll, ©), qui satisfait a
-0h'=h et, d’apres (1), (2) et (3), a I'estimation

IR’ §= S |kt 2e P dx

<2{tE S |bs|2e *dx+ 2 va.lulge"dx}

U

=2{b3+mulli}
=2(1+mPl hldp -

Or,
Ilhllaﬁ— Z

jeI

| 2038
SU n; | hasl*e™*dx

<> e Pdx

Tijer SUmvj

éng e fdx.
CTL

En posant N:Zm"’(l—l—mz)gc e fdx, on obtient |h’|3<N, ce qui démontre le théo-
réme. "

Soit X une sous-variété analytique dans C™, de dimension pure n—1 et d’ordre
fini p et soit F une fonction canonique d’ordre p de X (voir lintroduction §O0).
Soit donnée une fonction holomorphe g sur X. On appelle extension locale de g
subordonnée au recouvrement W=(U;);c; de C™ toute 0-cochaine (g;)ic;EC*U, ©)
telle que g:lxnv;=glxnv; pour tout i€l. Nous dirons qu'une extension locale
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(g:)ier de g satisfait aux conditions (B,) avec B @, si
1° |g:;| =exp B dans U; pour tout ;€]

2° ‘-g—j;i‘éexpﬁ dans U;N\U; pour tous i, jE€I.
Maintenant, on peut énoncer le

Théoréme 2. Soit X une sous-variété analytique daus C™, de dimension pure
n—1 et d’ordre fini p, et soit F une fonction canonique d’ordre p de X. Supposons
qu'il existe un recouvrement ouvert U=(U))we; de C™ localement au plus & m
feutlles, m étant un entier positif, et une partition de 'unité (£;)icr, subordonnée
a W et satisfaisant @ la condition (A,) avec une fonction ac®,, n étant un
nombre réel plus grand que p. Sous ces hypotheses, pour toute BE D,, il existe une
7€ D, telle que, si (g:)icr est une extension locale d'une fonction holomorphe g sur
X, subordonnée a W et satisfaisant @ (B,) avec la fonction B, alors on puisse
trouver une fonction entiere G dans C™ telle que G| x=g et |G|=<expy dans C™.

En effet, les h;;=(g;—g;)/F forment un l-cocycle qui vérifie |h;;|<expf
dans chaque U;N\U;. D’aprés le théoréme 1, il existe un N>0 et une A€,
indépendantes de (h;;), telles que 'on puisse trouver h’=(h;)eC°(ll, 0) satisfaisant
2 hyj=hj—h} (dans chaque U;N\U,) et |h’|3=N. Alors G=g;—Fh; dans chaque
U; est une fonction bien définie et holomorphe dans tout C™ telle que G|x=g.
11 ne reste qu’a vérifier la majoration.

Comme on a y>p, il ¥y a une t€ @, telle que |F|<expr dans C*. On peut
supposer 1>383 comme dans la démonstration du théoréme 1. Alors, on a

9 |2,-20-2 1| 22
||G||z.—+/1§2i§r Svi|gl| e dx+2i§ SUiIFhlle dx

<2 25 | gil2e-Pdx+2 ES |hh1%e 2 d x
i€l JUg €1 JU;

A

-8

Z(mSCne dx-l—N).

D’aprés le lemme 4, N? étant ce dernier member, on a
Gl < \/Z_' N, exp (K+n)2e+2) .

En prenant une y€ @, qui vérifie y=(K+n)2z+2)+log (\/%‘LN]) on voit qu’elle

ne dépend que des n, n, m, 7, « et B, et qu'on a |G|=expy dans C™
C.QF.D.

§ 3. Résultat principal

Ce paragraphe tout entier est consacré a la démonstration du théoréme principal :

Théoréme 3. Soit X une sous-variéié analytique dans C™ de dimension pure
n—1 et dordre fini p, et soit F une fonction canonique d’ordre p de la sous-
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variété X. Supposons qu'il existe un nombre réel y(>p) et une fonction €@,
telles que l'on ait |dF|=exp(—¢) en tout point de X. Sous cette hypothese,
pour toute fonction p€@,, il existe une XE D, telle que toute fonction holomorphe
g sur X vérifiant |g| <exp ¢ sur X admette une fonction entiere G telle que l'on
ait

Gly=g et |G|=expX dans C™.

Remarque: Cette hypothése ne dépend pas du chiox d’une fonction canonique
d’ordre p de X. En fait, P étant un polyndme de degré <p, on a |d(FeP?)|
=exp(—¢) pour le méme » mais pour une certaine g< @,.

Pour démontrer le théoréme, on peut supposer sans perdre la généralité que,
pour 7(>p), pour a€ @, et pour geO(X), on ait
(i) |F|=Zexpa dans C";

(ii) ‘aaTF;(x)‘zexp(——a(x)) en tout point x€ X et pour un certain %k dépend-

ant de x;

(iii) |gl=expa sur X,
et que X ne rencontre pas B[1]. Alors la restriction de toute fonction de @, a
X est de classe C* sur X. Rappelons K=2741.

En vertu du théoréme 2, il suffira donc de construire un recouvrement ouvert
fini de C™, qui admet une partition de l'unité satisfaisant a (A4,), et une extension
locale de g satisfaisant a (B,). oF

Pour cela, on aura besoin des lemmes suivants. Si l'on a 5}:( y)*0 en un

point y de X, X est représentée par x,=f(x’) au voisinage de y=(yi, -, ¥,),
ol f est une fonction holomorphe de x'=(x;, ***, X4-1, X441, ***, X5) AU Voisinage
de ¥'=(y1, ***, Yr-1, Yr+1, ***» ¥u). Par abus de notations, on écrira (x,, x’) au
lieu de x=(x;*+, Xz, ***, Xn).

Lemme 6. Toute fonction 2€ @, admet une fonction o € @, ayant la propriété
suivante :

Pour toute fonction t€®, telle que t>0, il existe k€@, telle que, si
‘6 (y)‘>exp( A)) en un point yeX et si x,€C et exp(—(y))=|xr—y:l
éexp(—o(y)), alors |F(xy, v)| Zexp(—x(x:, v7)). (En particulier, si x,=C et
0< | xpe— vl Zexp(—a(y)), alors (x4, y') n'appartienne pas a X.)

Démonstration. On a

1 o™F
P = (M (xe—y)™.

n_ 9F _ &
Flxy, y )—ax,, I xe—yu)+ mZ=‘.2
Posons t=|x,—y.|. Si 0<t<\/1— on a, d’aprés le lemme 2,

aa—F(y)(xk—yk) =Zexp (—Ay)t et
Xer
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= 1 o"F il —
D2 B gor M xe—y)™ émfgz(\/n )™ exp (Ka(y)t™
nitt
=exp (Ka(y)) #
Si exp (—4(y)) on peut en déduire |F(x,, y’)|_>__%

= 2n exp (Ka(y)++/n exp(—A(») "’
exp (—A(»)t. 1l suffit donc de prendre une o€ @, telle que

exp (—4)
exp(—o)=— exp (Ka)++/n exp (—2)

dans C™.

En effet, pour € @, telle que >0, prenons une £€ @, telle que £r=K(A+7)
log 2. Alors on a, pour tout ¢ tel que exp(—z(¥)<t=exp(—a(y)),

|Flxp 32+ exp (—R(3)+c(3)

> L exp (= KQ(xs, ¥)+exa ¥

=exp (—&(xe, ¥,
ce qui démontre le lemme.
Lemme 7. Posons L=K(log 2+1). Pour toute 1€®,, il existe 6@, telle
que, si laaTF(x)lgexp(—Z(x)) et |x—y|Zexp(—6(x)) pour deux points x et y de
k

C*. on ait ‘;Ti(y)lzexp(—m(y))-

oF OF
= K
En effet, le lemme 3 s’applique a \/ PR qui vérifie ‘\/ <exp (Ka)

d’aprés le lemme 2. En prenant une €@, de sorte que 0zK°a+10g n+log 2
+log /n +4, on a, quand | x—y|<exp(—&(x)),

(ZE - 2E ()| Sl v—ylexp (Caa)
= \/-exp( Ax)) .
Alors on a 7171 Bxk(y)l“ 2\/—exp( A(x)) et

| 2E ()] zexp (—2x)—log 2zexp (— Kllog 2+ DA =exp (~L23)
C.QF.D.

Lemme 8. 2 et 0 étant celles du lemme 7, il existe pe®, et ve®, de la
facon suivante:
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Si lon a i—(%i(y)lgexp (—2A(y)) en un point ye X pour un entier k (1=k=n),
k

alors la fonction x,=f(x"), qui représente X au voisinage de y est bien définie et
holomorphe sur la boule B'={x'eC™ | |x'—y'| Sexp (—p(y))} et elle satisfait a
[ flx)—yi| Sexp (—v(y)) pour tout x’B’. De plus, on a

{xl lxe—yel S2exp(—u(y), x'€ B} C{x| | x—y| <exp (—6(»)} .

oF
of -a—x“—(f(x'), x")
En effet, en vertu de xe (x’)=—a—F’,"—~ (1=m=<n, m=k), si

W(f(xl)’ x")
{(f(x"), xYe{x||x—y|Zexp(—6(»))}, on a, d’aprés les lemmes 2 et 7,
(1) |2 x| SV exp (Ka(f(x), )+LAAR), 2.

Tout d’abord, on prend €@, et ve @,, qui ne dépendent que de 6, telles que
I'on ait

(2) {x[1xe—yel S2exp(—u(y)), |2’ —y'| Zexp (—a(y)}
Cix|lx—y| <exp(—O(»))} .

Ensuite, on prend une pe d)” telle que p=g et pu=K(Ka+LA)+v+logn+log?2.
On va voir que f est bien définie et holomorphe sur B'={x'eC"!||x'—y’|
<exp(—u(y)} et f vérifie |f(x")—y.|<exp(—u(y)) sur B’

En effet, s'il n’en était pas ainsi, en tenant compte de (2), on pourrait trouver
un nombre positif #<exp(—p(y)) tel que f(x’) soit définie et satisfasse a
| f(x)—yi] Sexp(—u(y)) sur B’={x'eC"*||x'—y’| <t} et qu'il existe z’€dB”
tel que | A(z")— .| =exp(—u(y)). D’aprés (1) et (2), pour tout x’€ B”, on tirerait de
la formule

f(X/)—‘yk——‘S:mi of

=Ilz axm (y +S(x -y ))(ym_xm)ds

les inégalités suivantes :
| Ax)—yel V1 exp (K(Ka(y)+LAyNVn—T | 2’ —y'|
é% exp (—u(y)).
C’est une contradiction. C.Q.F.D.

D’aprés les lemmes ainsi établis, nous allons choisir en plus de la fonction a
prise plus haut six fonctions b, ¢, p, g, v et s, appartenant a @,, ne dépendant
que des n, » et a, et satisfaisant aux conditions suivantes:

F .
(iv) Pour tout point z&C™ tel que I%—(z)‘gexp(—l/a(z)) et pour tout point
k
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x tel que |x—z| <exp(—b(2)), on a ‘a (x)’>exp( —L7*a(x)), ol k et j sont des
entiers tels que 1=k=<n et 0<57=<4. (L est le nombre défini dans le lemme 7.)
( v ) Pour tout point ye X tel que ‘ o (y)l =exp(—L%a(y)), il n'existe d’autre

point de X que y dans le disque {x||x,— y,,l =2exp(—c(y), x'=y'} sur le plan
{xlx'=y'}.

(vi) Pour tout point ye X tel que ‘a (y)|>exp( —L*a(y)), la fonction x,

=f(x") qui représente X au voisinage de y est bien définie et holomorphe sur la
boule B’={x'€C™ | |x'—y'| Sexp(—p(y)} etelle vérifie | Ax")—y.| Zexp(—q(»))
pour tout point x’€ B’. De plus, on a

{x] | x—y| Zexp (—r(y)}

C{x|lxe—y:| Zexp(—g(y)), x'€ B’}
CHxllxe—fx")] é%exr)(—c(f(x’), x'), x'€B’}

C{xllx—y|<exp(—=b(y)} .

(vii) Pour tout y= X tel que ‘aaTF(y)l =exp (—L%a(y)) et pour tout x tel que
k
x;=y; (i#k) et que
exp (—r(y)=|xe—yel Sexp(—c(y)), ona |F(x)|=exp(—s(x).
(viii) c>logv/n et qgc+Klog—g—.
En effet, d'aprés le lemme 7, on prend b€ @, tellement que la condition (iv)
soit satisfaite. Ensuite, d’aprés le lemme 8, on prend p, j D, de facon que,
. F . .
pour tout point ye X tel que bax—(y)‘zexp(—L‘a(y)), la fonction x,=f(x"), qui
k

represente X au voisinage de y, soit bien définie et holomorphe sur la boule
Br={x'|1x'—y ‘| Sexp(—p(y)} et vérifie l'estimation |f(x")—y:|<exp(— ()
pour tout x EB' et de plus quon ait {x||x,—y.|=2exp(—§(»)), x eB}
c{x||x—y|<exp(—b(y))}. Ensuite, d’aprés le lemme 6, on prend e, de
sorte que (v) soit satisfaite, ¢ étant remplacée par &, que (vii) soit vérifiée pour
la fonction 7 qui sera déterminée tout a I'heure, et qu'on ait ¢>log+/n. On pose
c¢=max {¢, KG}. Alors on a (v) sans dire et de plus

{2l 11— )| S5 exp (—elfix), ¥, x'< B}

Cl{xllx—yl<exp(—b(»)}.

En effet, pour tout point x tel que x' B’ et

|24 =/(x")| S exp(—e(fx), ') on a
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[ xe—yil ST xe—f(x) ]+ x) =yl

<L exp(—e(ftx"), #/)+exp(—d(»))

IA

=%
% exp (— C([g) )exp(—ci(y))
2e

=2exp(—q(y).

Maintenant, on prend une g€ @, telle que g=max {Kc-l—log 6+log2, c+K log—g—}

et g=§ et, pour cette g, comme dans la démonstration du lemme 8, on prend
pe®, de sorte que p=p et que lon ait [f(x")—y.|=exp(—q(y)) dans
B'={x'eC™!||x'—y"|<exp(—p(»)}. Remarquons que p et ¢ ci-dessus ne
dépendent que des n, 7, a, b et c. Pour tout point x tel que |x,—y.|=exp(—q(y))
et x’€B’,on a

[ xi—FxNN S xe—yel Hye—AxD =2 exp (—q(y)
=exp(—Kc(y)—log 6)

é 1 exp (—c(f(x"), x)),

ce qui montre que p et ¢ satisfont a (vi) avec une r€@, assez grande.
Cela étant, nous allons définir un recouvrement ouvert fini de C™ dont il
s’agit. Pour deux entiers k et j tels que 1=k=n et 1=j=5, on pose

xi={yex|| 2L ~(5)| >exp (~La(3)}

Ai={xeC" ye Xl [xe— sl <%eXp(—c(y)), xi=y; 1<i<n, i;&k)};
Up,=43;

U=C"— U 4;

U={U,, Uy, -, Un}
Alors, on voit
XicXic - CXi;
CL3c - Cdy;
Xicdi;

X=U X} et TnX=5.

k=1

11 est un recouvrement ouvert fini de C» D’'aprés les conditions imposées a
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ce®,, on peut monter immédiatement que, pour tout x4}, il existe un et un
seul point y=(y, -, y») de X tel que y;=x; pour i#k et que |x,—y;l
<exp(—c(y)). L’application x— y est alors une retraction holomorphe

ﬂ'kldg—)X}‘,.

Nous allons construire une partition de l'unité (£,)?., subordonnée a U et
satisfaisant a la condition (A,) avec une certaine a€ @,. Prenons d’abord une
fonction w définie sur R, de classe C* et a valeurs réelles dans [0, 1], telle que
w(t)=0 ponr té% et w(t)=1 pour tg%. Pour chaque k(1=k=n), posons

Vi={x€eU,|m(x)E X}},
o(X)=w@B—5]x,—f(x")|exp c(me(x)))  dans U,,

/ oF
w(3—l lL log (—log EZ("”(")) )) dans U,—V,
0= o8 a(zy(x)
1 dans V,,
2a(x)o(x) dans U,
na(0)=]
0 dans C"—U,.

Manifestement, 7, est une fonction définie dans C*, & valeurs dans [0, 1], vérifiant
=1 au voisinage de 2, dont le support est contenu dans U,. Les fonctions

de @, étant C~ sur X, x, est de classe C* dans tout C", en vertu de la nature
de w.

Il s’agit d’évaluer leur croissance. On a, dans U,,

_ 5 dw (xx.—f(x")
N TR Py g1

2 dw (5 (xx—f(x")) 9f(x)
P G e T

=51 53—y (L. O DD ey e (T

exp c(ma(x))d x4

=1
m#k

A laide de oF
af ( I)——W(ﬂ'k(x»
oxn T oF ’
a (ﬂk(-x))
Xk

et par un calcul direct, on pourra trouver sans difficulté une ¢, €@, telle que

|00:|<exp ¢, dans U,. Dela méme facon, en évaluant les fonctions qui figurent
dans

5#1:(75)
_1 .
_dw 1 2 (— (7 (%)) 0f(x") | 0°F(m4(x))
~dt logl "”Zﬂ( 2a—F(7Tk(x))10g F (mo(x)) ( 0x} 0xm t 0% 10xm )
m#k axk axk




Fonctions entieves d’ordre fini 647

A2 ) ) e (s B

a(m,(x))

on aura une ¢, @, telle que [dp,|=exp ¢, dans U,. En somme, il existe une
€0, telle que l'on ait |d7,| =exp ¢, pour tout k(1=k=n) et dans C™.

La construction précédente nous donne aussi une fonction p, définie dans
C", de classe C* et a valeurs dans [0, 1], telle que p,=1 au voisinage de 4i et
0:#=0 sur C"—4} et que lon ait |dp.|=exp¢p, dans C™ avec une certaine

p.€®,. La fonction »,= ;ﬁl(l—‘ok) prend la valeur 0 sur ,}T:JIZ—E et la valeur 1

sur C"— ;Q;A%' Elle vérifie |37, =n exp ¢, dans C™

Finalement, on pose pour chaque =0, 1, -+, n,
= Wi
£i=—
=, 1

Comme le dénominateur est =1 partout, (£;)/-, est certainement une partition de
'unité dans C™ subordonnée a U et satisfaisant a (A4,) avec une fonction a€®,
telle que exp a=n(exp ¢;+exp ¢,).

Nous allons définir une extension locale (g;)?-, de g subordonnée a 1l et satis-
faisant aux conditions (B,) avec une certaine € @®,. Posons go(x)=0 dans U,
et pour chaque R(1=k=n), g(x)=g(xm,(x)) dans U,. 1l est clair que (g:)%-, est
une extension locale de g subordonnée a U. Remarquons que, pour chaque
E(1=Ek=n), g,(x) est définie dans 45 et y vérifie | g.(x)| =|g(m,(x))| Zexp alm,(x))
<exp (Ka(x)), ce qui montre que la condition 1° de (B,) est satisfaite.

Soit xeU,NU, 1=k=n) et posons y=m,(x). On a |x,—y,|>exp(—r(y)).
En effet, ¢'il n'en était pas ainsi, on aurait |x—y|=|x,—y:| Zexp(—r()).
D’autre part, d’aprés (ii), il existe un entier m (égal & % ou non, 1=<m=n) tel
oF
0xn
qui est en contradiction avec xeU, Alors, en vertu de (vii), on a

|-l ||| <exp (aCa)+ 5o

Finalement, nous allons estimer (g,—g;)/F dans U;N\U, (1=j<k=n). Pour
la simplicité, supposons j=1 et k=2. Prenons un point quelconque z de U,N\U,.
Les valeurs z; de x; (3<i=n) étant fixées, on ne les écrira pas. Posons
y=r,(2)=(y;, z,) et w=ny(2)=(z;, w,). X est représenté par x,=f,(x;) au
voisinage de y et par x,=f,(x;) au voisinage de w.

Soit ¢,=max(K®p, 7). Si lTon a |z;—y|Zexp(—ei(») ou |z;—w,l
zexp (—@(w)), il existe une ¢,=®@, (qui ne dépend que des 7%, a, ¢ et ¢y),
d’aprés le lemme 6, telle que l'on ait

que } (y)‘%exp(——a(y)). Les conditions (iv) et (vi) entrainent xedJi, ce

gz(z])?(—z)gl(z) }g} él;((i)) 1_‘_‘ %((ZJ))
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=2exp (Ka(2)+¢y(2))
Il ne reste qu’a estimer (g.(z)—g,(2))/F(z) sous les hypothéses
(1) |z,—y:l <exp(—@i(y)) et |z—w.| <exp(—¢,(w)).

Par définition, on a

(2) |7 wa] Sexp (— () Sexp (02

<exp (—b i) Sexp (—(5)

Alors, d’aprés (vi), la fonction f; est définie et holomorphe au point
(wo)=(ws, 25, -+, 2n) et vérifie |fi(w.)—y,|=exp(—q(y)). De bplus, il n’existe
d’autre point de X que (fi(ws), w.) dans le disque {(x), w»)| | x1—y:|=exp (—q(y)},
d’'ou on a
(3) fl(wz)zzl .

Ensuite, d’aprés (2) et (3), en appliquant (iv) et (v) au point y avec k=1, on a
}—aaf (w)‘zexp(—L‘a(w)). Alors, d’aprés (iv) et (vi), on a I'={(z;, x2)|| x,— w,|

1
<exp(—r(w))} C4i. D’autre part, on a sans doute ['C43 dou I'CdiNd;. En
conséquence, (g.—g,)/F est holomorphe au voisinage de I. En vertu de (vii), on

a ‘—g“’—;ﬁ <2exp (Ka(w)+s(w)) sur la circonférence ol'={x|x,=z,, | xo— w,|

=exp (—r(w))}. La méme inégalité est valide sur I, d’aprés le principe du

maximum. Comme |z,—w,|<exp(—¢p(w))=exp(—r(w)), on a ﬂ@ﬁ%l(z)_
<2exp(K?a(z)+Ks(z)). Si l'on prend une €@, de maniére que f=max (K%a

+Ks—+log 2, Ka+¢.+log2), alors (g,)i-, satisfait aux (B,) avec S.
Nous avons donc achevé la démonstration du théoréme 3.

§4. Un exemple

Dans ce §, nous donnons une sous-variété analytique irréductible X dans C?,
de dimension 1 et d’ordre 0, pour laquelle, F étant une fonction canonique d’ordre
0 de X, on ne peut avoir I'estimation |dF|=exp(—¢), quels que soient %>0 et
¢ @,, mais le probléme d’extension a croissance est résoluble.

Posons d’abord pour k=1, 2, -

lgk_1=2k—exp (—2k2) et szzzk .
La suite {4;}=, forme un ensemble discret ¥ dans C d’ordre 0. La série X|2,*
étant convergente, le produit canonique de Weierstrass f(x)= X (1——;—) est
Jj=1 j

une fonction canonique d’ordre 0 de Y. Observons qu’on ne peut estimer |f’(1)|
=exp (—A(|217+1)) pour tout A€Y, quels que soient >0 et A>0. En effet,
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si l'on avait une telle majoration, il existerait, d’aprés le lemme 6, un B>0 tel
que lon ait f(x)%0 pour tout A€Y et pour tout x€C avec 0<|x—A2|
<exp(—B(|2|7+1)). Or, |Asx—Azk-1| =exp(—2%,) deviendrait plus petit que
exp (—B(A%,+1)) pour k assez grand, ce qui est une contradiction. Donc, Y ne
satisfait pas a (2) du théoréme de Leontev. On pourra facilement montrer que
la fonction A sur Y définie par A(4x-)=0 et A(dx)=1 (k=1, 2, ---) ne peut
jamais étendre en une fonction entiére d’ordre fini.

Considérons maintenant a l'aide de cette fonction f l’ensemble analytique
X={(x,, x2)} | xi=f(x)} dans C%. F(x,, x.)=x3—f(x,) étant certainement d’ordre
0, on voit que X est une sous-variété analytique irréductible dans C?, de dimension
1 et d’ordre 0, et que F est une fonction canonique d’ordre 0 de X.

Comme on a |dF|(4, 0)=|f"(A)| en (4, 0)X, l'observation faite plus haut
montre qu'on ne peut avoir |dF|=exp(—¢) quels que soient 7>0 et p= @ ,(C?.

D’autre part, en réduisant le probléme au théoréme 2, nous allons voir rapide-
ment la possibilité de I'extension avec contrdle de croissance. Soient donnés
7>0, a€ P, et geO(X) de maniére que |F|=<expa dans C? |g|=expa sur X
et a>log6.

Pour chaque entier j (1=;=4) on pose

Vi={(a, %

12¢/f(x:) 2V exp(—alxy, VF(x)),

| 1= VFT | ou | xutv/Fw) | <=-exp (aCa, VD)

Wj: {(x1, x2)

IZN/f(xl) | <\/J_ exp (a(x,, \/f(xl) ),

| x5| <jexp(—alx;, Vi(x) )N} ;
Aj: VjUWj .

Alore les 4; sont des voisinages ouverts de X et on a 4,C4,. Donc, si 'on note

yw=C*—4, et U,=4,, U=U,, U)) est un recouvrement ouvert de C2. D’une

facon analogue a celle dans §3, on pourra construire une partition de l'unité,
subordonnée a 1l et satisfaisant a (A4,).
Considérons trois fonctions entiéres

ho()=&Fn V(%) >+2g<xn —VFGE)) |

hi(x)= '\/f(xx) g(xy, ‘\/f(xl) )_‘\/f(xl) g(x,, _'\/f(xn) )
2f(x1)

et

H(xy, x9)=ho(x)+ x:h:(x,) .

Alors, on a H|y=g mais on ne peut l'estimer globalement. Le numerateur de
h, et celui de h;, considérés comme fonctions dans C? pouvent &tre évalués sur
X. Pour estimer h,, on remarque qu'il existe une #€@,(C) telle que l'on ait
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|fI|>exp(—0) dans le domaine L2={x,€C||x,—24;|>|4;|"' pour tout jEN}
(Voir [1] p. 21). Donc, on peut estimer f inférieurement surtout sur les circon-
férences |x,|=2%+1, toutes situées dans £. De la, d’aprés le principe du
maximum, h, ainsi que H pouvent &étre estimées sur X et par suite dans le
voisinage U, de X.

Si l'on pose go,=0 dans U, et g,=H]|y,, alors ce que nous venons de dire
assure que (go, g1) est une extension locale de g, subordonnée a U=(U,, U,) et
satisfaisant a 1° de (By). Or, tout point de U,NU, conserve une distance bien
estimé inférieurement de X, on pourra prouver sans difficulté que la condition 2°
de (B,) est aussi remplie.

D’aprés le théoréme 2, on aura une fonction ¢ @,(C?) indépendante de g et
une fonction entiére G telles que l'on ait G| xy=g et |G| =exp¢ dans tout C=
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