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§ O. Introduction

A  propos du problème d'interpolation pour les fonctions entières d'une variable
d'ordre fini, Leontev a démontré le résultat suivant [8] :

Théorème. S oit X=- {2 ; } J E N  un ensem ble discret d 'ordre p ( 0  p < 00) dans
C (1211 1221 - - • • • , 12.7 1 -<12i+11 • ••), et soit F i e  produit canonique de W eierstrass,
d'ordre p, déf ini par X .  A lors, deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Pour toute suite de nombres complexes {a i } ; E N telle que

u rn  s u p  ,
1

1  lo g  (log1 a ; 1)_._) p ,, - - log
,

il ex iste une fonction entière G d'ordre p  telle que G(25 ) ,=a 5 ( je N ) .

1 1 
urn sup log (log < n

, - - log12; 1 1F'(2).)1)-1-

Dans ce mémoire, en nous bornant au cas où X  est une sous-variété analyti-
que (non singulière) dans Cn, de dimension pure n -1  et d'ordre fini p, nous nous
proposons de donner une condition suffisante, qui est une généralisation de la
condition (2) de Leontev A un certain sens, pour le problème d'extension A crois-
sance et de montrer que la condition n'est pas nécessaire au cas de  e n
indiquant un exemple.

Soit X  une telle sous-variété. On sait bien ([5], [11], [7], [10 ]) qu 'il existe
une fonction entière F  d'ordre p dans Cn, qui s'annule sur et seulement sur X
avec la multiplicité 1 en chaque composante de X .  Une autre telle fonction ne
diffère de F  que par la multiplication de el '  où P  est un polynôme de degré p.
Cette différence est de peu d'importance dans ce mémoire, ce qui nous permet
d'appeler F fonction canonique d'ordre p de la sous-variété X.

Pour x= (x i , ••• , x n )E Cn, on pose lx 12 = 1 x k 12 et, pour une fonction holo-
k l

morphe H(x), 1 dH 12(x)= En aH(x) 2

k = 1 a X k
.  Ensuite, pour r)>0 , on désigne par 0,

l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques dans Cn de la forme g9(x)=-A(Ix 1
+1), où A  est une constante 1.

(2)
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Cela posé, nous pouvons énoncer notre résultat principal

T h éo rèm e . S oit X  une sous-variété analy tique dans C" de dim ension pure
n-1 et d 'ordre p  (O p<00), e t so it F une f onction canonique d 'ordre p  de la
sous-variété X . S upposons qu'il ex iste un nom bre réel )2(> p) et une fonction
(pE0 72 te lle s  que  l'on  ait IdFl exp (- 0  en tout point de X .  Sous cette hypo-
thèse, pour toute fonction 0E0, 2 , il e x is te  u n e  Z E C 2 te lle  que toute f onction
holom orphe g sur X  v érif iant 1g  expçb  sur X  adm ette une fonction entière G
telle que l'on ait Gl x =g et 1G exp X  dans Cn.

La dém onstration du théorèm e repose sur la m éthode classique d'extension
due à  C artan et O ka [2], [9] et sur celle  du 0-problèm e due  à  F liirm ander [3].
Pour un certain recouvrem ent ouvert 11=(U 1 )1 E 1  de C ", on form e une extension
g i  d e  g  d a n s  Ui . Alors on a un 1-cocycle (h i i ) en posant h i ,-=(g i —gi )/F. Pour
obtenir dans chaque U i  une fonction holomorphe h i de  m anière  que  h i i =h,— h i ,
on aura besoin d'une partition de l'unité subordonnée  à  11 (Voir Hôrmander [3]).
La partie essentielle § 3 de ce m ém oire est donc de construire un recouvrem ent
ouvert e t une partition  de l'unité , qui nous am ènent  à  form er les g,: e t  h;  avec
contrôle de la croissance.

La m ode de construction dans § 3 s'applique aussi au § 4, où on m ontre que
la condition IdF >_exp (— y) n'est pas nécessaire.

§ 1. Notations et préliminaires

Pour un point x « ,  x ) E  Cn et pour un multiindice m-=(m i , • • • , m„) où

m h  s o n t  d e s  e n t ie r s 0,on pose m k , m != I  m ,!,
k=1 k=1 k=1

O n désigne par B [r] la boule fermée x I r }  dans C" de centre 0 et de rayon r.
Pour un nombre positif 72, on désigne par 0 ( C 7.1 )=- 2 ,  l'ensemble des fonctions

plurisousharmoniques yo(x)=A( I x  '1 + 1 ) , o ù  A  parcourt l'ensem ble des nom bres
Pour deux fonctions ça=-A(Ix1 2 + 1 )  e t  0 - -=B ( x  '7 + 1 ) , ço->-0 si et seulement

si A B .
Pour un ensem ble ouvert U dans C 4  e t pour une  sous-varié té  ana ly tique  X

dans C ", on  note  0(U ) l'espace des fonctions holomorphes dans U et 0(X ) l'espace
des fonctions holomorphes surX.

a,,n, 

x i"  et -=-1e=1 a X 7 1 'a  X r i  • X7n

--R a p p e lo n s  la  n o tio n  d 'o rd re  d e  c ro issa n c e . S o it 1 3 = V— 1
 aai xi2 et soit

••• A  ( n - 1  fo is). P our une  sous-varié té  ana ly tique  X  dans C ri, de
dimension pure n - 1 ,  et pour un nom bre positif r, on pose

s i  n 2
n(r)-=

le nom bre des points de B [r]nX s i  n =1 .

La fonction n(r) est une fonction croissante de r (L elong [ 6 ] ) .  O n  d it  q u e  X
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est d'ordre p, s i p est la borne inférieure des nombres positifs )7 tels qu'il existe
une fonction ço 0 ,  qui vérifie la majoration n(1 xl) w (x ) dans C n .  On dit
qu'une fonction entière H  est d'ordre p, s i p  est la borne inférieure des nombres
positifs tels qu'il existe une fonction goE 0, vérifiant 1H  exp ço dans Cn.

Dans le reste de § 1, nous fixons un nombre positif yi et posons K=2'2+1.
Nous allons indiquer quelques lemmes dont nous aurons besoin dans la suite.

Lemme 1. Pour toute fonction w EC , et pour tous points x  e t  y  d an s  Cn
tels que 1x— y 1, on a w(y) Kw(x).

En effet, on a ly1"-Ix1+1x — yl-lx1+ 1 e t  1,3, 1'2 _2'2(1x1'2+1), d'où

A(1 y1 , -F1)._2'2A1 x  72 +2)7A+A5_(2 1/±1)A(1 xl 77 +1) .

On peut facilement démontrer, en vertu du lemme 1  et de l'intégrale de
Cauchy, le

Lemme 2. S o it w E  v (C"). S i  HEO(Cn) satisfait à  IH expço dans C",
1  a'''Halors on a

m! )11' exp (Kw) dans C", quel que soit le multiindice m.a xin

Lemme 3. Soient yoe 0,(C") e t  H EO(Cn) telles que H expço daus Cn.
Alors, pour tous x, y E Cn tels quel x— y1 1, on a 1 H(x)—H(y) -5 n1 x—y exp(I-Oço(x)).

En effet, comme on a
aH(x+t(y —  x)) H (y )—  H (x )=  E (3 4  x k )dt,

0 k=1 ax,
on a, d'après les lemmes 1 et 2,

I — H(x) I exp (K2 ç9(x)) Y k—  x

n1 y— xlexP (K 2 sD(x)) •

Lemme 4 . (Voir [41). S oit HEO(Cn).

(1) S'il existe ç()E  72 telle que 1 H 1 - e x p  dans C 11 , alors on a H 12 e- 3 P d x <00.cn,
(2) S 'i l  e x is te  wE t e l le  q u e  11H c n 1 H 12 e- w d x  <00 , a lo rs  o n  a

!Hl n;,111-111 exp ((K+ n)w) dans CI'.

En effet, si l'on a 1H I ço dans C" , alors on a .ç H 12 e-  3 w d x e-s° d x <00,
c nc  nce qui montre (1).

Réciproquement, supposons II < °'° e t, p o u r u n  p o in t xE posons
U= fy l x —y1 - -exp (—Ço(x))}. D'après le lemme 1, on a w(y)__Kw(x) pour tout
y Œ Li. Alors on a

I H(x)I volume U  (1111(Y)1 d  Y
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1 (f 1/2 1/2
H w d  y ) (L e  d  yvolume U

< H M u exp (Kso(x))

-1/2
= (

n !

 exp  (-2nso(x))) dl/ II exP (4 (x ) )  ,

ce qui dém ontre (2) du lemme 4.

§ 2. Une condition suffisante

Commençons par donner quelques définitions. Pour une forme différentielle

f = fk d x k  de bidegré (0, 1), on pose  If I2 (x)= Ifk(x)1 2 .k-1 k=1

Soit 1 1 = W 0 t Œ i  u n  re c o u v re m e n t o u v e r t  d e  C I '. O n  d ira  11 localement au
plus à  ni f euilles, m  é ta n t  u n  e n t ie r  p o s it if ,  s i  to u t  p o in t  d e  C " admet un
v o is in a g e  q u i re n c o n tre  a u  p lu s  m  des U .  P o u r  u n  e n t i e r  p-c■ e t p o u r
S=-(S0 , • • • , Sp)E /P+1 , on pose I S I = p + i et us=us o n••• nUSp. Pour une p-cochaine
h=(113) ECP(11, 0) o ù  0  est le faisceau des germ es de fonctions holom orphes sur
C", et pour une fonction continue so à valeurs réelles dans C", on pose

Mh112°=IsiEp+i U3

1 hs N d x ,- 

où dx désigne la m esure de Lebesgue dans Cn. (Voir 7.3 et 7.6 de M i - mander [3]).
En raisonnant comme dans le lemme 4, on peut démontrer facilement le

Lemme 5. Soient 11 un recouvrement ouvert de Cn localement au plus à  m
f euilles, h=-(h 3)ECP(11, 0) e t  w a  ( 7 ) > 0 ) .  S i l'on  a 1141 exp  9 , dans U , quel
que soit S E IP ',  alors Ilhij a 9  est f ini.

Soit ($t)tE/ une partition de l'unité subordonnée au recouvrem ent 11=(1-/1)iEr
d e  Crt, o ù  o n  su pp o se  tou jo u rs  ch aq u e  e z d e  c la s s e  C-  d a n s  C r ',  à  support
(compact ou non) dans U  et à  v a le u rs  ré e lle s  d a n s  l 'in te rv a lle  [0, 1]. Nous
d iro n s  q u e  ceoic, satisfait à  la condition (A,2 )  avec am 0 ,, )2  étant un nom bre
réel positif, si l'on  a  15 :< e x p  a dans G " pour tout  i I.

Cela posé, nous allons établir d'après Hiirmander le

Théorème 1. Soient 11=(U i ) 1 e 1  un recouvrem ent ouvert de C " localement au
plus à  m feuilles, m é tan t un  en tier positif , e t (e i ) E i  une  partition  de  l'un ité
subordonnée à  11 et satisfaisant à  la condition (A,2 ) avec a m  '2 '  7 7  étant un
nom bre réel positif . A lors, pour toute Pm 0  il ex iste un nom bre positif  N  et
une fonction 2 E 0 , qui satisfont a la condition suivante:

S i  u n  1-cocycle h--, (h i j )EZ'(U, 0 )  v érif ie  la m ajoration  I he x p  le dans
U i n U j  pour tous i ,  jE I, il ex iste h'EC°(11, 0) telle que ôh '=h  et
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En effet, posons dans Uj  e t  12-4 6 5). Comme 511-=0, o n  a  121 -6 1

=h i ;  d a n s  Ui n U5. P o u r  to u t  x  LI»  o n  a  165(x) I E Ux) 2)(  E  I h (x)1 2 )iEl iE l
U1E,DE  I h i i (x)1 2  d 'où  il v ient

(1) 11b113p= Ej./ JU j

Comme on a d an s Ui n U5, les b 1 définissent une form e différentielle f
de bidegré (0, 1) de classe C-  d a n s  to u t C i' .

D'autre part, d'après la condition (A n ), o n  a  If I 2 (x)5_m exp (2a(x))u x  I hii(x)1 2

dans U .  A lo r s , o n  a

(2) Ilf h113is •

On prend 2E 0,, de sorte  que  l'on  a it 2  2a1-3/34-21og (1+ I xl 2 ). A lors, d 'après
H6rmander ([31 Theorem 4.4.2.), il existe  uEL 2 (Cn, loc.) telle que l'on ait 6'u-=f et

(3) Ilulli511f113a+2/9 •

On pose h'i =b,,—u pour tout iE I.  A lo r s  o n  a  h' =(h)eC°(11, 0),
311/-=h et, d 'après (1), (2) e t  (3), à  l'estimation

1(1115==;,;],

b I e d x + E 7412e'dx}
j E !  U 1 i E r  . , U 1

qui satisfa it à .

._.2(1-Fin2)11hr,243 .
Or,

Ilh114=1,ExiinuJI h i i  2 e- 3 Pdx

P dx
1 ,5 E !  U f lU ,j

J c n

En posant N=271/2(1 + m2 ) e- Pdx, on obtient 11/1112
5 .N, ce qui dém ontre le théo-

rème.

Soit X une sous-variété analytique dans Cn, de dimension pure n-1 et d'ordre
fini p e t so it F  une fonction canonique d'ordre p  d e  X  (voir l'in troduction § 0).
Soit donnée une fonction holomorphe g  su r  X .  On appelle extension locale de g
subordonnée au recouvrement 11-=(U1 ) 1 c 1  d e  Cn toute 0-cochaine (g i )j e i EC°(It, 0)
te lle  q u e  g i I x n u i = g1 x n u , pour tout i I .  N ous dirons qu 'une extension locale
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(g,),:, 1  d e  g  satisfait aux conditions (BO avec ISE Or si
10g i I .exp p dans Il i  p o u r to u t i G

2°  - exp jS d a n s  Ui nU i  p o u r  to u s  i ,  je I .F —
Maintenant, on peut énoncer le

Théorème 2. Soit X  une sous-variété analytique daus Cn, de dimension pure
n - 1  et d'ordre fini p , et soit F une fonction canonique d'ordre p de X .  Supposons
qu'il existe un recouvrement ouvert 1.1.-=(Ui )i E l  d e  C n  localement au plus a m
feuilles, m  étant un entier positif, et une partition de l'unité ( e i ) i e i ,  subordonnée

et satisfaisant à  la condition (A „) avec une fonction a E P,2 , é ta n t u n
nombre réel plus grand que p. Sous ces hypothèses, pour toute p E  0 ,, il existe une
rE  0 ,  telle que, si (g i )i E l  est une extension locale d'une fonction holomorphe g sur
X, subordonnée à  11 et satisfaisant a (B „) avec la fonction P, alors on puisse
trouver une fonction entière G dans C n telle que GI xr=g

E n effe t, les hi .,=(g,— g i ) I F  fo rm e n t u n  1-cocycle q u i v é r if ie  I h i . » - exp 13
dans chaque Ui n U ,. D 'après le théorèm e 1, il e x is te  u n  N > 0 e t  u n e  2E
indépendantes de (h i i ), telles que l'on puisse trouver h' -=(h)eC°(11, o) satisfaisant

h„=11— h'i  (dans chaque U,nU ) ) et 1112'lli N . A lo rs  G =g i — Fh'i  dans chaque
Ui  est une  fonction  b ien  défin ie  e t ho lom orphe dans tout C n  telle que G I x  =g.
Il ne reste qu'A vérifier la majoration.

Com m e on a 72> p , i l  y  a une 0 71 te lle  q u e  I F  - exp z- dans Cn. On peut
supposer 2 > 319 comme dans la démonstration du théorème 1 . Alors, on a

E I g i I2 e - " - Â d x +2  E Fh'ile dx
i e l  U i iE l

gil 2 c 3 fidx+2 h e 'd x

2(m L n e - d x +N ) .

D'après le lemme 4, N i étant ce  dernier member, on a

f i N exp ((K +n)(27+2)) •
7rn

E n prenant une rEo v qu i vérifie  r(K+n)(22-1-2)1-log (/J  N i ), on voit qu'elle

ne dépend que des n, 7), i n ,  r,  a  et A , et qu'on a 1G 1 .-<exp r dans Cn.
C.Q.F.D.

§  3 . Résultat principal

Ce paragraphe tout entier est consacré  à la démonstration du théorème principal :

e t IG I _.<exp r dans Cn.

Théorème 3. Soit X  une sous-variété analytique dans C n de dimension pure
n - 1  et d 'ordre fin i p ,  e t so it F  une fonction canonique d'ordre p  de la sous-



Fonctions entières d'ordre fini 641

variété X .  Supposons qu'il existe un nombre réel 7)(> p) e t une  f onction  yoE0„
te lle s  q u e  l'o n  ait I d F - › - ex p(--ço) en  to u t p o in t d e  X .  Sous cette hypothèse,
pour toute fonction OE 0 , 7, il ex iste une X E 0 „ telle que toute fonction holomorphe
g  su r X  vérifiant Ig I expçb s u r X  admette une fonction entière G telle que l'on
ait

G1 x =g e t  !G1 • e x p X  dans C '.

Remarque : Cette hypothèse ne dépend pas du chiox d'une fonction canonique
d'ordre p  d e  X .  E n fait, P  étant un polynôme de degré p , on a Id (Fe)1

e x p  ( - 0  pour le même 72 mais pour une certaine (0

Pour démontrer le théorème, on peut supposer sans perdre la généralité que,
pour 7)(> p), pour a G 0 ,  et pour gEO (X ), on ait

(i) IFI ' exp a  dans ;
a(ii)

F

(x) e x p  (— a(x )) en tout point x G X  et pour un certain k  dépend-
ax  k

ant de x ;
(iii) gl exp a  sur X,

et que X  ne rencontre pas B [ 1 ] .  Alors la restriction de toute fonction de 0,,
X  est de classe C -  sur X .  Rappelons K = 2'7+1.

En vertu du théorème 2, il suffira donc de construire un recouvrement ouvert
fini de Cl', qui admet une partition de l'unité satisfaisant à. (A ,2 ), et une extension
locale de g  satisfaisant à  (Bo. aF Pour cela, on aura besoin des lemmes suivants. Si l'on a ( y ) # 0  en un

ca l?

point y  d e  X , X  est représentée par x k  •= f ( x ')  au voisinage de y =(y i, ••• , y.),
où f  est une fonction holomorphe de • • ,  x k -1, x k +i, • • • , x n )  au voisinage
de y'=(Y i, • •• Y k - 1 ,  .1 4 + 1 ,  • • •  y . ) .  Par abus de notations, on écrira (x k ,  x ')  au
lieu de x =(x l ••• , x k , ••• , x .).

Lemme 6. Toute fonction 2 E 0 ,  admet une fonction C E  P ,2 ayant la propriété
suivante:

Pour tou te  f onc tion  r G  72 t e l le  q u e  z-> a, i l  e x is te  IcE P , 2 te lle  q u e , s i
F ( Y ) _>:exp (-2 (y ) )  en un point y G X  e t  s i  x k E C  e t  exP ( - - r (Y ) )  f  xk — )1kaxk

exp (— a(y )), alo rs  F(x  k , Y ')I . exp (+K (x k , 5/ )) . (E n  particu lier, s i x k E C  et
0< I xk — y k l_ex p  (—

Dém onstration. On a

aF-   1  aniF F(xk, ( ) ) )(Xk - 3 4 ) ±  E ( y ) ( x k - y k r .uxk 777=2 rn aX17

Posons t .= x k  — )7 k I Si 0 < t <
1

on a, d'après le lemme 2,

aF 
uxk  (Y ) (X k — Y k ) exp (- 2 ( y ) ) t  et

a(y )), alors (x k ,  y ') n'appartienne pas a X.)



1 aF 
— (y)/fl dXk

aF 
n ( y )
uxk

1>  
2 , : /

1--2-:exp (-2 (x ))  etAlors on a

_exp(-2(x)—log 2) exp (—K(log 2+1)2(y))=exp (—L2(y)).
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- 1  amF 
(Y)(xk—Ykrri=2 i n !  ax 7kn

E  (V n ) 7Thexp(Ka(Y))ri
77Z=2

n t 2

=exp(Ka(y))
t

S i  t.-‹ exp (-2 (y ))1 , o n  p e u t  e n  d é d u i r e  IF(xk, y')I a -
2— 2n exp (Ka(Y))+-V;i -  exp (-2(y))

exp (- 2 ( y ) ) t .  Il suffit donc de prendre une a e 0 , telle que

exp (-2) exp(—a) dans C .
2n exp (Ka)-E-Vn exp (-2)

En effet, pour rE0,2 te lle  q u e  r>a , prenons une KE0,2 te lle  q u e  K. K(2+-r)
log 2 . A lors on a , pour tout t te l que exp(— z(y))_texp(— a(y)),

1
R x k , Y')1a: -

2  
exp( — (2(Y)+T(Y)))

1
exp(—K(2(xk, y')-Hr(xk, .Y')))— 2

exp( — x(xk,
ce qui démontre le lemme.

Lemme 7 .  Posons L=K(log 2+1). Pour toute 2E0 v ,  il ex is te  0E0 v  te lle

ax
aF 

(x ) _exp  (-2 (x )) e t  I x—y1 - -exp (-0(x )) Pour deux  points x  et y  de

Cn, on ait aF 
n (y)
uxk

_exp(—L2(y)).

,   1   aF 1  aF 
En effet, le lem m e 3 s'applique a — 

a 
,  qui vérifie —

Vn ax kA/n xk
___< exp (Ka)

d'après le lem m e 2 . E n  p ren an t u n e  0 E 0 , d e  s o r te  q u e  0._..K3 a-Flogn+log2

+log ,s,/iT +2, on  a , quand  I x —y I .-exP ( - 0(4),

1   (  aF ( x )  a F   ( y ) \
A/n ax ka x k )

x—ylexp (Ka a(x))

1
— e x p  (-2(x )).

que, si

C.Q.F.D.

Lemme 8 . 2  et 0 étant celles du lemme 7, il ex iste  p E O ,  e t  v E 0 ,  de la
façon suivante:



r i  n
f ( f )

-
34

=-
)  Em=int*k

(y 'd-s(x '— y'))(y 7,,— x .)dsax„,
a f

Fonctions entières d'ordre f ini 643

aF S i l'on a (y)l exp (-2 (y )) en un point yE X  pour un entier k
ox k —

alors la fonction x k =f(x '), qui représente X  au voisinage de y  est bien déf inie et
holom orphe sur la boule B ' Ix ' EC ' - '1 x' —  y/1 ._exp (— ,u(y))1 et elle satisfait
f(x')— y k I (-1,(y)) pour tout x /E 13' . De plus, on a

(x i I x k — Y k 2  exp ( — v(Y)), x ' B '}  {x I x— yI <exp (-0 (y ))). .

aF (f (x '), x ')af  E n  effe t, en  vertu  de (x')-= ax,„ m 4 h ) ,  siax,,, aF
axk

(f(x'), x')E Ix11 (-0 (y ) ) } , on a, d'après les lemmes 2 et 7,

( 1 )
af  (x') n exp (K a( f (x '), x ')+1,2(f (f ), x ')).ax„,

Tout d'abord, on prend p  0 , 2 e t  1.)G  0  qui ne dépendent que de 0 , telles que
l'on ait

2 ) (x ii xk — Yk I 52 exP ( — v(Y)), I x ' — y / ( - r t ( y ) ) }

OE 1x x—  yl<exp ( - 6(y))1

Ensuite, on prend une tiG 0,7 telle que  p p  e t  p K(Kad-L,2)±vg-logn-Flog2.
O n va voir que f  est bien définie et holomorphe sur B '= {x' G Cn- 1 1 I x ' —  I
_exp ( — ,a(Y))1 et f  vérifie I f (x ') —  Y k I _ exp (-1)(y)) sur B'.

En effet, s'il n'en était pas ainsi, en tenant compte de (2), on pourrait trouver
un nombre positif t <exp (— ( y ) )  te l q u e  f ( x ')  soit défin ie et satisfasse è.
f (x ') — Y k (-- (y)) su r B "  { x ' x '  —  y '  I  t } et qu'il existe z 'G aB "

tel que I f (Z ) —  Y kI =exP ( — (y)). D'aprés (1) et (2), pour tout x 'E  B", on tirerait de
la formule

(f (x '), x ')

les inégalités suivantes :

f ( x ') - 3 ) k  -51 / —n  exp (K(Ka(y)±1,2(y))) ,V n-1 I x' — y' I

1
exP (— (y )).— 2

C'est une contradiction. C.Q.F.D.

D'après les lemmes ainsi établis, nous allons choisir en plus de la fonction a
prise plus haut six fonctions b, c, p, q, r  et s, appartenant n e  d é p e n d a n t
que des n, 72 et a, et satisfaisant aux conditions suivantes :

aF (iv) Pour tout point za C n tel que (z) . exp (— Lla(z)) et pour tout point
axk
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aF x  tel que I x— (— b(z)), on a (x )  _exp (— L i+la(x )), où k et j  sont des
oxk

entiers tels que 1 k n e t 0 (L  est le nombre défini dans le lemme 7.)
aF( y  )  Pour tout point y e X tel que (y )  -?-:exp(—L5 a(y)), il n'existe d'autre
ox k

point de X  que y  dans le disque {x I xk — Yk exp ( — c(Y)), x '= y 'l  sur le plan
{x I x '= y '}

aF ( v i )  Pour tout point y e X  tel que (y ) exp (—L 4 a(y )), la fonction X i,
OXk

= f (x ')  qui représente X  au voisinage de y est bien définie et holomorphe sur la
boule B'= {x' EC n - 1 1 yf I --5exP( — P(Y))} et elle vérifie I f (f )—  y kl ex p (— q (y ))
pour tout point x' E B' . De plus, on a

fx I x—yl 5exP ( - 7- (Y))1

{xl xk — Yk 5exp (— q(y)), x/E B'}

c{x I x  k — f(x')1 exp (— c(f(x / ), x ')), x 'E B '}

C  {x  x — y  <exp (—b(y))} •

aF ( v i i )  Pour tout y E X te l q u e  , ( y )  _>:exp (— L3 a(y)) et pour tout x tel que
oxk

x i =y i  ( i # k )  et que

exp ( — r(y))5 I X k — Y kI -- - eXP ( — C(31) ) on a J  F(x) I _ exp (— s(x )).

5(viii) c>log e t  q - c l-K  log —
2  •

En effet, d'après le lemme 7, on prend be Ov tellement que la condition (iv)
soit satisfaite. Ensuite, d'après le lemme 8, on prend f ), 4e 0,2 de façon que,

pour tout point y E X te l que   (y)1 .?_exp (—L4 a(y)), la fonction x k = f ( f ) ,  qui
OXk

représente X  au voisinage de y, soit bien définie et holomorphe sur la boule
:àf =if  I ix '— y 'l  exP ( - 4 (y ))1  e t  vérifie l'estim ation I f (x f ) — Y  -- eXP ( - 4 (y ))
p o u r to u t .7c' E f i ' ,  e t d e  p lu s  q u 'o n  a it  fx I I xk — Y k I 5_2 exP ( - 4(y)), j j ' }
C {x I I x— y I <exp (— b (y ))} . Ensuite, d'après le lemme 6, on prend te 0 7) d e
sorte que (v ) soit satisfaite, c étant remplacée par "e, que (vii) soit vérifiée pour
la fonction r qui sera déterminée tout à l'heure, et qu'on ait "C> log VF/ . On pose
c-=max le, K o. Alors on a (v) sans dire et de plus

lx I I xk — f(x')I exP(— c(f(f), x ')) , x'E

c 1x I Ix—y! < exp (—b(y))} •

En effet, pour tout point x  tel que x 'EB  e t

1I x h — f (x ')I exp (— c(f (x '), x ' ) )  on a
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exp ( — c ( f ( f ) ,  x'))+exp (-4(y))
— 6

6 e x P K  )

1 c ( y )

ex P(-4(y ))

exp ( -4 (y )).

Maintenant, on prend une gE 0 72 telle que q_..max { Kc+log 6 +log 2, c+K

et et, pour cette q, comme dans la démonstration du lemme 8, on prend
p P d e  s o r t e  q u e  p .>./3 e t  q u e  l 'u n  a i t  I f (x ') —  k  I exP ( — q (Y )) dans
B ' = { x ' E Cn'l I x ' —y' I . -exP (—P(Y))}. Remarquons que p  e t  q  ci-dessus ne
dépendent que des n, ri, a, b et c. Pour tout point x tel que I x k — y k le x P  ( - 4(Y))
et x 'E B ',  on a

I x k — f (x ' ) 1 xk — Yk I +  Yk — f(X ') 2  exp(—q(y))

exp (—Kc(y)—log 6)

exp (— c (f (f ) ,  x ')),— 6

ce qui montre que p  et q  satisfont à  (vi) avec une ra O v  assez grande.
Cela étant, nous allons définir un recouvrement ouvert fini de C'n dont il

s'agit. Pour deux entiers k  et j  tels que 1 k n et on pose

X ik ={ y E X
aF 
n (y)
u X k

>exp ( —Lia(y ) )} ;

   

exP( —c()))), xi=yi k)} ;

k = 4 2z ;

U 0 =C n
; k=1

11= {Uo , U1, ••• , Un}

Alors, on voit

XiC:QC ;

4),c4c • • • czn ;

X = C) X i  et r/0n X = 0  .
k=1

11 est un recouvrement ouvert fini de  C .  D'après les conditions imposées



646 Y asuichiro N ishim ura

cE Ci , on peut m onter im m édiatem ent que, pour tout x E ,it ,  i l  e x is te  u n  e t  u n
se u l p o in t  y =(y i , •-• , y . )  d e  X  t e l  q u e  y i -=x i  p o u r  i# 1 z  e t  q u e  1 x k - y k  1

exp (— c(y )). L'application x ,--> y est a lors une retraction holomorphe

k :

N ous a llons constru ire  une partition  de  l'un ité  (ei)
1:=D subordonnée à  11 et

satisfaisant à  la  co n d itio n  (A ,7)  avec une certaine aE  Or  P renons d 'abord  une
fonction w définie sur R , de classe C -  e t  à  va leurs rée lles dans [0, 1], telle que

w( t)=0 ponr —

1  

e t  w( t)=1 pour Pour chaque k(1 1z n), posons3 3

V k= { X E  U kl 7  k(X)E XN

k(X)
=

W(3 —5 I x k — f ( f )  exP c(7rk(x)))
OF 

w(3 log (—log x,,(7t k(x))1 

Pk(X) = log L
a(r k(x))

1

d a n s  u„
dans C's— U,, .

/4(4(7),(4
1)(4._=/

10

) )

dans U ,, - V,,

dans V ,, ,

d a n s  Ur,

M anifestem ent, k est une fonction définie dans G'', à valeurs dans [0, 1], vérifiant
72k -=1 au voisinage de A L  dont le  support est contenu dans U k. Les fonctions
d e  0 ,2 é ta n t  C-  s u r  X, 72k e s t de  c la sse  C -  d an s  to u t Cn, en vertu de la  nature
d e  w.

Il s 'agit d 'évaluer leur croissance. O n a, dans U k y

auk(x)
5  dw (x k— f(f)) 
2  dt lx k — f (x ')1  

e x P c( 7rk(x))dxk= 

dw  ( 5  (x k — f(x'))  af(x')\
e-; ), d t 1x1,—/(41 axkl. )

—51x k — f( x' )1 ( a c (
a
lr '±x ) ) ac (7

a
r il x ) )  a f

a
 ( x ' )  )exp c(7 rk(xpdx.,.

A l'aide de

axk

e t pa r un  ca lcu l d irec t, on  pourra  trouver sans d ifficu lté  une  O I E  49,2 telle que
1 Ou k l exp çbi dans U k. De la même façon, en évaluant les fonctions qui figurent
dans

fi k (x)

d w  1 
d t log L  z : 1(

   

(0 2 F(7i- k(x)) af( x /) ,_ a 2 F(7 ),(x)))
ax7, a x ,  '  a x k a x ,

 

O F 
(7, k(x))oxk

 

( 7 c k ( 4 ) l o gOX,,

      

aF 
( rk(x))0 fa x „  (4 =ax „ aF
(7 rk(x))
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1 (  aa af aa 
c o + —  (irk (x ))dx,..

a( (7k(x))rk (x )) \ a „ ax. ax.

on aura une 02E On telle que lOp k I-exp 0 0 dans U ,.. En somme, il existe une
çoi E O v telle que l'on ait I ayiki_exp ço, pour tout k(1. k n ) et dans Cn.

La construction précédente nous donne aussi une fonction p k définie dans
en, de classe C " et à valeurs dans [0, 1], telle que p k = 1  au voisinage de 41, et
p ,.=0  sur en — Ln et que l'on ait la pk l_<.expço, dans en avec une certaine

ça2E C 2 .  La fonction 72o =  (1 — p ,.) prend la valeur 0 s u r  C) 41 e t la  v a leu r 1
k=1 le=1

sur Cn— 4,2,. Elle vérifie I 4 ° 1  n exp 402 dans en.k-i

Finalement, on pose pour chaque i=0, 1, • •• , n,

Comme le dénominateur est 1 partout, (e )= o est certainement une partition de
l'unité dans en subordonnée  à 11 et satisfaisant à (A,7 )  avec une fonction a E
telle que exp n(exp yoi ±exP 402).

Nous allons définir une extension locale (g07=0 d e  g  subordonnée à 11 et satis-
faisant aux conditions (B O avec une certaine ISE 0 .  Posons g 0(x)=0 dans Uo,
et pour chaque k(1 - k - n), g k (x)=g(7r k (x )) dans U ,.. I l est c la ir que  (gi)1'--0 est
une extension locale de g  subordonnée à U. Remarquons que, pour chaque
k(1_<_ k n), g k (x ) est définie dans ,dt et y vérifie g ,.(x) =1 g(74- ,.(x)) exp a (7  k (x))
- exp (Ka(x)), ce qui montre que la condition 1° de (B O est satisfaite.

Soit x E U o n U k (1-<-1? - n ) et posons y , - --- n.k ( x ) .  On a I x,. — Yk > exP ( — r(Y)).
E n effet, s 'il n 'en  éta it pas a in si, o n  au ra it  I x —  y I =  I x,, — y,.e x p  (— r(Y)).
D'autre part, d'après (ii), il existe un entier m (égal à  h  ou non, 1 n ) tel

aF que (y )  >_exp(— a(y)). Les conditions (iv) et (v i) entraînent x EJ;,„ ceax„,
q u i e s t en  co n trad ic tio n  av ec  x E U o . A lo rs , e n  v e r tu  d e  (vii), o n  a

g k (x)— g o (x) g(y ) 
_<_exp (Ka(x)-1- s(x)).F(x) F(x)

Finalement, nous allons estimer ( g , . — g,)IF dans U .,n U k (1 - j< k _ < _ n ). Pour
la simplicité, supposons j= 1  et k =2. Prenons un point quelconque z de U1nU2.
Les valeurs zi  d e  x i  ( 3 i n )  étant fixées, on ne les écrira pas. Posons

=71(4=(.3'1, z2) e t  w=70(z)=-(z1, w2). X  est représenté par x 1 = i 1 ( x 2 )  a u
voisinage de y et par x2=f2(x1) au voisinage de w.

S o it  ço1 =max(K 2 p, r). Si l'on a  I z1 — y (—Yai(Y)) o u  I Z2 - 1 , 0 21

_ exp (—wi (w )), il existe une  4 0 2 E(q u i n e  d é p e n d  q u e  d e s  r i, a, c  e t  çoi ),
d'aprés le lemme 6, telle que l'on ait

g 2 (z)— g 1 (z ) g(Y ) g(w)
F(z) F(z) F(z)
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exp (Ka(z)+c2(4)

Il ne reste qu'A estimer (g 2 (z)— g i (z))IF(z) sous les hypothèses

( 1 ) I Yi 1 <exp ( 90,(y)) e t  Iz2— w21 <exP ( - - çai(w)).

Par définition, on a

( 2 ) z2 — w2I e x p  ( -- çoi(w)) exp  (- 17.1  ço,(z))

-5= exp 11(.2gai ( y)) exp (— p(y))

A lors, d 'après (vi), la fonction f  est définie et holomorphe au point
(w2)=(w2, z2, •••, z7,) e t v érif ie  If1(w2) — y11 - exp (— q(y )). De plus, il n'existe
d'autre point de X que (f1(w2), w2) dans le disque {(x 1, w2)I 1 x1- 371 I - exP (— q(Y))},
d'où on a

( 3 ) .f1(w2)=z1 .

Ensuite, d'après (2) et (3), en appliquant (iv) et (v) au point y avec  k =1, o n  a
aF (w) exp(—L4a(w)). Alors, d'après (iv) et (vi), on  a F= {(z i , x2)I 1 x2—w21ox i

_exp (—r(w))} C il? .  D'autre part, on a sans doute 1- '= e  d'où rc z n n Z n .  En
conséquence, (g,— g i )IF  est holomorphe au voisinage de F .  En vertu de (vii), on

a g 2 - g 1  e x p  (Ka(w)- s(w)) sur la circonférence ar=lxixi=z1, w21

=exp  (— r(w ))}. La m êm e inégalité est valide sur 1", d'après le principe du

maximum. Comme I w2I<exP ( - - y91(w)) exp (—r(w)), on a g 2 ( z )

( z

— g i ( z )

F )
exp (K 2 a(z)+ Ks(z)). Si l'on prend une pe o ,  de manière que 4(3_ -_max (K 2 a

K s+log 2, Ka+gc2-Flog 2), alors (g h ) 0 satisfait aux ( B ) avec p.
Nous avons donc achevé la démonstration du théorème 3.

§ 4 . Un exemple

Dans ce §, nous donnons une sous-varietè analytique irréductible X dans C 2 ,
de dimension 1 et d'ordre 0, pour laquelle, F étant une fonction canonique d'ordre
0 de X , on ne peut avoir l'estimation I d F la . exp (-0 , quels que soient 72>0  et
çoG mais le problème d'extension à croissance est résoluble.

Posons d'abord pour k =1, 2, •••

22k-1=2 k —exp(-2 k 1 ) e t  /12k =2 1 .

La suite { 2 } 7  forme un ensemble discret Y dans C d'ordre O. La série E 12j 1 - 1

étant convergente, le produit canonique de Weierstrass f(x)-= E x, )  est2=1 Ai
une fonction canonique d'ordre 0 de Y . Observons qu'on ne peut estimer I f(2)1
_ exp (—A(12I '7 +1 )) pour tout AE Y, quels que soient .72> 0  e t  A > 0 .  En effet,
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si l'on avait une telle majoration, il existerait, d'après le lemme 6, un B> 0 tel
que l'on ait  f ( x ) 0  pour tout 2e Y  e t  p o u r  to u t  xE C  a v e c  0 < 1 x-21
- exp (—B(l 21'1 + 1 ) ) .  O r, I 22 k

 2
2k-11

=
exP  ( — Ah) deviendrait plus petit que

exp (—B(Z2k + 1 )) pour k assez grand, ce qui est une contradiction. Donc, Y ne
satisfait pas à. (2) du théorème de Leontev. On pourra facilement montrer que
la fonction h  sur Y  défin ie par h(22 k_i)=0 e t  h(22 k)=1 (k=1, 2, •••) ne peut
jamais étendre en une fonction entière d'ordre fini.

Considérons maintenant à. l'aide de cette fonction f  l'ensemble analytique
X= {(x 1 , x2)} I .4=-.Ax1)} dans C 2 . F (x i , x2)=A — Ax1) étant certainement d'ordre
0, on voit que X  est une sous-variété analytique irréductible dans C 2, de dimension
1 et d'ordre 0, et que F  est une fonction canonique d'ordre 0 de X.

Com m e on a I dF1(2, 0)=1.f(2)1 en (A, 0)E X , l'observation faite plus haut
montre qu'on ne peut avoir I dF I _ ._exp (—ço) quels que soient yi>0 et çpe 0,(C 2 ).

D'autre part, en réduisant le problème au théorème 2, nous allons voir rapide-
ment la possibilité de l'extension avec contrôle de croissance. Soient donnés

0, a E Ov  e t  gEO(X ) de manière que I Fi - _exp a dans C2 , I g I _ exp a  sur X
et a >log 6.

Pour chaque entier j (1 . . j - 4) on pose

17; =--1(x1, x2)112'Vf(x i ) j  exp (— a(xi, A/f(xi)))

I x2— f(x1) f(xi) ou I x2+-V f(xi) I < exp AKAxi)))} ;

{ (x 1 , x 2 ) 12.Vf(x1) I <A/j exp (a(x i , f (x i ) ) ) ,

< exP (— .Ax 1) ))1 ;

4,=V ,UW ,.

Alore les 4 , sont des voisinages ouverts de X  et on a 211 c4 3. Donc, si l'on note
U0 =C 2 —Zl i  e t  U1 =4 3 , 11=(U0 , U1 )  est un recouvrement ouvert de C 2 . D'une
façon analogue à celle dans § 3, on pourra construire une partition de l'unité,
subordonnée à 11 et satisfaisant à (A,7).

Considérons trois fonctions entières

g( xi• 'Vf (x i ) )+ g (x i ,  --Vf ( xi ) ) 
2

h i ( x 1 ) -

2f(xi)
-Vf(x ) g(x , /f (x1) f (x i)  g (x i, - J f ( x i ) )  et

H(x i , x2)=h0(x1)- x2hi(xi) •

Alors, on a HI x = g  mais on ne peut l'estimer globalement. Le numerateur de
ho e t ce lu i d e  h , considérés comme fonctions dans C2 , pouvent être évalués sur
X . Pour estimer h1, on remarque qu'il existe une BE (P ,(C ) telle que l'on ait
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If! > exP ( - 0 )  dans le dom aine S2= {x, CII x1 - 2,1 > 14 - 1  p o u r to u t j E
(Voir [1] p. 21). Donc, on peut estimer f  inférieurement surtout sur les circon-
férences I xi I =2"-i-1, toutes situées dans Q. De là., d'après le principe du
maximum, h ,  ainsi que H  pouvent être estimées sur X  et par suite dans le
voisinage U, de X.

Si l'on pose g 0 =0 dans U o et g -1=HI u „ alors ce que nous venons de dire
assure que (g o , g 1) est une extension locale d e  g , subordonnée à 11=(U0 , U1) et
satisfaisant à 1° de (B ,2). Or, tout point de U o nU i  conserve une distance bien
estimé inférieurement de X , on pourra prouver sans difficulté que la condition 2 0

de (B O est aussi remplie.
D'après le théorème 2, on aura une fonction Oe 0,(C 2) indépendante de g et

une fonction entière G  telles que l'on ait G1 1 =g  e t  I G1 ._exp çL dans tout C 2 .
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