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1. Introduction

1.1. Enoncés des résultats

Soient I' une surface fermée de classe C3 dans R3 et Q le domaine intérieur ou
extérieur a I'; Q est supposé d’un seul c6té de I'.

Nous étudions dans Q le probléme de Dirichlet pour 1’équation de Navier-
Stokes dépendant du temps:

(1.1) ou—Au=—bFp—(u-Vu+f dans Qx(0, T)
(1.2) divu=0 dans Q
(1.3) - ulp=0 sur I'=0Q,

ou u(x, t)=(uy, u,, u3) est un vecteur réel tridimensionnel inconnu, p(x,f) une
fonction scalaire inconnue; (u-F)u désigne le vecteur dont le j-iéme composant
est égal &

Zi uiai“j=uiaiuj (j=1,2,3),

comme nous adoptons dans ce mémoire la convention de sommation. Finalement,
f est le vecteur de la force extérieure donnée.
Nous employons les espaces fonctionnels suivants:

(1.4) 2,(2)={(¢1, P2, #3) € 2(Q) réel; div ¢ =0 dans 2}
(1.5) V=Ile complété de 2,(2) dans H(Q)
(1.6) H=le complété de 2,(Q) dans L2*Q).

Dans ce qui suit, nous traitons nos problémes dans H"1(Q). Nous supposons
en particulier que f satisfait soit a

1.7 feL*0, T; H#(Q)), pour certains a, f tels que

2
0sp<l, a> ey
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soit &

(1.8) feC([0, T]; H-'(Q)), pour certain y tel que
0O<y<l1.

Théoreme 1.1. Soit u une solution au sens des distributions du systéme (1.1)-
(1.3) avec f vérifiant (1.7) ou (1.8), satisfaisant a

(1.9) ueLX0, T; V)n L0, T; H).

Si u vérifie de plus

(1.10) ue L0, T; L'(Q)), pour certains r, s tels que
(1.11) 3<rs+oo, 2<sstw, 42 <,

alors u est fortement continue en t€(0, T] d valeurs dans V:
(1.12) ueCo%0, T1; V).

u devient plus réguliére si on suppose une régularité plus élevée a f. Si en
particulier la force extérieure est analytique en f, nous avons le résultat suivant
sur I’analyticité de u, qui est un renforcement du théoréme da a K. Masuda [12]:

Théoréme 1.2. (Analyticité) Soient f(z) une fonction holomorphe a valeurs
dans H™'(Q), définie dans un ouvert complexe O contenant l'intervalle (0, T), et
f(?) sa réstriction a (0, T). Si une solution u du sysiéme (1.1)—~(1.3) avec le terme
de la force extérieure f(t) satisfait aux hypothéses (1.9)-(1.11), u(t) se prolonge en
une fonction holomorphe u(z) a valeurs dans V définie au voisinage 0’ de (0, T);
si de plus f(x, z) est holomorphe d valeurs dans C3 en x et en z dans Qyx 0,
ot Q, est un sous-ensemble ouvert non videde Q, alors u(x, t) est analytique réelle
en x et en t dans Qyx(0, T), aprés modification éventuelle effectuée en chaque
te(0, T) sur un ensemble nul de Q.

Notons que dans ce théoréme 1’hypothése sur la régularité de f est moins
restreinte que dans 1'ouvrage cité de Masuda: en effet, cet auteur suppose f(z) holo-
morphe a valeurs dans L?(Q).

En vertu du Théoréme 1.1, nous pouvons démontrer le Théoréme 1.2 tout a
fait parallélement aux raisonnements de Masuda, op. cit.; voir le chapitre 5.

1.2. Remarques préliminaires

1) Caractérisation de V. V est par définition un sous-espace fermé de H{(Q).
De plus, la frontiere 0Q=T étant de classe C3, on sait que V est caractérisé par

(1.13) V={ve H{(Q); divv=0 dans Q},

ce qui est valable pour le domaine intérieur dés que la frontiére est lipschitzienne
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(voir R. Temam [16]); pour le domaine extérieur, on se réfere a J. G. Heywood [6].
2) Existence de la solution faible. On démontre par la méthode de Galerkin
que si fe L¥0, T; H-'(Q)), le systéme (1.1)-(1.3) ajouté d’une condition initiale

(1.14) u(x, 0)=ug(x)

admet au sens des distributions au moins une solution u appartenant a L2(0, T; V) n
L*(0, T; H) pourvu que la donnée initiale u, appartienne a H. Cette solution dite
faible est globale, se prolongeant indéfiniment en ¢; sans conditions plus fortes,
cependant, elle n’est douée que de la continuité faible dans H par rapport a t.
L’unicité n’en est pas démontrée non plus.

L’existence de la solution faible et ses propriétés mensionnées ci-dessus se
démontrent dans le domaine extérieur aussi bien que dans I’intérieur, tandis que
I’existence d’une solution satisfaisant aux hypothéses de nos théorémes n’est en
général assurée ni dans ’intérieur ni dans I'extérieur (voir Temam [16]).

3) Régularité plus forte éventuelle. Sans imposer aucune condition aux
limites sur 0Q, J. Serrin montra dans [13] que la solution faible de I’équation (1.1)-
(1.2) appartenant a L0, T; H{(Q)) n L*(0, T; L¥(Q)) et vérifiant (1.10)-(1.11) est
en presque tout t €(0, T) de classe C*® (en réalité, de C® selon Ch. Kahane [7]) en x
dans Q aprés modification éventuelle sur un sous-ensemble nul de Q2; les deux auteurs
supposérent d’ailleurs que la force extérieure f flit conservative.

Toutefois, Serrin montra en méme temps que sans condition aux limites, la
solution u ne jouit d’aucune régularité en ¢ a cause du choix libre de Fp
dans I’équation.

Otant le point de vue de Serrin qui est de caractére fonciérement local, nous allons
voir que la condition de Dirichlet (1.3) est suffisante pour la régularité en . Pour
les travaux des autres auteurs dans ce contexte, voir les commentaires bibliographiques
a la fin de ce mémoire.

1.3. Esquisse de nos procédés

Nous prenons V', le dual de V, comme espace de base en vue d’éliminer Fp
figurant dans I'équation.  Ainsi, nous réduisons le systéme (1.1)—(1.3) & une équation
d’évolution abstraite dans V', dont la solution aura une représentation intégrale a
I’aide d’un semi-groupe que nous construirons dans V',

Nous estimerons u successivement par cette représentation obtenant de meilleures
intégrabilités en ¢ de u, pour conclure I’appartenance de u a L2.((0, T]; V); la
continuité forte de u dans V en résultera immédiatement. Cependant, il faut pour
ces estimations que le semi-groupe soit compatible avec la structure des distributions,
afin de faire valoir la régularité toute 1égére du terme non linéaire (u - ¥ )u.

Nous étudierons ainsi dans le chapitre 2 les structures de V et de V' en tant
qu’espaces de distributions.

V n’étant pas contenu dans V' au sein de 2'(Q), nous construirons dans V'
un nouvel espace W qui nous servira de domaine de définition d’un opérateur auto-
adjoint strictement défini positif, «, qui engendrera un semi-groupe profitable
dans V'. Ainsi, nous consacrerons le chapitre 3 aux études des propriétés de <, et
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nous procéderons dans le chapitre 4 4 la représentation intégrale et aux estimations.

L’auteur tient a adresser ses vifs remerciements & MM. les professeurs S.
Mizohata et N. Shimakura, pour leurs constants encouragements et précieuses
remarques qui l'aidaient tantot a s’orienter, tantdt a surmonter des difficultés, ou
encore a élaborer ce mémoire.

2. Structure de V' et le sous-espace W

2.1. Structures de H}(£2) et de son dual

Complété de 2(Q) vectoriel dans H'(2), H{(Q) est muni du méme produit
scalaire (-, ), dont H!(Q) est muni, soit

@1 (@, V)1 =(Fp, P)o+(@. ¥)o,

ol (Po, M)o=(0:0;, 0t ixay (@, ¥)o=(®i )12y, pour tous vecteurs @, Y e
H{(Q).

On désigne par H™'(Q) ’espace dual de H{(£2). Comme il est habituel pour
les distributions, on identifie L2(£2) réel a son dual et considére H{(£2) comme contenu
dans H-Y(Q): le produit scalaire (¢, f), se prolonge par continuité en une dualité
entre HL(Q) et H='(Q), qui est dénotée (o, f) pour p € H)(Q) et fe H"1(2). Ona
donc

(2.2) (@, )1 =(Fo, P)o+(o, ¥)o
=<, (1=

pour tous @, ¥ € H{(Q).

Par ailleurs, le théoréme de Riesz nous assure I’existence d’une isométrie de
H}(Q) sur H"1(Q) comme ce dernier est muni d’une structure hilbertienne en tant
qu’espace dual; compte tenu de (2.2), c’est I'opérateur 1—4 qui donne en fait cette
isométrie. Si nous désignons par (-, -)_, le produit scalaire de H™!(f2) et par ¢
I'opérateur de Green du probléme de Dirichlet: ¥=(1—4)"1: H"(Q)—>H}(Q),
nous avons ainsi

(2.3) (fs 9)-1=(91, 99),
={%f, g>={f, ¥g)>, pourtousf, ge H(Q).

2.2. V' etla projection 2 sur V'

On se rappelle que I’espace V défini par (1.5) et caractérisé par (1.13) est un
sous-espace fermé de H4(Q). Désignons donc par V+* le supplémentaire orthogonal
de V dans H{(Q):

2.4) HiQ)=V@®V* (somme directe orthogonale).

Vet V* sont naturellement des espaces hilbertiens munis du produit scalaire de H}(£2).
V', le dual de V, s’identifie par I'isométrie canonique 1 —4 a (1 —4) (V), un sous-
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espace fermé de H1(Q):

(2:5) V'=(1-4)(V),

(2.6) s v =(f, -1, Iflly-=Ifll-1, YfigeV'.
Le dual de V* s’identifie de méme a (1—4)(V*1):

2.7 (V4 =(1=(VH);

nous avons ainsi une décomposition en somme directe orthogonale de H~1(Q):
2.8) H Y (Q)=V'®(V*).
Définition 2.1. On désigne par £ la projection orthogonale de H~(Q2) sur son

sous-espace fermé V.

L’opérateur £ est intrinséquement lié & un systéme d’équations du type Stokes.
Pour ce montrer, nous profitons du fait suivant qui est bien connu (voir Temam

[16], p. 14):

Proposition 2.2. Une distribution vectorielle f vérifie {f, > =0 pour tout
@ € 9,(Q), si et seulement s’il existe une distribution scalaire p telle que f= Pp.

V étant le complété de 2,(Q) dans H§(Q), nous en avons immédiatement:

Corollaire 2.3. Un élément f de H-Y(Q) appartient @ (V1) si et seulement
s’il existe une distribution scalaire p telle que f= Pp:

2.9) (V) ={feH "(Q); 'pe 2'(Q), f="Vp}.

Pour tout ge(V?Y), une distribution scalaire p satisfaisant & g=/Fp est
déterminée A une constante additive prés. Une telle p jouit pour sa part d’une
certaine régularité; voir la Proposition A.1 et le Corollaire A.2 dans 1I’Appendice.

Si f appartient 3 H1(Q), il existe donc une distribution scalaire p satisfaisant a
(1—2)f=Pp. D’autre part, comme 2fe V' =(1—-4)(V), il existe un et un seul
élément v de V tel que Zf=(1—4)v. Compte tenu de la caractérisation (1.13) de
V, nous avons ainsi le systéme d’équations vérifié par v et p:

(1—Av+Pp=f dans Q
(2.10) dive=0 dans Q
v|r=0 sur I'=0Q

Ce que nous venons de voir nous assure en méme temps l’existence unique de la
solution v e V, soit:

Proposition 2.4. Pour tout fe H(Q), il existe un et un seul élément v de V
et une distribution p, déterminée a une constante additive prés et de gradient Fp
dans H71(Q), qui satisfassent au systéme (2.10). Nous avons de plus I’égalité
suivante:

@iy lollf+ 1 7pl2 =112,
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En effet, | f12,=112f12,+(1—-2)f]2,, tandis que 2 f=(1—-4d), (1-2)f=
Pp; (2.11) en dérive immédiatement.

A D’aide du systéme (2.10), nous pouvons montrer que 1’opérateur £, a priori
continu de H~!(Q) sur V', conserve de surcroit la régularité éventuelle d’ordre
supérieur. Nous avons en fait:

Théoréme auxiliaire 2.5. Soient I' une surface fermée de classe C3 et Q le
domaine intérieur ou extérieur @ I. Alors pour tout f appartenant @ H™(Q)
(m=—1o0u0), 2f appartient a H"(Q) N V' et vérifie

(2.12) 12 fllm=Coll fllms

ou C,, est une constante, et || - ||,, désigne la norme de H™(Q).
Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 2.6. Soient I' une surface fermée de classe C"*3 (m: entier = —1)
et Q le domaine intérieur ou extérieur a I'.  Alors pour tout f appartenant a H™(Q),
il existe un et un seul élément v de H"*2(Q) NV et une distribution p, déterminée a
une constante additive prés, qui satisfassent au systéme (2.10) avec Fpe H™(Q) et
vérifient

(2.13) I0llms 2+ 1 PPIm = Con LS llm

ou C;, est une constante positive.

La démonstration de ce lemme sera donnée dans I’Appendice. Remarquons
que dans le cas de m= —1 la conclusion est déja établie par la Proposition 2.4.

Tout en gardant la régularité éventuelle, I'opérateur 2 élimine ainsi la partie
(laminaire) de I’élément de H~(Q) représentée en forme du gradient d’une
fonction scalaire.

2.3. Espace W et ses propriétés

Il est essentiel dans notre travail de noter que ¥V n’est en général pas contenu
dans ¥V’ au sein de 2'(Q). En effet, 4 cause de la fonction supplémentaire inter-
venant dans la fonction de Green de 1—4, méme si v appartient & V, div&v ne
s’annule pas nécessairement et donc %v (e H{()) n’appartient pas toujours a V;
si@v &V, v=(1—A4)%v n’est pas un élément de V.

V est néanmoins contenu dans H}(Q) et donc a fortiori dans H™1(£).

Définition 2.7. Nous désignons par W I'image de V par la projection 2:
(2.14) W=2(V).

Par la définition méme de 2, W< V'; on sait de plus par le Théoréme auxiliaire
2.5 que West contenu dans L%(Q) (dans H!(LQ), si I est supposée plus lisse).

Proposition 2.8. W est dense dans V'.

Démonstration. Soit f un élément de V' tel qu’on ait (f, £v)_; =0 pour tout
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veV. Comme ¥feV, grace aux propriétés de 2 on a (f, Pv)_,={9f, Pv)=
{(Zf,v). Prenanten particulier v=%f,ona [|¢ f|3=0et donc f=0, ce dont s’ensuit
la densité de Wdans V'. [0

Proposition 2.9. L’application restreinte 2|,: V— W est bijective.

Démonstration. La surjectivité vient immédiatement de la définition de W.
L’injectivité nous reste donc a montrer. £ ¢étant linéaire, supposons qu’on a
Pv=0avec ve V. Alors v satisfait a (v, Y>=(2Pv, y>=0 pour tout Yy € V. Prenant
en particulier Yy =v, on a ||v]|3=0 et donc v=0. L’application restreinte 2|, est
par conséquent injective. [

3. Opérateur auto-adjoint strictement défini positif .oz

Pour profiter de la théorie du semi-groupe, il est primordial de construire dans
V' un opérateur auto-adjoint strictement défini positif, soit o7, qui fasse fonction de
1—A4 dans 2'(Q); c’est ce que nous allons faire dans ce chapitre. Nous étudierons
ensuite le domaine de définition de la puissance fractionnaire &% de & pourle

03]
3.1. Opérateur o7 et son domaine de définition
On désigne par # I'inverse de ’application restreinte 2|, :
3.1 F=(2y)y " W— V.
Définition 3.1. Nous définissons 'opérateur o de W dans V' par
3.2) o =(1—A)s
Remarquons que par cette définition le diagramme suivant devient commutatif':

WL,V

(33) |

V/

Proposition 3.2. L’opérateur «f défini par (3.2) est auto-adjoint dans V' et
strictement défini positif. Son domaine de définition D(of) coincide avec W, et
son image (W) est V'.

Pour la démonstration, considérons I'inverse S de «7:
(34 S=2(%|y): V' —W.

Lemme 3.3. S est symétrique et continu en tant qu’opérateur de V' dans
lui-méme. S(V') coincide avec W.

Démonstration. 1) Symétrie. Soient f et g deux éléments de V'. Alors
nous avons
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(3.5) 1, 9)-1=(291, 9)-,
={2%f, 99>
={%f, 49>, grace a la définition de 22

et donc (st g)—1=(f’ Sg)—l .

2) Continuité. L’inclusion H}(Q)—H '(Q) étant continue (méme compacte
pour le domaine intérieur), ¥: H Y(Q)->H,N Q)= H () est continu en tant
qu’opérateur de H~1(Q) dans lui-méme (compact pour le domaine intérieur). Par
conséquent 1’opérateur composé 2o(¥%|,.)=S est continu (compact). Finalement,
SVHy=2(V)=Ww. 0O

Démonstration de la Proposition 3.2. S étant ainsi un opérateur symétrique
et continu de V' dans lui-méme, son inverse ./ est naturellement auto-adjoint.
Son domaine D(«7) coincide avec I'image de V'’ par S, soit W.

Il reste donc & montrer que & est strictement défini positif. Pour tout f ap-
partenant & D(.7)= W, nous avons avec v=4 fe V:

(3.6) (1, )-1=((1=2v, ),
=<, f>=<v, Pv)
=<v, vy =||v[3.

D’autre part, d’aprés le Théoréme auxiliaire 2.5 avec m=0

3.7 [fllo=I2vllo=Colvllo ;
il en résulte donc
(3.8) (&S, )_1=vl3=Clf13;

la norme de L2(Q) étant plus forte que celle de H~!(£2), nous avons avec une constante
positive k:

(3.9) (& f.f)-12K-IfI2,, pour tout fe D(«). O

& étant ainsi auto-adjoint et strictement défini positif, W= D(«/) est un espace
hilbertien muni du produit scalaire

(3.10) (f, Pw=( f, #g)_,, pourtousf geW;
la norme en est
(3.11) Iflw=llfl-1, YfeW.

Proposition 3.4. L’opérateur 2|,: V- W et son inverse £ sont isométriques a
I’égard de la topologie de W.

Démonstration. En effet, on a pour tout ve V
(3.12) | 2oy = Pv|_=[(1-Av|l-, (par(3.3))

=||l)||1,
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puisque 1— 4 est une isométrie de H}(Q) sur H~(). Nous avons de méme

(3.13) Iflw=1#flly  pourtoutfe W. O

3.2. Domaine de définition de la puissance fractionnaire

& étant auto-adjoint et strictement défini positif, sa puissance fractionnaire
% se définit pour tout A: 0<A<1, qui est elle-méme auto-adjointe et strictement
définie positive.

Proposition 3.5. D(«/!/2), le domaine de définition de «7'/2, est le complété
de Wdans L2(Q). 1l existe une constante positive C telle que

(3.14) Cliflosll'fl-1=lflle  pour tout fe D(s/?).

Démonstration. Comme «Z!/2 est strictement défini positif, D(s/!/2) est
normé par f|&V2f|_,; de plus, W=D(s) est dense dans D(2r'/2). 1l suffit
donc de montrer pour les éléments de W ['inégalité (3.14), qui signifie I’équivalence
des normes.

Soit donc f un élément quelconque de W. Nous avons alors, comme (3.6)

(3.15) 112 f12, = (12 f, 212 ).
=(df9f)—l
={v, fY={v, vy, avec v=SfeV.

Le Théoréme auxiliaire 2.5 nous assurant que f appartient & L2(Q), nous avons
I<v, fYI=lvllo- I fllo; d’ou, vu (3.15),

(3.16) lollo=1fllo-

Nous avons donc [&'2f[[_y =|vllo =]
D’autre part, comme (3.7), le Théoréme auxiliaire 2.5 entraine I’inégalité

(3.17) lvllo2 CllPvllo=Cl fllo-
Nous obtenons ainsi (3.14). [

Ceci fait, nous étudierons maintenant I'image 2(H~%(Q)) a I'aide de la théorie
d’interpolation.

Proposition 3.6. L’image de L*Q) par 2 coincide avec D(«1/%):
P(LX(Q))=D(1/?).
Pour la démonstration nous préparons le lemme suivant, une conséquence de la

Proposition 2.2 comme le Corollaire 2.3:

Lemme 3.7. H', le supplémentaire orthogonal dans L*(Q) du sous-espace
fermé H défini par (1.6), se caractérise:

(3.18) Hi={peLXQ); 3qe 2'(Q), o= Pq}.
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Remarquons que HL = (V+)" d’aprés le Corollaire 2.3; ainsi que la Proposition
2.2, ce lemme est d’ailleurs valable dés que la frontiére 0Q est lipschitzienne.

Démonstration de la Proposition 3.6. Soit f un élément quelconque de L3(Q).
Compte tenu du Lemme 3.7, f se décompose comme suit:

(3.19) f=h+Vq, heH, PgeH*.

Comme nous avons remarqué tout a ’heure, Pg appartient a (V1)" de sorte que
P f=Ph; par ailleurs, 2,(Q) étant dense dans H, il existe une suite {¢;}; d’éléments
de 2,(Q) convergeant vers h dans L%(Q): ¢;—2h. Le Théoréme auxiliaire 2.5 nous
apprend alors 2¢;—»2h dans L*(Q), tandis que P¢p;e W. 2 f=2h appartient
donc a I’adhérence de W dans L2%(Q), qui n’est rien d’autre que D(«/!/2) par la
Proposition 3.5. Ainsi 2(L*(Q))< D(«/!/?); l'inclusion inverse est évidente. [

Il est & noter que h(e H) et 2h se différent en général I’un de l'autre par le
gradient d’une fonction harmonique.

Lemme 3.8. (Interpolations) Pour tout 0 €[0, 1], la restriction de P est un
opérateur continu de H=%(Q) dans D(ez(1=9/2):

(3.20) P(H%(Q)) = D(r1-9/2),

Démonstration. D(«/'/?) étant muni d’une norme équivalente a celle de
LYAQ), Pl LA(Q)—D(«'/?) est un opérateur linéaire continu en conséquence
du Théoréme auxiliaire 2.5. Vu que £: H-1(Q)—-V’ est par définition continu,
nous pouvons y appliquer le théoréme d’interpolation (Lions-Magenes [10], p. 31):

(3:21) 2: [LX(Q), H ()]s — [D(12), V'],

est linéaire continu par rapport aux normes naturelles des espaces intermédiaires
pour tout 8 [0, 1]. Toujours d’aprés Lions-Magenes [10], nous savons d’une part

(3.22) [D(£172), V']p=D(z1=0/2), (e[0, 1];

d’autre part, nous avons H~%(Q)=[L*Q), H™ ()], pour 0= % , tandis que H~1/2(Q)

est contenu dans [L3(2), H1(2)],,, avec une topologie strictement plus fine ([10],
pp. 72-79). Nous avons donc la conclusion. []

4. Démonstration du Théoréme 1.1.

4.1. Etablissement de la représentation intégrale

Par ce que nous venons d’établir au chapitre 3, I'opérateur — .« engendre un
semi-groupe e~'¥ dans V’. Pour la solution faible u satisfaisant aux hypothéses
du Théoréme 1.1, nous allons obtenir une représentation intégrale de 2u dans V’
au moyen de e~** a partir de I’équation originelle.

Soit f un élément de L*(0, T; H~#(Q)) ou de C*([0, T]; H (), pour a, f, y
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tels que 0<f<1, a> I—Z—B— : 0<y<1. Supposons que u, une solution au sens des

distributions du systéme (1.1)-(1.3):

(L.1) ou—Au=—Pp—(u-Pu+f dans Qx(0, T)
(1.2) divu=0 dans Q
(1.3) ulr=0 sur 0Q=I,

satisfait de plus aux hypothéses (1.9)—(1.11), soit
(1.9 uel?0, T; V)nL*0, T; H)
(1.10) uel’0, T; L'(Q)),

pour certains r, s tels que

2

<l1.
S

(1.11) 3<r<+oo, 2<sStoo, >4

Si nous posons pour simplicité
4.1 w(t)= 2u(t),
alors nous avons la proposition suivante:

Proposition 4.1.  w(t) est fortement continu par rapport d t€ [0, T] a valeurs
dans D(sZ'/?) et est représenté comme suit:

4.2 w(t)=e "“w,+ f; e~ "(w(t)+ B(u) (t)+ F(1))dr,
avec
4.3) wo=w(0), Bu)=—-2u-Fu, F=2f.

Pour la démonstration, nous avons besoin de deux lemmes concernant les
généralités des équations d’évolution, dont nous ne donnerons pas ici les démon-
strations.

Définissons d’abord I’espace X par
(4.4) X= {(p e L0, T; W); ‘L_“t’ e L2(0, T; V’)} ,

ou la dérivée est prise a I’égard de la topologie de V',

Lemme 4.2. Tout élément ¢ de X est fortement continu par rapport a t€ [0, T]
a valeurs dans D(=£1/?).

Lemme 4.3. Pour tout wye D(o7'/2) et tout ge L?(0, T; V'), w(t) défini par

4.5) W(t)=e‘“"w(,+jr et I¥g(1)dt
0
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est la solution unique appartenant @ X du probléme de Cauchy:
(4.6) 4 i ai=yg
dz
4.7 W(0)=w,.

Remarquons que la condition initiale (4.7) a bien un sens puisque W(t) est
continu en vertu du Lemme 4.2.

Nous revenons au systéme (1.1)-(1.3). (u-F)u appartient & L*0, T; H (Q)),
étant donné la proposition suivante:

Proposition 4.4. Pour tout v satisfaisant en méme temps aux conditions

(4.8) ve L0, T; V) n L0, T; H)

4.9) veL”(0, T; L"(Q)) pour certainsr’, s tels que
3.2
¥ty =1,

nous avons

(4.10) (v-PeL¥0, T; HY(Q)).

Notons que 1’égalité est incluse dans (4.9) @ la différence de (1.11). Pour la
preuve de ce résultat trés bien connu, on se référe a Serrin [14] et & Lions [9].

Démonstration de la Proposition 4.1. Comme nous avons supposé que f est
un élément de L*(0, T; H#(Q)) ou de C*([0, T]; H"1(Q)), f appartient en tout
cas a4 L*0, T; H"(Q)). Opérant 2 sur les deux membres de I’équation (1.1) en
tant qu’éléments de 2'((0, T); H"'(2)), nous pouvons la réduire a celle dans
2'(0, T); V') vérifiée par w(r):

4.11) (f—tw+xw=w+3(u)+F.

Par ce que nous avons vu, B(u), Fe L%0, T; V’); d’autre part, ’hypothése
ue L0, T; V) implique I’appartenance de w a L2(0, T'; W) et par conséquent celle
de &/w a L*0, T; V'). Nous avons donc % we L0, T; V'), d'ou weX; les
Lemmes 4.2 et 4.3 nous donnent alors la représentation (4.2) et la continuité forte
de w(¢) dans D(=/1/2). [

Dans ce qui suit, nous nous proposons de montrer d’abord

(4.12) we L®(T', T; W) pour tout T’ tel que 0<T'<T,
et ensuite
(4.13) weCY[T', T]; W) et ueCY[T',T];V),

le but final de ce chapitre.
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4.2. Estimations des termes intégraux dans (4.2)

Nous adoptons pour simplicité la notation
(4.14) Jh(t)= j " emt-owp(r)dt,
0

pour tout h(t) tel que cette intégrale ait un sens dans V.

Proposition 4.5. Si h(t) appartient & L0, T; D(A*)) avec v>1, 0<Ai<1,
alors Jh(t) est un élément de L*(0, T; W), u satisfaisant a

|
4.15) > —A

1
u
Si en particulier 1> —17, on peut prendre pu= + 0.
Démonstration. Nous avons

(4.16) IJh() | w = IIJ; 1 7Hem T (& h(T))dxl )y

t
< L |12y - | (D) de,

Il -lly--y- désignant la norme de I’espace des opérateurs linéaires continus de V'
dans lui-méme.

Par ailleurs, comme & est un opérateur auto-adjoint défini positif, nous avons
I’estimation bien connue

4.17) |lez%e ||y Ly <t %(ale)® pour o>0ett>0,
ou (o/e)’<1 si O<o=e,

grice 4 la représentation spectrale. Il en résulte donc
(4.18) [9HOlw S [ (=27 Rl .
0o

D’une part |.o/*h(t)||, appartient par hypothéses a L*(0, T), et d’autre part la
fonction 4! se trouve dans L%0, T) dés que (1—A)g<1, soit % >1-4 1

s’ensuit donc de I’'inégalité de Hausdorff-Young pour les convolutions I’appartenance
IJh(®)||w € L*(0, T), pour tout u qui satisfasse a

\%

l<p<+o0, 1+ +Lsioas

1
- q

= |~

c’est-a-dire a (4.15). O

L’hypothése (1.9) implique que w appartient & L2(0, T; W); donc par la Pro-



230 Akio Tanaka

" position 4.5 avec v=2 et A=1, Jw(t) se trouve dans L*(0, T'; W). De plus, si nous
supposons que f appartient a L*(0, T; H#(Q)), 0<8<1, a> lz—ﬁ’ alors d’aprés
le Lemme 3.8

(4.19) F=2feL*0, T; D(«%), pour A=(1-p)/2.
Vu que

1 _1 1-p
(4.20) 7_1_7{ ——2—<0,

JF (1) est un élément de L*(0, T'; W) en vertu de la Proposition 4.5. Sife C*([0, T];
H-Y(Q)), 0<y<1, alors JF(tf) a bien un sens et appartient cette fois-ci a
C°([0, T]; W), comme nous le savons bien.

4.3. Estimation de la forme B
Proposition 4.6. Soit u un nombre réel 22. Si un élément v de L¥0, T; V)
satisfait de plus a ve L0, T; L"(Q)) avec r, s>1, %

4.21) B(v)= — 2(v-V)ve L0, T; D(«?)),

2
+ 5 <1, alors nous avons

pour tout v tel que

1 1 1
(4.22) v>1 et Tg—s-+7
et pour p donné par
_1_-3

(4.23) p=1 (1 r).

Remarquons que par hypothéses 0<p =< %

Démonstration. Soit § un nombre non négatif quelconque. Le théoréme
d’immersions de Sobolev nous assure que si % = —;— — %, on a
(4.24) HY(Q)= Ly(Q) avec injection continue,

ou HY(Q) est le complété de 2(Q) dans H®(Q2). Notant que H7%(Q) est par définition
I’espace dual de H§(2) dans 2'(£2), nous avons

(4.25) LY (Q)= H %Q) avec injection continue,
1 _,_1_1,6
(4.26) R
Nous prenons en particulier 6= —3~. Alors, étant donné (4.26), I'inégalité

~

de Holder nous donne

(4.27) 1@ P)ollLe @) = 10 Lray - | PollLaoy -
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Par hypotheéses
(D) r@) € L0, T), || P()]l 20y € L?0, T);
il en résulte de nouveau par l'inégalité de Holder, avec v satisfaisant & (4.22),
(4.28) (v-Pel’O, T; LY(Q)< L0, T; H3(Q)).

Tenant compte de la continuité de 2: H-3/"(Q)— D(«?) établie par le Lemme
3.8, nous obtenons finalement (4.21). [

4.4. Exploitation de la récurrence

Nous allons montrer que la norme |[JB(u) (¢)|  est elle-méme bornée sur [T’, T]
pour T" € (0, T) arbitrairement choisi et fixé; nous y procédons par estimer successive-
ment D'intégrabilité en ¢ de w comme fonction & valeurs dans W, a I’aide des Pro-
positions 4.5 et 4.6.

Nous commengons par les hypothéses (1.9)-(1.11): la Proposition 4.6 nous
donne, avec u=2 par (1.9),

B(u)e L'(0, T; D(=£*)),
(4.29)
o p=(1—0)/2, 0=3/r et -2+

Posons donc

- -1, r_1r 1,
(430) Mo=2, ==ty

<]._.
o

d’aprés la Proposition 4.5 avec A=p=(1-0)/2, la fonction JB(u)(t) appartient a
L*0, T'; W) pour tout u tel que

11 _1 _1-96
(431) # > vo _p— vo - 2 ’
soit, compte tenu de ce que 0=3/r, py=2,
o1 _1L§_ (3.2
4.32) L>o 2{1 <r+s)}..
La constante
L (3.2
(4.33) o= {1-(2+2)

est par (1.11) strictement positive, de sorte qu’on peut prendre un nombre positif
U, tel que

4.34 1 sl 13
(4.39) Ko < My < Ho 2
pour avoir JB(u) e L*+(0, T; W).

Or, dans la représentation (4.2)
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4.2y w(t)=e""*wy+J(w+Bu)+ F)(1),

e '“w, appartient & C*((0, T]; W), tandis que J(w+ F)(¢) se trouve dans L*(0, T}
W) comme nous avons déja vu.
Somme toute, nous avons

(4.35) weL*(T,, T; W)
et en conséquence de la continuité de #: WV,
(4.36) uel*(Ty, T; V),

pour tout T, € (0, T").
Fixons un tel T;; nous recommengons les mémes procédés sur l’intervalle
[Ty, T]. La représentation intégrale s’écrit maintenant:

4.37) w(t)=exp (—(t—T)LIW(T,) +
+ f; e (w4 B(u)+ F)(t)dt

ou B(u)e LY(Ty, T; D(«?)), v, étant donné par

1 1
_S+

4.38
438 o

1
Vi
en vertu de la Proposition 4.6. Les mémes calculs que ci-dessus nous donnent un
nombre positif u, tel que

1 _ sl 1 _96
(4.39) ™ (5<u2<”1 5

pour lequel nous avons
t
L == B(w) (t)ydt e L*(T,, T; W).
1
Nous répétons ces procédés pour avoir la loi de récurrence

1 1 o
4.40 1 _9
(4.40) My < Hp-1 2

, ©0:constante>0,

de sorte qu’au bout d’un nombre fini de fois de répétitions nous pouvons prendre
=+ o0: w(t) appartient a L°(T,, T; W), 0<T,<T,<---<T,<T'. Ainsi nous
parvenons finalement a:

@441 uel™(T,T;V)
“4.42) (u-PueL™T’, T; H"1/%(Q)), pour tout T'>0.

4.5. Continuité forte de u par rapport a ¢

La continuité forte de u(f) dans ¥ se démontre en conséquence de celle de w(r)
dans W, facilement vérifiée au moyen de la régularisation.
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e~ ¢~T)Hoy(T") étant continu dans l’intervalle (7, T] & valeurs dans W, il suffit
d’étudier le terme intégral

ft e~ 0w+ B(u)+ F) (t)dr.
-
Prenons le régularisant de Friedrichs de dimension 1, p(1):

p)=Lp(L). pea®), p20 e [ pdi=1

Soit g un élément de L°(0, T; D(«*)) pour o, A satisfaisant 4 1<o< + o0,
0<A=Z1 et A>(1/o). Prolongeant g(t) par zéro en dehors de l'intervalle [0, T]
et le régularisant par p,(t), nous vérifions facilement que les fonctions

G = [ eto<(gap) (e

sont fortement continues sur [0, T] & valeurs dans W .et qu’elles y convergent
uniformément vers

G()= J; e t=0g(1)dr

grice a la convergence forte gxp,—g dans L°(0, T; D(s«/*)). G(t) appartient donc
a CcY[o, T1; w).

Etant donné que w et B(u) sont des éléments de Lo(T', T; D(=/*)) pour (o, A)=
(+00, 1), (4+00, 1/4) respectivement, les considérations ci-dessus nous assurent la
continuité forte envisagée de

j T e~ (= 4 B(w)) ()dt ;

il en est de méme pour f appartenant a L*(0, T; H#(Q)), avec a, B tels que 0<
<1, a> —lz—ﬂ Quant & f appartenent & C*([0, T]; H™1(Q)), 0<y =1, I'intégrale

Jl e~ F(7)dt
-

appartient en fait a CO([T’, T]; W), comme nous le savons bien.
Le théoréme 1.1 fut ainsi démontré.

5. Meéthodes de la démonstration du Théoreme 1.2,

Pour démontrer le Théoréme 1.2, nous n’avons qu’a retracer fidélement les
raisonnements de Masuda [12] tenant compte du Théoréme 1.1.

En vue de la premiére moitié du Théoréme, soit I’analyticité de u comme fonction
a valeurs dans ¥V, nous démontrons que w(f) = 2u(t) peut se prolonger en une fonction
holomorphe définie au voisinage complexe ¢ de I'intervalle (0, T).

Il est & noter d’abord que le Théoréme 1.1 nous assure aussi sous les hypothéses
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du Théoréme 1.2 que w(t) appartient a C°((0, T); W). Rappelons-nous maintenant
la représentation intégrale (4.2) de w(t); la considérant comme équation intégrale,
nous en passons a la complexification: avec T' € (0, T) arbitrairement choisi et fixé,

G.1) w(z)=e"C-TO*Py(T')+
+f e” (=0 (w+ B(w)+ F) (D)d¢
[T, 2]

pour z tel que Re z> T", |z| suffisamment petit, ou B(w)=B(Sw)=—P(Iw-V)Fw;
[T, z] est le segment orienté de T’ a z, et F(z)=2 f(z) se définit dans 0.

Nous construisons localement une solution de (5.1) a partir de chaque T’ par
approximations successives a la maniére de Fujita-Kato [3]. Les solutions ainsi
obtenues sont holomorphes a valeurs dans W tant qu’elles existent par la convergence
dominée, et nous pouvons donc les connecter griace au théoréme de coincidence en
une fonction holomorphe w(z) définie au voisinage complexe ¢’ de l’intervalle
o, 7).

w(z) est en fait un prolongement de w(t)=2u(t) définie dans (0, T), d’ou
I’analyticité de u a valeurs dans V.

Pour I'analyticité locale de u par rapport & x et a ¢, soit la derniére moitié du
Théoréme 1.2, il en est tout a fait de méme que dans I’ouvrage cité de Masuda, a
moins qu’il ne faille un peu plus d’étapes pour élever la régularité de la solution.

APPENDICE Démonstration du Lemme 2.6.

A.l. Préliminaires

Le but de cet Appendice est de démontrer le lemme fondamental du chapitre 2:

Lemme 2.6. Soient I' une surface fermée de classe C™t3(m: entier = —1)
et Q le domaine intérieur ou extérieur a I'.  Pour tout f appartenant a H™(Q), il
existe un et un seul élément v de H"2(Q) NV et une distribution p, déterminée a
une constante additive pres, qui satisfassent au systéme

(A.1) 1=+ Pp=f dans Q
(A.2) divo=0 dans Q
(A.3) v|=0 sur T,

avec Ppe H™(Q) et vérifient I'inégalité
(A4) N0l ms2+ I 7Pl < Coll fllm s

ot C,, est une constante positive dépendant de Q.

Nous avons déja obtenu la conclusion pour le cas de m= —1 par la Proposition
2.4. 1l nous reste donc de montrer les régularités de v et de p.
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Une proposition due a J.-L. Lions joue un réle essentiel dans la démonstration
(voir Magenes-Stampacchia [11]):

Proposition A.1. Soient I' une surface fermée de classe C', et Q' le domaine
intérieur a I'.  Alors, toute distribution p dans Q' dont le gradient Vp appartienne
@ H-Y(Q) est en fait un élément de L*(Q'). De plus, il existe une constante C
indépendante de p telle que

(A.5) ||P||L1(Qi)/R§C|| Ppll-,
ou ||P||L2(n-')/n=inf{“P+K”L2(m)§ keR}.

Remarque. Pour I' de classe C2, cette proposition est en fait équivalente a la
caractérisation (1.13) de V:

(1.13) V={ve H§Q'); divv=0}.

En effet, (1.13) se déduit facilement de la Proposition A.1 (voir Temam [16]); en
revanche, Heywood [6] a donné une preuve directe de (1.13) sans recourir a celle-ci.
Le fait que I'image de 'espace L%(Q!) scalaire par 'opérateur F: L*(Q)—H Y(Q%)
est fermée, résultat immédiat du théoréme de Cattabriga [2], nous suffit maintenant
pour conclure la Proposition A.1 & partir de (1.13) pour I' de classe C2.

Corollaire A.2. On désigne par Q¢ le domaine extérieur a la surface I telle
qu’on s’est donnée dans la Proposition A.1. Alors, toute distribution p dans Q°
dont le gradient Pp appartienne @ H™'(Q¢) est de carré localement intégrable sur
Q¢: pe L3 (Q¢°). De plus, pour tout sous-domaine borné D de Qe, il existe une
constante C(D) telle que

(A.6) ||P||L2(D)/R§C(D)‘ I Vp“li"(ﬂ")

Ce corollaire s’ensuit immédiatement de la Proposition A.1 si on considére
la restriction de p a D.

Notons ici que la distribution p dont la Proposition 2.4 assure I’exitence dans
Qi (resp. Q¢) appartient en vérité a L2(Q) (resp. L2, (Q¢)), grace a la Proposition
A.1 et au Corollaire A.2.

A.2. Estimations a priori globale et a 1'écart de la frontiére

Nous étudions ici le systéme (A.1)-(A.2) dans I’espace euclidien R3 tout entier.
Nous montrerons d’abord:

Lemme A.3. Soient v un élément de H'(R3) et p une distribution telle que
Ppe H-Y(R3). On suppose de plus pour m: entier =0,

(A7) ' f=(1—A4)w+ Fp e H™(R?).

(A.8) g=divv e H"1(R3).
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Alors v et p appartiennent en fait @ H"*%(R3) et a H™*'(R3) respectivement et
satisfont a I’inégalité suivante:

(A.9) 10lms 2+ 1 PPllm < ColllLf I+ G ms 1 + 10ll0)
ot C,, est une constante positive indépendante de v et de p.

Démonstration. 1) Cas de m=0. Posons r=Fp. La transformation de
Fourier effectuée sur (A.7) et (A.8) donne

A" f=<&>w+¢
(A.8)" g=ic-d

ou (&>=(1+]¢?)'/2. Définissons maintenent une fonction scalaire A(¢) par
MO =& -7(&), avec &'=¢/|¢|. Comme r;=0;p pour tout j, nous avons &,r;=0;r
et donc &7 ;=¢;7, d’ot (&)=A(0)¢'.

Vérifions maintenant que A€ L2. Prenant le produit scalaire de &’ et de chaque
membre de (A.7)", nous obtenons

MO =¢ - f-<&>*¢ - b.
(A.8)" implique par ailleurs
&Y -v=¢"-0—ilclg,

d’ou

(A.10) AO=¢ - (J-d)+ilElg.

M¢&) appartient donc a L? grice aux hypothéses et 4 la propriété de v, et vérifie
(A.11) 1Al S 17 o+ 1Bll0+ 1 1€1G 10 -

P(E)=ME)E appartient ainsi a L2, et par conséquent (A.7)" nous donne
(&> e L?, c'est-a-dire ve H(R3) tadis que Pp=re L?R3). L’estimation (A.9)
en résulte immédiatement.

2) Cas de m=1. Nous multiplions par {(£>™ chaque terme de (A.7)" et
(A.8)". Nous voyons par les mémes raisonnements que {&>™*29 et (&Y™ appartien-
nent a L?(R}), d’ou la conclusion. [

Corollaire A.4. (Estimation a I’écart de la frontiere) Soient Q un domaine de
R3, borné ou non, et D un sous-domaine strictement contenu dans Q:DcQ.
Supposons que ve H(Q), pe 2'(Q), Ppe H'(Q), f=(1—-Av+ Fpe H™(Q), g=
divve H™(Q) et

(A.12) supp v, supp p<D.

Alors v et Pp appartiennent @ H"%(Q) et a H™(Q) resp., satisfaisant @ I’inégalité
suivante avec la méme constante que dans le Lemme A.3:

(A.13) [0llms 2+ 1721 S Col 1 f I+ 1 s 1 + 10]0) -
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En effet, nous pouvons prolonger toutes ces distributions par zéro en dehors de
Q pour que le Lemme A.3 s’y applique.

A.3. Estimation a priori dans un domaine borné
Nous supposons dans cette section que le domaine Q est borné, 0Q2 est de classe
Cm"t3 (m=0, 1, 2,...).

Lemme A.5. Soient v et p des éléments de H'(Q) et de L*(Q) respectivement.
Nous supposons de plus

f=(1—A)y+ Ppe H"(Q)
(A.14) g=divo e H™1(Q)
0=0l50 e Hm+G12)(3Q) .

Alors v et p appartiennent en fait @ H™**(Q) et a H"*(Q) resp., satisfaisant a
I’inégalité suivante avec une constante positive C,(Q) déterminée par m et Q:

(A.15) [olm+ 2+ 1Plms 1 =
=< Cm(g)(”f”m+ Igllm+r+ ”(P||m+(3/2),arz+ ol ¢+ 1pllo)-

Démonstration. Posons

&2 0 0 i

0 & 0 i,
(A.16) L&) = (LY(&) = .

0 0 [ i

gy i€, &5 0

Notons que Lo(D) est la partie principale au sens d’Agmon-Douglis-Nirenberg
[1] (ouvrage désormais cité comme A.D.N. II) de I’opérateur

1-4 0 0 &

0 1-4 0 d,
(A.17) L(D)=

0 0 1-4 0,

0, 0, 093 O
Nous avons
(A.18) det L°(¢)=|¢l®,

de sorte que le systéme
(A.19) L(D)!(vy, v3, v3, P)="(f1 f2: 13, 9)

est un systéme elliptique au sens d’A.D.N. II. Si donc on suppose, en sus des
hypothéses du présent Lemme, que ve H¥(Q) et pe H(Q2), la conclusion s’ensuit
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immédiatement de I’estimation a priori établie dans A.D.N. II. Il est d’ailleurs a
noter que pour cela seul il suffit que 0Q soit de Cm*2.

Il nous reste donc de montrer que les hypothéses du Lemme entrainent 1’ap-
partenance de v 3 H%(Q) et celle de p a H'(Q), ce qui s’effectue par les procédés
bien habituels.

Rappelons-nous d’abord que 92 est de classe C"*3, ve HY(Q), pe L*(Q) et
que v et p satisfont a (A.14). Par ailleurs, il existe une application linéaire continue
R de H™*G/2)(9Q) dans H™*2(Q) telle que RY|,o=y pour tout y € H"*(3/2)(0Q).
Si on pose donc w=v—R¢, on a we HY(LQ) et

(1—A)w+ Pp=F e H™(Q),

(A.20)
divw=G e Hm1(Q).

avec F=f—(1—A4)R¢ et G=g—div Re.

Nous allons démontrer que we H™2(Q) et pe H"*(Q). Gréace au résultat
de la régularité & I’écart de la frontiére, il suffit d’établir la régularité seulement au
voisinage de la frontiére.

Pour simplicité, supposons que la frontiére coincide localement avec le plan
x3=0. Au moyen de la transformation de Fourier partielle ou des quotients dif-
férentiels, nous voyons facilement que

(A.21) oweH! et O,pel? pour k=1,2.
Comme nous en avons

(A.22) 02w, =w,— 0w, — 03w, +0,p—F, e L?,

w, appartient a H2 si k=1 ou 2; cela implique maintenant
(A.21y 03w3=G—0,w, —0,w, e H!,

et somme toute nous avons wy e H2. 1l en résulte que Pp=F—(1—A)weL?, et
par conséquent pe H!.

Une répétition de ces arguments nous permet d’obtenir la régularité d’ordre
supérieur jusqu'a we H™*2 et pe H™*!1,

Les raisonnements sont analogues pour la frontiére plus générale. Nous gagnons
d’abord la régularité dans les directions tangentielles au moyen des quotients
différentiels; puis nous voyons par la premiére équation différentielle que les com-
posants tangentiels de w appartiennent & H2. La seconde équation.implique alors
que le composant normal de w appartient aussi 8 H2. Nous démontrons finalement
que pe HY(Q). O

A.4. Démonstration du Lemme 2.6 dans le domaine borné

Nous nous situons dans les hypothéses du Lemme 2.6. Nous avons 1’inégalité
suivante pour v, p dont la Proposition 2.4 assure 1’existence:

(A.23) ol +117pll - £ C_ (@IS -4
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f appartenant par hypothéses a H™(2), m=0, nous avons en vertu du Lemme
A.5 avec g=0, ¢ =0

(A.24) ve H"2(Q), pe H™(Q)
(A.25) 10llms 24 1 72l < Col D (I f L+ N0l + | P+ Kl 0) s

oll x est une constante additive arbitraire.
Compte tenu de la Proposition A.1, nous avons

(A.26) inf{llp+xllo; keR}<C- || Ppll -y ;

prenant donc I'infimum des deux membres de (A.25) et y appliquant (A.23), nous
obtenons I’inégalité envisagée (A.4):

(A9 Iolm+ 2+ 1 PPIm=Co- 1 f - O

A.5. Démonstration du Lemme 2.6 dans le domaine extérieur

Grace a la Proposition 2.4, ve V est univoquement déterminé méme dans le

2

domaine Q extérieur a la surface I'. p, déterminé a une constante additive prés,
appartient pour sa part & L% (Q) en vertu du Corollaire A.2. L’inégalité (A.23)
est en outre toujours valable.

1) Casde m=0

Soit {(x) un élément de 2(R3) tel que

0={(x)<1, pourtout xeR3,

{(x)=1 auvoisinagede I.

11 existe donc deux ouverts U, U’ de frontiére suffisamment lisse, U borné, U’ non
borné, tels que

(A.27) Qnsuppl<sU, Qnsupp(1-)cU, UUU=Q.
Définissons les fonctions vV, v(2), p(, p(?) par ;
(A.28) v =L, pO=Lp; v@=(1-0p, p®=(1-0p.

Alors nous avons

1= )W 4+ pH) =
={f—2V(- Po—(Av+pF¢ dans U

(A.29)

divoW=—p. P{ dans U

vD],;=0 sur oU

(1= )@ + Pp@ =
(A.30) =(1=0f+2F¢- Po+(40v—pP,  dans U’

divo@ =vp. P( dans U’

@),y =0 sur oU’
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C désigne désormais une constante positive reprise si nécessaire d’une ligne a
I’autre.

Notons d’abord que pF{e L*(), puisque pe L% (Q). D’une part le Lemme
A.S appliqué a (A.29) nous donne

(A.31) v e HX(U), Ppth e LA(U),

(A32) oWl u+ PP Pllou =
SCUY =27 Po—(4Dv+pFlllow+ Il —v- P u+ 101w+ 1P lo,0)
=CSflo, 0+ NIVl 0+ lplow)-

D’autre part, comme v(? et p® sont a support contenu dans U’, le Corollaire
A.4 nous donne maintenant

(A.33) v@ e HXU"), p@ e LU,
(A.34) [v@],0-+ 1 PpPlg,p <
SCIA=Of+2PC Po+(ADv—pFLllo,u + v PLll4,00)

SCU flloet vl o+ pPllou)-

Somme toute, nous avons v € H3(Q), Fpe L%(Q) et
(A.35)  lollz,e+ 1 PPllo,@= CUI fllo,e+ vl 0+ IPllo,u) -

Substituant p+x & p et prenant 'infimum par rapport & x€R, nous obtenons
finalement I’estimation envisagée par (A.23) et (A.6).

2) Cas de m en général

Nous n’avons qu’a répéter les arguments ci-dessus. [J

Commentaires bibliographiques

Aprés Serrin [13] et Kahane [7], quelques auteurs traitérent le probléme de la
régularité par rapport au temps sous la condition de Dirichlet.

Dans le cadre de L2, S. Kaniel et M. Shinbrot [8] obtinrent la conclusion de
notre Théoréme 1.1 pour f appartenant & L2(L2) dans le domaine borné de frontiére
suffisamment lisse. Alors que leur méthode est assez délicate, on peut obtenir le
méme résultat plus simplement en partant d’une estimation a priori convenable, a
I’aide des théorémes de I'existence locale des solutions fortes et de 1’unicité (sug-
gestion du Professeur K. Masuda, communication privée). Cette méthode serait
applicable aussi au domaine extérieur, mais la force extérieure f doit toujours rester
dans le cadre de L2(L2).

Récemment, H. Sohr [15] et Y. Giga [5] réussirent & démontrer la régularité
2 _
S =
Leurs démonstrations, différentes 1’'une de I'autre, tirent toutes deux profit de la

en t de la solution faible dans le cas critiqueé— + 1, toujours pour f dans L2(L2).
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théorie de I’opérateur de Stokes dans L'.

[1]

[2]
[31]
[4]
[51]
fe]
[7]
(8]
[91

(10]
{11]

(2]
(13]
(14]
[15]

[16]

Notre traitement dans le cadre de H~! est neuf.
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