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Domaines pseudoconvexes d'ordre général et
fonctions pseudoconvexes d'ordre général

Par

Osamu FUJITA

Introduction

Un ouvert D de  C " est dit pseudoconvexe d'ordre k  si le com plém ent C"— D  a  la
continuite  com m e un ensem ble analytique de dim ension k ,  k  étant un entier tel que
O k n - 1 .  (Précisém ent voir le n°3.) Un dom aine pseudoconvexe ordinaire dans C"
est celui d 'ordre n - 1 .  Soit d(x ) la distance euclidienne de x ( D) à  la  frontière au
A lors, d 'après O ka", D est pseudoconvexe  d 'o rdre  n -1  si e t seu lem ent si — log  d(x)
est une fonction plurisousharm onique dans D (c'est-à-dire une fonction pseudoconvexe
a u  sense d 'O ka). D ans le  p résen t m ém oire , nous in trodu irons la  no tion  de  fonc tion
pseudoconvexe d'ordre k  en généralisant celle de fonction plurisousharmonique, et nous
m ontrerons que un ouvert D (cC n) est p seudoconvexe  d 'o rd re  k  s i e t seu lem en t s i
—log d(x ) est une fonction pseudoconvexe d'ordre k  dans D .  C 'est une part du Théo-
rème 2 (au n°6) qui caractérise des domaines pseudoconvexes d'ordre général.

A u n°1 de ce m ém oire, en généralisant la notion de fonction sousharm onique de
deux variables, nous in troduirons la  notion de fonction souspluriharm onique de 2n
variab les. D 'après Z. Slodkowski, cette notion est équivalent  à  c e lle  d e  `(n -1 )-p lu ri-
subharmonic function' au sens de H unt-M urray [5]. (Voir la note 2) an n°1.)

Soit R (x ) le  rayon de H artogs d 'un ouvert D (cC n ) au point x--=(x 1 , ,  x n ) ( D)
par rapport  à  x n . Alors, — log R (x ) est une fonction pseudoconvexe d 'ordre  k  s i  D
est pseudoconvexe d'ordre k  (Théorèm e 1 au n°4). C 'est un résultat fondam ental dans
nos recherches, et dont la dém onstration se fond sur un théorèm e dû  à  T. Ueda. (Voir
le n°3.)

U n  o u v e r t  D  (cC ") e st p seud o co v ex e  d 'o rd re  n— q s'il est q-convexe n ) .
M ais, l'inverse n 'est pas nécessairem ent vraie. (V oir les Examples 3  e t  4  a u  n ° 7 .)  D
(C C ") est aussi pseudoconvexe d'ordre n— q s 'il est q -convexe w ith conrners' au sens
de D iederich-Fornaess [2]. D ans la direction inverse, K . Matsumoto a indiqué que un
ouvert D  (C C ') est 'q-complete with co rn e rs ' au  sen s  d e  [2 ] s i D  est pseudoconvexe
d 'ordre  n— q e t  s i  la  frontière al) est `pieceweise smooth' au  sens d e  [6 ]. (V o ir l'E x -
emple 5 au n°7.)

Communiqué par Prof. Y . Kusunoki, le  20 Décembre, 1988
1 ) Voir Oka [7], Memoires V I e t IX  (en particulier, p. 81 e t  p .  186).
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1. Fonctions souspluriharmoniques

Soit D un ouvert de l'espace Cn  et soit w une fonction réelle (qui peut prendre la
valeur —00) définie dans D .  Nous appellerons w fonction souspluriharmonique dans D
si cette fonction satisfait aux conditions suivantes :

10 w  est semicontinue supérieurement.
2 °  Soit il (©D) un domaine quelconque à l'intérieur complet et soit u  une fonction

pluriharmonique (c'est-a-dire que u est locallement la partie réelle d'une fonction holo-
m orphe) dans un voisinage de J (la fermeture de 4 .  A lors, si w(x)_u(x) pour tout
x (la frontière de il), il faut que w(x) u(x) pour tout x

Proposition 1  (Principe de maximum au sens large). Soit w une fonction souspluri-
harmonique dans un ouvert D de C" et soit  J  (©_- D) un domaine quelconque. A lors, w(x°)
._<sup{w(x) xE d 4}  pour tout x°E,J.

En effet, on peut prendre la constante supfw(x) I xEdill comme fonction u à  la
condition 2° ci-dessus.

On peut verifier facilement la

Proposition 2 (Invariance par rapport à  l'application biholomorphe). Soient D„ D,
deux  ouverts de Cn et soit f  une application biholom orPhe de D, sur D 2 . A lors, pour
qu'une fonction réelle w soit souspluriharmonique dans D 2 , il faut et il suf f it que la fonc-
tion composé wo f soit sousPluriharmonique dans D,.

La proposition suivante montre que la propriété qu'une fonction est sousplurihar-
monique est une propriété locale.

Proposition 3. Soit w  une fonction réelle déf inie dans un ouvert D de  C .  P o u r
que w soit souspluriharmonique dans D, il faut et il suffit que w satisfasse aux conditions

suivantes:
10 w  est semicontinue supérieurement.
2 °  L a hy persphère f erm ée dans C n ay ant pour centre a et pour ray on r (<0)

sera désigné par 1 -1,(a). A lors, pour tout point aED, il ex iste une hy persphère 11, 0 (a)
contenue dans D, de façon que

(2) w ( a ) s u p { q ) ( x )  I x Ed1 -1,(a)}  si 0 < r r 0

30 Soit u une fonction pluriharmonique quelconque dans un voisinage de 11, 0 (a) à la
condition 2° ci-dessus. A lors la form ule (1) subsiste si l'on prend w ±u à la place de (p.

En effet, la nécessité des conditions étant évidente, nous allons montrer qu'une

2 )  Dans les conditions ci-dessus, si l'on rem place u  par une fonction plurisurharmonique dans un
voisinage de  zL y  e s t  a p p e lé  f onction '(n -1 ) -p lu risu b h arm o n ic ' d an s  D .  (V oir Hunt-Murray
[5 ], Definition 2.3 e t  Lemma 2.7.) Il est év id en t q u e  une fonction réelle ço dans un ouv ert D
(c C n )  est souspluriharm onique s 'i l  e s t  '(n -1 ) -p lu risu b h arm o n ic ' dans D .  L e Lemma 4.4 de
Slodkowski [8] montre que l'inv erse est aussi v raie.
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fonction réelle yo satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 3° ci-dessus est souspluriharmonique
dans D.

Supposons, pour reduire l'absurde, que so(x)>u(x) p o u r  u n  p o in t x e ,d , tandis que
yo(x) u(x ) pour tou t xEad, où J  ( D) est u n  d o m ain e  e t u  e s t u n e  fo n c tio n  pluri-
harm onique dans un voisinage overt V (cD ) de J. C onsidérons la  fonction  0=w—u
d a n s  V ,  q u i a u s s i  s a t is f a i t  a u x  c o n d it io n s  1 °, 2 °, 3 ° ci-dessus. P o s o n s  M =
sup{0(x)1 xEJ}. A lors M est positif e t (p(x)S0 pour tou t x G a l  Donc, l'ensenble

E ={ x e 4  I 0 (x)=M }

est un ensemble compact contenu dans 4 .  Soit R=sup{d(0, x) I x eEl, o ù  d(0, x) est
la distance euclidienne de x à  l'o rig ine  O . P renons un  poin t a  de  E  satisfaisant à  R =
d(0, a). En faisant une transform ation unitaire  de coordonnées de  C's, on peut sup-
poser que 0, ••• , 0). Alors l'ensemble E  est con tenu  dans la  partie  u ,<R  sauf
a ,  o ù  u ,  e s t la  p a r tie  ré e lle  d e  x i . S o i t  r o un nombre positif suffisamment petit tel
q u e  1-1, 0 (a) z i e t que  11 r 0 ( a )  satisfait à  la  cond ition  2° pour 0 .  Soit M ' la borne
supérieure de 0(x) pour x E ali r o (a)n{ u }. O n  a  a lo rs  P o s o n s  (pi (x)=
0(x)-Es(u i —R), o ù  s  est un  nom bre  positif . S i l'on  p rend  s suffisamment petit, on a

sup{01(x) x E d il r o (a)} <M .

Puisque 0 1(a)=M , c'est contradictoire à  la condition 3° ci-dessus. C. Q. F. D.

Une somme de deux fonctions souspluriharmoniques n'est pas nécessairement souspluri-
harmonique. (V oir l'E xem ple  1 c i-dessous.) D 'au tre  part, on  peu t verifier facilement
les propriétés suivantes qui sont pareilles  c e lle s  d e s  fo n c tio n s  sousharmoniques.

Proposition 4 .  Soit D un ouvert de Cn.
1) Si w  et u sont des fonctions dans D souspluriharmonique et pluriharmonique re-

spectivement, et si c est une constante Positive, w--1--zt et cw sont souspluriharmoniques
dans D.

2) S i W1, W2 sont des fonctions souspluriharmoniques dans D, max (çoi, (p2 ) l'est aussi.
De plus, si { w21,1E A I est une fam ille de fonctions souspluriharm oniques dans D et si
ço,---- sup{ço,z12GA } est semicontinue supérieurement dans D, w est aussi souspluriharmonique
dans D.

3 )  Etant donnée une suite iw ,,}  de fonctions souspluriharm oniques dans D qui est
décroissante ou qui converge uniformément l'in térieur com plet de D , la lim ite  w  est
aussi souspluriharmonique dans D.

On a de plus

Proposition 5 .  Soit D un ouvert de l'espace de n variables complexes x ,, ••• ,  x  et
soit w  une fonction réelle deux  fois continûm ent dif férentiable par rapport aux  parties
réelles et imaginaires des variables x i  ••• , n). Pour que w  soit souspluriharm onique

n  , 92 ,„

dans D il faut et il suf f it que la form e de L ev i L (w ) ,  E    w ait  au  m o in s  u n e

valeur propre non negative en tout point de D.



640 Osamu Fujita

En effet, supposons que ça satisfasse aux conditions de la proposition. Posons ço,=
ço-K1/v)(1x,1 2 + • • ± I x 7,12 ), o ù  v est un  en tier positif quelconque. A lors la  form e de
Levi L (T )  a au m oins une valeur propre positive en tout point a de D .  Donc on peut
trouver une droite complexe L  contenant a de façon que la restriction so. I L  de  cp„ sur
L  est souharmonique dans un voisinage V d e  a. Soit 1-1, 0 (a ) u n e  hypersphère fermée
dans D  ayant pour centre a  et pour rayon r o de façon que  1 1 , 0 ( a ) ( 1 L C V .  On a alors

ç%(a)-5_-suP{w,d(x) I x E d l i r o ( a ) n L  } sup{(p.(x) I x E _aH r o (a)} .

Donc yo„ satisfait à la condition 2° de la proposition 3 . Il en est de même de la condition
3°. ço, é ta n t c o n tin u e  d a n s  D , d 'après la  P roposition 3, T i, e s t  souspluriharmonique
dans D .  Puisque la suite {T i)} (v=1, 2, •••) est décroissante et converge vers yo, d'après
la Proposition 4, 3) ça est aussi souspluriharmonique dans D.

Maintenant, supposons que ça soit souspluriharmonique dans D  et que toute valeur
propre de L(so) soit negative en  un  poin t a=-- (a l , ••• a n ) de D .  Alors, dans un voisin-
age  de  a, o n  a

(x )= -(a )+  i l:,(Tx j (a)(x) — a i)i - sp2; (a)(xi — a ;»

1 n
(siox k (a)(x j— aj)(x k — ak )+W .e,f ek (a)(x ,— ai)(x k — ak ))

i s k = i  

± ços ,2,(a)(xi —  a j)(x k —  a 0+6,0 2 ,
j . k = i ,

,N noù  tend  vers zero  avec  p =  I E  !x i — a1 12 . Par suite, en posanti=1

u(x)=Re (2 En  W x j ( a ) ( X j -  a,)+ Li Tx i x k (a ) (x i — aiXxk — ak))-
i=1 j ,k = 1

on a
ço(a)—u(a)>T(x)—u(x)

dans un vaisinage de  a  sau f a . C 'est une  con trad ic tion , ca r w (x )— u(x ) est une fonc-
tion souspluriharmonique dans un voisinage de a. C. Q. F. D.

Example 1 .  D'après la Proposition 5, ço i(x)= x — 21x2I 2 e t  T2(x)= x2I 2 - 2 .1 X11
sont souspluriharmoniques dans l'espace de deux variables com plexes x 1 ,  x2 . M ais la
somme w1(x)-1-yo2 (x)= — I x11 2 — I x212 n 'est pas ainsi.

2 . Fonctions pseudoconvexes d'ordre général

Soit D un ouvert de l'espace Cn e t so it q un entier tel que 1 q n .  Une fonction
réelle ça (qui peut prendre la valeur — 00) définie dans D  se ra  d ite  fonction pseudocon-
vexe d'ordre n—q dans D si elle satisfait aux conditions suivantes :

1° ço est semicontinue supérieurement.
2 °  P o u r to u t d o m a in e  G  dans C q  et pour toute application holom orphe f  d e  G
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dans D , la fonction composé ço. f  est souspluriharmonique dans G".
Si ço est une fonction pseudoconvexe d'ordre k (0._ k n - 1 )  d a n s  u n  o u v e r t  D

(C C ' )  e t  s i  k '  e s t  u n  e n tie r  te l q u e  (K k i_ k ,  go est aussi celle  d 'ordre  k ' dans D.
Une fonction réelle so dans un ouvert D est pseudoconvexe d'ordre n -1  si et seulement
s'il est plurisousharmonique.

O n peut verifier facilement la

Proposition 6. S oient D, et D2 deux ouverts de Cn et Cm respectivement, et soit f
une application holomorphe de D, dans D 2 .  S i W est une fonction pseudoconvexe d'ordre
m—q (1 q min(in, n)) dans D2, la fonction composé wo f est pseudoconvexe d'ordre n—q
dans D ,. En particulier, si n=nz et si f  est une application biholomorphe de D , sur D2,
W est pseudoconvexe d'ordren n—q dans D2 si et seulem ent si wo f est ainsi dans D1.

D'après la Proposition 4, on a immédiatement la

Proposition 7. Soit D un ouvert de C '  e t so it k un entier tel que 0_<.k_<n-1.
1) S i w et u sont des fonctions dans D pseudoconvexe d'ordre k  e t  pluriharmonique

respectivement, et si c est une constante positive, w +u et cw sont pseudoconvexes d'ordre
k dans D.

2) S i  Wi, W I sont des fonctions pseudoconvexes d'ordre k dans D, max(w i , w2 )  l'est
aussi. D e plus, si iW2 IAEA} est une famille de fonctions pseudoconvexes d'ordre k dans
D  et si w=sup{w 2 12E A l e s t semicontinue supérieurem ent dans D, w  est aussi Pseudo-
convexe d'ordre k dans D.

3 )  Etant donnée une suite i w,} de fonctions pseudoconvexes d'ordre k dans D qui est
décroissante ou qui converge uniformément à l'intérieur conzlet de D , la lim ite w est aussi
pseudoconvexe d'ordre k dans D.

D'après la Proposition 5, on peut preuver facilement la

Proposition 8 .  Soit D un ouvert de Cn et soit k un entier tel que 0 1?-. . n - 1 .  Pour
que une fonction réelle w deux fois continûment différentiable dans D  so it pseudoconvexe
d'ordre k dans D, il faut et il suf f it que la form e de Levi L(go) ait au m oins k+1 valeurs
propres non negatives en tout point de D.

3 .  Domaines pseudoconvexes d'ordre général" )

Soit D  un ouvert de l'espace C " des variables com plexes x l , ••• , x n , e t so it q un
e n t ie r  te l  q u e  1 < q n - 1 .  O n  d it  q u e  D est pseudoconvexe d'ordre n --q  s'il satisfait
aux conditions suivantes :

10 (T héorèm e de  la  continuité  (A ) d 'ordre  n—q.)
Soit E  le complément CL — D . S i e= (e i, ••• , en ) est un  po in t de  E  et si pour un

3) U ne f onction réelle y  qui est pseudoconv ex e d 'o rd re  n — q  dans D  est nécessairem ent ` (q -1 ) -
p lu risu b h arm o n ic ' d an s  D  au sens de H unt-M urray [5]. M ais, dans le  cas où 2 q s n ,  il est
un problèm e ouv ert si l'inv erse est v raie ou 71071.

4) Voir Tadokoro [10], p. 281, note 2) et Fujita [4], p . 403, n°9.
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nombre positif p l'ensemqle

0 <  x ,- e , I2 + xq-eq12<2, Xq+1
=

e q + 1 7  •  •  •  7  X n  
= en

ne contient aucun point de E , on peut trouver un nombre positif r  de façon qu'A tout
point (4+ 1 , ••• X11' )  dans

Xq+i — E q + ii< r , ••• , X n — En I < r

corresponds au moins un point ••• , 4) dans

I x i - e ,  2+ +  x q - e q 1 2 < p 2

tel que x'-=-- (x ,  ••• , x )e E .
2 °  La propriété 1° de E  reste invariante sous toute transformation biholomorphe

des coordonnées au voisinage d'un point quelconque de E.
Pour des raisons de convenance, on dit que tout ouvert D (C C " )  e s t  pseudoconvexe

d'ordre O. A lo rs , s i D  e s t  pseudoconvexe d'ordre k (0_ k n -1 ) et si 0_<k'_<k, D est
aussi Pseudoconvexe d'ordre k'. Un ouvert D  (CC") pseudoconvexe ordinaire est celui
d'ordre n -1 .

Il est facile à voir que l'intersection de deux ouverts de Cn qui sont pseudoconvexes
d'ordre k  est aussi pseudoconvexe d 'ordre  k. Donc, si D  et D ' sont des ouv erts de
C "  qui sont pseudoconvexes d'ordre k  e t  k '  respectivement, l'intersection D n D '  est
pseudoconvexe d'ordre min(k, k').

Si un ouvert D ( c C n )  est pseudoconvexe d'ordre n—q (1 q  n - 1 ) ,  il satisfait au
théorème de la continuité (C ) d'ordre n—q suivant" :

Soient 4/1 1 ,  J 2 , trois domaines dans C '  des formes

p l< lx 1 —a 1 12 + ••• -1-1x,—a,1 2 < 4

J2 : I a 112 + I xq —a q l2 < in  Ix ,— a jl< r ;

4 : Ix 1 —a 1 12 -1- ••: +ix q —a q 12 < 4  lx j— a ,1 < r;

où a = (a 1 , , an) est un point quelconque Cl et pi, p 2 ( 40 1 < p 2 ), r j , r; (r 'i _<ri )  sont des
nombres positifs quelconques. Alors, si J 1 U 4 2 est contenu dans D , ../1 est nécessaire-
ment contenu dans D.

Un ensemble fermé E  dans C" est dit pseudoconcave d'ordre k (OS k _<n-1) si le
complément C ' —E est pseudoconvexe d'ordre k. Une fonction réelle ça deux fois con-
tinûment différentiable dans un ouvert U  (CC') est dite fortem ent k-convexe (1 k n)
si la forme de Levi L(w) a au moins n— k + 1  valeurs propres positives en tout point
de U .  Alors, d'après Ueda ([11], Théorème 1), on a

Lem m e de U eda. Pour que un ensemble fermé E  dans C " soit pseudoconcave d'ordre
k (1 k n - 1) il f aut et il suf f it que pour tout ouv ert U  de Cn et pour toute fonction

fortem ent k-convexe dans U  la restriction w IUnE n'atteigne pas une valeur maximum.

Au n ° 4  nous aurons besoin de utilizer le théorème suivante :

5) Voir Tadokoro [10j, p. 2 8 5 , n '4 .  Pour la forme, ce théorème de la continuité (C ) est légère-
ment différent de celui de T ad ok oro . Mais on voit facilement que ils sont équivalents.
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Théorèm e de U eda. Soient D et D' des ouverts de Cm  et Cn respectivem ent. S i D
et D ' sont pseudoconvexes d'ordre in—q (1 q < m ) e t  n— r (1Sr...<n) respectivement, le
produit direct D x D ' est pseudoconvexe d'ordre mi-n—max(q, r) dans Cm+n.

E n e ffec t, nous a llons m on tre r d 'abord  que  D x C n  e s t  pseudoconvexe d'ordre
nz+n— q. En posant E=Cn— D, il su ff it d e  m o n tre r  q u e  E x C n  e s t  pseudoconcave
d 'ordre  7n-}-71 — q  dans C " + n .  Supposons, pour reduire l'absurde, que E x C n  ne soit
pas ainsi. Alors, d'après le lemme ci-dessus, il existe un ouvert U  et une fonction cie,

fortement (m+n—q)-convexe dans U  de  façon  que  la  restric tion  0=çolUn(ExCn)
atteigne une valeur maximum. Soit (p(x°, y°) la valeur maximum de ç1 oùx° EE, y° C'1

e t (x°, y°) U .  cp  étant fortement (m+n—q)-convexe il exista une variété linéaire com-
plexe L  de dimension q+1 passant par (x°, y°) de façon que la restriction q;i1U n L  soit
plurisousharmonique dans un voisinage de (x°, y°). 0 (x°, y°) étant la valeur maximum
de i l  f a u t  q u e  L  soit transversal à { x°} x C n .  C'est impossible si q = m .  Dans le cas
où 1 q m -1  on peut trouver une variété linéaire complexe If de dimension ni con-
ten an t L  qui est transversal à  fx°1 X C n .  S o it r : la projection canonique.
Puisque r  est une application biholomorphe et que r(Illn(ExCn))=E, Itin(ExCn) est
pseudoconcave d'ordre m—q dans M . D 'autre part, L étant contenu dans M , la restric-
tio n  q)1U n ilf est fortem ent (m—q)-convexe dans un voisinage de (x ° , y ° ). C'est con-
tradictoire avec le lemme de Ueda, car w(x°, y°) est la valeur maximum de w I (UnAl)n
(Ain(ExCn)). Donc DxCn est pseudoconvexe d'ordre m+ n—q.

Puisque D x D' -, ---. (D x C n ) n ( c  D'), et que D XC n et C ' X D ' sont pseudoconvexes
d 'o rd re  m +n — q e t  in 4- -  71. r  respectivement, D x D ' e s t  pseudoconvexe d'ordre
min (m+ n—q, m+n—r)=m+n—max(q, r).  C. Q. F. D.

4 .  Rayons de Hartogs

S o it D  un  ouvert de  l'e space  C n  des variables complexes x t , •• , xn ,  soit x°.=
, x g )  un point de D , et soit

••• , Ix n - 411< rn

un polycylindre dans C n .  Nous dénoterons la borne supérieure de 7-7, pour tout C r,...,„
(C D ) par R(x°) et l'appellerons rayon de Hartogs de D (au point x°) par rapport xn.
Alors, R (x ) est une fonction réelle positif (qui peut prendre la valeur 00) semi continue
inférieurement dans D.

En généralisant le résulta d'Oka6 ) , on a

Théorème 1. Soit D un ouvert de l'espace Cn des variables complexes x t , ••• , x„ et
soit R(x) le rayon de Hartogs de D par rapport à  x„. A lo rs , s i D  e s t  pseudoconvexe
d'ordren n—q (1 q n), —log R(x) est une fonction pseudoconvexe d'ordre n—q dans D.

E n  e f fe t , s i D  n 'e s t p a s  b o rn é , o n  p e u t tro u v e r  u n e  su ite  d e s  o u v e rts  D i ) }
(v=1, 2, ••.) croissante et tendante vers D , où chanque D (c C n ) est borné et pseudo-

6 ) V o ir  [7 ] ,  p . 79-81 e t  p .  184-186.
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convexe d'ordre n — q . Soient R ( x )  le s  rayons de  H artogs de  Di,  par rapport  à  xn.
Alors { —log R„(x)} (v=1, 2 , •••) est une suite  décroissante  tendante  vers — log R(x).
D'après la Proposition 7, 3), il suffit de montrer que chaque — log/M x) est pseudocon-
vexe d 'ordre n—q.

P our sim plifie r l'éc ritu re , nous m on tre rons que  — log  R (x )  est pseudoconvexe
d 'ordre  n— q, en supposant que D  so it b o rn é . S o it G  un dom aine dans l'espace Cq et
soit f  une application holomorphe de G  dans D .  Posons ço(t)=— log R (f(t)) pour tE  G.
Il suffit de m ontrer que yo(t) est souspluriharmonique dans G.

ço(t) satisfait à  la condition 1° de la  P roposition  3  au  n° 1 . Q uand  à  la condition
2° de la proposition, soit t° un point quelconque de G  e t  s o it  11,-0(t°) (cG) une hyper-
sphère ferm ée ayant pour centre t° est pour rayon r o . N ous a llons m ontrer que

(1) w(0).5supigo(t) t aii-,(0)}

p o u r  to u t  r  te l  q u e  0 < r r 0.
Soit Q (cG) une hypersphere ouvert ayant pour centre t° et pour rayon r i (ro<ri).

A lors, d 'après le  Théorèm e de U eda au n° 3 , le  produit direct :Ô =Q  X  D  est pseudo-
convexe d'ordre n (=q+n— m ax  (1, q)) dans ( ]q + " •  E n  d é s ig n a n t p a r  P(t, A-) le rayon
de H artogs de f i  (au point ( t ,  x ) )  par rapport à  x , o n  a  R (f ( t) )=(t, f ( t) )  pour tout

Faisons au domaine QxCn la transformation biholomorphe

(2) ti=--ti (i=1, ••• , q), X j =x i — (j=1, ••• , n)

e t d é s ig n o n s  le s  im a g e s  d e  b  e t  ( t, x )  p a r  A, e t  (t, X ) respectivem ent. (2) est la
transformation conposée de deux transformations (3), (4) suivantes :

(3) ti =t i  (i=1, 9), X)==xi — f ,(t) (j=1, n -1 ) , x n =x n ,

(4) t i =t i  ( i= 1 , ,q), X J =X ;  (j=1, •-• , n-1), X n=xn— fn(t).

Puisque x „  e s t  in v a r ia n t  p a r  (3) e t que  (4) est une translation du plan x„ quand on
regards t  comme déterminé, on a  P,(t, X)=P(t, x) p ou r to u t (t, x ) E b . D o n c ,  R(f(t))
=P(t, f (t))=P * (t, 0), et on a yo(t)=— log R(f(t))= — log r?*(t, 0), 0 étant l'origine de C".

Supposons, pour reduire l'absurde, que

ço(t°)>sup{w(t) tE a ll,(0 )}

p o u r u n  n o m b re  p o sitif  r ( r o ). A lo rs , e n  p re n a n t u n  n o m b re  p o s itif  p  te l que
PO°, 0 )< p < in f lP * (t, 0) I tGal-f r (t°)}, on a

(5) {(t, X) I teaHr(0), X1= ••• =Xn.-1=0, I X.15_-p}Cb*

et

(6) {(0, X) I X1= ••• =X.-1=0, 1/Y1 plçtb * .

D 'autre part, on a

(7) 1(t, 0)1 t hrr(t°)Icb*.
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D 'après (5) et (7), on peut trouver un nom bre positif 6 suffisam ent petit de façon que
la somme de deux domaines suivantes

41: (r - - 6)2 ‹  Iti — t71 2 + ••• lt ,-4 1 2 <(r+6 ) 2 , X11 < , , 1Xn1<p--1-6,

I tl - t71 2 1-  ' • •  + —11 2 <(r+s ) 2 , X 1 1 <s, •••  , IX .1 <6 ,

so it co n ten u e  d an s  ri* . b",, étant pseudoconvexe d'ordre n  dans Cq+n, il satisfait au
théorèm e de la continuité (C ) d 'o rd re  n  dans C q+". (V o ir  le  n °  3 .)  D o n c , le  domain

It1--t71 2 + ••• Itg -4 1 2 <(r-i-s) 2 , I XII <6, '•• I Xn-i I <6 , I Xn I <p-1-€

est nécessairement contenu dans /3 * . C 'e st co n trad ic to ire  av ec  (6 ). D on c , l'in ég a lité
(1) est démontré.

Quand à  la condition 3° de la Proposition 3, soit u(t) une fonction pluriharmonique
d a n s  u n  v o is in a g e  U  (c S 2 )  d e  H r o (t°) ci-dessus. Prenons une hypersphère ouvert D '
te l que  l i r 0 ( t ° ) c f 2 'c U .  A lors D',,,=1(t, ,Y)G.b *  I tES2'} est aussi pseudoconvexe d'ordre
n. E n  d é s ig n a n t  p a r  P:,(t, X )  le  r a y o n  d e  H a r to g s  d e  D ' par rapport  à  X n ,  on a

0 )= i iiI * (t, 0) pour tout On peut trouver une fonction holom orphe g(t) dans
dont la partie réelle est —  u(t). F aisons au  dom aine  Q 'x C n  la transformation bi-

holomorphe

t i =t i  (1=1, • •• , q), r i =X i  ( j=1 , •••  , n -1 ) , Y .=X ne
g o )

et désignons les images de /34, et (t, X ) par b  e t  (t, Y ) respectivem ent. Soit P4',(t, Y)
le  reyon de H artogs de A4, o n  a  a lo rs  f4(t, 0)= (t, 0)e - 4 (̀ )  p o u r  to u t  t E D '.  Il suit
de là que —log I4(t, 0)= — log P K(t, 0)-F-u(t)=w(t)-Fu(t) dans D '.  Puisque I% est pseudo-
convexe d 'o rdre  n , d 'après ce  que nous avons vu  c i-dessus, la  form ule  (1) est aussi
valable pour (p± u .  Donc, d'après la Proposition 3, ço est souspluriharmonique dans G.

C. Q. F. D.

Corollaire. S o it D  un  ouv ert de  C n et soit d(x ) la distance euclidienne d'un point
x E D  la f rontière de D .  S i  D  e s t  pseudoconvexe d 'ordre  n— q, —log d (x )  est une
fonction pseudoconvexe d'ordre n— q dans D".

En effet, on peut supposer que D # C n .  Alors on sait que — log d(x ) est une fonc-
tion réelle continue dans D .  S o it T  u n e  tran sfo rm a tio n  u n ita ire  d e  C n  e t so it X =
(X1, X n )  l'im a g e  d e  x = (x l , ,  x . )  p a r  T .  D ésignons par R T (T (x )) le rayon de
H artogs de T (D) (au point T (x ))  par rappon à  X n . P uisque  la  bo rne  in fé rieu re  de
R T (T (x )) pour toute transform ation unitaire  T  de  C n e s t  d (x ) , —log d(x ) est la borne
supérieure de toutes — log R T (T ( x ) ) .  Donc, d'après le théorème ci-dessus et la Proposi-
tion 7, 2) au n °  2 , —log d(x ) est une fonction pseudoconvexe d'ordre n— q dans D.

C. Q. F. D.
7 )  D ans les notations de ce corollaire, S lodkow sk i [8 ] dit que D est ' (q-1)-pseudoconv ex ' si

—log d (x )  est une fonction '(q - 1) - plurisubharmonic' dans D au sens de Hunt-M urray. D'après
le corollaire ci-dessus et la note 3 )  au n°2, D est ' (q-1)-Pseudoconv ex ' s'il est pseudoconv ex e
d 'o rd re  n — q . De plus, d'après le Théorème 4.3 de Slodkowski [8] et le Théorème 2  au n° 6
du présent mémoire, on vera que D est ' (q-1)-pseuctocnv ex ' s i  e t  s e u le m e n t  s 'i l  e s t  pseudo-
conv ex e d 'ordre n— q.
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5 .  Théorème de la continuité (D) d'ordre général

Soit D  un ouvert de C n  e t so it q  un entier tel que  1 q  n .  D é s ig n o n s  p a r  H  la
h y p e rsp h è re  ferm ée dans Cg ayant pour centre l'origine et pour rayon 1. Une applica-
tion  f  de  H  dans D  est appelée holomorphe s i  f  est une restric tion  d 'une application
holom orphe d'un voisinage ouvert de H  dans D .  N ous dirons D satisfait au théorème
de la continuité (D) d'ordre n— q  s i, p o u r  to u te  su ite  {F„} (2)=1, 2, •••) d'applications

holomorphes de H  dans D  te lle  que  U Fi,(aH) D , o n  a  to u jo u rs  U  F ( H ) D 8 .
1, =1 v =1

Proposition 9. Un ouvert D de C" est pseudoconvexe d'ordre n— q (1q____n) si D
satisfait au théorème de la continuité (D) d'ordre n— q.

En effet, on peut supposer que - 1 . Soit u n  p o i n t  d e  E =C — D .  S u p -
posons, pour re d u ire  l'absurde, que un systèm e de coordonnées locales z 1 , ••• , z „ dans
un voisinage U  de n e  s a t is fa s s e  p a s  à  la condition 1 °  a u  n °  3 .  Alors, en supposant
q u e  e  corresponde au  (z 1 , • • •  , z )= (0 , • • •  , 0 ) , on peut trouver un nom bre positif p  et
n— q suites de nombres complexes {z5 ')}  (v= 1 , 2 , •••) (q+1_<  j_< n )  tendan t vers zero
tels que

(0<lz 1 l2 + ••• -1-1z,1 2 5 p 2 , z g + i = • • =z 0)CUnD ,
et que

(1z112+ ••• z i=z 5') (q+14 . 70)cUnD.

E n  p o sa n t F„(t)=(pt i , , pt,, ••• , z;„') ), { F } ( v = 1 ,  2 ,  • • • )  est une su ite  d 'applica-

tions ho lom orphes de  H  d a n s  D  t e l le  q u e  U F„(al-/)----D. M a is  U  F ( H ) D ,  car.=i
(z 1 , ••• , • • •  ,  0 ) 0 D .  C'est contradictoire avec l'hypothèse. D onc, D  e s t pseudo-
convexe d'ordre n—q. C. Q. F. D.

De plus, on a

Proposition 1 0 .  Un ouv ert D  de Cn satisf ait au théorèm e de la continuité (D )
d'ordre n— q (1 q n), s'il ex iste une fonction pseudoconvexe ço d'ordre n— q dans D
telle que

D c=f x eD  I w (x )<cM D
pour tout nombre réel c.

En effet, étant donnée une suite {F } (,)= 1 , 2 , • • - )  d'applications holomorphes de H

d a n s  D  te lle  q u e  U F„(aH)c- -- -_-D , o n  p e u t tro u v e r  u n  n o m b re  ré e l co  d e  fa ç o n  q u e1
Fp(aH)CD, o . c p  é tan t pseudoconvexe d 'o rdre  n— q dans D , pour chaque F  la  fonc-v=1

lion composé yo.F„ est sousp luriharm onique  dans un voisinage de H . A lors, d 'après la

Proposition 1  au  n °  1 ,  il fau t que  F„(H)CD,,, pour tou t v. D onc U  F,(H)cD c x D .
C. Q. F. D.

8 )  Dans le cas où q=1, voir Docquier-Grauert [3 1, p. 105, Definition 12.
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6 .  Caractérisation des domaines pseudoconvexes d'ordre général

Maintenant, nous pouvons caractériser des domaines pseudoconvexes d'ordre géneral
de la façon suivante.

Théorème 2 .  Etant donnés un ouvert D de Cn et un entier q  te l que  1 q n , les
conditions suivantes sont équivalentes:

1) D est pseudoconvexe d'ordre n—q.
2) d(x) étant la distance euclidienne de x (ED ) ii la f rontière aD, — log d(x) est une

fonction pseudoconvexe d'ordre n—q dans D.
3) Il existe une fonction pseudoconvexe w d'ordre n—q dans D, telle que

De ={xED  I w (x)<c} D

Pour tout nombre réel c.
4) D satisfait au théorèm e de la continuité (D) d'ordre n—q.

E n effe t, on  a  1) 2), d'après le Corollaire du Théorèm e 1 a u  n ° 4 . O n  a  2 )(3 ).
car

ço(x)=-- -max (— log d(x), I x,1 2 + f xn.1 2 )

satisfait à  la  condi3ion 3). Les Propositions 10 e t  9 a u  n° 5 montrent respectivement
que 3) 4) e t que  4) 1). C. Q. F. D.

7. Examples

Exemple 2. Soit (cCn) un ensemble analytique dans C ", dont toute composante
irréd u c tib le  e st au  m o in s d e  d im en sion  k (0 k n - 1 ) .  Alors, d'après W eierstrass,
D = C "— E  e s t pseudoconvexe d 'o rdre  k.

Exemple 3. S o it  D  u n  o u v e r t  d e  l 'e sp a c e  d e  n variables complexes x1, •• • , xn.
D'après la Proposition 8 a u  n° 2, une fonction fortement q-convexe dans D  e s t pseudo-
convexe d'ordre n—q si

U n  o u v e r t  D  (C C " )  e s t  d i t  g-convexe s 'il exist un ensemble compact K  (c D ) et
une fonction fortem ent q-convexe (pi d a n s  D— K ,  t e ls  q u e  IxE(D— K) I w(x)<c} D
pour tout nom bre réel c. ( D  e s t  d it  g-complet si l'on  peut prendre  l'ensem ble  v ide  0
comme K  ci-dessus.)

D a n s  le  c a s  o ù  D  e s t q-convexe (1 n-1), étant donné un point quelconque
de la frontière ai), o n  p e u t tro u v e r  u n e  hypersahère o u v e r t U  a y a n t  E pour centre
te lle  q u e  unK-----0. S o it  d (x ) la distance euclidienne de A; EU  à  la  frontière au et
posons 0(x)=max (w(x), log d (x )) pour x n D n U  .  A lors, 0(x) satisfait à  la condition
3) d u  T h éo rèm e  2  p o u r  D n U .  Donc D n U  e s t pseudoconvexe d 'o rd re  n—q et il en
ast de  m êm e de  D .  C'est-à-dire que un ouvert D (C C ") est pseudoconvexe d'ordre n—q
s'il est q-convexe (1 q  n -1 ).  (T o u t o u v e r t D de  Cn e s t  pseudoconvexe d'ordre 0, par
définition.)
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Exemple 4 .  Dans l'espace C 2 " de 2n (n 2) variables complexes x„ • • , A:22 con-
sidérons l'ensemble analytique

{ x1 =  •  . •  =  Xn, =-0}U{ Xn +i
=

 • . •  =  x2n, =0} .

Chaque composante de X  étant de dimension n , D =C "— E  est pseudoconvexe d'ordre n.
Soit O  le  fa isceau  d es g e rm es d e  fo nc tion s h o lo m o rp has su r D .  A lors , o n  a

dim 11 2 " - 2 (D, 0 )= 0 0 . (V oir Sorani-V illan i [9] p . 445-446) D onc, d 'après A ndreotti
G rauert [1], D  n'est pas (2 n -2 ) -convexe. Puisque  n 2 , on a 2n —2>_ n, et il suit que
D n 'est pas n-convexe. C 'est-à-dire  que D  est pseudoconvexe d'ordre n (=2n—  n) sans
être n-convexe.

Example 5 .  Soit D  un ouvert de C  et soit ço une fonction réelle continue dans
D .  D iederich -F ornaess [2 ] d it que  ço  est 'q-convex w ith  corners' si pour tout point
x 'E D  on peut trouver un voisinge ouvert U d e  x °  e t u n  n o m b re  f in i d e  fo n c tio n s
fortement q-convexes ço, ••• , (pi dans U  telles que ço1U-=sup{ ço i I 1 } .  I l s  d i s e n t  q u e
un ouvert D (c C " )  est q-convex w ith corners' s'il existe une fonction réelle continue ço
dans D et un ensemble compact K  (c D ) te ls que ço soit `q-convexe with corners' dans
D—K et que IxE D I ço(x)<c}c_D pour tout nom bre réel c. ( D  e s t  d i t  `q-complete with
corners' si l'on  peut prendre  0  com m e K.)

D 'après la  P roposition 7, 2) au n° 2 , une fonction réelle dans un ouvert de C " est
pseudoconvexe d'ordre n—q s'il est 'q-convex w ith corners' (1 q_<n ). Donc, on voit que
u n  o u v e rt D  (C C ")  e s t psudoconvexe d 'o rdre  n— q s 'i l  e s t  'q-convex w ith  corners'

_< n-1).
Diederich-Fornaess [2] a m ontré que un ouvert D (c C " ) est 4-convexe (ou 4-complet)

s 'i l  e s t  'q-convex (ou q-complet) w ith corners', où 4=n— [n /g ] + 1 , En/q] étant le plus
grand entier plus petit que ou égal à  n / q . O n voit facilem ent que l'ouvert D  (C C " )
au Exemple 4 est 'n-complete with corners '. D onc , d 'ap rès [2 ], il e st 2n—  [2n /n ]+ 1
= 2n-1  com plet.

K. Matsumoto a  indiqué que un ouvert D (c C " )  qui est pseudoconvexe d'ordre n—q
est 'q-com plete w ith corners' ou q-complet si la frontière a D est respectivement `pieceweise
sm ooth' ou 'smooth'. (Précisément voir [6 ]. )

UNIVERSITÉ FÉMININE DE NARA

Bibliographie

[ 1 J  A . A ndreotti e t H . G rauert, Théorèm es de finitude pour la  cohom ologie des espaces com -
plexes, Bull. Soc. M ath. France, 90 (1962), 193-259.

2 ] K . D iederich and J. E . Fornaess, Sm oothing q-convex functions and  v an ish ing  theorems,
Invent. Math., 82 (1985), 291-305.

[3  1 F . D o c q ie r  u n d  H . G ra u e r t , L e v is c h e s  P roblem  und  R ungescher S a tz  far Teilgebiete
Steinscher Mannigfaltigkeiten, Math. A nn., 140 (1960), 94-123.

[ 4 ] 0 .  F u j i t a ,  sur les fam illes d 'ensem bles ana ly tiques, J. M ath. Soc. Japan, 16 (1964), 379-405.
5 1 L . R .  H u n t  a n d  J . J .  M u r r a y ,  q-Plurisubharmonic functions a n d  a  generalized  Dirichlet

problem, M ich igan  M ath . J ., 25 (1978), 299-316.



Domaines pseudoconvexes d'ordre général 649

6 11 K . M a tsu m o to , Pseudoconvex dom ains o f  gene ra l o rde r in  S te in  m anifo lds, M em . Fac. Sci.
K yushu U n iv . Ser. A , 43 (1989), 67-76.

[ 7 ] K . O k a , S u r le s  fo n c tio n s  an a ly tiq u es  d e  p lu sieu rs  v a riab le s , Iwanami Shoten, Tokyo, 1961.
[ 8 ] Z .  Slodkowski, L o c a l m a x im u m  p ro p e r ty  a n d  q-plurisubharmonic fu n c tio n s  i n  uniform

a lg e b ra s , J . M a th . A nal. A ppt., 115 (1986), 105-130.
[ 9 1 G .  Sorani a n d  V . Villani, q-Complete sp a c e s  a n d  cohomology, T ra n s . A m e r . M ath. Soc.,

125 (1966), 432-448.
110] M . Tadokoro, S u r  les ensem bles pseudoconcaves généraux, J . M a th . S o c . Japan, 17 (1965),

281-290.
L111 T .  U e d a ,  Pseudoconcave s e ts  o f  g en e ra l o rd e r a n d  e sse n tia l s in g u la r it ie s  o f  ana ly tic  sets,

(A paraître).


