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Estimation de la densité d’une diffusion trés dégénérée
Etude d’un exemple

Par

Patrick FLORCHINGER et Rémi LEANDRE

Introduction

Cet article est motivé par I'étude des formes sur I'espace des lacets menée
dans [12] en se basant sur les travaux concernant la cohomologie cyclique entiére
développés dans [6]. Rappelons tout d’abord les principaux résultats obtenus
dans [12]. Si ) (@},...,®) désigne une collection de formes sur une variété

n

compacte M, la forme correspondante sur I'espace des lacets, de degré infini en
général, obtenue au moyen d’intégrales itérées de Chen est dans tous les espaces

- 2 llof |l X e

L? pourvu que la série Y [] — 1% 2" posséde un rayon de convergence infini
n =1 n

(ici, ||I|l;,, désigne une norme C'). Toutefois, pour prouver ce théoréme, il est

nécessaire de supposer que le couple formé du brownien et de son transport
parallele est une diffusion satisfaisant la condition de Hormander. D’autre part,
par utilisation du calcul de Malliavin (c.f. [9], [22], [13], [14], [23], [10], [24],
[27], [28], [30] par exemple pour un exposé sur ce sujet), on montre que si
pour tout entier K, la série ) [] M"—"B

n-

n i=1

z" possede un rayon de convergence

infini (J|||¢,, désignant une norme CX) alors, la forme correspondante sur I'espace
des lacets est dans tous les espaces LP. Ces résultats suffisent 4 montrer que
les formes cohérentes et le caractére de Chern équivariant sur I'espace des lacets
défini par Bismut [5] est dans tous les espaces L?. Remarquons que cela reste
malgré tout insuffisant du point de vue du calcul stochastique. On est donc
amené A étudier une classe de diffusions trés dégénérées, issue d’un exemple de
Kusuoka-Stroock [15] ou l'examen des fluctuations polynomiales de la diffusion
(c.f. [18]) n’apporte aucun résultat sur la densité de celles-ci. Toutefois, on procéde
dans cet article a une étude qui ne coincide pas exactement avec le cadre du
probléme originellement posé.

Dans la premiére partie de cet article, on considére le générateur A défini
02 02 0
sur R? par — — + f(x)— et, on suppose que la fonction est ex-
par = +4g(x) 37 Sfx) 3 ppose q g

ponentiellement plate en x = 0 (on peut consulter [16], [2-3] pour des exemples
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polynomiaux). Dans ce cas, la diffusion associée ne vérifie pas la condition de
Hoérmander mais on prouve, si la fonction g n’est pas trop plate, qu’elle posséde
une densité de classe C* par rapport a la mesure de Lebesgue. On exhibe ainsi
un exemple d’opérateur non hypoelliptique dont le semi-groupe associé posséde
une densité de classe C®. Aprés avoir calculé, sous des hypothéses globales sur
les fonctions f et g, une estimation uniforme de la densité de ce semi-groupe,
on montre que celle-ci est bornée par une fonction du temps ayant une explosion
exponentielle lorsque t tend vers 0. Pour cela, on procéde & un calcul direct
en utilisant la forme spéciale du générateur et on obtient des estimations en
temps long, dans ce cas, par utilisation du calcul de Malliavin (en supposant
que les fonctions f et g sont de classe C* et en imposant seulement des hypo-
théses locales) on obtient aussi des estimations en temps court. D’autre part,
lorsqu’on posséde des bornes globales en espace et en temps, on donne dans le
cas auto-adjoint ou la fonction f est nulle, les inégalités de Sobolev logarithmiques
afférentes.

Dans la seconde partie de cet article, on étudie le comportement sur la
diagonale du noyau de la chaleur. En supposant le drift minoré par une puis-
sance de |x| au voisinage de l'origine, on montre l'inégalité suivante

C
P(0,0),(0,0)) < exp<_ﬁ>

pour tout y < 1 et ceci, bien que la majoration uniforme du noyau de la chaleur
A C . ,
puisse €tre en exp <F> avec y, grand. Dans ce travail, on rencontre des phé-

nomeénes analogues a ceux observés dans [2-3] bien que notre étude s’apparente
plutot aux exemples traités dans ces articles et qu’elle n’entre pas dans la catégorie
des problémes traités par la théorie des grandes déviations [26]. D’autre part,

. , e s 1 L
en considérant un opérateur différentiel de la forme X, +§ Y X? vérifiant la
i=1

condition de Hormander on montre dans [19] que le volume des boules hypo-
elliptiques est en général indépendant de I'estimation de la densité du semi-groupe
bien que l'estimation du volume des boules de Nagel-Stein-Wainger (c.f. [11])
soit vérifiee. De plus, dans le cas ou le drift X, est nul, d’aprés [11], on a
pour tout ¢t <1,
c

! €X
vol B,(\/) P

d*(x, y)] C, [ d*(x, y)]
- <plx,y)<—2r _ Bl ik 0.1
[ Cit <ploy) = vol B,(\/1) P C,t ©h

. . . . o . 1g
ou d(x, y) désigne la distance sous-riemanienne associée a l’opérateur > > X?
i=1

vérifiant 'hypothése de Hormander. Le probléme étudié dans [19] concerne le
membre de gauche de l'inégalité (0.1). Dans cet article, on montre pour les
exemples concidérés auparavant que la quantité p,((0, 0), (0, 0)) ne vérifie pas
I’estimation de droite de I'inégalité (0.1) bien que I'opérateur différentiel 4 soit
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1 n
de la forme - Z X?. Ces deux résultats impliquent donc que les constantes C,,

G, Ci, G, ﬁgurant dans T'inégalité (0.1) ne sont pas universelles ce qui repond
a un des problémes posés dans [12].

Dans la troisiéme partie de cet article, on montre que les estimations de
Varadhan sont vérifiées pour une grande classe de points soit en utillisant le
calcul de Malliavin et la théorie des grandes déviations comme dans [18] ou
[20] soit en utilisant, sans faire d’hypothéses de différentiabilité sur les fonctions
f et g, la formule explicite donnant la densité du semi-groupe et en appliquant
la théorie des grandes déviations de [26] comme dans [2-3]. Remarquons que
les domaines de validit¢é de ces deux méthodes ne sont pas identiques et que
dans le second cas, il n’est pas nécessaire de supposer p,((0, 0), (0, 0)) fini ce qui
nous permet de considérer des fonctions g trés plates en 0. Le dernier cas traité
n’entrant pas dans le champ d’application de la méthode développée par Davies
[7], nous en donnons deux versions stochastiques toutes deux basées sur des
formules de Feynmann-Kac et de Girsanov, ce qui permet de comparer le semi-
groupe associ¢ a I'opérateur différentiel A soumis a une transformation de jauge
au semi-groupe originel (c.f. [21]). La premiére de ces versions pour laquelle il
n’est pas nécessaire de supposer que l'opérateur différentiel A est auto-adjoint
est purement locale et utilise le calcul de Malliavin. La seconde version est
globale et plus proche des calculs menés en analyse (cf. [7]) car on suppose
que l'opérateur différentiel est auto-adjoint et on utilise la formule de Kolmogorov.
D’autre part, en faisant abstraction du calcul de Malliavin, il n’est pas utile
d’'imposer des hypothéses de régularité sur les coefficients. De plus, il est 4 noter
que cette méthode ne donne pratiquement aucune information sur le comporte-
ment en temps petit du semi-groupe considéré si la borne uniforme de celui-ci

C
est en exp( ) pour un y > 1 alors que la théorie des grandes déviations en

donne pour toute une catégorie de points.

Nous tenons a remercier ici T. Coulhon, E. B. Davies, M. Emery,
N. Varopoulos et M. Weber pour d’utiles conversations au cours de la réalisation
de ce travail.

1. Majoration de la densité d’une diffusion trés dégénérée

Soit A T'opérateur différentiel du second ordre sur R? défini par
102 1
5557+ 39705 2+f( )

ou f et g sont des fonctions continues et bornees. De plus, on suppose que
pour tout x dans R2, on a

g(x) > Cexp [— ¢ ]
|x|*
avec a € [0, 2[.
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Soit (x,, y,) la solution issue de (x, y) de I'équation différentielle stochastique
dont le générateur infinitésimal est 'opérateur différentiel 4. C'est a dire que
le couple (x,, y,) est solution du systeme différentiel stochastique

dx, = dw}

dy, = g(w;)dw} + f(w;)dt
(1.1)
xO =X
Yo=Y
ou (w}, w?) est un brownien bidimensionnel standard.
Le but de cette section est de prouver le Théoréme suivant,

Théoréme 1.1. Si a € [0, 2[ le couple (x,, y,) solution du systéme (1.1) posséde
une densité notée p,((x, y), (x', y')) majorée uniformément pour tous couples (x,y),
’ ’ . .. 1 C
(x', y') lorsque t est strictement positif par ;exp al De plus, on montre que
y<1 si a€[0,1[ et que y tend vers linfini lorsque o tend vers 2.

Remarque 1.1. Lorsque f et g sont des fonctions de classe C®, I'opérateur
différentiel A est hypoelliptique si a € [0, 1[ et, n’est pas hypoelliptique si g(x) <

C .. .
exp[—W:I au voisinage de l'origine lorsque o est supérieur a 1 (c.f. [15]).
X

Preuve du Théoréme 1.1. Posons ¢ = \ﬂ Alors, la quantité p,((x, y), (x’, y'))
est la densité du couple (x,(¢), y,(¢)) donné par,

x,(€) = x + ew]

1

(1.2)

1
y(e)=y+ ej glx + ew!)dw? + &2 f f(x + ewl)ds
4]

0

Conditionellement a w!, y,(e) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne

1 1
y + €2 J f(x + ew!)ds et de variance &’ j g*(x + ewlyds (cf. [16], [15]).
0 o]

On obtient donc,

Pe((x, ), (x', y')

’

G

1 cxp[ x)z] 1 E 1
- 2 2 pont 1 1/2
v/ 2me ’ v/ 2me {J g3 (x + ew! + s(x' — x))ds}

0

2

1
‘y' —y—szj f(x + ew} + s(x’ — x))ds
0

x exp| — : (1.3)
2¢2 j

g3 (x + ew} + s(x’ — x))ds
(0]

pour le pont brownien allant de 0 a O.
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On en déduit donc que cette densité est majorée par

1 1

T Lpont L . 12
g2 (x + ew] + s(x' — x))ds

0

Procédons maintenant a une estimation de ce majorant.

ESTIMATION EN TEMPS GRAND. Faisons maintenant tendre ¢ vers linfini en
majorant uniformément en x et x' I'ésperance ci-dessus. Dans ce but, posons

x' —x L. . . , o
On est donc amené a estimer uniformément en X et

~ X ~/ ~
X=—¢€et X =X+
€

X' la quantité

5 = 1
Ae(x’ y) = Epont 1 12
{j g2 (x + ew! + s(x’ — x))ds}
0

1

< CEpon | = . -

exp| ——— — ]ds}
{L [ &% + wy + s(X' — %)

1

<E (1.4)

= Epont | — 1 C 1/2
ool oo ar) !
0 %+ w! +s(x' — %)

pour & supérieur a 1 car g(x) est minorée par Cexp[—| |°‘:|.
x

Distinguons maintenant les quatre cas suivants,
1) |X|>C, |®]|<C
2) | <C, |X|>C
3) |X|<C, |X|<C
4) |[X>C, |¥|>C

1
1) Premier cas: Pour tout s dans [O, Z:l on a

C
3 <(1 —9)|X| —s|X'| <|X + s(X' — X)|
De plus, la quantité X + s(X¥' — X) reste de signe constant pour tout s dans

1 . .
[0, Z]' En supposant qu’elle soit positive, on montre que

Lol eraama)e=el,
exp| — ds>C Li501ds (1.5)
o p ‘i + W; + S(i, _ i)la 0 { :>0)
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11 suffit alors de prouver que

1/4
Pponl(J‘ 1{w;>0}ds < '1) < O('I") (16)
0

lorsque # tend vers 0 pour tout entier n. On propose dans la suite une preuve
de (1.6) en utilisant le calcul de Malliavin. .
Soit h une fonction de classe C*® sur R*, inférieure a 1, égale a x" si

0<x< 2 et nulle si x < 0. On résoud alors I'équation différentielle stochastique

-

r__ 1
dx; = dw,

1
dy; = h(x,)ds sis< -
< 4

(L.7)
dy. =0 sis> 1
L ys - = 4
On obtient alors,
x; = wl
1/4 1/a (1.8)
V1= f h(wg)ds < J L5 0yds
4] 0

Par utilisation du calcul de Malliavin, on montre que le couple (x}, y;) posséde
une densité p"(x’, y') de plus en plus réguliére lorsque n croit. De plus, si y' <0,
on a p"0,y’)=0. On en déduit donc

P

1/4 n
pont<J l{w;>0)ds < ’1) < J P"(O, y/)dyl
0 o

<" (1.9)

pour n assez petit lorsque n est assez grand.

2) Deuxiéme cas: Ce cas est symétrique du premier cas par utilisation de
la réversibilitt du pont brownien.

3) Troisiéme cas: Introduisons maintenant le temps d’arrét

1
Clog O™ ,a} (1.10)

Ty = Inf{li +w! +s(X' — %) >
s
Y 1 .
ou w, est le pont brownien.
. . 1 . 1y
On estime alors la quantité Ppom<TK > Z) en suivant une idée de M. Weber

[29] (on peut aussi consulter [16] pour un exposé d’une idée semblable).
Par application d’'une formule de Girsanov, on montre qu’il suffit d’estimer

1 1
Pbm,,(TK > Z)' Pour cela, on effectue une subdivision de lintervalle [O, Z] en
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intervalles de la forme [s;, Sx+]de longueur Par utilisation de la

1
(log K)***

propriété de Markov du mouvement brownien, on obtient

Pbrow (TK ) I—[ Pbmw <

< Pbrow(lwll

~ IR PN
Wskes (log (log K)** C(log K)!/=

1
<
llog K|** ~ |log K|'*

< exp[ — C|log K|?*] (1.11)

)C(log K);

pour une constante C indépendante de |X| et |X'|. Alors, par application de la
formule de Girsanov,

1
Ppon,(TK > Z) < exp [— C|log K|¥*] (1.12)

pour une constante positive C indépendante de |X| et [X'].

C 1
D’autre part, en s = Ty on a, exp [— - — :Iz —. Introdu-
X4+ w!+sx —%)] K

. . . JURT. P
isons maintenant Ty le plus petit temps d’arrét inférieur a 3 et supérieur a Ty

C
tel que exp[— ]S—. Par application du théoréme des
|X 4+ w! + s(X' — %)|° 2K
. C . C
accroissements finis a la fonction x — exp ——— | on a,

||

, 1
Pbrow<TK - TK < F)

C
< Pbrow( sup ||Wyir, + (s + T) (X' = %)| — Iwi, + T® — X)|| = E) (1.13)

s<(1/K3)

D’autre part, (X' — X) étant borné le second membre de I'inégalité (1.13) est donc
majoré par

C
Pbrow< sup |W | = K) = Pb,°w<sup |Ws| = Cﬁ)
s<1

s<(1/K3)
< exp[—CK] (1.14)

Si a < 2, en regroupant les résultats de (1.11), (1.13) et (1.14), on a

(oo [ evarss—mr <o)
Prow exp| — s < ——
ol Jo Pl TR 1wl £ (@ — F)F 2K*

< exp [—C|log K|¥*] + exp[ — CK] (1.15)
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avec des constantes C indépendantes de X et %'. De plus, cette inégalité reste
vraie pour le pont brownien grice a une transformation de Girsanov. D’autre
part, comme « < 2, on en déduit que la quantité A,(X, §) est uniformément bornée
lorsque ¢ tend vers l'infini.

4) Quatriéme cas: Lorsque % et %' sont de méme signe, la quantité X +
s(X' — X) reste de signe constant et de module supérieur & C sur [0,1]. On
procéde alors comme dans le premier cas. Lorsque X et X' sont de signes
opposés, on peut supposer par symétrie que |X| > |X'| dans ce cas, la quantité

. o o , . . . .. C . . o o
|X% + s(X' — X)| est supérieure a (1 — s)|X| — s|%| > ry sis< 3 et X + s(X' — X) reste

de signe constant sur cet intervalle. On procéde alors de maniére analogue au
premier cas.

ESTIMATION EN TEMPS PETIT. Passons maintenant a I'estimation de la densité
en temps petit. Dans les cas 1, 2 et 4, on prouve aisément d’aprés (1.4) et (1.5)
que

A,(x, y) < exp [;jl (1.16)

Seul le troisiéme cas présente quelques difficultés. On effectue un raisonnement
similaire au précédent pour définir le temps d’arrét Ty mais ici, Ty est le plus
petit temps d’arrét supérieur & Ty tel que

. L 1
[|% + whr, + (s + T)&E — R)*— %+ wi, + Te(® — 2)|*| > z

On obtient donc,

1
Pbrow <'T’é - TK =< Kl+2/a) < exp [_CK] (117)
d’ou,
12 C 1 C|log K|:|>
P, exp| — ds < ——-exp| ——
"““'(L p[ £*I% + w! + s(% — x)|“] K p[ e
< exp [-CK] + exp [—Cllog K|**] (1.18)

1
On déduit par utilisation d’une formule de Girsanov sur l'intervalle [0, 5],

P (Je [ ¢ ]ds< ‘)
on X - - ~ = = P
P\ Jo P % + wi + s(X' — %) K¢

<exp [—-CK] + exp [—Cl|log K|**] (1.19)

Ainsi, il suffit d’estimer lorsque ¢ tend vers 0, la quantité

A(e) + A,(e) = J: KP(exp [— CK*] + exp [—C|log K¥|%*])dK  (1.20)
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La formule de Stirling nous permet de majorer la quantité A,(¢) par exp I:a_(;“]

. 2
D’autre part, écrivons —=1+n+1n' avec >0 et ' > 0.
o

On obtient ainsi,

45(e) < f K” exp [— Ce?[log K|"[log K|**" 1dK
0

exp[1/e2/m] 0
< f KPdK + f K? exp [—|log K|'*"]dK

0 exp[1/e2/n]

< Cexp I:E—ZC/—”] (1.21)

On déduit donc lorsque ¢ tend vers O,

C C
A,(x, y) <exp [m] + exp [F] (1.22)

Cela conclue la preuve du Théoréme 1.1.

Remarque 1.3. Si la fonction f est nulle, 'opérateur différentiel 4 engendre
un semi-groupe symeétrique pour la mesure dxdy. De plus, si h est une fonction
strictement positive appartenant au domaine de la forme de Dirichlet Q associée
a lopérateur différentiel A, on montrera dans I'appendice I'inégalité de Sobolev

\logarithmique suivante,

f h? log h dxdy < eQ(h, h) + F(e) [ k|13 + IIh]3 log |[hl, (1.23)
R2

1

2logs+C.

ou |k} = J h?(x, y)dxdy et F(e) = g -
R2

On en déduit doncle théoréme de comparaison suivant. Introduisons I'opérateur
différentiel L' défini par,

, 0 0 0 0 0 0 0 0
L —3;01,1(&}’)54’&“1.2(%}’)6—}}+5}'az,1(x,)’)$+a—yaz,z(&)’)a—y (1.24)

o]
0 g(x) ]

Alors, T'opérateur différentiel L' est formellement auto-adjoint, les formes de
Dirichlet Q et Q' sont telles que Q' > Q et, on en déduit que le semi-groupe

1
ou la matrice a est telle que a(x, y) 2[

. . ., . 1 C
associé posséde une densité p,((x, y), (x’, y')) majorée par ;exp [t_’] La preuve

de ce résultat est reporté dans I'appendice.
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Les hypothéses imposées aux coefficents de I'opérateur différentiel 4 dans le
Théoréme 1.1 étaient globales dans le but de faire le lien avec I'inégalité de
Sobolev logarithmique. D’autre part, nous n’avons pas supposé que les fonctions
g et h étaient de classe C® si bien qu’aucun résultat de régularité pour la densité
p(x, ), (x', y')) n’a été prouvé. De plus, si les fonctions g et h sont de classe
C*®, on montre par utilisation des calculs directs de la preuve du Théoréme 1.1
et du théoréme de dérivation sous le signe somme que la densité p,((x, y), (x’, y'))
est de classe C*.

Nous donnons maintenant une approche différente basée sur le calcul de
Malliavin en donnant une version purement locale.

Théoréme 1.2. Supposons que les fonctions f et g sont de classe C* a dérivées
1

bornées et que g(x) > exp[—W] au voisinage de lorigine pour o <2. Alors,
X

la quantité p,((0, 0), (x', y')) existe et est de classe C*. De plus,

(ay1,a2)

e (0.0, (,¥) < exp [M] (1.29)

pour tout t < 1. D’autre part, si a <1, on a y<1 et si a tend vers 2, y tend
vers linfini.

Preuve du Théoréme 1.2. Posons x = y = 0 dans la formule (1.2). Les fonc-
tions f et g étant & dérivées bornées, il suffit de montrer que la matrice de
Malliavin U(e) du couple (x,(g), y,(¢)) vérifie I'inégalité suivante pour ¢ < 1,

E((det U(e)) )<exp[ (”)] (1.25)
D’autre part la différentielle du flot associé a (1.2) étant égale a
1 0
ge(s) = s s (1.26)
e| g'ewl)dw? + &> | f'(ew!)du 1
0 0
on en déduit que
1 0
$. ' (s) = s (1.27)
J g'(ewl)d J f'(ewl)du 1

La forme quadratique de Malliavin étant alors donnée par

U(X,Y)= fl &2 <X —( Jsg (ewl)d J f'(ew? )du) >2
0 0

1
+ '[ e2g%(ew}) Y2du (1.28)

0o
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il suffit donc de montrer que

C
EB< Inf U,(X, Y)"’) < exp I:‘Lzl:‘)] (1.29)
X2+y2=1 €
1 1
Distinguons dans (1.29) les cas ou |Y| < K et ou | Y| > KB D’autre part, on a
s CK
Pt,m‘,‘,(s”2 sup J‘ g'(ewl)aw?| > C) < exp [——:' (1.30)
s<(1/K) | Jo €
On en déduit donc que
C 2
Pbmw< Inf U(X,Y)< —8>
X2+Y2=1 K
K 1/K ) 62 82 1 C82
< exp [—;] + P'"”(L Ce?2<C E) + Porow (W L g*(ewl)ds < —K—>
K ! C
<exp [——] + Pb,ow<j g*(ew})du < —1/3> (1.31)
€ 0 K

avec C < C'.
D’autre part, d’aprés la preuve du Théoréme 1.1, on a

1
waw(f g2(ewl)du < K—(f/s) <exp [—CK®] + exp [—Ce?|log K|**] (1.32)

0

Alors, en regroupant les résultats des inégalités (1.31) et (1.32), on obtient

2
Pbmw< Inf U/(X,Y)< %) <exp[—K] + exp [— CK®] + exp [ C|log K|?*]
X2+y2=1
(1.33)
De plus, en raisonnant de maniére analogue a (1.19) et (1.20), on déduit que
C
Eg((det U(e))™?) < exp [ ggﬁ’)} (1.34)

2. Pathologies sur la diagonale. Etude de deux exemples

Dans ce paragraphe, nous allons étudier deux exemples de pathologies du
comportement du noyau de la chaleur sur la diagonale. La premiére de ces
pathologies est apparentée a celles exposées dans [2-3], [8], [21] tandis que la
seconde est plus proche de celles traitée dans [19]. Dans cet article le probléme
étudié provient du fait que I'explosion du noyau de la chaleur est supérieure a
la quantit¢é donnée par le taux de décroissance du volume de la boule sous-
riemanniene lorsque son diameétre tend vers 0.

Les résultats exposés dans ce paragraphe sont énoncés sous des hypothéses
globales toutefois, remarquons que ces derniéres peuvent étre localisées.
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Théoréme 2.1. Soient f et g deux fonctions mesurables telles que

C, exp [—&:I < g(x) < C, exp [— Cz] 2.1
|x|* |x*
pour a € ]0,2[ et,
f(x) > |x|? 22)
pour B> 0. Alors, pour tout y <1, on a
C
p(0. 0), 0, 0)) < exp [—tﬂ] 2.3)

lorsque t tend vers O.

Preuve du Théoréme 2.1. En posant ¢ = \ﬂ, on obtient la majoration sui-
vante de p,((0, 0), (0, 0)),

pt((o’ 0)’ (07 0))
1
Cef | |wi|d
c 1 3 L |wg |*ds

< 2 Epon 1 C 1z XP| — 7 C
<J exp[— :Ids> f exp|:— :|ds
0 e*|wg [® ) e*|wy |*

Désignons par 7y, un réel positif et considérons les cas ou la quantité

2.4)

[}

! C
exp| — T ds est inférieure ou supérieure a ¢”'. D’autre part, 'exponen-
0 &7 Wy

tielle d’un nombre négatif étant inférieure a 1, on déduit que
C ! C
pt((os 0), (0’ 0)) < ﬁPPOM(J‘O exp [_Salwslla:l'ds > 8y’>

1
exp —Ce”"‘f st‘ll’ds]
EE [ 0]

g2 pont 1 C 1/2
(Jo oo ez
0 e*|wi|*

= A,(e) + Az(e) (2.5)

+

Estimons tout d’abord la quantité 4,(¢). Par application de la majoration ex-
ponentielle et du théoréme des croissances comparées, on a lorsque ¢ tend vers 0,

P lex ¢ ds>e" )< P sup |w!| > ¢
pont 0 p 8“|W81|a — 7 pont SS? s 8(—10g 8)’1)1/“

C
< exp [—8—2{| (2.6)

pour tout y < 1.



Diffusion trés dégénérée 127

On en déduit donc que A,(g) vérifie la conclusion du Théoréme. D’autre
part, par un raisonnement analogue au précédent, on montre qu’il existe y, >0
tel que

1
P [ 21005 < ) < 00 (-7 e
0

De plus, le Théoréme 1.1 et l'inégalité de Cauchy-Schwarz montrent qu’il existe
un réel y, tel que

C 1 1/2
A,(e) < Cexp [E] Epont [exp [— Cefm f |w} I"dsil] (2.8)
0

lorsque ¢ tend vers 0.
7 — B
2

Choisissons 7y, assez grand pour que les nombres (_—_52_4')’_1) y, et

soient supérieurs a y, et a 2y. De linégalité (2.7) on déduit donc,

' C
Ppom(\[o lwg |Pds < G(Yl_ﬁ)n) < exp [_W‘J (2.9)

De plus, comme l'exponentielle d’'un nombre négatif est inférieure a 1, on a

C
A,(e) <exp [_F] + exp l:a%] exp [—Ce¥ 2]

< exp [—%] (2.10)

Remarque 2.1. Il est & noter qu'en ne tenant compte que du terme A,(e),
on pourrait avoir des décroissances exponentielles aussi rapides qu’on le dé-
sire. Toutefois ceci est impossible pour la quantité p,((0, 0), (0, 0)) (c.f. Théoréme
3.1). Par contre, on peut montrer en raffinant I'inégalité (2.6) que p,((0, 0), (0, 0)) <

exp| — ¢
P t(—log t)*= |’

Considérons maintenant le second type de pathologie provenant du taux d’ex-
plosion de la densité. Supposons que f soit la fonction nulle et considérons la
métrique de Carnot-Carathéodory associée a 'opérateur différentiel L. Soit (h,, h;)
un élément de l'espace de Cameron-Martin muni de la norme énergie. Con-
sidérons I'équation différentielle

dx,(h) = dh!
dy,(h) = g(x,(h))dh}

(2.11)
xo=0

Yo=0
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De plus, posons d?(x, y) = Inf ||| et notons B(r) 'ensemble des couples
x1(h)=x, y1(h)=y
(x, y) tels que d(x, y) <r. Supposons par la suite que la fonction g est telle que

CI CI
C, exp [—@] <g(x) < C, exp [— lx|2“]

avec a€]0,2[. Alors, on a le Théoréme suivant,

Théoréme 2.2. Lorsque t tend vers 0, on a

lim Vol B(\/E)p,((O, 0),(0,0)) = 0 (2.12)

t=0

Preuve du Théoréme 2.2. Calculons tout d’abord un minorant de Vol B(\ﬂ).

1
La boule B(ﬁ) est 'ensemble des couples de la forme (ﬁh{,\ﬁ j g(ﬁhi)dhf)
0

avec ||, |1 + [Ihy)|2 < 5.

Considérons la famille des fonctions h telles que h,(s) = us et h,(s) = vs
avec ue[l,2] et ve[0,1]. On en déduit donc du théoréme des valeurs inter-
médiaires que la boule B(\/E) contient I’ensemble des couples de la forme

<\/—u, \ﬂvclj exp[— G :|ds> avec ue[1,2] et ve[0,1]. Clest a dire
\/;auasa

. v Ve C
aussi, I'ensemble des couples de la forme \/Eu,; exp — ds| avec ue
0

[1,2] et ve[0,1]. D’autre part, cet ensemble contient la boite [\/t, 2\ﬂ] X

1 (V1
[0, —J exp [—Ea] ds:l dont le volume est minoré par \ﬂexp [— ¢ ]
2 N \/;a

4]
On en déduit donc,

¢ < lcxp[c:l (2.13)
Vol B(/t)y "/t L/ '
Minorons maintenant la quantité p,((0, 0),(0,0)). On a

1

ZJ ( j exp[ flw |a] )"
1 C
S |

C
Zzexp [:7;&:;5:|F;ont<§gﬁ)lwdl‘< \/;y> (2.14)
D’autre part, on a

1
Ppon,<sup|ws‘|<\/iy>2Pbmw(sup|ws‘| <§\ﬂ7> (2.15)
s<1 s<1

p.((0,0),(0,0) > ——
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De plus, d’aprés [29], on déduit,
by c
Poow | sUp |w}| < 5\/2’ zexp| (2.16)
s<1

On obtient donc,

C
p.((0, 0, (0, 0)) > exp [ T m)] exp [—ﬁ] 2.17)

. s e o
En outre, si 2y<a+ozy,cestad1r651y<2 ,on a

mwmmm»aﬂJmél 2.18)

Cela termine la preuve du Théoréme.

. a , .
Remarque 2.2. Le y optimal est Ty et par conséquent, 'exposant optimal

2 . . . .
de \ﬂ est 3 . Ainsi, pour obtenir I'inégalité (2.12), il suffisait d’avoir un
—a

. C C o
encadrement de la fonction g parexp| —— |etexp| —— [aveca < f < .
|x|? |x[* 2-ua

3. Estimation de Davies et estimation de Varadhan

Le but de ce paragraphe est de donner des estimations hors diagonale du
noyau de la chaleur. Dans le but de comparer les domaines de validité des
estimations de Varadhan (c.f. [17], [20]) et des estimations de Davies (c.f. [7])
nous donnons deux analogues stochastiques de la méthode de Davies [7]. Pour
cela, on commence par effectuer une estimation de Varadhan purement locale
par utilisation du calcul de Malliavin (c.f. [17], [20]) et de la théorie des grandes
déviations (c.f. [1]).

Supposons que les fonctions f et g sont de classe C*® a dérivées de tous

ordres bornées et qu’au voisinage de l'origine on a g(x) > C exp[—l;cl—J pour
un o€ [0,2[. De plus, on remarque que I'application qui & h associe le couple
(%1 (h), y;(h)) est une submersion de I'espace de Cameron-Martin sur R? en tout
h tel que h' #0. Par suite, en appliquant la remarque de la premiére partie
de [17] et [3] on sait que p,((0, 0),(0,0)) # 0 est équivalant a d?(x, y) < co.
D’autre part, on remarque d’apres (1.3) que p,((0, 0), (0, 0)) est strictement positif
pour tout couple (x,y). On a donc

Théoréme 3.1. Si a € [0, 2[, on a uniformément sur tout compact K de R?,

lim 2t log p,((0, 0), (x, y)) > —d*(x, y) G.1)

t=0
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et, uniformément sur tout compact K de R* — ({0} x R),

(ay,03)

ﬁa 2t IOg p,((O, O)a (X, y)) < _dz(x’ y) (32)

-0 ox*10y*

pour tout multi-indice (o}, ®,). De plus, si a€ [0, 1[, linégalité (3.2) reste valide
sur tout compact K de R2,

Preuve du Théoréme 3.1. La preuve de l'inégalité (3.1) est similaire a celle
de la premiére partie de [17] puisque I'application h — (x,(h), y;(h)) est une sub-
mersion en tout h tel que h' est non nul. La preuve de linégalité (3.2) est
identique a celle de [20] lorsque o < 1 car, on posséde une estimation de l'inverse

de la forme quadratique de Malliavin U(e) du couple (x,(e), y,(¢)) en exp [é]

qui est négligeable devant exp [3_2} puisque a < 1. Le cas non trivial se produit

lorsque a e [1,2[ et x #0.

On procéde alors de la maniére suivante: introduisons une fonction g égale
a 1 sur un petit voisinage de (x, y) et nulle en dehors d’un second petit voisinage
de (x, y) n’intersectant pas la droite d’équation x = 0. L’inégalité (3.2) découle
alors de I'inégalité suivante qui se substitue dans notre cadre a (1.29),

r
E[ Inf  U(X, Y)-Pg(xl(s),yl(e»] <9 (33)

X2+Y2=1

Par conditionnement, il suffit de montrer d’aprés (1.31), que lorsque ¢ tend vers 0,

! C
Ppon(<j g*(ew! + sx)ds < W) <exp[-CK"] (34
0

pour une constante ne dépendant pas de x tel que g(x,y)=0. La preuve de
cette inégalité est similaire a celle du Théoréme 1.1.

Nous proposons maintenant en utilisant la théorie des grandes déviations
[26], comme dans les exemples de [2—3], une version de ce Théoréme en faisant
uniquement des hypothéses de continuité sur les coefficients.

Théoréme 3.2. Supposons que les fonctions f et g sont continues bornées et
que la fonction g est non nulle, sauf peut étre en (0,0), sur un voisinage de
Porigine. Alors, p,((0,0), (x, y)) est définie et continue pour t assez petit sur tout
compact K de R* — (R x {0}). De plus, on a uniformément sur le compact K,

2t log p,((0, 0), (x, y)) = —d*(x, y) (3.9)

Preuve du Théoréme 3.2. Pour montrer que p,((0, 0), (x, y)) est continue
et bornée pour t assez petit, il suffit de remarquer aprés avoir posé e=\/z
que
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2

fx + ew! + sx)ds

1

y—szj
_ 0
1
ZBZJ
0

1 1/2
L <L gi(x + ew! + sx)ds>
existe pour ¢ assez petit puisque y est non nul dans K et que les expressions
figurant sous le signe E,,, sont continues. Soit # un réel strictement positf.
Comme les fonctions f et g sont bornées, si ¢ est choisi suffisamment petit, on
a l'encadrement suivant indépendamment de (x, y) dans K,

exp
g2 (x + ew! + sx)ds

x2
82 Eponl

1
M«Q@J%Y”=§E;ﬂp[—2

C x? Iyl
con| g o] 9] - 1
(1 —n)2e22 | g*(ew! + sx)ds
0
< p(0, 0), (x, y))
2 2
< gexp ———)-C——ﬁ E on| €Xp| — | (3.7)
€ 2(1 + n)%e t
(14?222 | g*ew?! + sx)ds
(1]
Introduisons la quantité J(x, y) définie de la maniére suivante,
2
P(xy)= Inf b4 + )2 (38)

_ 1
HH=0 J g*(hs + sx)ds
0

On déduit alors de la premiére inégalité de I'encadrement (3.7) et de la théorie
des grandes déviations qu’on a uniformément sur le compact K,

< y
4 (x’l—n)
1

g?(h,)ds est continue sur l'espace de

P
(1 —n)?

lim 2¢ log p,((0, 0), (x, y)) > —

t—=0

(3.9)

en remarquant que la fonctionelle h—»j
0

Cameron-Martin associé au pont brownien et nulle uniquement en h = 0.
De l'inégalité de droite dans (3.7), il résulte de la théorie des grandes dévia-

’ < >

11 reste alors & montrer que d(x, y) est continue en (x, y) avec y # 0 et i interpréter
|x[* + d*(x, y).

Le premier point résulte de la continuité de la fonction g et de la compacité
pour la convergence uniforme de la boule unit¢ de I'espace de Cameron-
Martin. D’autre part, nous présentons un procédé indirect qui permet d’identifier

|x|?

lim 2t log p,((0, 0), (x, y)) < _m -

t—0

(3.10)
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les deux termes considérés précédemment. Soit g, >g une suite de fonctions
positives de classe C® a dérivées de tous ordres bornées convergeant vers la
fonction g uniformément sur tout compact. Notons p;'((0, 0), (x, y)) le noyau de
la chaleur associ¢ a I'opérateur

102 1 02

L"= +

2 ax + gn )a 2 f(
Par application des deux théorémes précédents a la quantité (0, 0), (x, y)) on
déduit de I'unicité de la limite quand t tend vers O de 2t log p,((0, 0), (x, y)) que
pour l'opérateur L" on a,

Ix[? + d2(x, y) = d2(x, y) (3.11)

Il reste alors & montrer que les suites d,(x, y) et &,,(x, y) convergent uniformément
sur tout compact vers d(x, y) et d(x, y) respectivement. La premiére de ces con-
vergences résulte de I'inégalité d,(x, y) < d(x, y) et de la compacité de la boule
unité de l'espace de Cameron-Martin pour la norme uniforme. La preuve de
la seconde convergence est identique a la précédente l'inégalité d,(x, y) < d(x, y)
étant remplacée par I'inégalité d,(x, y) < d(x, y).

Exposons maintenant deux analogues stochastiques de la méthode de Davies
[7]. La premiére de ces méthodes, purement locale, est basée sur le calcul de
Malliavin et n’utilise pas uniquement la symétrie du semi-groupe.

Pour une fonction y/(x, y) de classe C*, on obtient en calculant de maniére
analogue a [21], la quantité e ¥A4eV,

_ oy o oo 1% W\? azl//
VAoV — - 2
et = At o S TN e + ox) T29 W52

NN AN oy
= — — 1
+ 79 (x)<6y> + f(x) 3 (3.12)
Soit P,, le semi-groupe associé¢ a l'opérateur différentiel e YAe¥. Par utilisation

d’une formule de Girsanov et d’une formule de Feynmann-Kac, on a de maniére
analogue a la formule (1.11) de [21],

2‘// al// 2
Py Sf(x, y)=E| f(x,(e), y1(e) )CXP 32 s(8) V(e | Z - (xle). ys(e)) ) | ds

2 1 2 2
x exp 82 f g(x, (e»( 4 (s),ys<s»+(%(xs(s»y,(s») )ds]

<onp| [ Lmionnionont =5 [ (Losornon ) os

[ 1 a 2 2
x exp| e L 9(x,(6) *”(xs(»s) y(e)ow—5 f Z(xs(e»< Y x (s),ys(e») ds]

X exp| e f J(x(€)) ll’(x (), ys(S))dS]] (3.13)

0
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pour la diffusion (x,(¢), y,(¢)) issue de (x, y). (Ici, dw! désigne la différentielle au
sens d’It6). En résumé, on a

Py f(x,y) = ELf(x,(e), y1(e)) exp [ (e) + I>(e)]] (3.14)
avec,
Loy 1 oy
Ii(e) =¢ , 3y Xs(8) ys(e))ow + e g(x @) (x (), ys(e)yow?  (3.15)
et,

2 2 1 62
Lo =% [ Zheonnends +5 [ 2o 0. nonds

0
1 0
g L f(xs(e))%(xs(s), y4(8) ds (3.16)

Notation 3.1. On dira qu'une fonction ¥ nulle en (0,0) est de classe H si
les conditions suivantes sont satisfaites,

oy 2 oy 2
(%) (E;(x, y)) +gz(x)<a—y(x, y)) <1

2
(**) Les fonctions lll(x ¥), x '/;(x y), g(x) lp(x y), g (x) !//(x y) et

f(x) ‘/l(x y) sont de classe C® a dérivées de tous ordres bornées.

Remarquons que la condition (x) a été introduite par Davies [7] page 83.
De plus, on a le résultat suivant,

Théoréme 3.3. Supposons que les fonctions f et g sont de classe C* a dérivées

; , . . C
de tous ordres bornées et qu'au voisinage de l'origine on a g(x) > exp —l e

pour un o dans [0, 2[. Soient Y une fonction de classe H, y la constante donnée
par le Théoréme 1.3 et 6 un réel strictement positif a 1 alors, il existe deux
constantes notées Cs(yr) et C(5) telles que pour tout t < 1 et tout couple (x, y), on a

C(o 2
p(0,0), (x, ¥)) < Cs¥) exp[ ¢ )] exp [—M] (3.17)

20t

Preuve du Théoréme 3.3. Soit  une fonction de classe H. Par utilisation
de linégalité de Holder, des formules d’intégration par parties données par le
calcul de Malliavin, on montre que la densit¢ de la mesure P, ,f(0,0) est

majorée par exp[éi ]exp [C(d)B] exp [C(é)} pour le méme réel y que celui

donné par le Théoréme 1.3. D’autre part, la densit¢ de la mesure qui a la

S

fonction f associe P,4,,f(0,0) est égale a exp[
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On en déduit donc,

tY 2t

En suivant une idée développée par Davies [7], extremisons cette inégalité en.

C(o 5p* ,
p(0,0), (x, y)) < exp [|BICs(¥)] exp [ ( )] exp [L - W(: Y)] (3.18)

p. Lorsque f§ = %z//(x, y), Iinégalite (3.18) devient,

C(6 2(x,
20,0, (x, 1) < exp [I¥(x, 9 Cy)] exp[ ‘ )] exp [—"’ bl )] (3.19)

cela termine la preuve du Théoréme 3.3 car nous ne tenons compte que des
réels t tels que ¢t < 1.

. - 0
Remarque 3.1. Si X, désigne le champ de vecteur o et X, le champ de

0 - .
vecteur g(x)g— on peut améliorer les calculs ci-dessus et montrer que toutes les
y

dérivées suivant les champs de vecteurs X, et X, de p,((0, 0), (x, y)) vérifient elles
aussi l'inégalité (3.17). Cela est di au fait que la fonction Y se dérive cor-
rectement dans les directions des champs de vecteurs X; et X,.

D’autre part, il semble exclu d’obtenir une estimation du type de (3.17) pour
@ b
Ix@ W 12
estimation, il faut supposer, au lieu de I'hypothése (x*), que la fonction y est de
classe C° ce qui donne une mauvaise approximation de la distance d(x, y). En
effet, si on supprime I'hypothése (), Jerison et Sanchez [11] ont montré que

les dérivées ((0, 0), (x, y)) sous la condition H. Pour obtenir une telle

la distance d(x, y) est telle que sup  ¥2(x,y) = d*(x,y). Dautre part, on

Y vérifiant H
peut aussi noter que la fonction d(x, y) n’est ni de classe C® ni Holdérienne,
comme nous allons le prouver.

. C
Si on suppose que g(x) Sexp[— il pour un o€ [0, 2[, on a

[x|*
d*0,y) > Inf {]yIZC exp [L] + sup |hs|2} (3.20)
h(1)=0 (sup |hg|*)
car sup|h,|?® < ||h|%
On obtient donc,
d*(x, y) > IB(f) {Clylz exp [ug] + uz} (3.21)

. C
Introduisons la fonction F,(u) définie par F,(u) = C| y|2 exp [ua/2i|+u. On a
alors,

Ca 1 C
Fy(u) = - u—lmmzcz exp [“_"ﬁ:l +1 (3.22)
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On remarque donc, que la fonction F,(u) est décroissante et posséde un unique
0. On en déduit donc que F,(u) posséde un unique minimum noté u,.
C C
De plus, u,—0 lorsque y -0 d’ou, exp I:“W] SF et u, > (—Clog|y|)*"
y
Ce qui implique que F,(u,) est supérieur a (—Clog | y|)** et donc que d(0, y) >
(—Clog |y))* quand |y| tend vers O.
Appliquons maintenant la méthode de Davies développée dans le chapitre
3 de [7]. Ici, on suppose que seule la condition (x) de H est satisfaite. Alors,
on a comme dans le corollaire 3.2.2 de [7],

j h¥log h dxdy < ¢ jA”z(¢h)A”2(¢_‘h""‘)dxdy +7(& pIAlIEs + lIhliEs log |IhllLs
R2
(3.23)

avec

_ ; (p—2)?
(e, p) = 2F(e(1 — p))p~' + eB? {1 + m} (3.24)

pour ¢ = e P¥.
0

Posons &(p) = 4 + 2*p~* de sorte que J p le(p)dp =t et introduisons
2

2
I(p) = ;v(a(p), p)

1 t (P—Z)z]
_Cply_Clogp 1,0, tp u[c+—— 2» (325
2 P2 8 pﬁp 4(p — Du (329

e ]

D’autre part, pour que la quantité J I'(p)dp converge, on doit supposer que
2

Ay <1 et que 4> 1 ce qui n'est possible que si y < 1 dans I'inégalit¢ de Sobolev
logarithmique.
Dans ce cas, on a

w c 1
J I(pdp < 3 — 5 log t + C(A) + (3.26)
2

Toutefois, on ne peut pas contrairement & [7] page 88 faire tendre C(4) vers 1
en faisant tendre A vers linfini car iy < 1.

On obtient alors le Théoréme suivant, I'opérateur différentiel L’ étant défini
par Pégalité (1.24),

Théoréme 3.4. Supposons que la matrice a(x, y) soit minorée par

1 0

C
0 exp[—|x|a:|
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Notons d((x, y), (x', ¥')) la distance associée a la métrique définie par la matrice
a(x, y) alors, le semi-groupe P, posséde une densité p,((x, y), (x', y')) telle que pour
tout t >0 et tous couples (x,y), (x',y') on a

(3.27)

C C Cd*((x, y), (x', '
p;((x,y),(x',y'»s7exp[t—,]exp[— (& yt) >y ”]

pour y < 1.

Preuve du Théoréme 3.4. De linégalité (3.26), on déduit que la norme
L*»® du semi-groupe associ¢ a exp[—pylAexp[ByY] est majorée par

C C . . L. .

7exp [ﬁ] exp [CB?] si la fonction y vérifie la condition (*). De plus, comme
t

le semi-groupe est symétrique, on en déduit que sa densité est bornée uniformé-

C C
ment par S EXp [ﬁ] exp [Ctp?].

On a donc,
C C
exp [—B¥(x, y)1p:((x, y), (x', ') exp [BY(x', y')] <  EXP [t—y] exp [Ctf*] (3.28)
D’ou,

C C
p((x,y). (x', y)) < 7 SXP [l—y] exp [BW(x,y) — ¥(x', y)) + Ctp*]  (3.29)

. . 2 .
On extremise cette quantité en prenant f = ———C—t(x//(x, y) — ¥(x', y")) et, on obtient

(3.30)

c_[c ) — . y
pitte . 6.0 5 S enp & anp | ¥ DI

Ct

ou les constantes apparaissant dans l'inégalité (3.30) ne dépendent pas de la
fonction .
D’autre part, d’apres [11],
d*((x, ), (x,y) = Inf  |Y(x,y) —¢(x’, y) (3.31)

Y declasse H

Cela termine la preuve de (3.27).

Terminons cet article en donnant un deuxiéme analogue stochastique de la
méthode de Davies suivant de plus pres 'esprit de [7]. Comme la technique utilisée
est sensiblement différente de la premiére, introduisons une nouvelle classe de
fonctions de la fagon suivante,

Notation 3.2. On dira qu’une fonction Y est dans H' si les conditions
suivantes sont satisfaites,
oy 2
(*)

S )|+

2
<1

oy
@ (x’ Y)
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et,

U 2 0%V .
(*+) Les fonctions W(X’ y) etg (X)W(x’ y) sont bornées.

Alors, on prouve le Théoréme suivant,

Théoréme 3.5. Supposons que la norme LP® du semi-groupe P, est majorée

C(p) exp [C(p)

ST = :| Soit  une fonction de la classe H' alors, pour tout t >0,

tout couple (x,y), (x',y') et tout 6 > 1, il existe une constante C(0) et un réel
strictement positif a(d) tel que

pd(x, y), (X', ¥'))

S ,Y)— Ty 2
O exp| T axp | XU ey 010 ) 0]

_W
(3.32)
Remarque 3.2. Lorsque 6 tend vers 1, a(d) tend a priori vers O.
Preuve du Théoréme 3.5. Soit 1< 1. On a,
| Pocnaf 6, Y = ELS (1 (/10), y2(/10)) exp [, (/1) + 1,/ 1017
2
< E[f7(x,(/10), y:(/16))1"7 exp [ BIC, ()] exp [ﬂ— ;LTI]
(3.33)
par application de l'inégalité de Holder.
D’autre part, par hypothéses, on a pour r > 1,
1 r
ELS 76 (/10, 31 (1)) < s ex [ (h()}] 1 1lzor (3.34)

Alors, pour tout r > 1,

C C(r 2
Bymalior-ie < oy exp | G | exp LaiG 1 exp | 5 21| 639

ce qui signifie,

(pr—1)/pr
{jJ(Pﬂ(w,,,,,,((x, ), (' Y')))’"/“”_”dx’dy}

Cr) [C (r)

=7 P | Gy

2
] xp [BIC, ()] exp [‘2’——”-1} (336)
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La propriété de Markov et la symétrie du semi-groupe perturbé impliquent que

Pg( w/t),r((xa Y, (x,y)) = JJ Doy, w((x, ¥), (X7, y'/))Pﬁ(wz),(1—1):((95"’ y'), (x', y'))dx"dy”
(pr—1)/pr
” j (Pacum (5, ¥, (57, y))Preer™ ‘)dx”dY"}

1/pr
{JJ (Pﬂ(.///;)(l l)t((x V) (x, J’)))prdx"dyﬂ} (3.37)

Introduisons g’ =r’ ,prp de sorte que pr = q—rq7r—1 On déduit alors de
(3.27) et (3.28),

pﬂ(v///t),l((xa ) (x',y)

2
< C(p( l’>r) exp [C(p b ﬂ exp [AC,..(¥)] exp [—2 —{l exp [ﬂ Cpll = 1):|
txpr tY 2 p
(3.38)

Soit 6 > 1. En prenant [ assez proche de 1 et p assez grand, on obtient

C@ C( 25
Py (%, ), (x, y)) < .,((a))c pl: ( ):| exp [BCs(¥)] exp |:ﬂ2 :I (3.39)

Remarquons que «(6) tend a priori vers 0 quand 6 tend vers 1. Or,

Pt 6 = exp | P25 e,y | 22

On en déduit donc que

co) [C(é)
€Xp

2
PAx. . (' YD < s ]e P [AC,)] cxp[2 gy -vix, y'))]

(341
On conclue en extrémisant le membre droit de l'inégalité (3.41) en prenant f =

1
3(W(x, y) —¥(x’, y’)). Cela termine la preuve du Théoréme 3.5.

4. Appendice

Une inégalité de Sobolev logarithmique. L’inégalité (1.23) ne résulte pas di-
rectement du Théoréme 1.1 par application du Théoréme 2.2.3 de [7] car dans
ce dernier, les normes utilisées sont des normes L*»®. Calculons maintenant la
norme LP® du semi-groupe P, associé a l'opérateur différentiel L.
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On a,
1 )2
LA 7] = [ sorem| -]
exp| — ly =yl
&? f g (x+ew?l +s(x'—x))ds
X E ont - ° T dx'dy’ (A.1)
(J gz(x+swsl+s(x’—x))ds>
0

En effectuant alors le changement de variables x’ > x" —x et y' >y —y, on
obtient

1 2
E[f(x,(e), y1(e))] = el f_[kl S(x'+x, 9 + y)exp [—%:l

2

exp| — . y
2¢? J‘ g% (x + ew! + sx')ds
0

pont 1 12
(j g (x + ew! + sx’)ds)
0

D’autre part, par application de l'inégalit¢é de Holder avec les nombres conjugués
p et g, on déduit

1 2
E[f(xl(g)’ yl(s))] < "\/ﬁ”f”l,p{j‘[m exp [_%]

ay” ta

exp| — -
2¢? j g2 (x+ew! +sx')ds
° dx'dy’ (A.3)

pont 1 22
< J g (x+ew!+ sx’)ds)
0

Alors, en intégrant par rapport a y’ aprés avoir appliqué le Théoréme de Fubini,
on a,

x E

dx'dy’ (A2)

x E

E[f(x,(e), y1(e))]

’2

q
—\/» 2-1/q ”f”LP J‘chp[_'z-sf:IEponl <J1

1 1/q
dx'

@12
g2 (x +ew! +5sx')ds
0

(A4)
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Alors, d’aprés les inégalités obtenues dans le Théoréme 1.1, on obtient

C C i 12
ELSCes(0) 1)1 < oo 1 s xp [—é—”’](f exp[—"ziz] dx')
R €

< S0 s ex [ 8(’5)]

C C
< Cexp [ (b )] 1f s (A5)

On en déduit donc que la norme L*® du semi-groupe P, est majorée par

C
%exp [ﬁ] ce qui implique I'inégalit¢ de Sobolev logarithmique (1.23). Mon-
t

trons maintenant la réciproque de cette proposition en suivant les idées dével-
oppées dans [7]. D’aprés le Lemme 2.2.6 de [7], on a

2F(s)

j h? log h dxdy < ¢ f Ah hP~Ydxdy + Ik, + k)2 log [kl (A.6)

Choisissons comme dans [7] page 73, &(p) = At 2‘p‘ avec 24y =1 de sorte que

j p 'e(p)dp = t. Introduisons maintenant,
2

2|:Cp”2

2 A 1
I'(p) = - F(e(p)) = - —5logp—logt + C] (A7)
p p 2

tY 2

d’aprés le Théoréme 2.2.7 de [7], on déduit que la norme L*»*® du semi-groupe
P, est majorée par e™ avec

1/2
M = j I:Cp alogp——logt+C:|d

1 C
=—§10gt+ﬁ+C (A.8)

I . .y C C
Ainsi, la norme L*® du semi-groupe P, est majorée par —- exp [ﬁ] De plus,
t
comme le semi-groupe P, est symétrique, on en déduit que la densité de ce

C C
semi-groupe est majorée par S EXp| 5 | pour tout t > 0.
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