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Estimation de la densité d'une diffusion très dégénérée
Etude d'un exemple

Par

Patrick FLORCHINGER et Rémi LEANDRE

Introduction

Cet article est motivé par l'étude des formes sur l'espace des lacets menée
dans [12] en se basant sur les travaux concernant la cohomologie cyclique entière
développés dans [6]. Rappelons tout d'abord les principaux résultats obtenus
d a n s  [1 2 ] . S i E (04, ..., (0) désigne une collection de formes sur une variété

compacte M, la forme correspondante sur l'espace des lacets, de degré infini en
général, obtenue au moyen d'intégrales itérées de Chen est dans tous les espaces

110411,. L P  pourvu que la série L Z "  possède un rayon de convergence infini

(ici, II d é s i g n e  u n e  n o r m e  C'). Toutefois, pour prouver ce théorème, il est
nécessaire de supposer que le couple form é du brow nien et de son transport
parallèle est une diffusion satisfaisant la condition de H6rmander. D'autre part,
par utilisation du calcul de Malliavin (c.f. [9], [22], [13], [14], [23], [10], [24],
[27], [28], [30] par exem ple pour un exposé sur ce sujet), on m ontre que si

pour tout entier K , la  série  E   possède un rayon de convergence
i=i i n !

infini (d désignant une norme CK ) alors, la forme correspondante sur l'espace
des lacets est dans tous les espaces L P .  Ces résultats suffisent à  m ontrer que
les formes cohérentes et le caractère de Chern équivariant sur l'espace des lacets
défini par Bismut [5] est dans tous les espaces L P .  Remarquons que cela reste
m algré tout insuffisant du point de vue du calcul stochastique. O n est donc
amené à  étudier une classe de diffusions très dégénérées, issue d'un exemple de
Kusuoka-Stroock [15] où l'examen des fluctuations polynomiales de la diffusion
(c.f. [18]) n'apporte aucun résultat sur la densité de celles-ci. Toutefois, on procède
dans cet article à  une étude qui ne coïncide pas exactem ent avec le cadre du
problème originellement posé.

Dans la première partie de cet article, on considère le générateur A  défini
a2 02 asu r  122 par 3x2 + 

g (x )0 3 7 2  
+ f(x) —

a y  
e t, on  suppose  que  la  fonc tion  g  est ex-

ponentiellement plate en x = 0 (on peut consulter [16], [2-3] pour des exemples
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116 Patrick  Florchinger et R ém i Léandre

polynomiaux). Dans ce cas, la diffusion associée ne vérifie pas la condition de
H6rmander mais on prouve, si la fonction g n'est pas trop plate, qu'elle posséde
une densité de classe Ce° par rapport  à  la mesure de Lebesgue. On exhibe ainsi
un exemple d'opérateur non hypoelliptique dont le semi-groupe associé posséde
une densité de classe  C .  Après avoir calculé, sous des hypothèses globales sur
les fonctions f  e t  g , une estimation uniforme de la densité de ce semi-groupe,
on montre que celle-ci est bornée par une fonction du temps ayant une explosion
exponentielle lorsque t  tend vers O . Pour cela, on procède  à  un calcul direct
en utilisant la form e spéciale du générateur et on obtient des estim ations en
tem ps long, dans ce cas, par utilisation du calcul de M alliavin (en supposant
que les fonctions f  e t g  sont de classe C  et en im posant seulem ent des hypo-
thèses locales) on obtient aussi des estim ations en tem ps court. D 'autre part,
lorsqu'on posséde des bornes globales en espace et en temps, on donne dans le
cas auto-adjoint où la fonction f  est nulle, les inégalités de Sobolev logarithmiques
afférentes.

D ans la seconde partie de cet article, on étudie le com portem ent sur la
diagonale du noyau de la chaleur. En supposant le drift m inoré par une puis-
sance de lxj au voisinage de l'origine, on montre l'inégalité suivante

PA°, 0), (0, 0)) e x p  —_C )
t

pour tout y < 1 et ceci, bien que la majoration uniforme du noyau de la chaleur
C

puisse 'être en exp (—  avec y, grand. D ans ce travail, on rencontre des phé-

nomènes analogues à ceux observés dans [2-3] bien que notre étude s'apparente
plutôt aux exemples traités dans ces articles et qu'elle n'entre pas dans la catégorie
des problèmes traités par la théorie des grandes déviations [26]. D 'autre part,

1 n
en considérant un opérateur différentiel de la forme X 0  + --,  E ,c7 vérifiant la

condition de H6rmander on montre dans [19] que le volume des boules hypo-
elliptiques est en général indépendant de l'estimation de la densité du semi-groupe
bien que l'estimation du volume des boules de Nagel-Stein-W ainger (c.f. [11])
so it vérifiée . D e p lus, dans le  cas où  le  drift X 0  e s t nu l, d 'ap rès  [11 ], on  a
pour tou t t < 1,

d2(x, y )]d 2 ( x ,  y ) 1e , xp [
v o l  B 0 )

p,(x, y) 
x

e x p  [   (0.1)
vol Bx (\ / t ) C2t C2t

1  n
o ù  d(x, y ) désigne la distance sous-riemanienne associée  à  l'opérateur — y .v

2 i=i

vérifiant l'hypothèse de H6rmander. Le problème étudié dans [19] concerne le
m em bre de gauche de l'inégalité (0.1). D ans cet article, on m ontre pour les
exemples concidérés auparavant que la quantité  p ( (0 , 0), (0, 0)) ne vérifie pas
l'estimation de droite de l'inégalité (0.1) bien que l'opérateur différentiel A soit
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1 n
de la forme — E X .  Ces deux résultats impliquent donc que les constantes C1 ,

z i=1
C 2, C i ,  C2'  figurant dans l'inégalité (0.1) ne sont pas universelles ce qui répond
à un des problèmes posés dans [12].

D ans la troisièm e partie de cet article, on m ontre que les estim ations de
Varadhan sont vérifiées pour une grande classe de points soit en utillisant le
calcul de M alliavin et la théorie des grandes déviations com m e dans [18] ou
[20] soit en utilisant, sans faire d'hypothèses de différentiabilité sur les fonctions
f  e t g, la formule explicite donnant la densité du semi-groupe et en appliquant
la théorie des grandes déviations de [26] comme dans [2-3]. Remarquons que
les dom aines de validité de ces deux m éthodes ne sont pas identiques et que
dans le second cas, il n'est pas nécessaire de supposer p t((0, 0), (0, 0)) fini ce qui
nous permet de considérer des fonctions g très plates en 0. Le dernier cas traité
n'entrant pas dans le champ d'application de la méthode développée par Davies
[7 ], nous en donnons deux versions stochastiques toutes deux basées sur des
formules de Feynmann-Kac et de Girsanov, ce qui permet de comparer le semi-
groupe associé à l'opérateur différentiel A  soumis à une transformation de jauge
au semi-groupe originel (c.f. [21]). La première de ces versions pour laquelle il
n'est pas nécessaire de supposer que l'opérateur différentiel A  est auto-adjoint
est purem ent locale et utilise le calcul de M alliavin. La seconde version est
globale et plus proche des calculs m enés en analyse (c.f. [7]) car on suppose
que l'opérateur différentiel est auto-adjoint et on utilise la formule de Kolmogorov.
D 'autre part, en faisant abstraction du calcul de M alliavin, il n 'est pas utile
d'imposer des hypothèses de régularité sur les coefficients. De plus, il est à noter
que cette méthode ne donne pratiquement aucune information sur le comporte-
ment en temps petit du semi-groupe considéré si la borne uniforme de celui-ci

C
est en exp ( —

t
7
 p o u r  u n  y > 1 alors que la théorie des grandes déviations en

donne pour toute une catégorie de points.
N o u s  te n o n s  à  re m e rc ie r  ic i T . C o u lh o n , E .  B . D avies, M .  Emery,

N. Varopoulos et M. Weber pour d'utiles conversations au cours de la réalisation
de ce travail.

1. Majoration de la densité d'une diffusion très dégénérée

Soit A  l'opérateur différentiel du second ordre sur It2 défini par

1 ô2 1 (32 0
ex 2
+  g 2 ( x ) e y 2  + f(x)—

a y

où

2 2 

f  e t  g  sont des fonctions continues et bornées. D e plus, on suppose que
pour tou t x  dans 142 , on a

g(x) > C exp [ —  C  

lx12
avec a e [0, 2[.
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Soit (x„ y,) la solution issue de (x, y) de l'équation différentielle stochastique
dont le générateur infinitésimal est l'opérateur différentiel A. C'est  à  dire que
le couple (x„ y,) est solution du système différentiel stochastique

idx, =

dy, = g(w)dw,2  + f(w,i )dt

x o  = x

Yo = Y
où (w , w )  est un brownien bidimensionnel standard.

Le but de cette section est de prouver le Théorème suivant,

Théorème 1.1. Si a e [0, 2[ le couple (x„ y,) solution du système (1.1) possède
une densité notée pt ((x, y), (x', y')) majorée uniformément pour tous couples (x, y),

1
(x', y ') lorsque t  est strictement positif  par —

t  

exp . De plus, on montre que

y < 1 si a e [0, 1[ et que y tend vers l'infini lorsque a tend vers 2.

Remarque 1.1. Lorsque f  et g  sont des fonctions de classe Cc°, l'opérateur
différentiel A  est hypoelliptique si a e [0, 1[ et, n'est pas hypoelliptique si g(x) <

exp —[  
C au voisinage de l'origine lorsque a est supérieur à 1 (c.f. [15]).

I x lœ

Preuve du Théorème 1.1. Posons E = I L  Alors, la quantité p,((x, y), (x', y'))
est la densité du couple (x JO, y i (e)) donné par,

Conditionellement à. w!, y(E) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne
i i

y + e2 f  ( x  +  c w ! )  d s et de variance e 2f
Jo

0 g 2 (x + Elv)ds (c.f. [16], [15]).

On obtient donc,

PE((x, Y), (xC, y'))

,
1

e x p  
[  (x' — x)2 1  1

v/27re E
p o n t

\/ 2ne 2e2

   

1

 

g2 (x + ew! + s(x' — x))ds

   

1 2

y ' — y — c2 f ( x  + e w !  + s (x ' —  x ) )d s

1

2e2g 2 (x + evq + s(x' — x))ds

pour le pont brownien allant de 0  à  O.

{ x i (e) = x + Ewl
1

y1 (e) = y + e g(x + ew!)dw s
2  +  e2 f ( x  +  e w ) d s

Jo fo

(1.2)

x exp (1.3)
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On en déduit donc que cette densité est majorée par

1 1
211E2

 E pont[ r
f 1 1.1/21

g
2
(X± EW5

1S (X ' —  x))ds
o

Procédons maintenant à  une estimation de ce majorant.

ESTIMATION EN TEMPS GRAND. Faisons maintenant tendre E  vers l'infini en
majorant uniformément en x  e t  x' résperance ci-dessus. D ans ce but, posons

X -  x
=  -  et = 5c" +  On est donc amené  à  estimer uniformément en e t

5e' la quantité

[ 1Ag(5Z, j-,) = El. ,  1
}1/2 1

{ fo g 2 (x + sw s
i  + s(x' —  x))ds

1
< C E p o  [n t  1

C 1/2
{ fo  e x p  [  else 4 . wl +  soz, _  2)1.1 ds}

_ { I 0
1 exp[ 12 w si  + s(ir - 501œ1

d s } 1 /2 ]
1 

C

pour s  supérieur à 1 car g(x) est m inorée par C exp [ -  
 C  

.
Ixr

Distinguons maintenant les quatre cas suivants,
1) IRI > C , 150 < C
2) 150 < C , 150 > C
3) 121 < C , 12'1 < C
4) 15(. 1 > C, > C

1
1) P rem ier cas: P our tou t s  dans [ 0

'

-

4  
on a

-
2

<(1  — + sCR' - 501

D e plus, la  quantité + s(i' -  5 e ) reste  de  signe  constan t pour tou t s  dans

[

0, -
1 ]

. En supposant qu'elle soit positive, on montre que4

2 1/4
e x p  [   ds C 1 {„,, o} ds

fo + w s + s(x  —  x)la o '
(1.5)

< E
pont (1.4)
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Il suffit alors de prouver que

1/4

Ppont ( f o 1{ i>O}dS < 0 ( r)

lorsque ri tend vers 0  pour tout entier n. On propose dans la suite une preuve
de (1.6) en utilisant le calcul de Malliavin.

S oit h  une fonction de classe C  s u r  R *, inférieure à  1, égale à  x n  si

0 < x < -

1  

et nulle si x < 0 . O n  résoud alors l'équation différentielle stochastique2

dx's =

1
dy; = h(x)ds si s < 

4
—

dy's = 0 si s > —
1

— 4

On obtient alors,

(1.6)

(1.7)

(1.8)
=  f

1/4 1/4

h(ws
l )ds < 1{ ,o}ds

Jo

Par utilisation du calcu de  Malliavin, on montre que le couple  (xi, Yi ) possède
une densité pn(x', y ') de plus en plus régulière lorsque n croit. D e  p lu s , s i y ' < 0,
o n  a  p"(0, y ') = 0. On en déduit donc

Ppont
0/4 lo

v I> oidS < f  p"(0, y ')dy '

(1.9)
pour il assez petit lorsque n est assez grand.

2) Deuxième cas: Ce cas est symétrique du premier cas par utilisation de
la réversibilité du pont brownien.

3) Troisième cas: Introduisons maintenant le temps d'arrêt

TK = Inf + w + s(.2' — > 1 (1.10)C(log K) I la

o ù  ws
i est le pont brownien.

1
On estime alors la quantité P p o n t ( TK  > -

4  
en suivant une idée de M. Weber

[29] (on peut aussi consulter [16] pour un exposé d'une idée semblable).
Par application d'une formule de Girsanov, on montre qu'il suffit d'estimer

I
Pbrow Tri >  —

1 

. Pour cela, on effectue une subdivision de l'intervalle 0,
4
-  en.. 4
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intervalles de la forme [sk , sk i ] de longueur
(log K)2 /Œ•

propriété de M arkov du mouvement brownien, on obtient

Par utilisation de la

Pbrow (T K  >  
4

) Pbrow
1

wsk+1 w s
k  

+  
( l o g  K ) 2 / '  

(X" 50 2C(logK) 11Œ)

  

P
br ow (I m'Il ll o g  1

K <  lo g c K li / a )  g lo g  K),z2

exp[—Cllog K121 ] (1.11)

pour une constante C  indépendante de il et Alors, par application de la
formule de Girsanov,

P p o n t
T, > —

1

)  exp [ — CIlog
4

pour une constante positive C  indépendante de I5c1 et

[  C
 1

D'autre part, en s = TK o n  a , exp > —
IX' + w s

l  +  s(A' —
. In tro d u -

ic- )121 — K
1

isons maintenant n c le plus petit temps d'arrêt inférieur à —
2  

et supérieur à TK

te l que exp
C

[ iIi., ± wl + soz , _  i w _< —2
1

K . Par application du théorème des

accroissements finis a la fonction x —, exp [—  C   ]  on a,
IxIœ

Pb r  0 w (Tk — TK  <  1 )
K 3

Pbrow S U P  I  W sl +T K  +  (S +  T K ) ( g ' —  5 ) 1 — 14 „  +  TK (A' — )7)11 —C (1.13)
ss(i/K3)

D'autre part, — A) étant borné le second membre de l'inégalité (1.13) est donc
majoré par

Pbrow suP I wsl
c\
— = Pbrow SUP 1 W s i C l k( ssooc3) K ssi

< exp[— CK] (1.14)

Si a < 2, en regroupant les résultats de (1.11), (1.13) e t (1.14), on a

1/2 1
Pb r o w exp

[
1ds )<

+ + — g )12 2K4

exp KI211 + exp[—CK] (1.15)

(1.12)
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avec des constantes C  indépendantes de j'é et De plus, cette inégalité reste
vraie pour le pont brownien grâce  à une transform ation de Girsanov. D'autre
part, comme a < 2, on en déduit que la quantité A,(5Z, 5,- ) est uniformément bornée
lorsque e tend vers l'infini.

4) Quatrième cas: Lorsque e t  Sc" sont de même signe, la quantité  +
s(g' — 5Z) reste de signe constant et de m odule supérieur à  C  su r  [0, 1]. On
procède alors com m e dans le  prem ier cas. L orsque j i  e t  5c."  sont de signes
opposés, on peut supposer par symétrie que  I. > 150 dans ce cas, la quantité

+ s(Sc" —  )1 est supérieure à. (1 — s)15ZI—slAl —
4  

si s < —

1  

et L + s(5C — 5e) reste
8

de signe constant sur cet intervalle. O n procéde alors de manière analogue au
premier cas.

ESTIMATION EN TEMPS PETIT. Passons maintenant à l'estimation de la densité
en tem ps petit. D ans les cas 1, 2 e t 4, on prouve aisément d'après (1.4) e t (1.5)
que

Ag(x, y) < exp (1.16)

Seul le troisième cas présente quelques difficultés. On effectue un raisonnement
sim ilaire au précédent pour définir le tem ps d'arrêt TK  m a is  ic i, TK est le plus
petit temps d'arrêt supérieur  à  TK  tel que

115Z + w T  g, + (s+  Tic )(5C — 501œ — I5e + „ + TKOZ' — 56111 k  .

On obtient donc,

1
K1-1-2IaPbrow  (TI{ T K   exp [— CK]

d'où,
1/2 [ 1 Clog K1\

Pbrow exP ids <
Ea lA s(5C — 5)11

K i+2/OE exp [ 
E O E )

< exp [ — CK] + exp [ — C log K12/ ] (1.18)

[oO
n

 déduit par utilisation d'une form ule de Girsanov sur l'intervalle —

1 )
Ppont(f e x P [  i d s  K c k .

o + + s(5r — 5 )1a

exp [— CK] + exp [ — Cilog K 12 ] ( 1 . 1 9 )

Ainsi, il suffit d'estimer lorsque e tend vers 0, la quantité

(1.17)

11
' 2 '

A i (e) + A 2 (e) = KP(exp [ — C K ] +  exp [ — Cilog dK (1.20)
0
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CLa formule de Stirling nous permet de majorer la quantité  A 1 (c) par exp [ .
e Œ

2D'autre part, écrivons — = 1 + + ri' avec ri > 0 e t q ' > O.a
On obtient ainsi,

A 2 (e) KP exp [— Ce2 1log Klog K1 1+1 ]dK

expuityri
KPdK +

fo
KP exp [ —  llog K1 1 + "]dK

i/e20,1

C exp (1.21)

On déduit donc lorsque e  tend vers 0,

C
il e (x, y) exp + exp (1.22)

E In

Cela conclue la preuve du Théorème 1.1.

Remarque 1.3. Si la fonction f  est nulle, l'opérateur différentiel A engendre
un semi-groupe symétrique pour la mesure d x d y . De plus, si h est une fonction
strictement positive appartenant au domaine de la forme de Dirichlet Q associée

l'opérateur différentiel A , on montrera dans l'appendice l'inégalité de Sobolev
'.logarithmique suivante,

f h2  log h dxdy eQ(h, h) + F( 8 )11hIli + 1143 log 11h112R2

o ù  11/1113 = Ç h 2 (x, y)dxdy e t F(E) = —
C

R2
—  log e + C.

e' 2

On en déduit donc le théorème de comparaison suivant. Introduisons l'opérateur
différentiel L' défini par,

a a
= —  a l  i (x, y) —  + 

a
—  a i  2 (x, y) — + — az  i (x,

a a 0
y) — + — az  2 (x, y) —  (1.24)O x  ' O x  O x  ' a y  a y  ' a x  a y  ' ay

F1 2
LO g(x)] .

Alors, l'opérateur différentiel L' est formellement auto-adjoint, les formes de
Dirichlet Q  e t  Q ' sont telles que Q' Q  et, on en déduit que le semi-groupe

associé posséde une densité p;((x, y), (x ', y ')) majorée par —

1 

exp —

t 7  •

 L a  preuve

de ce résultat est reporté dans l'appendice.

(1.23)

où la matrice a est telle que a(x, y)



Ut (X , Y) = 
1 

E 2 ( x  ( g
 s

 0 ,, ( E wu l ) d w u2 _ 8 2
2

f (ew u )du)Y ) ds
0 0
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Les hypothèses imposées aux coefficents de l'opérateur différentiel A  dans le
Théorème 1.1 étaient globales dans le but de faire le lien avec l'inégalité de
Sobolev logarithmique. D'autre part, nous n'avons pas supposé que les fonctions
g et h étaient de classe C"' si bien qu'aucun résultat de régularité pour la densité
pi ((x, y), (x', y')) n'a été prouvé. De plus, si les fonctions g  e t h  sont de classe
C", on montre par utilisation des calculs directs de la preuve du Théorème 1.1
et du théorème de dérivation sous le signe somme que la densité p t ((x, y), (x', y'))
est de classe C .

Nous donnons maintenant une approche différente basée sur le calcul de
Malliavin en donnant une version purement locale.

Théorème 1.2. Supposons que les fonctions f et g sont de classe C''' d dérivées

bornées et que g(x)> exp — —
1

au voisinage de l'origine pour a < 2. A lors,[
I xr

la quantité p t ((0, 0), (x', y')) existe et est de classe  C .  D e plus,

a(Œi,Œ2) C(ai, a 2 )]
(1.25)tva x (a 1) a y (ŒD PAO

,  0 ), (x', y')) exp

pour tout t <1. D 'autre part, si a < 1, on a y < 1 et si a tend v ers 2, y tend
vers l'infini.

Preuve du Théorème 1 .2. Posons x = y = 0 dans la formule (1.2). Les fonc-
tions f  e t  g  étant à dérivées bornées, il suffit de montrer que la matrice de
Malliavin U(c) du couple (x i  (c), y i (e)) vérifie l'inégalité suivante pour e 1,

C(p)1Ed(det U(8)) - P ) exp [  2

D'autre part la différentielle du flot associé à  (1.2) étant égale

Os (s) =

1 (3,11

8 gjavul)dwa2 ± 8 2 f R E w ui.
1) 0

1

0

6o u v u l ) d w u 2  8 2

JO f '(ew ul)du 1

La forme quadratique de Malliavin étant alors donnée par

on en déduit que

(s) =

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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il suffit donc de montrer que

E g Inf
x2+1,2=1

U,(X , Y) - P) exp [  e 2 7

C (p)1
(1.29)

D'autre part, on a
1 1

Distinguons dans (1.29) les cas où Ir 
< K 1 1 3

 et où I YI K 113.

Pbrow (c 112 sup
s 1 2g (Ew.)dw. [

CK
exp (1.30)8

s (11K)

On en déduit donc que

CE2

Inf Ue (X , Y ) < Pbrow (
x2+ K  )1, 2=1

11K 82 82 1 C E 2 )
<g2(81q)ds< exp [

K

i- - 111.row+  , C82 <  C +  Pbrow 2K  /3 K  )•E 0 K 0

< exp [- - + Pbr ow

1
—Kg 2  ( e W Wul  U  < 1( C8 0 1/3

avec C < C'.
D'autre part, d'après la preuve du Théorème 1.1, on a

1

P b ro w  f  8 2 (814,!)du < 
K 1/3  —

< exp [— CK c el + exp L— CE 2 I1og K1 2/1  (1.32)

Alors, en regroupant les résultats des inégalités (1.31) et (1.32), on obtient

U,(X, Y) < —K )  e x p  [— K] + exp [—CK c e ] +  exp  [—  log 1(1 2/1 ]
6 2

(1.33)

De plus, en raisonnant de manière analogue  à  (1.19) et (1.20), on déduit que

EB ((det U(E)) - P) exp [  2

C (p )]
s

(1.34)

2. Pathologies sur la diagonale. Etude de deux exemples

Dans ce paragraphe, nous allons étudier deux exemples de pathologies du
comportement du noyau de la chaleur sur la diagonale. La première de ces
pathologies est apparentée à  celles exposées dans [2 -3 ] , [8 ] , [2 1 ] tandis que la
seconde est plus proche de celles traitée dans [ 1 9 ] .  Dans cet article le problème
étudié provient du fait que l'explosion du noyau de la chaleur est supérieure
la quantité donnée par le taux de décroissance du volume de la boule sous-
riemanniene lorsque son diamètre tend vers 0.

Les résultats exposés dans ce paragraphe sont énoncés sous des hypothèses
globales toutefois, remarquons que ces dernières peuvent être localisées.

(1.31)

PbrowI n f
x2-Fy2=1
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Théorème 2.1. Soient f  et g deux fonctions mesurables telles que

C 1  e x p  
[C 'i  1 

<g ( x )  <  C 2  e x p  
[  C2  1

Ixl" I Md

pour a e]O, 2[ et,

f(x)> lxifl (2.2)

pour f i > O. A lors, pour tout y  <1 , on a

p,((0, 0), (0, 0)) exp [ — C(7)10 (2.3)

lorsque t  tend vers O.

Preuve du Théorèm e 2.1. En posant e = i t ,  on obtient la majoration sui-
vante de p1((0, 0), (0, 0)),

(2.1)

p,((0, 0), (0, 0))
- -

C
<  E  onte 2 P

1
1/2 

exp
(1 . 0

1

exp [ eŒl 
C

w!1]  ds)
_

CO j. lw!Ifids
o 

_ L E.Iwn _
fo l 

e x p  
F C  

]
ds

i
- -

(2.4)

-

D ésignons par y u n  ré e l p o s itif  e t c o n s id é ro n s  le s  c a s  o ù  a  q u a n tité

fi
exp [ 0' 

C   1
ds est inférieure où supérieure à  ' . D'autre part, l'exponen-

o sœlw!lœ
tielle d'un nombre négatif étant inférieure à 1, on déduit que

Cp,((0, 0), (0, 0)) _< g 2_
y ,  

P
p o n t

( f 1 exp [ C
2  l l

] ds > e 7 1)
o E 1 W s i  

exp [ —  Cefl - Y1 f1 w! 1 flds]
E 0

C o+ 2 '-'pont 1/2
_( f

1
o exp [ 8 .1  w 11 .1 ds)

—

8 C

= A 1 (e) + A 2 (e)

Estimons tout d'abord la quantité A l (e). Par application de la majoration ex-
ponentielle et du théorème des croissances comparées, on a lorsque e tend vers 0,

1[ C  1 C )exp ds > eYiPpont (  f < P pont S U P l iq l >
0 eliqlœ s<1 e( —log 0 ) 112

Ciexp [ --i f y- (2.6)

i
-

(2.5)

pour tout y < 1.
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On en déduit donc que A 1 (e ) vérifie la conclusion du Théorème. D'autre
part, par un raisonnement analogue au précédent, on montre qu'il existe y 2 > 0
tel que

1 1
P pont f  I  1 4

,1 If l dS —
K

exp [—KY2] (2.7)

De plus, le Théorème 1.1 et l'inégalité de Cauchy-Schwarz montrent qu'il existe
un réel y o tel que

1 1/2
A2(E) C exp [exp [ — CEP - 7 t f w!Ificisi (2.8)e ro 0

lorsque E tend vers O.
— fi + Yi  )

k. 2 y 2  e t  2
soient supérieurs à  y o e t  à  2 y .  De l'inégalité (2.7) on déduit donc,

fi.
Pp0 

(
.1 Iwslflds < 6

(Yi —13)/2 ) exp [ — 
e s u p ( y 0 , 2 7 )

De plus, comme l'exponentielle d'un nombre négatif est inférieure à  1 ,  on a

A2 (6) < exp [- e+ xp [—] exp [ — c c o-y)/2]
Er°

exp (2.10)

Remarque 2.1. Il est à  noter qu'en ne tenant compte que du terme A 2 (e),
on pourrait avoir des décroissances exponentielles aussi rapides qu'on le dé-
sire. Toutefois ceci est impossible pour la quantité p((0, 0), (0, 0)) (c.f. Théorème
3.1). Par contre, on peut montrer en raffinant l'inégalité (2.6) que p t ((0, 0), (0, 0))

e x p  [-  

t( — log t)2/"1'

Considérons maintenant le second type de pathologie provenant du taux d'ex-
plosion de la densité. Supposons que f  soit la fonction nulle et considérons la
métrique de Carnot-Carathéodory associée à l'opérateur différentiel L. Soit (h 1 , h 2 )
un élément de l'espace de Cameron-Martin muni de la norme énergie. Con-
sidérons l'équation différentielle

idx,(h) = cIN

dyt (h) = g(x t (h ))dq

.x0  =  0

Yo = 0

Choisissons V i  assez grand pour que les nombres

(2.9)

(2.11)
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De plus, posons d2 (x, y) = Inf hil2 et notons B(r) l'ensemble des couples
xi (h)=x, y i (h)=y

(x, y) tels que d(x, y) r. Supposons par la suite que la fonction g est telle que

exp  [  <  g(x) < C2 exp [—  C 2

xlœI x I œ

avec a e ]0, 2[. Alors, on a le Théorème suivant,

Théorème 2.2. L orsque t  tend vers 0, on a

lim Vol B (1)p,((0, 0), (0, 0)) = co (2.12)
t-o

Preuve du Théorème 2.2. Calculons tout d'abord un minorant de Vol B (f t).
1

La boule B (  St) est l'ensemble des couples de la forme ( i t h l , f t  g(N/ th s
l )dhs

2

o
avec Ilh1 112 + Ilh2II 2 5 .

Considérons la fam ille des fonctions h  te lles que  h i (s) = u s  e t  h2 (s) = vs
avec u e [1, 2] et y e [0, 1]. On en déduit donc du théorème des valeurs inter-
m édia ires que  la  bou le  B( S t) contient l'ensem ble des couples de la form e

i
(v u ,d s ) 2]f [ et y E [0, 1]. C 'est à  dire\ fivC, 0 exp avec u e [1,i t

C
Œu

'l
ŒsŒ

]

aussi, l'ensemble des couples de la forme " iu , I2-(
u

«s/ iu exp
0 

- -c
sa

ds avec u e

[1, 2] et y  e [0, 1]. D 'autre part, cet ensem ble contient la boite 
[ , .

f t ,  2i t ]  x

C   1[0, -1- f ‘/ i exp 
[ c i l
 - -  d s  dont le volum e est m inoré par i t  exp [2  , sa

On en déduit donc,

Vol B(N/t)

1

,exp [ (2.13)

M inorons m aintenant la quantité M n 0), (0, 0)). O n a

1
pt ((0, 0), (0, 0)) E oro

C2 f t  P 1_( f ' ex, [ r t  c:2I d s ) "2

,/ i 14, 11'

1

1
r  Ep o n t [exp [
t \ficc sup I wl II ]

D 'autre part, on a

>  e x p  

[  
,
("+ ")]
C  

0
P

P 
o n t sup w si I < 1 0 )
 s <  I

(2.14)

( 1 / -  )Pp o r0  s u p  I wsl I < i t 7 Pbrow SUP I W s
i  1 <  —

2
N/ tY

s i. s is 
(2.15)
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De plus, d'après [29], on déduit,

brow l w : I < N/—

2  
t 7 )  _.>_ exp [ — —

C1
s<1 

On obtient donc,

p((0, 0), (0, 0)) exp [
i t ( a +

ay) tY
C  1  e x p  [  ]

En outre, si 2y < a + ay, c'est à dire si y < 
2 —

Œ

 ,  on a

p((0, 0), (0, 0)) _>_ exp [ C

 +

1
i t ( Œ" )

Cela termine la preuve du Théorème.

a
Remarque 2.2. Le y optimal est

2
 e t p a r  co n séq u en t, l'ex p o san t o p tim a l— a

d e  f t  e s t 
2 2—  a

. Ainsi, pour obtenir l'inégalité (2.12), il suffisait d'avoir un

aencadrement de la fonction g par exp [i i el  exp[  
C l

 e t   a v e c  a  < fi < 
2  —  a 

.
Ixr

3. Estimation de Davies et estimation de Varadhan

Le but de ce paragraphe est de donner des estimations hors diagonale du
noyau de la  chaleur. D ans le  but de com parer les dom aines de valid ité  des
estimations de Varadhan (c.f. [17], [20]) et des estim ations de Davies (c.f. [7])
nous donnons deux analogues stochastiques de la méthode de D avies [7]. Pour
cela, on commence par effectuer une estimation de Varadhan purement locale
par utilisation du calcul de Malliavin (c.f. [17], [20]) et de la théorie des grandes
déviations (c.f. [1]).

Supposons que les fonctions f  e t  g  sont de classe Cm à dérivées de tous

ordres bornées et qu'au voisinage de l'origine on a g(x) > C exp 
[  C   1 

pour
i x la

un  a e [0, 2[. De plus, on remarque que l'application qui à h  associe le couple
(x, (h), y i (h)) est une submersion de l'espace de Cameron-Martin su r R2 en  tou t
h  te l que  h ' 0  O. Par suite , en  appliquant la  rem arque de la  prem ière  partie
d e  [17] e t  [3 ]  o n  s a it  q u e  p,((0, 0), (0, 0)) 0 0 est équ iva lan t à  d2(x, y) < cc.
D'autre part, on remarque d'après (1.3) que pr((0, 0), (0, 0)) est strictement positif
pour tout couple (x, y). O n  a  d o n c

Théorème 3.1. S i a e [0, 2[, on a uniform ém ent sur tout com pact K  de R2 ,

lim  2t log p1((0, 0), (x, y)) —d2 (x, y) (3.1)
t— o

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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et, uniform ém ent sur tout com pact K  de R2 - ({0} x R),

lim 2 t log
t-

a(cci,a2)

a x „, ey , c2 p,((0, 0), (x, y)) - d 2 (x, y) (3.2)

   

pour tout multi-indice (a i , a 2 ). De plus, si a e [0, 1[, l'inégalité (3.2) reste valide
sur tout com pact K  de R2 .

Preuv e du T héorèm e 3.1. La preuve de l'inégalité (3.1) est similaire à celle
de la première partie de [17] puisque l'application h (x ,(h ) , y i (h)) est une sub-
m ersion en  tout h  te l que  h i  e s t n o n  n u l. L a  p reu v e  d e  l'in ég a lité  (3.2) est
identique à celle de [20] lorsque a < 1 car, on posséde une estimation de l'inverse

[ Cde la form e quadratique de Malliavin U(e) du couple (x i (c), y i (e)) en  exp
]e Œ

C
qui est négligeable devant exp [ puisque a <  1 . Le cas non trivial se produit

e
lorsque a e [1, 2[ et x 0 0.

O n  procéde alors de la manière suivante: introduisons une fonction g  égale
1 sur un petit voisinage de (x, y) et nulle en dehors d'un second petit voisinage

de  (x, y) n'intersectant pas la droite d 'équation x  =  0 . L'inégalité (3.2) découle
alors de l'inégalité suivante qui se substitue dans notre cadre  à  (1.29),

iip C o g )

E [  Inf 11,(X, Y) - Pg(x i (e), y,(8))1 2 (3.3)
X 2 +Y 2 =1

Par conditionnement, il suffit de montrer d'après (1.31), que lorsque e tend vers 0,

1
P p o n t f  g 2 (elq  SX )dS  

K113
exp [ - CIC] (3.4)

pour une constante ne dépendant pas de x tel que g(x, y) 0. La preuve de
cette inégalité est similaire à  celle du Théorèm e 1.1.

Nous proposons maintenant en utilisant la théorie des grandes déviations
[26], comme dans les exemples de [2 -3 ], une version de ce Théorème en faisant
uniquement des hypothèses de continuité sur les coefficients.

Théorème 3 .2 .  Supposons que les fonctions f  et g sont continues bornées et
que la f onction g  est non nulle , sauf  peut 'ê tre  en  (0, 0), sur un v oisinage de
l'origine. A lo rs , p t ((0, 0), (x , y )) est déf inie et continue pour t assez  petit sur tout
com pact K  de R2 - (R x {0 } ). De plus, on a uniform ém ent sur le com pact K ,

2t log pt((0, 0), (x, y)) - d2 (x, y) (3.5)

Preuv e du T héorèm e 3.2. P our m on tre r que  pt ((0, 0), (x, y )) est continue
e t bo rnée  pour t  assez petit, il suffit de rem arquer après avoir posé c =
que
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fy — 82f ( x  +  e w s
l  + sx)ds

     

exp

 

2

        

1 X
2

p((0 , 0), (x, y)) = 
2rte2 

exp  [ 
2 e

2 ] E
'

„,

 

2c 2 g2 (x Ew + sx)dssl

(f 1 2

g  (x  + ew  + sx)ds
)

1/2

              

existe pour e  assez  petit pu isque y  est non  nu  dans K  et que les expressions
figurant sous le signe Epon,  sont continues. Soit I/ un  réel stric tem ent positf.
Comme les fonctions f  e t g  sont bornées, si e est choisi suffisamment petit, on
a l'encadrement suivant indépendamment de (x, y) dans K,

C X
2

IY12exp [ —2 (1  0 2 E 2 1Epon ,[ exp 1
(1  n ) 2822 I g 2( evq. ±

0

p((0, 0 ), (x, Y))

1.Y12 exp 2 (1  +  nye2  E p o n ,  exp 1
+  1 )2E22 g2(cw1 + sx)ds

o

Introduisons la quantité ii(x, y) définie de la manière suivante,

C72 (X 1,  y) = Inf + 11h112 1 (3.8)
hlh(1)=0

Jo
 g2(hs + sx)ds

1)/ 12

On déduit alors de la première inégalité de l'encadrement (3.7) et de la théorie
des grandes déviations qu'on a uniformément sur le compact K,

IX12

lim 2t log p((0, 0), (x, y)) ( x   (3.9)
o (1 — n)2'  —

en rem arquant que la  fonctionelle h —> g2 (hs )ds est continue sur l'espace de
JO

Cameron-Martin associé au pont brownien et nulle uniquement en h = O.
De l'inégalité de droite dans (3.7), il résulte de la théorie des grandes dévia-

tions que

1)C12 (x, Y  li m 2t log p,((0, 0), (x, y))
(1  +  21  +  )

(3.10)
t—o n) n

Il reste alors à montrer que d- (x, y) est continue en (x, y) avec y 0 0 et à interpréter
lx  12 + ii2( x ,  y) .

Le premier point résulte de la continuité de la fonction g  et de la compacité
p o u r la  co n v e rg en ce  u n ifo rm e  d e  la  b o u le  u n ité  d e  l'e sp ace  d e  Cameron-
Martin. D'autre part, nous présentons un procédé indirect qui permet d'identifier

sx)ds]

(3.7)
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les deux termes considérés précédemment. Soit g„> g  une suite de fonctions
positives de classe  C  à  dérivées de tous ordres bornées convergeant vers la
fonction g uniformément sur tout compact. Notons p((0, 0), (x, y)) le noyau de
la chaleur associé à  l'opérateur

az 1a z 0
/11 =  +  g2 (x)  + f(x)—2 0x 2 2  "  ay 2

a y

Par application des deux théorèmes précédents  à  la  quantité p((0, 0), (x, y)) on
déduit de l'unicité de la limite quand t  tend vers 0  d e  2f log p,((0, 0), (x, y)) que
pour l'opérateur L " on a,

x12 + dRx, y) = d(x, y) (3.11)

Il reste alors à  montrer que les suites d„(x, y) et an (x, y) convergent uniformément
sur tout compact vers d(x, y) et d(x, y) respectivement. La première de ces con-
vergences résulte de l'inégalité d„(x, y) d(x, y) et de la com pacité de la boule
unité de l'espace de Cameron-Martin pour la  norm e uniform e. L a preuve de
la seconde convergence est identique à  la précédente l'inégalité dn(x, y) d(x, y)
étant remplacée par l'inégalité  ã(x , y) y ) .

Exposons m aintenant deux analogues stochastiques de la m éthode de Davies
[7]. La première de ces méthodes, purement locale, est basée sur le calcul de
Malliavin et n'utilise pas uniquement la symétrie du semi-groupe.

Pour une fonction t//(x, y) de classe C ,  on obtient en calculant de manière
analogue à  [21], la  quantité e - 'fr

8,/í a1  4 320 1  (
x

a0)2 A il
= A + atll a  + g2(x) +-g2(x) 2ax ax ay ay 2  0 x

2
 2  a

ay

1a ' 2 a t p+ —
2 
g2 (x) (

ay
2 1 ) + f(x) — (3.12)ay

Soit P,k,, le semi-groupe associé à  l'opérateur différentiel e Aè P. Par utilisation
d'une formule de Girsanov et d'une formule de Feynmann-Kac, on a de manière
analogue à  la formule (1.11) d e  [21],

e
0

 4321A
1) 20 ,,f (x , y)- E[f(x ,(e), y ,(e))exp ( 2 (x s (e), ys (e))+(— (x s (e), y (e))) 2 )d s]

ax ax

x exp
2g

2 (x,(6))( a 2 f̀r (x (0, y (E)) + (—a t i f  (x (e), y (e))) 2 )d.s1
ay2 

1 aoa o  (x (0 ,  y  ( 8 ) ) )2 d s i
x  exp [E f (xs (e), ys (e))6w 1 - —

Ç
s  2 J0 

(  
"

e2 1

(30
X exp [e f  g(x s (e)) (xs (e), ys (e))(5w . -  J

0

 g2(xs(e))(—
a y

(xs(e), ys (e)))2

0 ay

1 0
x exp [E2 f  f ( x s (e)) (xs (e), ys (e))ds11

ay
(3.13)
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pour la diffusion (ME), y s(E)) issue de (x, y). (Ici, 614, désigne la différentielle au
sens d'Hô). En résumé, on a

134,,tf(x, Y ) = E[f(x1(E), Y  i(E)) exp [I 1(E) + 1 2(e)]] (3.14)

avec,

11(8) = 8 f —(xs(E), Y5(8 ))6 w1 + E
0 ax

g(x5(E)) —
a y

(xs(8), ys(E))6w, (3.15)

et,
62 1 020

+ 
E 2 020

(xs(E), dsy(8))12 (0 = —
2

2 (x,(8), ys(E))ds
ax 2

g2(x,(8)) 
a y

2

0

+ 82 i. 
1

f(x,(8)) —
a y

ao
(xs(E), ys(8))ds

0
(3.16)

Notation 3.1. On dira qu'une fonction tif nulle en (0, 0) est de classe H  si
les conditions suivantes sont satisfaites,

( * ) (atfr 2 alp 2
— (X , y ) )  + g 2 (x )(—

a y
(x, y)) 1ax

00 a20 ao a20
(**) Les fonctions —(x, y), (x, y), g(x) (x, y), g2 (x) (x, y) et

ax aX2 ay ay2

pour un a dans [0, 2[. Soient 0 une fonction de classe H, y  la constante donnée
par le T héorèm e 1.3 et 6  un réel strictem ent positif  à 1  alors, il ex iste  deux
constantes notées C(0) et C(6) telles que pour tout t _-_ 1 et tout couple (x, y), on a

p,((0, 0), (x, y)) C6(0) exp [ C l  e x p  [  11/1(
2
x

6'  t'
Y

)I2
] ( 3 . 1 7 )

Preuv e du T héorèm e 3.3. Soit 0  une fonction de classe H .  Par utilisation
de l'inégalité de W ilder, des formules d'intégration par parties données par le
calcu l de  Malliavin, o n  m o n tre  q u e  la  d en sité  d e  la  m esu re  P 1 f (0, 0 ) est

Lm ajorée par exp 
[ N i l  

exp [C(6)fi] exp [cl pour le  m êm e réel y  que celui
2t L c

donné par le  T héorèm e 1.3. D 'au tre  part, la  densité  de  la  m esure  qu i à  la

[fonction f  associe P4,p1,,,f (0, 0) est égale à e x p  t i i ( x '
t

Y V ]p,((0, 0), (x, y)).

alp
f(x) —

a y
(x, y ) sont de classe C ' à  dérivées de tous ordres bornées.

Remarquons que la condition (*) a été introduite par Davies [7 ]  page 83.
De plus, on a le résultat suivant,

Théorème 3.3. Supposons que les fonctions f et g sont de classe C'D a dérivées

de tous ordres bornées et qu'au v oisinage de l'origine on a g(x ) > exp 
[  C  

Ix r
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On en déduit donc,

p((0, 0), (x, y))
[6,32

[ c ]
)60(x, y)- 1

(3.18)exp [1/3106((//)] exp y e x p 2t t

En suivant une idée développée par Davies [7], extremisons cette inegalité en

13. Lorsque /3 = tii(x, y), l'inégalité (3.18) devient,

tP ( x  Y )p((0, 0), (x, y)) exp y)106(0)] exp [ c (6 )
]  exp  [ 2  ' (3.19)

tY 26t

cela term ine la preuve du Théorèm e 3.3 car nous ne tenons com pte que des
réels t  tels que t < 1.

a
Remarque 3.1. Si X , désigne le champ de vecteur —  e t  X 2  le champ de

a
vecteur g(x) —

a y  
on peut améliorer les calculs ci-dessus et montrer que toutes les

dérivées suivant les champs de vecteurs X , e t X 2  de pt((0, 0), (x, y)) vérifient elles
aussi l'inégalité (3.17). C ela  est dû  au  fa it que  la  fonc tion  s e  d é r iv e  c o r -
rectement dans les directions des champs de vecteurs X , e t  X 2.

D'autre part, il semble exclu d'obtenir une estimation du type de (3.17) pour
a(a) a(p)les dérivées   p 1 ( ( 0 ,  0), (x, y)) sous la condition H. Pour obtenir une telle
ax(' ) ay o)

estimation, il faut supposer, au lieu de l'hypothèse (**), que la fonction 1// est de
classe cr ce qui donne une mauvaise approximation de la distance d(x, y ) . E n
effet, si on supprime l'hypothèse (**), Jerison et Sanchez [11] ont montré que

la  d istance  d(x, y) est te lle  que  sup 2 =  d2(x, y). D 'autre  part, on
vérifiant H

peut aussi noter que la  fonction d(x, y) n 'est n i de  c lasse  C  n i  F161dérienne,
comme nous allons le prouver.

Si on suppose que g(x) exp 
[

C  

I x

ii2 (0, y) Inf
h ( 1 ) 0

 {1y12 C exp [
=

car suplh,l 2 < 11h112 .

pour un

C

a E [0, 2[, on

+ Ihs12

a

(3.20)
(sup h r)I s

On obtient donc,

22 (x, y) Inf exp [-7,] + /42 }u >
(3.21)

Introduisons la fonction F (u) définie p a r  F (u) = ClyI 2 expY Y

alors,
+ u. O n  a

0/2

Ca 1
exp

r d + 1 (3.22)F(u) =
2 u 1+4 2  Y12C21

"/2]u



Diffusion très dégénérée 135

On remarque donc, que la fonction  F (u )  est décroissante et posséde un unique
O. O n  en  d éd u it d o n c  q u e  F ( u )  possède un unique minimum noté  u s,.

C C
D e plus, u 0 lorsque y - [

u
4■ 0 d'où, exp 2

1  
--- e t  il ( - C  log 10 2/a.

Y Y
Ce qui implique que  F ( u )  est supérieur à (- C  log ly 1 )2  e t donc  que  d(0, y)
(- C log ly1)1/' quand ly 1 tend vers O.

Appliquons maintenant la méthode de Davies développée dans le chapitre
3 de  [7]. Ici, on suppose que seule la condition (*) de H  est satisfaite. Alors,
on a com m e dans le corollaire 3.2.2 d e  [7],

f hP log h dxdy E I Al l2  (Oh) A112 (0- 1 hP  -1 )dXdY + 1) (8 , P)111.111,p ± 1111111b lo g  Ilhil LP
R2

(3.23)

avec

y(e, p) = 2F(8(1 - ft))p- i + sfl2 { i +  ( p  -  2)2 )
4 (1) - 1 )PJ

pour 0 - e - " .
co

Posons O fp) = A  + 2 Àp - 2  de sorte  que p-1 e(p)dp = t et introduisons
2

2
F(p) = - 7((P), I))

P

Cp 2y C  log p 1
-=  p 2 t y p 2 p 2  log t + p

t
 )62 p - 2 A [C +  ( 1 3  2 ) 2  12' (3.25)

4(p - 1)ti
.0

D 'autre  part, pour que la  quantité  f  F(p)dp converge, on doit supposer que
2

Ay < 1 et que A > 1 ce qui n'est possible que si y  < 1 dans l'inégalité de Sobolev
logarithmique.

D ans ce cas, on a

'
F(p)dp .. -

C  

-  !
..r

log t + C(2) + )62( 3 . 2 6 )
0' 22

Toutefois, on ne peut pas contrairement à [7] page 88 faire tendre C(A) vers 1
en faisant tendre A vers l'infini car Ay < 1.

On obtient alors le Théorème suivant, l'opérateur différentiel L' étant défini
par l'égalité (1.24),

Théorème 3.4. Supposons que la m atrice a(x  y ) soit m inorée par
- -

1 0

0 e x p  

[  IxC la] _

(3.24)
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N otons d((x, y), (x', y ')) la distance associée a la m étrique déf inie par la m atrice
a(x, y) alors, le semi-groupe Pt posséde une densité pj(x , y), (x', y ')) telle que pour
tout t 0  et tous couples (x, y ), (x', y')

CP;11x, — exp
t

pour y  < 1.

on

C—

a

exp
Cd2((x, y), (x', y'))1 (3.27)

Preuve du Théorèm e 3.4. De l'inégalité (3.26), on déduit que la norme
L2' ' du semi-groupe associéà ex p  [—  130] A exp [N d est majorée par

r  e x p  —

t
7 exp [C# 2]  si la fonction ik vérifie la condition (*). De plus, comme

t
le semi-groupe est symétrique, on en déduit que sa densité est bornée uniformé-

C C
m ent par —

t
exp [T

7

On a donc,

exp [Ct/32 ].

exp [ — fl (x, y)] pj(x, y), (x', y')) exp [fi(x', y')] exp [-C-] exp [Ct/32 ]
t

(3.28)

D'où,

C C
p;((x, y), (x', y')) —

t  
exp exp [fi(tP(x, y) — y')) + Ct,62 ] (3.29)

2
On extremise cette quantité en prenant fl = —

C t  
(tif(x, y) — tk(xr, y')) et, on obtient

Pjlx, (x% 3)')/ _c  e x p  [_c i  e x p  [  tfr(x,  —

C t

tP(x', .01
t t7

où les constantes apparaissant dans l'inégalité (3.30) ne dépendent pas de  la
fonction tp.

D 'autre part, d 'après [11],

d2((x, y), (x', y')) = Inf I ti/(x, y) — 14/(x', y')1
tk de  c la sse  H

Cela termine la preuve de (3.27).

Terminons cet article en donnant un deuxième analogue stochastique de la
méthode de Davies suivant de plus près l'esprit de [7]. Comme la technique utilisée
est sensiblement différente de la première, introduisons une nouvelle classe de
fonctions de la façon suivante,

(3.30)

(3.31)

Notation 3.2. O n dira
suivantes sont satisfaites,

01// 2
(* )

X

 (x ,  y )  +  g 2 ( x )

qu'une fonction  i4i e s t  d a n s  H ' si les conditions

2

<1
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et,
(9241 azi

( * * )  Les fonctions 
Ox2 

(x, y) et g2(x)
p

O y

2 (x, y) sont bornées.

Alors, on prouve le Théorème suivant,

Théorème 3.5. Supposons que la norme L"  du semi-groupe Pt est majorée

par 
C

i

p )  

exp
[ ( ( p ) ]

.  Soit qi une fonction de la classe H' alors, pour tout t > 0,
t  Pt Y

tout couple (x, y ) , (x', y ') e t tou t 6 > 1, il ex iste une constante C(6) et un réel
strictement positif oc(6) tel que

13,0 ,  Y), (x', y'))

-

c ( ô ) [ (ip(x, y) — y'))2][C (6 )1

e x P  Ec60)(t(x,e x p e x p y) —  tk(x', y'))]

(3.32)

à  priori vers O.

tao) tY 2(5t

Remarque 3.2. Lorsque 6 tend vers 1, a(6) tend

Preuve du Théorème 3.5. Soit I < 1. On a,

IPticsoLit.f(x, Y)I E[f(x1(N/17t), Y1(.1 6 )) exP [I 1 ( /E) + /20 ) ] ]

E[fP(x i (j t ) ,  y i (lit))P IP  exp [ f l / C ( ) ]  exp P[ 16
2 : p

(3.33)

par application de l'inégalité de Holder.
D'autre part, par hypothèses, on a pour  r >  1,

E U P (x1(N/6 ), Y i(NA())7 11P < 1(101. exP[ C

]
Il f (3.34)

11

Alors, pour tout r > 1,

C(r) [C(r)

(itY

2[16 (3.35)exp
2t p  —

P  

1

1 ]11191301001

ce qui signifie,

exp  [f i /C p ( tk ) ]

(/t)lir 
exp

(itlY

(Pmonit((x, y), (x', Y')))P r I (P r - "dx 'dy 'r r

< C(r) [C (r )1 
ex

pe x _
exP

[ f i
2P (3.36)

(h) l i r P ( i t y p ( t P ) ] 2t p — 1
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La propriété de Markov et la symétrie du semi - groupe perturbé impliquent que

PiRoo,t((x, y), (x', y i )) = 11R2 Y ), (x", Y"))PiRot),(1-0t((x", y"), Y'))dx"dY"
R2

R2 (P16(4,11),LA X , y), (X " , Y ")))P r/ (P r -1 ) dx"dy" 
} (p r - lp p r

X  { (pfl(0),(,_,),((x", y"), (x', y')))Prelx"dy"
R2

}1 Ipr

Introduisons q' = r' =

(3.27) et (3.28),

Pfitott,t((x, Y), 
( x '

,  y'))

pr q'r'
 de sorte que pr — 

q ' r '  —  1
. On déduit alors de

pr — 1

t œ ( P ' r )

C(p,
e x p  

[ C ( 1 9 ,  exp [fiCp,r(tfr)]
t7 exP [2t p  -

#2

1
11 e x p  

fl2
-  1)]

(3.38)

Soit 6 > 1. E n  p r e n a n t  I assez proche de 1 et p  assez grand, on obtient

C(5)[ c ( a ) ) 6 2 6
pfl u m m ((x, y), (x', y')) tOE(â) e x p   ex p  [$ C 0 )] ex p  [ 

 2 t
( 3 . 3 9 )

t 

Remarquons que ot(6) tend à  priori vers 0 quand 6  tend  vers 1 . O r,

po ( p,),,((x, y), (x', y')) = exp [  N' (x, Y ) 1
p , ( ( x ,  y ), ( x ' ,  y ' ) )  e x p

y')
( 3 . 4 0 )

On en déduit donc que

$ 2 6  16
pt((x, y), (x', y')):5_,

C ( 6 )  

exp 

ro)
]  exp [fiCa(tP)] exp [ +(tP(x, y)— tP(x', Y'))]t 2t t

(3.41)

On conclue en extrémisant le membre droit de l'inégalité (3.41) en prenant fi =

y) — y')). Cela termine la preuve du Théorème 3.5.
6

4. Appendice

Une inégalité de Sobolev logarithmique. L'inégalité (1.23) ne résulte pas di-
rectement du Théorème 1.1 par application du Théorème 2.2.3 de [7] car dans
ce dernier, les norm es utilisées sont des norm es /2'. Calculons m aintenant la
norme d u  s e m i-g ro u p e  P , a s s o c ié  à l'opérateur différentiel L.

(3.37)
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On a,

E L A x i ( E ) ,  y i ( E ) ) ]  =  

2 e 2 J J R 2  f()c'' 2E2Y ')  exP [  ( x '  X ) 2 1

X  E p o n t

exp [
g2 (x  Ewsi + s(x' — x))ds

Jo

I — .Y21 

( f i  2

g (x+Ew s
l  + s(x' — x))ds)

1/2 dx'dy' (A.1)

  

En effectuant alors le changement de variables x' x '  x  et y ' —■ y' — y, on
obtient

1 
E[f (x i (e), y i (e))] — 

27rE
2 11

, 2  
f (x ' + x , y ' + y) exp [ — "

),21

2E2

 

e x p  [  
2E 2 g 2( x e w si + sx ')ds

Jo
1

g
2 
(x + ew s

l  + sx ')ds
)

1/2

  

X  E p o n t

 

dx'dy' (A.2)

         

D'autre part, par application de l'inégalité de Holder avec les nombres conjugués
p  et g, on déduit

1
E[f  (x  1(4 Y 1(E))]

\ / 2 7 2 2  
f  II L, j

R 2

exp [ 2E2

   

ClY

   

1/q

  

exp

               

2E2 f11

+ EWs
i  s x ') d s

( f i  2

g (x+ ew s
l  +sx ')ds

q/2

    

x E 0 1

  

dx'dy'

 

(A.3)

         

Alors, en intégrant par rapport à  y ' après avoir appliqué le Théorème de Fubini,
on a,

E[f(x i(e), y 1 (8))]

,

2 1
MfI exp q

2
x
8

2 1 yq — 1)/2 dx
2  f7cE2-iiq R (i.

 
E pont

g2(x + EWs
i  s x ') d s

1 1 q

(A.4)
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Alors, d'après les inégalités obtenues dans le Théorème 1.1, on obtient

E [ f  (X  1(4  Y 1(E))]   If  II L.,, exP [
C(p) C(p)

e 
1 ( I exp [ eix,21 )

1/2

2 y

R 282 dx'

-. E 2-2yq Ilfill, exP [ C
c

(21,1
C(p) 

C C ( P )1[ Ilf 11Lp (A.5)< exp  
t  /P t Y

O n  e n  d é d u it d o n c  q u e  la  n o rm e  L2 '") du sem i-groupe 13,  est m ajorée par
C [C l

—  exp  -

t
7
 ce  qu i im plique  l'inéga lité  de  Sobolev logarithmique (1.23). Mon-

i t
trons maintenant la réciproque de cette proposition en suivant les idées dével-
oppées dans [ 7 ] .  D'après le Lemme 2.2.6 d e  [7 ], on a

 hP log h dxdy .. e j. Ah hP- 1 dxdy +J' P
1111 1Ify

2 F()
+ 1111112 10g II h II L 2 (A .6 )

e

Choisissons comme dans [7 ]  page 73, e(p) = At 2 'p ' avec Ily =  1 de sorte que

J'

 
: p - l e(p)dp = t. Introduisons maintenant,

F(p) = -

2  

F(e(p)) = 
p  t Y 2

2 [Cp1/2
l o g  p  - -

2  
log t + C]

P
2 1

(A.7)

d'après le Théorème 2.2.7 d e  [7 ], on déduit que la norm e L2 '''' du semi-groupe
P, est majorée par em  avec

M  =  f 
['  2  Cp1I2

2  p2 L t' a log p -  -
2  

log t + Ci dt
1

1
=  ---

2
 log t +  +  C (A.8)

Ainsi, la norme L2 ' du semi-groupe P, est majorée par exp . De plus,
t

comme le semi-groupe /3,  e s t  symetrique, on  en  dédu it que  la  densité  de  ce
C [C

semi-groupe est majorée par -
t  

exp -

tY 
pour tou t t > 0.
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