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Vektorbiindel vom Rang 2 auf rationalen Regelfiichen
und auf P} x P/

Von

Shih-kung Lo

Einleitung

Aufgrund der Ahnlichkeit der lokalen Strukturen zwischen rationalen Regel-
flichen (X, = P(@P;l @(Ol’;ﬁ(_e)) — P}) und P} erwartet man bei der Klassifizie-
rung und Deformationsverhalten von 2-Biindeln auf rationalen Regelflichen
dhnliche Resultate wie diejenigen, die Stremme fiir P,% bewiesen hat. So kann
man jedem normierten 2-Biindel E auf X = X, oder P/ x P;” ein Zahlenpaar
d(E) = (d\,d2) e N_) x Ny (N_; :=NU{-1,0}), den Typ von E, zuordnen
(Korollar 1.3.2.). Ein 2-Biindel E auf X = X, bzw. P} x P;" hei3t im folgenden
stabil, wenn H° (X, E,,m) = 0, und andernfalls instabil. Der Schwerpunkt der
vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung von instabilen 2-Biindeln auf X,. Auf
X = X, oder P} existiert ein instabiles 2-Biindel vom Typ d > (0,0) bzw. 0 und
den Chernklassen ¢, ¢, genau dann, wenn d? —dc, 4+ ¢, > 0 ist. Fiir instabile
2-Biindeln vom Typ d mit d?> —dc;+c; >0 oder d?> —dci+¢; =0 und
h'(Ox(2d — ¢1)) = 0 existiert eine glatte, irreduzible, quasiprojektive und rationale
Varietdt M(d) mit der Dimension

dim M(d) = max{3(dy — dc) + ¢3) + h' (Ox(2d — ¢)) — 1,0},

die als grober Modulraum fiir solche Biindel dient.

Uber die Deformierbarkeit von instabilen 2-Biindeln auf X, erhilt man das
folgende Ergebnis: Auf X, (e =0 oder ungerade) 1dBt sich jedes 2-Biindel vom
Typ (di, d») mit dy € {0,1} oder d, € {0,1} ins triviale 2-Biindel deformieren.

Die von Stremme benutzte Monade kann man auf X = X, oder P} x P}
verallgemeinern (Kap.2 Abs.3). Es existiert eine Familie von 2/-Biindeln auf
X (2/ = dim X), in der alle bis auf eines trivial sind. Im speziellen Fall / = 1 und
X = X, ist das eine direkte Ubertragung der Monade von Stremme. Mit Hilfe
der Monade von Stremme fiir diesen speziellen Fall erhalten wir die folgende
Behauptung (Prop. 2.3.11) fiir

M(d:v) := {F e M(d) | F ist in den Typ v deformierbar}, d > v.
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Fir X =X, ist M (d;v) # &, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
2d2 —Cl12 > (2d1 - cn)e > 0, und
a) Ist y(Ox(d —v+ Hx)) = h%(Ox(d — v+ Hy)) > v> — ve; + ¢2, sO sei

R (Ox(cr —d —v)) = 0,205 — c1a — (201 — ¢y )e > —1

und d) — v, > (dy —vi)e, dy —v; > 1.
b) Ist h%(Ox(d — v+ Hx)) < v? —ver + ¢, so gelte

entweder (1) h°(Ox (d — v)) > v? — ve) + ¢ mit
d+vvy—cn—2—e=(d+v—cn)eunddy —vy —2 —e > (dy —vy)e

oder (2) h%(Ox(d —v)) <v®> —vey+¢; mit dy + vy — ¢ > (dy + vy — ¢11)e und
Ox(d —v) sei ein sehr amples Geradenbiindel auf X.

Auf P} x P} (char(k) # 2) gilt das folgende Korollar 2.3.9: Fiir 2-Biindel
mit verschwindenden Chernklassen ist

codim M(d; (0,0)) = max{2(d, — 1)(d2 — 1) — 1,0},

wobei das triviale 2-Biindel das einzige 2-Biindel vom Typ (0,0) ist.

In dieser Arbeit werden die Begriffe und Resultate von [Ha]: Algebraic
Geometry vorausgesetzt. Wie iliblich werden Vektorbiindel und lokalfreie Garbe
identifiziert.

Kapitel 1. Klassifizierung von Vektorbiindeln vom
Rang 2 auf rationalen Regelflichen

1.1. Charakterisierung von Vektorbiindeln vom Rang 2 auf X = X, oder
P; x P

Lemma 1.1.1. Sei E eine lokalfreie Garbe auf einem reduzierten Schema X,
f:X — Y ein Morphismus von Schemata, HO(X,,,E|X‘_) =0VyeY. Dann folgt
H°(X,E) =0. '

Beweis.: Seien U = Spec B < X offen, V = Spec4 < Y offen mit f|, : U —
V und E|, = OY,. Sei ¢:A— Bder zu f|, assoziierte Ringhomomorphismus.
Sei se H'(X,E). s|, e H'(U,0%|,) = B", peSpecA.U, = SpecB,/pB,. Nach
Voraussetzung ist s| u, = 0, Vp e Spec A. Daraus folgt, daBl jede Komponente von
s|y nilpotent in B ist. Also ist s/, =0, da X reduziert ist.

Sei 7: X, =P(0y @ yi(—¢)) — P, die rationale Regelfliche mit ee Ny. Sei
Cyo— X, ein Schnitt von 7 mit Cg = —e¢. Bekanntlich ist PicX, @ Z ® Z mit
Erzeugern Cp und f, wobei f eine Faser von =z ist, d.h. bCy+ ¢f = (b,c) €
Z®Z. (vgl. [Ha] Chap. 5 §3.2)

Ist E eine kohdrente Garbe auf X, und sind b,c € Z, so wird mit E(b,c) die
Garbe E ®q, Ox,(bCo+ cf) bezeichnet.
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Lemma 1.1.2. Sei X, wie oben. Sei E eine lokalfreie Garbe auf X,. Dann
existiert ein ng € Ny, so daf ¥n > ng, H*(X,E(0,—n)) = 0 und H*(X,E(-n,0) =0
gilt.

Beweis.: Nach der Projektionsformel gilt n.E(0,~n) = n.(E)(—n). Benut-
zen wir die Larry Spektralsequenz fiir E(0,—n), gilt es also

H(X, E(0,—n)) ~ H°(P}, 7, E(0, —n)) =~ H*(P}, n.(E)(—n)) = 0

fiir n groB genug. Da fiir generische Punkte y € P} und n groB genug E(-n,0), =
Op1 (a) ® (OP;(b) mit a,b <0 gilt, ist n,E(—n,0) eine Nullgarbe. Daraus folgt
dann, daB H(X,, E(—n,0)) =~ H(P} ,n.E(—n,0)) = 0 ist.

Fiir P} x P' mit m,n > 1 ist Pic(P; x P}") = Z ® Z mit Hyy x P} und Py x Hyp
als Erzeugern, d.-h. b(Hpr x Py") + ¢(Py x Hpp) = (b,c) e Z@ Z, wobei Hyy bzw.

m

Hyy Hyperebene in P} bzw. P;" ist.

Korollar 1.1.3. Sei X = X, oder P} x P/ mit n, m>1. PicX=Z®Z. E
sei lokalfreie Garbe auf X. Dann existieren I\,l, € Ny, so dafp H %(X,E(-11,0)) =
0, HO(X,E(O, —1‘2)) =0,V >0, h>h.

Beweis.: Lemma 1.1.1, 1.1.2.

Fiir eine lokalfreie Garbe E auf X = X, oder P/ x P} mit m,n > 1 existiert also
(a,b)eZ®Z, so daB H(X E(a,b)) #0, HY(X,E(a—1L,b—1h)) =0 VY(,h) e
No ® No\{(0,0)}.

Bemerkung 1.1.4. Sei E eine torsionsfreie kohdrente Garbe auf X =P;. Es
existiert eine nichtnegative ganze Zahl ¢, so daB H°(E(—1t)) = 0 fiir alle ¢ > ¢, gilt.

Beweis.: Fir EY := #om(E,Oy) existiert eine exakte Sequenz
& @Oy — EY(r) — 0,

wobei @0y endliche direkte Summe von Oy und r groB genug ist. Mit dem
Funktor #%s(-, Ox) angewendet auf £ bekommen wir dann eine exakte Sequenz

0— (EY)Y(-r) > @0y,

wobei (EV)" die duale Garbe von EV ist. Da E torsionsfreie ist, ist E durch den
natiirlichen Garbenhomomorphism von E nach (EV)" eine Untergarbe von (EV)".
Daraus folgt die Behauptung.

Proposition 1.1.5. Sei X = X, oder P; x P mit m+n=>2. F sei ein 2-
Biindel auf X mit HY(F)#0 und H°(F(-1)) =0 fiir alle |= (I;,;) € Nqx
No\{(0,0)} (bzw. IeN im Fall X =P}). Dann gilt fiir se H(F), s#O0:
Entweder ist (s), von der Kodimension 2 oder (s), = .

Beweis.: Fir X =Py x Py mit m-n#1 gilt: Ist (s), = &, so spaltet F.
Da F¥ & Opyxpy eine exakte Sequenz

0 — Oppxpr(c1(FY)) = FY 5 Oy — 0
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induziert, folgt daraus und aus
Ext! (Opyxpps Opyxpp (¢1(FY))) = H' (Oppppr (€1 (FY))) = 0

die Spaltung von F. Sei (s), von der Kodimension 1. Dann enthdlt (s), eine 1-
codimensionale Komponente. Sei D der dieser Komponente entsprechende
Divisor, dann folgt

se HY(F(-D)) = 0.
Das ist ein Widerspruch.

Der obige Schnitt s liefert einen Koszulkomplex

0> Oy SF - Iy ®detF — 0

Ist X =X, oder P} x P’ mit m,n > 1, so heiit E normiert, wenn fiir die erste
Chernklasse ¢i(E) = (c11,c12) von E gilt, daB ¢j1.cp € {—1,0}. Ist X =P}, so
heiBBt E normiert, wenn ¢|(E) € {-1,0}.

Jedes Vektorbiindel F vom Rang 2 auf X 148t sich durch Tensorieren mit
einem Geradenbiindel normieren. Es sei jetzt E ein normiertes 2-Biindel auf X
mit H(E) #0. E heiBt vom Typ d = (d,.d>) e Ng@® Ny (bzw. d € Ny im Fall
X =P}), wenn HY(E(—d)) #0, H*(E(—d — 1)) = 0 fiir / € No x No\{(0,0)} (bzw.
[eN im Fall X =P}).

Ein Schnitt se H°(E(—d)), s#0 definiert dann nach Prop. 1.1.5 eine
Extension

(1):0 > Ox(d) - E— Iy(c; —d) — 0,

wobei Iy die Idealgarbe von (s), ist.

Fir Py x P mit n.m >1 ist der kanonische Divisor Hppxpm = (—n—1,
—m — 1) ([Ha] Chap. 2. Auf. 8.3). Also ist die dualisierende Garbe wpxp» auf

¢ X pp' mit mn # 0 isomorph zu Oy(—n—1,-m —1). Fir X =P} bzw. X, gilt

wpr = Opr(—n — 1) bzw. Ox (-2,-2—e).

Sei Oy (H) eine sehr ample invertierbare Garbe auf X mit Opr(H) = Opr(1) fiir
X =Pj;. Das Hilbertpolynom von E bzgl. Ox(H) hingt nach dem Satz von
Hirzebruch-Riemann-Roch nur von Chernklassen ¢|(E) und c¢;(E) ab. Damit
hingt das Hilbertpolynom von Iy bzgl. Ox(H) nach der exakten Sequenz (1) nur
von d und ¢|(E), c2(E) ab.

Wir haben die exakte Sequenz

2):0—>1Iy - Ox - Oy — 0,

wobei Iy die Idealgarbe von (1) ist. Also hidngt das Hilbertpolynom von Oy aus
(2) bzgl. Ox(H) nur noch von d und ¢;(E), c2(E) ab. Sei p das Hilbertpolynom
von (Oy. Wir bezeichnen mit #7/¢§ das Hilbertschema der abgeschlossenen
Unterschemata von X mit festem Hilbertpolynom p. Sei ¢ die assoziierte uni-
verselle Idealgarbe auf X x #:/6%, Y :=Supp(0/¢), wobei O := Oxxniear die
Strukturgarbe von X x /64 ist. Weiter sei Y, := Supp(0 ®g, k(h)/ #y,) fir
he Ailby, wobei gy = ¢ ®¢, k(h). dimY), = r ist der Grad von p ([Ha] p. 52).



Vektorbiindel vom Rang 2 auf rationalen Regelfldchen 371

Lemma 1.1.6. H, := {he #itty |y, ist lokalvollstindiger Durchschnitt der
Kodimension n — r} ist offen in #i(65, wobei r der Grad von p und n die Dimension
von X ist.

Beweis.: Fir he #:(¢6%, mit der Eigenschaft, daB ¢, lokalvollstindiger
Durchschnitt der Kodimension n —r ist, existiert fiir jeden Punkt xe Y, f|,

fo S € Fy so daB (Fy,), durch fi ®q,1,...,[,_, ®e, 1 erzeugt ist. Wenn
Fy, nicht lokalvollstindiger Durchschnitt der Kodimension n — r ist, existiert ein
xo € Jy, so daB (#y,), nicht durch n—r Elemente von (f#y,), erzeugbar ist.

Seim: X x AHitty — Hil6y die Projektion.

U={xeX x #Hittyln(x) =h, (Fy,)y= S ®q,k(h) ist durch n—r Elemente
von (#y,), erzeugbar} ist offen

Also ist n(Y\U) abgeschlossen in #7¢¢5, da n eigentlich ist. Es gilt somit
H, = #:¢65\n(Y\U) offen, da n surjektiv ist.

Sei f: X — Y ein Morphismus zwischen Schemata. Man definiert wie folgt
relative &z¢-garben.
Seien #,8 Ox-Moduln. Man bilde eine injektive Auflosung 1. von &:

0-&—-1h—1--.

Wir bezeichnen mit é*’xe‘f"(gf' ,6) die i-te Kohomologie des Bildgarbenkomplexes
f.Hom(F 1.). Fiir die Funktoren f, #os» und I' erhdlt man die Grothendieck-
Spektralsequenz

EY == HI(Y,82¢{(#.6)) = Ext}"(#,8) = E’* (man siehe [Lan])

Diese Spektralsequenz induziert eine kurze exakte Sequenz, die niedere Term-
sequenz:
0— H'(Y, f. Hom(F,6)) = Exty(F,6) > HY .6zt [(F,6))
— HYXY, f. Hoom(F ,E&))
Ist f ein eigentlicher Morphismus zwischen noetherschen Schemata X, Y und sind
&, & kohidrente Oy-Moduln, dann sind die relative Ext-Garbe é"x/f"(g",é”)

kohérente ¢y-Moduln.
Fiir ein kartesisches Diagramm

1

y 7 . x
T
Y’ 7, Y

mit einem platten Morphismus f und fiir einen kohédrenten Oy-Modul %, der platt
tiber Y ist, gibt es ein Oy -linearen Basiswechselhomomorphismus:

ENG): g 6l [(F,6) — Ext] (9" F 4" 6).



372 Shih-kung Lo

Satz 1.1.7. Sei f:X — Y ein platter eigentlicher Morphismus zwischen
noetherschen Schemata X und Y. Seien & ,& kohdrente Ox-Moduln, platt iiber Y.
Es sei g >0 und es sei ye Y. Dann gilt: &'(g) ist genau dann Isomorphismus fiir
jede Abbildung g in einer Umgebung von g~'(y) < Y' fiir i =¢q (bzw. fiir i =g,

— 1), wenn die Abbildung é"zl,(,/ &), — Extf\,v(f'y,é"y) fiir i = q surjektiv ist
(b:w (fa‘lf(J 5’) zusdtzlich frei ist).

Beweis. Man siehe |[BP] Satz 2.

Satz 1.1.8. Die Voraussetzungen fiir f,F,& seien wie in Satz 1.1.7. Ist
entweder Y reduziert und éax/m‘“(./j.,,é"),) =0 fiir alle ¢ = qo, qo € N und fiir alle
yeY, oder ist Y regulir ( qlatf) dann gilt:

Ist die Funktion y — dimy Extx (%, 8)) fiir ein q konstant, so ist <§’xt"(/ &)
lokal frei, und fiir jedes y € Y gilt . ’ é"actf(/ &), ®¢, (Oy y/my) = ExtX (J),é’)
firi=gq, qg—1.

Beweis.: Man siehe [BP] Satz 3.

Satz 1.1.9. Sei f: X — Y platter, abgeschlossener surjektiver Morphismus von
noetherschen Schemata. Sei F eine kohdrente Garbe auf X und platt iiber Y.
Dann ist

U = {y e Y| Z, lokal frei}

offen in Y.

Die Mengen H{; = {h e H,|dimy Extl(jyh(cl —d),0x(d)) =/}, jeN sind
lokalabgeschlossen in H,, da #(c; —d) und O(d) kohdrent und flach iiber H,
sind. ([Ba]; Satz 3)

H’ werde mit der reduzierten Struktur versehen.

Sel S = (id x i\* ¢, wobei i: Hf — H, die Inklusion ist. Dann ist

6= c?x/,,r:(jj(cl —d), 0(d)) lokalfrei,

wobel f]((‘l —d) = PI'I (9,\/(6’1 )@fl, CO( ) = Prf@,\/(d) und PI‘] X x H']’) —
X, Pry: X ><H’ —»Hf die erste bzw. zweite Projektion ist. Sei P(é;") das
projektive Bundel des Duals von &; und g¢:P(&") —»Hf die Pro;ektlon Ein
Punkt zeP(6’) wird mit dem Punkt /= g(z)eH/ und der dazugehorigen
Extension (modu]o k(h) ) identifiziert:

0— Op(d) = E: — #y,(c1 —d) — 0auf X xy k(h).

Proposition 1.1.10. M (j,d,c\,¢2) := {z € P(6) | E: ist lokalfrei} ist offen in
P(&7).

Beweis.: Betrachten wir das folgende kartesische Diagramm:
v idx¢ ;
X x P(&) — X x H)
1 b

P(&) —— H)
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Sei (9.,((;;)(1) die universelle invertierbare Garbe. Die zugehorige Surjektion
g*(&’ )—»@p(,%v)(l) liefert einen injektiven Garbenhomomorphismus:

J
0 — Gygr) = 9"(6)) ® Opg(1)
= E24,((id x g)" Fi(e1 — d), Oxxpgy)(d) @ 1" Ops)(1)).

Sei U eine affine offene Menge in P(6;) mit Opg)(1)|y = Opg)u-
Man hat die niedere Termsequenz:

0 — H'(U,m.Homoy,,((id x 9)" #j(c1 = d), Oxxu()))
— Exty,y((id x 9)" #(c1 — d), Oxxu(d))
— H(U,82¢,((id x 9)" #(ci —d), Oxxu(d))
— H*(U,nHomo,,,((id x g)" #(c1 — d), Oxxu(d))).
Der erste und der letzte term verschwinden. Also ist
Extyy(id x )" (F(er — d),
Oxxu(d)) = HO(U, 24, ((i[dx g)" #(c) — d), Oxxu(d))).
s|y liefert eine Extension ¢ auf X x U:
0 — Oxxu(d) = F — (id x )" Fi(c1 = 2d)| gy — 0.

& ist flach iiber U, da die beiden anderen Garben flach iiber U sind. Fiir ze U
ist die assoziierte Extension (modulo k(g(z))*) dquivalent zu gz
Also gilt F/m.# =~ E,. Nach Satz 1.1.9 folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.1.11. Seien ¢; und ¢, und d vorgegeben. Fiir X =P, oder
P; x P ist M(j,d,ci,c2) nur fiir endliche viele j nicht leer.

Beweis. Aus der langen exakten Sequenz fiir Hom((1), Ox(d)):
0 — Hom(Iy(cy — d),0Ox(d)) — Hom(E,Ox(d)) — Hom(Ox(d), Ox(d))
— Ext'(Iy(c; —d), Ox(d)) — Ext'(E,0x(d)) — 0---
und
Hom(E, Ox(d)) =~ H*(E(d — ¢1)), Ext'(E,0x(d)) = H'(E(d — c1))

folgt

dim Ext'(Iy(c; — d), Ox(d)) = dim Hom(Iy(c; — d),0x(d)) — h°(E(d — ¢1))

+1+h"(Ed - c1)).
DadimHom(Iy(c; —d),Ox(d)) < h°(E(d — ¢1)) ist, ist
dim Ext'(Iy(c) — d), Ox(d)) < h' (E(d — ¢})) + 1.

Nach [Mar3] ist h'(E(d — ¢;)) beschrinkt (vgl. auch Bemerkung 2.1.10 und dem
Beweis von Prop. 2.1.9).
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1.2. Berechnung von dimy Ext'(ly(q —d),0x) fiir X = X, oder P,Z( und die
Existenz der Vektorbiindeln vom Typ d

In diesem Abschnitt sei X = X, oder P}. Nach dem Dualititssatz von
Serre ist

dimg Ext'(Iy(c) — d), Ox(d)) = h" (X . Iy(c; — 2d) ® wy).
wobei wy die dualisierende Garbe auf X ist.
wp = 0p2(-3), wy, =0x(-2,-2-¢)
Aus 0 = Iy — Oy — Oy — 0 folgt
0—-Iy(c1 —2d)®@wy — Ox(c; —2d) Qwy — Oy — 0.
Nehmen wir die lange exakte Sequenz der obigen exakten Sequenz, dann folgt:
0— HYX,0y) > H' (X, Iy(c; —2d) ® wy) — H' (X, Ox(c; - 2d) ® wy) — 0.

Es gilt nun h' (X, Iy(c; — 2d) @ wy) = h°(X,0y) + h' (X, Ox(c) — 2d) @ wy). Da
Y von der Kodimension 2 ist, gilt H'(X.0y) = H*(X.0y)=0. Also gilt
x(Oy) = h°(X,0y) = deg Y = Linge(Y).

Aus den beiden exakten Sequenzen:

0—-0(d)—E—Iy(ci—d)—0 (1.1)
0—-Iy >0y -0y -0 (1.2)

kénnen wir Linge(Y) berechnen. Aus (1.1) folgt x(Iy) = x(E(d —c1))—
2(0x(2d — ¢1)). Aus (1.2) folgt x(Oy) = Lange(Y) = x(Ox) — x(E(d — 1)) +
x(Ox(2d — ¢1)). Sei & eine lokalfreie Garbe von Rang r auf einer Fliche. Dann
folgt aus dem Satz von Riemann-Roch:

2(8) = ry(Ox) +3c1(8)(c1(8) = Hx) — 2(6),
wobei #y der kanonische Divisor auf X ist. Es folgt
HE@ = 1)) =2+3(2d = 1)(2d = ¢ = Ax) = ((d = 1) + e1(d = 1) + 2),
wobei ¢ = ¢;(E), ¢z = c2(E) ist.
x(Ox(2d — ¢1)) =1 +5(2d = ¢1)(2d — ¢1 = HX)
und somit
x(Cy) = Linge(Y) =d*> — e\d + c2.

Also ist dimg Ext'(Iy(c) — d), Ox(d)) = d* — dci + ¢ + h' (X, Ox(c) — 2d) ® wy).
Fiir X = X, oder P} braucht man also keine Stratifizierung wie fiir P x P;" mit
n+m>2. Nur fir

j=d? —dey+ e+ h' (X, Cx(e) —2d) @ wy)
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ist M(j,d,ci,c2) # &. Zur Abkiirzung schreilben wir statt M(j,d,c),c2) jetzt
M(d) fiir den Fall X = X, oder P}.

Proposition 1.2.1. Sei X = X, oder P,%. 2-Biindel von Typ d auf X existieren
genau dann, wenn d? —dcy + ¢ = 0 ist.

Beweis.: Sei Y ein O-dimensionales Unterschema von X mit d? —dc; + ¢
einfachen Punkten. Man betrachte die globale Ext-Gruppe Ext!(Iy, Ox(2d — c)),
wobei Iy die zu Y gehorige Idealgarbe. Wir benutzen die niedere Termsequenz
fur die Spektralsequenz

EJY = HP(X, 8¢} (Iy, 0x(2d — 1)) = B = Ext§™(Iy, 04 (2d - c1)).
Dies ist die folgende exakte Sequenz:
0 — HY(X, #om(ly,0x(2d — ¢1))) — Ext'(Iy,0x(2d — ¢1))
— HY(X, ¢ (Iy, Ox(2d — 1)) = H*(X, #om(ly, Ox(2d — c1)))

Die exakte Sequenz (x):0 — Iy — Oy — Oy — 0 induziert die lange exakte
Sequenz:

0 — Hom(Oy,0x(2d — c|)) = Hom(Ox,0x(2d — c1))
— Hom(Iy,0x(2d — 1)) = Ezt (Oy,0x(2d — 1)) - -
Da Y lokalvollstindiger Durchschnitt von der Kodimension 2 ist, ist
Ez¢'(Oy,0x(2d — ¢)) = 0 fiir i = 0,1 ([GH] s. 690).

Daraus folgt #Hom(Iy, Ox(2d — ¢1)) = How(Ox,0x(2d — 1)) = Ox(2d — ¢;). Man
setzt dies in die niedere Termsequenz ein:

0 — H'(X,0x(2d — ¢1)) — Ext'(Iy, 0x(2d — 1))
— HYX &zt (Iy, 0x(2d — 1)) — H*(X,0x(2d — ¢})).
Da die Komponente von 2d — ¢; nicht negativ ist, ist
H*(X,0x(2d — 1)) = H'(X, Ox(c; — 2d + Hy))” =0.
Es gilt also
0 — H' (X, 0x(2d — ¢1)) — Ext'(Iy, 0x(2d — ¢}))
— H(X,82¢"(Iy,0x(2d — ¢1))) — 0.

Um Ext'(Iy,0x(2d — ¢|)) zu verstehen muB man &=¢'(Iy,Ox(2d — ¢;)) berech-
nen. Aus (%) folgt &z¢'(Iy,0x(2d —c))) = Ex¢*(Oy.Ox(2d — ¢))). Da Y
lokalvollstindiger Durchschnitt von der Kodimension 2 ist, ist

Ext*(Oy,Ox(2d — 1)) = Home, (det Iy [T Oy(2d — 1))
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nach den lokalen fundamentalen Isomorphismus ([AK] s. 12-14, [GH] s. 690-692),
wobei @y(Zd —q)) = @X(Zd — Cl) ®("x(9y Ist.

Da Oy 0-dimensional ist, ist

Oy(2d —¢;) = Oy =det Iy/I}.
Daraus folgt, daf3 &w‘z(@y,@x&d —c)) =0y = ﬁzl'(ly,@x(2d —c1)). Also ist
0— HY(X,0x(2d — 1)) — Ext'(Iy, Ox(2d — ¢;)) — H(Y,0y) — 0. Wihlen wir
eine  Extension ¢:0— Ox(2d —c¢;) = E(d—c)) — Iy -0 aus Ext'(Iy,
Ox(2d — c)), die nach 1 e H°(Y,Oy) abbildet.

Da &z¢'(Iy, 0x(2d — 1)), = Extg, (Iv., Ox ((2d — ¢1)) fiir 1€ X ist, definiert
¢, eine Extension: 0 — Oy ,(2d —c¢)) - E(d— 1) — Iy, — 0, die 1, in Oy,
entspricht.

Da 1, den Oy ,-Modul Ext(',-,x‘,(ly,(ﬂx,,(Zd —c1)) = Oy, erzeugt, ist E/(d — ¢;)
nach dem Lemma von Serre ([OS] s. 98) lokalfrei. Also ist E lokalfrei von Rang 2.

Bemerkung 1.2.2. Der obige Beweis stammt aus (OS] 5.1.1 Theorem)

1.3. Berechnung der h'(X,#om(E,E)), 0 <i <2 fiir 2-Biindel E mit
HY(E) # 0 auf X = X, oder P}

Um hi(X,#om(E,E)) 0 <i<2 zu berechnen muB man zuerst h'(X,%)
0 < i <2 fiir Geradenbiindeln ¥ auf X = X, oder P,% berechnen. Wir benutzen
die Larry-Spektralsequenz fiir Vektorbiindel &% iber X,. Es gilt E}¥ ~ H1Y
(RPn,F) = HPY(F). Daraus folgt die folgenden Isomorphismen

HY (%)~ H(R'n,7) ® H (n.F)
H(F) = H(n.F)
H*(#) =~ H'(R'n.F).
Nach der Projektionsformel gilt
.0y, (a,b) = 1,0x,(a,0) ® @P/l (b)
R'7n.0x (a,b) = R'n,0x,(a,0) ® Opy ().

IIZ

7
7

Es gilt R'7.0x,(a,0) = (m. 05, (~a — 2,0))" ® (N (Op; ® Opy(~¢)))” ([Ha] Chap. 3
Aufg. 8.4). Im Fall a <0 ist 7.0, (a,0) =0
Im Fall ¢ >0 gilt nun

n.0x,(a,0) = S”(((OP; ® (OP;(_E)) = @P,: ® (QP,:(_e) @D @Pkl(_ae)
Es gilt n,0(a,b) = Op) (b)) ® (Op,j(b -e)® - ® Op, (b — ae) fir a>0 und
R'm.0x,(a,b) = Op (b +¢) @ Upi(b+26) @ -+ @ Up (b — (a+ 1)e)

fir a < —2. Fiir andere Fille sind beide gleich 0.
Zusammengefait haben wir die folgende
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Proposition 1.3.1.  Sei a,b € Ng. X = X,. Dann gelten die folgenden Aussagen:

im Fall ae < b : h®(Ox, (a,b)) = (a + 1)(b+ 1 _%)

h'(Ox(a.b)) = h*(Ox(a,b)) =

imFall (a—i—1e<b<(a—ie,0<i<a—1:h*Ox(a,b)) =0

/,O(cox(a,b)):/,<>((9X(a_,~_1,b)):(a_,~)<b+1_ a—z—l >

h' (Ox(a,b)) = (i + 1)((2“—2_’)"—1»- 1)
fira>0,b>0:h"0x(a,—b)) = h*(Ox(a,—b)) =0
I ) — ae _
K (Ox(a, —b)) = (a + 1)(b+ 5 1)
fira>0,b>0:h"0Ox(-a,b)) =h*(Ox(—a,b)) =0
1 (o ae
B (Ox(~a,b)) = (a 1)(b+ I+ 2).
Korollar 1.3.2. Der Typ eines normierten Vektorbiindels E vom Rang 2 auf

X = X, oder P; x P;" ist eindeutig bestimmt.

Beweis.: Es reicht die Behauptung fiir normiertes instabiles 2-Biindel E auf
X = X, oder P/ x P} mit n x m# 0 zu zeigen. Seien d,d’ >0, 0 mit d; < d].
Angenommen seien d und d’ die Typen von E. Betrachten wir die Standard-
extension fiir £ bzgl. dem Typ d-:

£:0—- Ox(d) > E—Iy(c;—d) — 0.

Durch die lange exakte Sequenz fiir ¢® Ox(—d’) folgt H°(Ox(d —d')) =
H°(E(—d’)). Nach Prop. 1.3.1 bzw. dem Kiinnethformel gilt H°(Ox(d — d')) = 0.
Das ist ein Widerspruch gegen die Voraussetzung, daB E auch ein Typ von d’ ist.

Sei &g:0— Ox(d) » E5 Iy(c,—d)— 0 die im Abschnitt 1 erwihnte
Standardextension fiir ein 2-Biindel E vom Typ d auf X = X, oder PZ.

Hom(E,Cg) : 0 — Hom(E,Ox(d)) = Hom(E,E) — Hom(E, Iy(ci —d)) — 0
Die exakte Sequenz #e#»(E,&g) ist dquivalent zu der exakten Sequenz
EY®E:0-Ed-¢)—>E"Q®E—E(-d)®Iy — 0.
Aus der langen exakten Sequenz fiir EV ® &g:
0— HY(E(d —¢1)) » H'(EY ® E) » H(E(—d) ® Iy) - --
folgt h°(E(d — ¢1)) < h®(E¥ @ E) < h%(E(d — ¢1)) + h°(E(—d) ® Iy).
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(y: 01y >0y - Oy -0
E(-d)®¢%y :0 - E(-d)® Iy — E(—d) - E®0,0y — 0
Es folgt aus der langen exakten Sequenz fiir E(—d) ® &y, daB
W(E(-d)® Iy) < h°(E(—d)) ist.
Sei Iy # Ox. Es folgt dann aus &z ® Ox(d — ¢;), daB
H®(0x(2d — ¢1)) = HY(E(d — c1))

ist. Aus Hom(E,Cg) folgt, daB idg € Hom(E, E) nach ¢ € Hom(E, Iy(c; —d))
(p # 0) abgebildet ist. Damit ist h°(E(—d) ® Iy) = 1. Also gilt

h(E¥ @ E) = h°(E(d — ¢1)) + h°(E(~d) ® Iy) = h®(Ox(2d — ¢1)) + 1.
Sei Iy =~ Oy. Fir X =P} ® P} ist
Ext'((ﬂx(cl —d),0x(d)) = H‘(@X(Zd —¢))=0.

Also ist die exakte Sequenz & mit F = Ox(d) @ Ox(c; — d) gespaltet. Folglich
ist fom(E, E) ~ 0y ® COX(cl — 2d) @ (Qx(zd — C]) @ 0Oy.

Im folgenden betrachten wir nur X = X, oder P;. Da Y von der Kodi-
mension 2 ist, ist h°(E @, Oy) = 2h°(X,0y). Zuerst betrachten wir den Fall
Iy # Ox. Aus der exakten Sequenz &y folgt h'(Iy) = h°(X,0y) — 1, h*(Iy) = 0.
Aus der langen exakten Sequenz fiir {f ® Ox(d — ¢)) folgt dann

WY(E(d —c))) =h'(0x(2d — c1)) + h' (Iy) = h' (0x(2d — ¢1)) + B°(X,0y) — 1

und A%(E(d — ¢;)) =0, da nach Proposition 1.3.1 A?(Ox(2d — ¢;)) =0 ist.

Aus der langen exakten Sequenz fiir &y ® Oy (c; — 2d) folgt h?(Iy(c; — 2d)) =
0 und A'(Iy(c; —2d)) = h°(X,0y) + h'(Ox(ci — 2d)). Aus der langen exakten
Sequenz fiir ¢ ® Ox(—d) bekommt man die folgenden Resultate:

W' (E(=d)) = h'(Iy(cr = 2d)) = (X, Oy) + h' (Ox (c) — 2d))
W (E(=d)) = K*(Iy(ci — 2d)) = h*(Ox(c1 — 2d)) = h°(Ox (2d — c1 + Hx)).
Aus der langen exakten Sequenz fiir E(—d) ® &y bekommen wir dann
W' (E(-d) @ Iy) = h' (E(=d)) + 2h°(X . Oy) = h' (Ox(c) — 2d)) + 3h°(X, Oy) und
W (E(—d) ® Iy) = h*(Iy(c; — 2d)) = h(Ox (2d — ¢1 + Hx)).

ZusammengefaBt kann man die Dimensionen der Kohomologiegruppen von
End(E) aus der langen exakten Sequenz fiir H#es(E,{g) endgiiltig bestimmen.
Es sind die folgenden Resultate fiir den Fall Iy # Oy:

W (End (E)) = h®(0x(2d — 1)) + 1,
h'(6nd (E)) = h'(E(d — c1)) + h' (E(~=d) ® Iy)

= h'(Ox(2d — ¢1)) + h' (Ox(c) — 2d)) + 4h° (X, Oy) — 1
h(End (E)) = h*(E(—d) ® Iy) = h°(Ox (2d — ¢\ + HY)).
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Im Fall Iy = Oy mit Ext'(Ox(c; — d), Ox(d)) = h'(Ox(2d — c1)) # 0 unterscheidet
man zwischen der trivialen Extension und den nichttrivialen Extensionen.

Bemerkung 1.3.3. Auf X = P} x P} oder P} ist h'(Ox(2d — ¢))) stets gleich
0. Auf X =X, mit e >0 ist /' (Ox(2d — ¢1)) =0, wenn 2d; — c12 > (2d) — 11 )e
ist. (Proposition 1.3.1)

Fiir h'(Ox(2d — c1)) # 0 ist entweder E = Ox(d) @ Ox(c; — d) oder
E % Ox(d) ® Ox(c) — d).
Falls E = Ox(d) ® Ox(c; — d) ist, ist
End(E) = Ox ® Ox(c) —2d) ® Ox(2d — ¢)) ® Ox.
Also sind
h(End (E)) = 2+ h°(Ox(2d — ¢1)),
W' (End (E)) = h' (Ox(2d — ¢1)) + h' (Ox(c) — 2d))
und h* (x4 (E)) = h*(Ox(ci — 2d)) = h®(Ox(2d — ¢| + HAy)).

Fir E % Ox(d) ® Ox(c1 — d)) gelten wegen der langen exakten Sequenz fiir
Hom(E,Eg) die folgenden Gleichungen:

W (End(E)) = h°(E¥ @ E) = h°(E(d — ¢1)) + 1
h' (6nd (E)) =h' (EY @ E) = h'(E(d — 1)) + h' (E(—d))
=h'(E(d — 1))+ h' (Ox (e - 2d))
h*(&nd (E)) = h*(E(—d)) = h*(Ox(c| — 2d)) = h°(Ox(2d — ¢ + HY)).
Aus &x ® Ox(d — c)) folgt nun
W (Ox(2d — ¢1)) < h°(E(d — ¢1)) < h®(0x(2d — ¢))) + 1.

Entsprechend ist h'(Ox(2d —¢1)) — 1 < h'(E(d — ¢1)) < h'(Ox(2d — ¢1)). Insge-
samt haben wir die folgende

Proposition 1.3.4. Sei E ein 2-Biindel vom Typ d auf X = X, oder P} mit
d* —decy + c; > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen:

W (&nd (E)) = h°(0x(2d — ¢})) + 1
h' (End (E)) = h' (Ox(2d — ¢1)) + h' (Ox () — 2d)) + 4(d* — dey + ¢3) — 1
W (End (E)) = h*(Ox(2d — ¢| + Hy)).

Sei E ein 2-Biindel vom Typ d auf X = X, oder P,f mit d? —dcy +c; =0 und
h'(Ox(2d — 1)) =0 oder E = Ox(d) ® Ox(c, —d). Dann gilt

W (End (E)) = 2+ h*(0x(2d — ¢1)) + h*(Ox (c; — 2d))
W (End (E)) = ' (Ox(2d — ¢1)) + W' (Ox (¢, — 2d))
h*(End (E)) = h°(Ox(2d — ¢| + Ky)).
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Sei E ein 2-Biindel vom Typ d auf X = X, (e > 0) mit d* —dc) + ¢, =0,

h'(Ox(2d — ¢1)) # 0 und E % Ox(d) ® Ox(c, — d).
Dann gelten die folgenden Ungleichungen

KOOy (2d — ¢1)) < h(End (E) < hO(Ox(2d — 1)) + 1

W' (Ox(2d — ¢1)) — 1 <h'(Exd(E)) < h' (Ox(2d — ¢1))
und die Gleichung
W (End (E)) = h°(Ox(2d — ¢ + Hy)).

1.4. Die universelle Eigenschaft von M(d) fiir X = X, oder P}

Definition 1.4.1. Sei & eine lokalfreie Garbe vom Rang 2 auf X7. & heiBt
Biindel vom reinen Typ d genau dann, wenn R?Pr &V (d + Ay) lokalfrei vom
Rang 1 ist, wobei T k-Schema von endlichem Typ ist.

Lemma 1.4.2. Sei &/T eine Familie von Vektorbiindeln vom Rang 2 auf
Xr. & ist vom reinen Typ d genau dann, wenn Pt,&(—d) lokalfrei vom Rang 1 und
der Basiswechsel auf T gilt.

Beweis.: Es folgt aus dem Satz iiber die relative Dualitdt, funktoriell in N:
D°: Pr(&(—d) ® P;N) S Hom(R*Pr (&Y (d + Ay),N)
ist ein Isomorphismus fiir jede quasi-kohdrente Garbe N auf T ([K1] Satz 21).

Proposition 1.4.3. Sei A — B ein lokaler Ringhomomorphismus von lokalen
noetherschen Ringen. Sei k der Restklassenkorper von A, und sei M ein B-Modul
von endlichem Typ. Wenn (f;), .., eine Folge von Elementen des maximalen
Ideals von B und (g;),.;., ihr Bild in B®4k ist, dann sind die folgende Aussagen
dquivalent:

(a) Die Folge (gi),<;<, ist M ®, k-reguldr und M ist A-platt.
(b) Die Folge (f;),<;<, ist M-regulir, und M/ | ;M ist A-platt. ([BS] Chap.
5 Prop. 1.9 5. 167)

Lemma 1.4.4. Sei &/T vom reinen Typ d, dann ist der natiirliche Garben-
homomorphismus P3Pt (8(—d)) — &(—d) injektiv.

Beweis.: Sei t ein k-Punkt von T. PjPr (6(—d) 4 &(—-d)
Aus dem Kkartesischen Diagramm

X:Xx{t}ﬂXxT

P’l | lpr

(n 4 T
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erhilt man das Diagramm

(id x j)"PrPr.(6(=d))

Plj*Pr,(8(—d))
Basiswechsel ” ”

HOG(-d) @0y "% &(-d).
eval ¢, entspricht einem Schnitt von &(—d), der nur in Kodimension 2 versch-
windet. Also ist eval g, injektiv. Es folgt nach der obigen Proposition 1.4.3, da$3
o, fir y € X x {t} injektiv ist. Da Pr eigentlich ist, bilden alle k-Punkte von Xr
nach k-Punkte von T ab. Da mit T auch Xr k-Schema von endlichem Typ ist,
sind k-Punkte (abgeschlossene Punkte) von X7 dicht in X7. Daraus folgt die
Behauptung.

Im folgenden werden wir zeigen, daB jede Familie von 2-Biindeln &/T vom
reinen Typ d einen Morphismus von T nach M(d) liefert. £ := Pr,(6(—d)) ist
nach Definition von &/T lokalfrei vom Rang 1 und der Basiswechselsatz gilt auf
T. Sei U;U; =T eine offene affine Uberdeckung von T mit Ly, = 07|y,

eval g,

Da 0— (id x j) ' P3& =22 &(—d) — Iy,(c; — 2d) — 0

Oy

exakt ist mit einem O-dimensionalen Unterschema Y, von {X} x {1}, indu-
ziert 0 — Oy, = P1Z|y, 2 &(~d)|y, — Qi — 0 einen Isomorphismus Q; = 4 ®
det&(—d)|y,, wobei g die Idealgarbe des Nullstellengebildes ist, das zu dem
Schnitt s; gehort (Proposition 1.4.3). Sei H das Hilbertschema H, mit p =
d?> —dc; + c; > 0 wie in Lemma 1.1.6 definiert. Dann existiert ein Morphismus
Y, : Uy—» H mit (id x y;)" # = ¢, wobei # die universelle Idealgarbe von H
ist. #, ist platt tiber U,

Lemma 1.4.5. Fiir die relative &z¢-Garbe é‘?xt},v_(js'®det<§’(—d)|ui,(9xul)
gilt der Basiswechselsatz. '

Beweis.: Es braucht nur fiir jeden k-Punkt te€ Ufcf?zz‘,z,v_ (F, ® det&(—d),
Ox,,), = 0 gezeigt zu werden. '

0— Oy — &(-d) — 4, (c1 — 2d) — 0 induziert eine lange exakte Sequenz

:0 — Hom(#, (¢1 — 2d), Ox) — Hom(é(~d), Ox) — Hom(0x, Ox)
— Ext'( g, (e1 — 2d), Ox) — Ext'(§(—d), 0y) — Ext'(0y, Oy)

— Ext’(#, (c; — 2d),0x) — Ext*(§(~d), 0x) — - --

if
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Da Ext'(Oy,0x) = H'(0x) = 0 und Ext*(E(—d).Ox) = HY(E(—d + Ax)) = 0 ist,
ist Ext®(#, (c1 —2d),0x) = 0.

Eatp, (F, ® det&(—d)|y. Ox,,), — Ext*(£, (e = 2d),0x,) = 0
ist surjektiv. Damit ist nach Satz 1.1.8
Ext(J, ® det&(—d), Oy, ), ®7,,01,1/m = Ext} (4, (c1 — 2d),0x) = 0.

Da gxz,%ul_(fx,@detg(-d)m,cox%) kohdrent ist, ist &z¢}, (f, ® det&(—d)|y,
Ox,,), nach dem Lemma von Nakayama gleich 0. Da T k-Schema von endlichem
Typ ist, sind die abgeschlossene Punkte dicht in 7. Also fir te U; gilt der
Basiswechselsatz.

Bezeichnen wir mit ¢ die Standardextension:
0—- Pr¥ — &(—d)— Q—0.

&= €|Xu,. Selbstverstandlich ist f,‘lxuinuj = §j|XUint. Es gilt Q; = QIXL'; = 4.®
det&(—d)|y,. Wie im Abschnitt I liefert die niedere Termsequenz einen Iso-
morphismus

Ext,'\,ui (f, ®@det&(—d)|y,.Ox,) = H(U;, é”xz‘},vi (S, ®det&(—d)|y,. Ox,,)).
Die mittels s; konstruierte Extension &; liefert ein Element aus
Exty, (£, ® det&(~d)|y,. Ox,,),

also aus HO(U,-,é”xi},U_ (S, ®det&(=d)|y,, Ox,)). Das & entsprechende Element
o€ H'(U;, 62¢p, (S, ®det &(—d)|y,. Ox,) ist nullstellenfrei, da die Eins-
chrinkung auf jeder Faser ein Biindel, also ein nicht spaltendes Element aus
Ext,‘(,(f\,il (c; —2d),0yx,) fur alle k-Punkte re U; liefert und der Basiswechselsatz
gilt (Satz 1.1.7; Lemma 1.3.5). Wenn U; klein genug ist, dann ist det&(—d)|y,
~ Py0Ox(ci — 2d) nach dem folgenden

Lemma 1.4.6. Sei # ecine lokalfreie Garbe vom Rang 1 auf X x T mit
F, = Oy fiir alle k-Punkte t € T. Dann existiert es eine offene iiberdeckung Ui = T
mit F|y = PyOx|y,

Beweis.: Betrachten wir das folgende kartesische Diagramm.

X x {1} X xT

P,l lPT

{n —
Nach Voraussetzung gilt der Basiswechselsatz fiir alle 7€ T und es existiert eine
offene Umgebung V von ¢, so daBl Py #|, = Or|, ist. Es sei der natiirliche
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Garbenhomomorphismus ¢ : P*Pr, 7| piv = F lp-ty-
eval g,

(id x j)" PyPr.#|, —— (dxj)'Z|,

1o,
PG Pr.E |ppy)  —  F

val
H'X.F)@ 0y % Ox

Da h%(X, %) =1 fir alle ¢ € V ist, ist eval g, ein Isomorphismus. ¢ ist ein
Isomorphismus, da Xr k-Schema von endlichem Typ.

Also koénnen wir zusitzlich annehmem, daB det&(—d)|y = P3Ox(c) —2d)
ist.

id
Xu 2% xy

SR
U — H
Fir H gilt der Basiswechselsatz. Also
Vi Bzth,(Io(er —2d), Ox,) = Elh, (S, (c1 — 2d), Ox,).

Sei p;e HY(Uj, Y} 6=ty (F5(c) —2d),0x,) das zu o; entsprechende Element.
Dieser nullstellenfreie Schnitt p; definiert einen surjektiven Garbenhomomor-
phismus:

v
v Pi

w;gﬁ[}’”(fz(cl —2d), (91\’//) — Oy, —0.
Also existiert es ein H-Morphismus g,

P(62tp, (S7(c1 —2d),0x,)" ) = P

'
v -, H

Da ¢ily,ny, = ¢jly,ny, und Vilyny = ¥ilyny, sind, verkleben sich die lokalen
Morphismen zu einem globalen H-Morphismus

P(6ztp (I7(c1 —2d),0x,)") =P
AL
T Y
Es ist klar, daB ¢ durch M(d) faktorisiert (vgl. Prop. 1.1.10).
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Es gilt die folgende

Proposition 1.4.7. Sei & eine Familie von 2-Biindeln von reinem Typ d mit
d?> —decy +¢;>0 auf X x T. Dann existiert ein Morphismus ¢ : T — M(d), so
daf jeder Punkt te T auf den &|, entsprechenden Punkt in M(d) abgebildet wird.

Korollar 1.4.8. Sei die Voraussetzung wie in Proposition 1.4.7. Es existiert
fiir t e T eine offene Umgebung W von ¢(t), so da} &| -1y = (id x @) F ist, wobei
F eine lokale Familie tiber W ist.

Beweis.: Seien t € U; und ¢(1) € P := P(é"xl,‘,y(fz(cl —2d),0yx,)" ), wobei U;
und P wie oben von Proposition 1.4.7 gemeint ist. Sei W eine offene Umgebung
von ¢;(f), so daB iiber X x W ein 2-Biindel # wie im Beweis von Proposition
1.1.10 existiert. Dann gilt (id x ;)" %, = &, fiir jeden y e V := ¢;'(W). Es gilt

HY(Xy, Homoy, 8|y, (id x ¢;)" F)) = H' (V. Py. Homo,, (6|, (id x 9;)" F)),

wobei (id x ¢;) auf Xy beschrinkt ist.

Da P mit H reduziert und H(X,, #ome, (€|y ,(id x ;)" F|y)) fiir alle
y eV konstant ist, gilt der Basiswechselsatz auf V. Nach Satz 1.1.8 ist
Py Homoy, (é"|Xl,(1d><(pj)*0") lokalfrei. Da &|y,;, und (id x ¢,)" Flyxqy iso-
morph ist, glbt es eine offene Menge V < V, die diesen Isomorphismus liefert, d.h.
ein Schnitt

s€ H'(V, Py (Homey,(Ely,, (id x ;)" F|y,))) mit det(s) # 0.
Daraus folgt die Behauptung.

Bezeichnen wir mit %#(d) den kontravarianten Funktor:
#(d)(T) = {2-Biindeln & von reinem Typ d auf- X x T}/ ~,

wobei T k-Schema von endlichem Typ ist und &, ~ &> genau dann gilt, wenn
6 = 62 ® P; ¥ mit einem Geradenbiindel % auf T.

Fir X = X, oder P,% mit d? —dc, + c; # 0 gibt es nach Proposition 1.4.7
eine natiirliche Transformation 7 : #(d)(T) — Hom(T,M(d)) mit #(d)(Speck) =
Hom(Speck,M(d)). Istd? —dc; +c; =0 und h'(Ox(2d — ¢1)) = 0, so ist M(d) =
& und #(d)(k) = {[Ox(d) ® Ox(c1 — d)]} = Hom(Speck, B(d)), wobei B(d) ein
Punkt ist.

Sei Y :%(d) — Hom(—,N) eine andere natiirliche Transformation durch
einen k-Schema N. Da lokal auf M(d) nach dem Beweis von Proposition 1.1.10
eine universelle Familie 2-Biindeln existiert, existiert ein Morphismus ¢ : M(d) —
N. Sei T ein beliebiges k-Schema von endlichem Typ und & € 4(d)(T). Nach
Korollar 1.4.8 existiert eine offene Uberdeckung T; von T mit ¢y, = g7 (Fi), wobei
g = 1(¢) e Hom(T,M(d)) mit g, := g|;, — M(d); und #; die zu T; entsprechende
lokale Familie von 2-Biindeln auf M(d) ist.

(&), =¥ (¢ly) = (9! (Fi) =¥(Fi)ogi=vo1(llr)
Daraus folgt, daB (&) = Yy ot(&). Es gilt der folgende
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Satz 1.49. Sei X =X, oder P}. Fir d*>—dci+c; >0 ist M(d) eine
irreduzible, glatte, quasiprojektive und rationale Varietdt mit

dimM(d) = 3(d? — dc, + ¢3) + h' (Ox(2d - ¢1)) - 1.

Auferdem ist M(d) ein grober Modulraum fiir den Funktor %(d). Fiir d?* — de; +
;=0 mit h'(Ox(2d — ¢1)) =0 ist B(d) =~ Speck. Zur Vereinfachung schreiben
wir im  folgenden stets M(d) statt B(d). Fir d*—dci+c=0 mit
h'(Ox(2d — ¢)) #0 gibt es kein groben Modulraum fiir den Funktor aber eine
vollstindige Familie auf X x V, wobei V = H'(0x(2d — c1)).

Beweis.: Hy2_g, 40, mit d? —dcy + ¢2 > 0 ist eine glatte irreduzible projektive
Varietit von Dimension 2(d? — de; + ¢;) (Man siehe [Fo]). Mit Kapitel 2 Prop.
7.10 von [Ha] folgt die erste Behauptung. Die beiden anderen sind klar.

Korollar 1.4.10. Sei M(d) ein grober Modulraum. Der Tangentialraum an
dem Punkt x € M(d), der die Isomorphieklasse des Biindels E reprdsentiert, iden-
tifiziert sich mit dem Kern der kanonischen Abbildung

Ext!(E, E) — Ext!'(Ox(d), Iy(c; — d)).

Beweis.: Es braucht nur der Fall d? —dc; + ¢; > 0 behandelt zu werden.
Sei x € M(d) der Punkt, der die Klasse {E} reprisentiert. Dann identifiziert sich
der Tangentialraum an xeM(d) mit der moglichen k-Morphismen von
T = Spec(kle]) (¢ =0) nach M(d) an dem Punkt x. Sei 6 ein solcher k-
Morphismus. Dann liefert dieses ¢ nach dem Beweis von Proposition 1.1.10 eine
exakte Sequenz

0— Ox,(d) — Ey = Iy(c; —d) — 0.

E; entspricht einem Element in Ext'(E,E), wobei Ext'(E E)~ H'(EY® E)
gerade der Raum der Isomorphieklasse von 2-Biindeln Ey auf X7 mit Ey|, ~ E
ist. Nach Lemma 6.6 von [Mar2] existiert eine lokale Liftung auf X7 von der zu
E gehorigen Standardextension

(g :0—> Ox(d) > E— Iy(c; —d) — 0.
Also liefert fiir Ey e Ext'(E, E) nach Korollar 5.2 von [Gr] ein Element
¢(Eo) € Ext'(Ox(d), Iy(c) — d)) = HY(X, Hom(Ox(d), Iy(c; — d))),

das das Hindernis zur Existenz einer globalen Liftung von &g auf X7 mit E, als
Mittelterm darstellt, d.h. solch eine globale Liftung existiert genau dann, wenn
c(Eg) =0 ist. Umgekehrt liefert eine solche globale Liftung einen k-Morphismus
0, da M(d) ein grober Modulraum ist.
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Kapitel 2. Deformation von Vektorbiindeln vom
Rang 2 auf X = X, oder P;

2.1. Quotschema von 2-Biindeln vom Typ d <d

Der Begriff der Stabilitdt soll folgendermallen definiert werden.

Definition 2.1.1. Sei E ein 2-Biindel auf X = X, oder P} x P'. E heiBt
stabil genau dann, wenn H"(X ,Euorm) =0 ist.  Entsprechend heift E instabil,
wenn H()(Xa Enorm) 7é 0 ist.

Sei jetzt stets E normiert, d.h. ¢;(E) = (c11,¢12) mit ¢y, ¢z € {—1,0} fur
X=X, oder P, xP;" mit n>1, m>1; ¢;(E) e {—1,0} fir X =P} mit n> I.

Der Typ d(E) fir ein stabiles normiertes 2-Biindel E bezeichnen wir
d(E)=-1 fir X =P}; d(E)=(-1,0) fir X =X, oder P} xP;' mit n>1,
m>1.

Der Begriff des stabilen 2-Biindels auf P} fillt mit dem von Takemoto-
Mumford zusammen. d = (d;,d2) = j = (j,,j,) bedeutet, daB d\ > j,, d» = j, ist.

Wenn zusitzlich noch d, > j, oder dh > j, ist, dann heiBt d = (d),d>) >
J = (Jji,J2). Nach der Berechnung von Kapitel 1 Abs.3 ist

HO(Xev (9,\",(& —b) @ COX‘,(—C,d)) =0,

wenn a,b,c,d e Ng mit b, ¢ # 0 ist.

Also ist die Klasse von stabilen 2-Biindeln nicht leer. Analog gilt auch nach
der Kiinnethformel, daB die Klasse von stabilen 2-Biindeln auf Py x P}’ nicht leer
ist. Insbesondere existiert ein nicht spaltendes stabiles 2-Biindel auf X, mit e # 0.

Lemma 2.1.2. Sei E ein stabiles 2-Biindel auf X = X,. FEs gelten die fol-
genden beiden Aussagen:

Falls ¢;(E) = (0,0) ist, ist ¢2(E) > 2.
Falls ¢\(E) = (—1,0),(0,—1) oder (—1.—1) ist, ist c2(E) > 1.
Beweis.. HY(E) = H*(E) =~ H'(E(—c) + Ax))" =0
X(E) =2+ fei(E)(c1(E) — Hx) — e2(E) = —h'(E) <0.
Bemerkung 2.1.3. Fiir stabiles 2-Biindel E auf P,f gilt ¢;(E) = 2 oder 1, wenn
c1(E) =0 bzw. —1 ist.

Lemma 2.14. 7n: X, — P,l. Sei E ein stabiles 2-Biindel auf X, mit ¢|(E) =
(c11,¢12) und El,g, ~ (9‘,‘: (n) ® @p;(('“ —n), wobei f, die Faser von n tiber k-Punkt
yeP} ist.

Falls ¢|(E) = (0,0) oder (—1,—1), dann ist n < c(E) — 1.
Falls ¢\(E) = (—1,0) oder (0, —1), dann ist n < c2(E).
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Beweis.:
£:0— Ox(=f,) > Ox — O, —0

@X(—f},) = @x(o,—l),@fy ~ (Opll
E®E:0—- EO0,-1) - E— @p;(n)@Gp‘:(c” -n)—0

Wie im Beweis von Lemma 2.1.2 gezeigt ist x(E) = —h'(E) < 0. Dann folgt die
Behauptung aus der langen exakten Sequenz von E ®¢.

Bemerkung 2.1.5. Bekanntlich ist der generische Typ von stabilen 2-Biindeln
auf P} beschrinkt. (man siehe ([OS])

Fiir 2-Biindel E auf X = X, oder P} gilt nach dem Satz von Riemann-Roch:
X(E) =2+ 3c1(E)(c1(E) — Hx) — c2 E).

Sei H = (a,b) mit b >ae, a >0 fir X = X, bzw. a >0, b > 0 fir X =P} x P}”
mit n,m > 1. Dann ist Oy(H) sehr ample auf X = X, oder P; x P;”, wenn
Ox(H) = Ox(1) auf X =P} vereinbart ist.

Wir benutzen die Begriffe und Ergebnisse, die M. Maruyama in seinen
Arbeiten ([Marl], [Mar3]) gestellt hat. Fiir beliebigen kohédrenten Oyx-Modul E
bezeichnen wir mit d(E, Ox(H)) den Grad der ersten Chernklasse von E beziiglich
Ox(H) und mit r(E) den Rang von E.

Definition 2.1.6. Seien a;,...,a,_; eine Reihe von rationalen Zahlen. Ein
torsionsfreier kohédrenter Oy-Modul E von Rang r heilit vom Typ (aj,...,%_1)
beziiglich Ox(H) genau dann, wenn fiir beliebigen nicht-trivialen, quotienten Oy -
Modul F von E gilt:

d(E,Ox(H))/r(E) — ay < d(F,0x(H)),
wobei s=r(F) (1 <s<r-1) ist.
Lemma 2.1.7 ((Marl] Lemma 1.2). FEin torsionsfreier kohdrenter Ox-Modul E

vom Rang r auf X ist vom Typ (a;...., o,—1) genau dann, wenn fiir beliebigen nicht-
trivialen Ox-Untermodul G von E gilt:

d(E,Ox(H)) + (r = s)a,—/s > d(G, Ox(H))/r(G),
wobei s=r(G) (1 <s<r—1) ist.
Lemma 2.1.8. Sei d vorgegeben. Fiir alle instabile 2-Biindeln E vom Typ

d<d auf X =X, oder P} x P}" mit festen Chernklassen existiert eine rationale
Zahl o, so dap E vom Typ o im Sinne von Maruyama ist.

Beweis.: Sei G ein nicht-trivialer Oy-Untermodul von F mit r(G) = 1, dann
ist (GV)" eine lokalfreie Garbe vom Rang 1 (man siche [OS] s. 154). Es gilt
(GV) = (EY) =E.
a1(G) == a1((GY)").
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Fiir instabiles 2-Biindel £ vom Typ d gibt es eine Standardextension
lg:0— Ox(d) — E — Iy(c; —d) — 0.

Aus ¢z kann man einsehen, daB H°(E(a, b)) = 0 fiir a < —d, oder b < —d> im Fall
X = X, oder P} x P} mit mn # 0 bzw. H°(E(a)) =0 fiir a < —d im Fall X = P}
ist. Daraus folgt, daB ¢;(G) < d ist. Fiir instabile 2-Biindeln E vom Typ d < d
existiert eine gemeinsame Zahl «, so daB £ vom Typ « im Sinne vom Maruyama
1st.

Proposition 2.1.9. Zu jedem d gibt es ein i € N, so daf fiir alle 2-Biindeln E
mit festen Chernklassen auf X = X, oder P} mit d(E) <d gilr:

HY(X,E(hH)) = H*(X,E(hH)) =0
und E(nH) ist global erzeugt.
Beweis.: Fir stabile 2-Biindel £ mit ¢|(F) = ¢; auf X = X, oder P,% gilt
H*(E(nH)) = HY(E(-nH — ¢) + A))" =0 fiir n > 0.

Also ist y(E(nH)) = h°(E(nH)) — h'(E(nH)) fiir n > 0. Aus y(E(nH)) > 0 folgt
H°(E(nH)) #0. Da y(E) <0 ist, existiert eine nur von c;(E) und H abhingige
ganze Zahl ng >0, so daB H°(E(ngH)) # 0 ist. Fiir jedes stabile 2-Biindel E
existiert eine ganze Zahl ng mit HY(E(ngH)) #0 und H°(E((ng — 1)H)) = 0.
Wir zeigen die Behauptung dieser Proposition nur fiir X = X,, weil der Beweis fiir
X = P,f genauso lduft. Nach Lemma 1.1.1 und Lemma 2.1.4 braucht man nur
eine nur von ¢, abhingige ganze Zahl t, um H°(E(ngH — (£,0))) = 0 zu erreichen.
Es golgt, daB (a,b) mit H°(E(a,b)) #0 und H°(E(a—1,b)) = H(E(a,b - 1)) =
0 existiert. Solche (a,b) sind fiir stabile 2-Biindeln auch beschrinkt, d.h. q,
b e [-v,v] fiir ein veN. Sei se H'(E(a,b)), s# 0, dann ist (s), wie nach dem
Beweis von Proposition 1.1.5 von der Kodimension 2. s liefert eine exakte Sequenz

n:0— Oy — E(a,b) — Iy(c) + 2(a,b)) — 0,

wobei Iy die Idealgarbe bzgl. s ist.

Aus 7 sieht man ein, daB H°(E(t),1;)) = 0 fiir #; < —a oder t < —b ist. Sei
G ein nicht-trivialer Oy-Untermodul von E mit r(G) = 1. Es gilt dann ¢;(G) <
(a,b). Da solche (a,b) fir stabile 2-Biindeln unr endlich méglich sind, findet man
mit Lemma 2.1.8 dann eine ratinale Zahl o;, so daB alle 2-Biindeln vom Typ d < d
vom Typ a; im Sinne von Maruyama sind. Nach [Mar3] existiert ein algebra-
isches k-Schema 7, so daB alle 2-Biindeln in der Familie .# der torsionsfreien
kohirenten Garben vom Rang 2 vom Typ «; iber Xr sind. Die Menge

T :={te T|#, ist lokalfrei}

ist offen in 7. Definiert ist & =% |7. Da T quasikompqakt ist, existiert
endliche viele affine k-Schemata T] = SpecAdj, so daB T'= UT; ist. Sei ¢p: X —
P,ﬁv die projektionseinbettung beziiglich Ox(H). Dann ist (p*(OPA(v(l) = Ox(H).

Betrachten wir das projektive Schema X x 7T;, dann st Oy(H)=
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(px2y)" (QPNXT(I) fiir alle k-Punkte € T, wobei ¢, die Inklusnon von {t} nach T;
ist. Es existiert eine ganze Zahl n; mit R' Pry /|T =0 fir alle n>n; und
i=1,2. Da H¥%(nH)|,) =0 fir alle 1€ T} ist, gllt dann H(#(mH)|,) = 0 fiir
alle t € T; und i =1,2 ([Ha] chap. 3 Theorem 12.11). Es existiert auch eine ganze
Zahl [;, so daB & |T (/) fir alle / > I; global erzeugt ist. Damit ist Z|,(IH) fiir alle
teT; und I > globdl erzeugt ist. Nehmen wir 72 = max{n;,/;}, dann folgt die
Behauptung.

Bemerkung 2.1.10. Analog existiert fiir alle instabilen 2-Biindeln E mit festen
Chernklassen auf P} x P}" mit d(E) < d auch ein 7e N, so daB H'(E(hH)) =0
fir i #£0 und E(AH) global erzeugbar sind.

Sei 7eN wie in Proposition 2.1.9 gewihlt. Sei V =~ H°(E(7H)) ein
h°(E(7H))-dimensionaler k-Vektorraum. Es sei

V(-iH) = V ®, Ox(—iaH), Vr(—aH):=V ®, Ox,(—iH)

fiir beliebiges k-Schema T von endlichem Typ.
Bezeichnen wir mit Quot das Grothendiecksche Quotschema der Quotienten
V(—nH) — F mit Hilbertpolynom

x(F(uH)) =2 + (uH)* + cypH — AuH LAy -

im Fall X = X, oder P,f, wobei ¢y, c; die von uns betrachteten ersten und zweiten
Chernklassen sind. Es sei

01 :={q€Quot|qg: V(-iH) — F, F lokalfrei vom Rang 2}
Nach Satz 1.1.9 ist Q) offen in Quot.
0::={qeQil|q: V(-aH) — E, H'(E(~d) — 1,0)) = H(E(0, —d; — 1)) = 0}
bzgl. X = X,.
bzw. Q; :={qe Qi |q: V(-haH) — E, H’(E(—d — 1)) = 0} bzgl. X = P}
Q0:={ge Qlq: V(-iH) — E, V = H(E(iH))}
Sei K der Kern von ¢ ® Ox(nH). Dann existiert eine exakte Sequenz
£ :0 - K- V®,0x — E(RH) — 0.
Man betrachte die lange exakte Sequenz fiir &;:
0— HYK) - HY(V®,0x) - H(E(hH) — H'(K) >0 --.

Da V = HYE(nH)) ist, ist H'(K) = H'(K) =0. Es existiert eine universelle
exakte Sequenz auf Xy

8%, :0 = A — Vo(—iH) — F — 0.
F

Sxolx, = &4 mit H ® Uxy(H)|y, = K und F @ Ox,(AH)|y = E
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Also ist Q offen in (_Quot. QO heiBt das Quotschema fiir 2-Biindeln auf X = X,
oder P} mit Typ < d.

Bemerkung 2.1.11. Sei E ein normiertes 2-Biindel auf X,. Wenn E die
Bedingungen:

HO(E(—d),0)) #0, H'(E(0,~d)) #0,
HY(E(—d; —1,0)) = HY(E(0.—dy — 1)) =0
erfillt, dann ist d(E) = (d;,d>).
Von Deformationstheorie haben wir die folgende

Proposition 2.1.12. Sei q¢:0— K — V(—aH) — F — 0 ein abgeschlossener
Punkt von Q. of := #Hom(K,F). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Der Tangentialraum Ty , an dem Punkt q e Q ist isomorph zu H°(sf)

(i) h°() —h'() < dim(Q,) < h°().

Beweis.: (man siehe [Lau], 4.2.4)
Korollar 2.1.13. Sei v:= h°(F(iH)). Dann gilt die folgende Ungleichung:
v2 — y(End F) <dim Q, < v — y(6nd F) + h*(End F)
Q ist glatt im Punkt q genau dann, wenn h*(Exnd F) =0 ist.
Beweis.:
Hom(q,F) :0 — Hom(F,F) — Hom(V(—nH),F) — Hom(K,F) — 0
Die lange exakte Sequenz fiir die obige exakte Sequenz ist
0 — Hom(F,F) —» HY(F(iH)) ® V — H(«) — H'(&»d F)
—0— H'Y () > HX(rd F) —» 0 — H* () — 0.
Daraus folgt h?(&xd F) = h'(), h°() = v} — h°(End F) + h' (End F)
() — h' () = v — y(End F).

2.2. Deformation von 2-Biindeln auf X = X, oder P}

Definition 2.2.1. Sei E ein 2-Biindel mit d(E) = d auf X = X, oder P,f. E
heiBt in den Typ v < d deformierbar genau dann, wenn ein irreduzibles k-Schema
von endlichem Typ T mit einer Familie von 2-Biindeln & auf X x T existiert, so
daB 19,1y € T mit &, ~ E, d(%#,) =v und v <d(#) <dVteT existieren.

Nach dem Satz von Riemann-Roch gilt
x(End E) =4 +Lc\(6nd E)(c|(End E) — Hx) — c2(End E).
Erd EXE'QE, c(E'®E)=0, c(EY®E)=4c,(E) - c\(E)*
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Also ist y(€xd E) =4 — 4c¢y(E) +c|(E)2. Sei Q das in Abs.1 definierte Quot-
schema fiir 2-Biindel E auf X = X, oder P} mit d(E) <d. Betrachten wir die
Stratifizierung bzgl. R,Z,Q.y"'v (d + Ay) iiber Q, wobei & die universelle Familie der
2-Biindel mit Typ <d iiber Xp ist. Bezeichnen wir mit Q(d) das lokalabge-
schlossene Schema von @ mit der flachen stratifizierten Struktur, so dal
R%,Q.ﬁ*"’ (d + Ay) lokalfrei vom Rang 1 iiber Q(d) ist. |y, ist also von
reinem Typ d, d.h. d(%;) = d fiir alle g € Q(d) und der Basiswechselsatz gilt. Sei
M(d) der grobe Modulraum fiir instabile 2-Biindel vom Typ d auf X = X, oder
P, d.h. d® —dc) + ¢, > 0 oder d? — dey + ¢ =0 mit h'(Ox(2d — ¢)) = 0, wobei
c1.cy die erste und zweite Chernklassen der betrachteten 2-Biindel sind.

Bemerkung 2.2.2. Bekanntlich ist M(—1) nicht leer und zwar ein grober
Modulraum mit dim (M(—1)) = 4¢; +¢; — 3 fiir X = PZ, wenn 4¢; +¢; —3 > 0.

Es existiert ein Morphismus
o(d) : O(d) - M(d)
Proposition 2.2.3. o¢(d) ist glatt von relativer Dimension v* — h°(6»d E),
wobei E =~ %, fiir ein qe Q(d) und v=h°(E(RH)) wie bei der Definition von Q.

Beweis.:  Sei A ein artinscher lokaler Ring iiber & mit maximalem ideal m.
Wenn man ein Morphismus ¢ fiir das folgende kommutative Diagramm findet, so
daB er mit den anderen Morphismen kommutiert, dann ist ¢(d) glatt.

Spec(A/I) —— Q(d)
yl 3z lW)
SpecdA —' M(d)
Sei E das 2-Biindel, das den Punkt y/(Spec 4) entspricht.
Eq:=(idy x Y)'E, E4y:= (idy x y0y)'E

Nach dem infinitesimalen Kriterium von Schlessinger ([Sch]) reicht es die
Behauptung fiir den Fall J = ¢4 mit me =0 zu zeigen. Nach Lemma 6.6 von
[Mar2] existiert eine offene affine Uberdeckung (U)1<i<, von X mit E|, = (9%,,, SO
daB3
v i -~
(OU,,, — EA(nH)[U,A -0

eine lokale Liftung fiir
0 — Ky — V(—AH) 5 Eqyp — 0 ist.

v; entspricht einem Element von H®(E,4(hH )|U,,)v' Das v; entsprechende Element
von HO(EA(ﬁH)|U,4)” werde auch mit v, bezeichnet. Analog entspricht Ww®
id(”xxsw/,(ﬁﬂ) einem Element von HO(EA/,(ﬁH))V, das wir mit w bezeichnen.
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Also gilt

vilUu// =w;, wi=wlU,,

Seien  (gy),<; j<r die Ubergangsfunktionen von E, bzgl. der Uberdeckung
(Ui

A)lsi,jsr

(gjivilu,-AﬂU,A - Ule,-AﬂU,A)IU,A/I NU,,; =

— 0 p 0(F(s :
Hji = gjiUiIU,-AﬂU,-A - ”j|U,»AnU,A eH (EA(nH)|U,-EAm;,~M)V = H(E(rH)|y,n u,-)‘
Sei i< j<oa.
gaj‘qﬁvilu’,«nuunuu - gajvaU,AntAnU,A
- (gaivi|U,AnU,AnU,A - valuunuunuu)
+ 99y, nu,, 00, ~ Valy, nu,nu,, =0
Also entspricht (u;),; ;<, einem Element von H'(E(rH)") = 0. Dann existiert
()1 <ics € HYE(RH)| )" = HY(E (RH)|y; )", 1 < i<t mit
gjivi|U,AntA - UjIU,AﬂU,A = _gjisilu,-AntA'

Definieren wir v:= (vi + 1), <, € H(E(7H)"), dann ist v|y,gpec 47 =W. Also
ist 0— Ky — Vyy(—nH) — E4; — 0 auf X x SpecA global liftbar. Damit
existiert ein Morphismus

d:Specd — Q.

Nach dem Beweis von Proposition 1.4.7 existiert eine Familie von 2-Biindeln &
iiber X x U, wobei U eine offene Menge in M(d) ist. Durch y bekommt man
eine exakte Sequenz

£4:0—> Ox, » Eq(—d) — Iy, (c1 —2d) — 0.
Co:=C¢4ly 10> Oy — E(—d) = Iy(ci —2d) — 0

Iy, ist flach iiber X4. Da H(Iy,(c; —2d)|y) = H'(Iy(c; —2d)) =0 ist, ist

Pspec 4:(Iy(c1 —2d)) = 0, wobei Pspec 4 : X x Spec 4 — Spec A die zweite Projek-
tion ist. Es gilt dann

PSpecA*@XA = COSpecA = PSpecA*EA(_d)-

Das bedeutet gerade, dal E4 vom reinen Typ d ist. Nach der Eigenschaft der
Flachheitssratifizierung ([Mu] Lecture 8) faktorisiert 6 durch Q(d), d.h.

Spec 4 % O(d) - Q mit 108 =4,

wobei 2 die injektion ist. Daraus folgt, daB ¢(d) glatt ist. Aus der langen
exakten Sequenz fir #om(q,E):0 — End E — Hom(V(—nH),E) — Hom(K, E)
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— 0 folgt die folgende exakte Sequenz:
0 » H(nd E) - HY(E(hiH)) ® V — Hom(K, E) A HY(End E) — 0.

Es ist klar, da} Tp(q) 4 := l‘lTM(d)‘{E} ein Unterraum von Ty , = Hom(K, E) ist.
Also ist ¢(d) glatt von relativer Dimension v — h%(&xd E).

Korollar 2.2.4. Fiir d> —dc) + ¢ > 0 ist Q(d) glatt mit
dim O(d) = v2 — h%(Ox (2d — ¢1)) + 3(d? — dc) + ¢2) + ' (Ox (2d — ¢1)) -2
=2 — x(Ox(2d — 1)) + 3(d* — dey + ¢3) — 2.
Fiir d*> —dc| +c; =0 mit h'(Ox(2d — ¢1)) =0 ist Q(d) glatt mit
dim Q(d) = v* — h°(0x(2d — ¢)) — K°(Ox(c) — 2d)) — 2.
Beweis.: Satz 1.4.9 und Proposition 2.2.3
Lemma 2.2.5. Enthilt Q(d) eine irreduzible Komponente von Q, dann ist
dim Q(d) = v* — y(6d E),
wobei y(End E) =4+ ¢} —4c; mit {E} e Q(d) und ¢ = ¢|(E), ¢z = c3(E) ist.

Beweis.: Enthilt Q(d) eine irreduzible Komponente, dann enthilt Q(d) die
offene Menge Q\andere irreduzible Komponenten. Daraus folgt

dim Q(d) > dim Q, > v* — y(6»4 E),
wobei ¢ in der obigen genannten offenen Menge enthalten ist.

Lemma 2.2.6. Sei q:0— K — V(—iH) —» E — 0 ein k-Punkt von Q mit
d(E)y=d, d >v. E ist in den Typ v deformierbar genau dann, wenn q e Q(v) ist.

Beweis.: Sei & eine irreduzible Familie von 2-Biindeln auf X x T' mit
d(&)=v, VteT. O.E. sei T so klein, daB Pr.&(AH) trivial von Rangv =
h°(E(rH)) ist. Es existiert also ein Isomorphismus

V ® Oxxr — P}Pr.&(iH).

Die exakte Sequenz: V ® Oxxr — P;Pr.6(iH) — &RH) — 0 liefert einen
Morphismus 7' — Q. Der generische Punkt von T(Typ v) landet in Q(v).

Bemerkung 2.2.7. Wenn M(d) ein grober Modulraum ist, dann ist
M(d;v) := {D € M(d) | D ist in den Typ v deformierbar}

abgeschlossen in M(d). Sei zusitzlich M(v) ein grober Modulraum. Da ¢(d)
glatt von relativer Dimension v — h°(&xd E) ({E} e M(d)) ist, ist

codim M(d;v) > dim Q(d) — dim Q(v) + 1.
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Man betrachte nun 2-Biindel auf X, mit verschwindender erster und zweiter
Chernklasse. Da H'(0x) =0 ist, ist Oy @ Oy das einzige 2-Biindel vom Typ
(0.0). Im folgenden ist v als h°(E(7H)) fiir {E} € Q wie bei der Entstehung von
Q gemeint. Da h®(&xd(Ox @ Ox)) = 4 ist, ist nach Korollar 2.2.4 dim Q(0,0) =
v2 — 4. Esgiltdann d? —dc) + ¢, = d* = 2d\d, — dle. Fiird = (0,d,) ist d* = 0.
Da h'(Cx(2d)) = 0 ist, ist Ox(0,dy) ® Ox(0, —d;) das einzige 2-Biindel vom Typ
(0,d2). Es gilt

Oy, (0,dr) @ (9,\/((0, —dy) = n*((ﬂpz_ (dz) D (OP,: (—=dh)).
Wir haben eine Extension

f 00— @P‘:(—dz) - (QP/: @ (OP; i (f’pl:(dz) -0

aus Ext'((OPAI_ (d2). Up) (—da)) = H'(P,l,(ﬂp’:(—2d2)). Nehmen wir die affine Gerade
A', die ¢ und 0 € HO(Py, Opi(—2dy)) verbiindet, dann ist das 2-Biindel Op) (d2) ®
(OP‘:(—dz) in das triviale 2-Biindel Op @ Op, deformierbar. Liften wir diese
Deformaion auf X,, dann sind alle 2-Biindeln vom Typ (0,d>) in das triviale 2-
Biindel Oy, ® Oy, deformierbar. Wegen Symmetrie von X =P, x P, ist auf
P} x P} auch 2-Biindel vom Typ (di.0) mit d) > 1 in das triviale 2-Biindel
deformierbar. (dl,O)2 = —dlze ist negativ, falls e > 1 und d; > 0 ist. Auf X = X,
mit e > 1 existiert kein 2-Biindel vom Typ (d;,0) mit d; > 1. Fiir andere Fille
brauchen wir etwas kompliziertes argument. Fiir e ungerade ist (1,dy)” =

e+1

2d, —e #0. Also ist auf X = X, mit ungeradem e der Typ (1,d>) mit d, < ——

. | .
leer und 2-Biindel vom Typ (1,d>) mit d > et nicht zerlegbar. Es gilt

20x.(2(1,d2))) =1+ (1,d2)(2(1,d2) + (2,2 4+ €)) = 6d, — 3e + 3.

R 1
Nach Korollar 224 ist dann Q(l,dy) =v?>—5. Sei d=(1,e; ) fir e

ungerade. Q(l,%) _ Q<1,“2L 1). Es ist 0(0.d) < 0(0,0) (dz < "er 1).

Wiire Q(l,%) ¢ 0(0,0), so wire Q(l,#)\Q(0,0) eine nicht leere offene

l’e+l

Menge in Q. Es folgt dim Q( ) >12 —4 (vgl. den Beweis von Lemma

1
p et

2.2.5). Das ist ein Widerspruch. Also ist Q( 5

) in Q(0,0) enthalten.

1
Daraus folgt aus Lemma 2.2.6, daB 2-Biindel vom Typ (1,%) auf X, (e

ungerade) in das triviale 2-Biindel deformierbar sind. Fiir den Fall X, betrachten
wir d = (1,1), dann folgt mit dem gleichen Argument das Resultat Q(1,1) =
0(0,0). Durch Induktion folgt dann, daB 2-Biindel vom Typ (1,d>) auf X, mit
ungeradem e oder e =0 in das triviale 2-Biindel deformierbar. Aufgrund der



Vektorbiindel vom Rang 2 auf rationalen Regelfldchen 395

Symmetrie sind auch 2-Biindel vom Typ (d;, 1) auf X = P} x P} in das triviale 2-
Biindel deformierbar. Fiir e = 1 ist (dy,1)> = d\(2 —d,). Daraus folgt, daB auf
X kein 2-Biindel vom Typ (d), 1) mit d, > 2 existiert. Es ist schon gezeigt, dal3
2-Biindel vom Typ (1,1) auf X in das triviale 2-Biindel deformierbar sind. Da
h'(Ox(4,2)) # 0 ist, ist M(2,1) kein grober Modulraum. Also ist dim Q(2,1) fiir
den Fall X = X, unbekannt. Man weil} nicht, ob 2-Biindel vom Typ (2, 1) auf X
in das triviale 2-Biindel deformierbar ist. Fiir e = 2r+ 1, t € N ist (d|, l)2 =2d, —
die=d\(2—de). Auf X, mit e=2r+1, reN existiert kein 2-Biindel vom
Typ (di,1) mit d; > 1. ZusammengefalB3t haben wir den folgenden

Satz 2.2.8. Auf X, mit e #0 existiert kein 2-Biindel von Typ (dy,0) mit
verschwindenden Chernklassen. — Alle 2-Biindel vom Typ (0.d) (Ox(0,d2) @
0x(0, —dy)) sind auf X, in das triviale 2-Biindel deformierbar. Auf X = X, mit

ungeradem e existieren 2-Biindel vom Typ (1,d>) genau dann, wenn dy > ¢

3 ist;
und zwar sind alle in das triviale 2-Biindel deformierbar. Insbesondere existieren auf

P! x P} alle 2-Biindel von Typ (d\,dy) mit dy € {0,1} oder dy € {0.1}, die alle in
das triviale 2-Biindel deformierbar sind.

Bemerkung 2.2.9. In der Arbeit von Stremme ([St]) sind 2-Biindel vom Typ 1
und 2 auf P,f nach dem gleichen Argument in das triviale 2-Biindel deformier-
bar. Mit dem gleichehen Argument wie oben fiir verschiedenen Chernklassen
¢ =(-1,0), (0,—1) oder (—1,—1) mit ¢; =0 bekommt man die dhnliche Re-
sultate wie Satz 2.2.8.

2.3. Verallgemeinerung der Monade von Stremme

Sei E=E @E,® --- @ E; ein Vektorbiindel auf X =X, oder P; x P/,
wobel E; fiir 1 <i <[ mit 2/ > dim X 2-Bindel auf X sind. Zusétzlich sei ¢; die
erste Chernklasse von E; fiir | <i</. Sei t=(t1,72,...,7) € H(E(d — ¢1)) ein
globaler Schnitt mit ;€ H*(E;(d — ¢1)), 1 <i </, wobei 2d —¢; >0, d—c; >0
bzw. 2d — ¢; > (0,0), d — ¢; > (0,0) je nachdem ob Pic(X) >~ Z oder Z x Z ist.

Yii={peX|tu(p)=0}cX

Vorausgesetzt sei die Existenz von Fe H°(Ox(2d —¢;)) mit F#0 und YzN
Yin---NY; =, wobei Yr das Nullstellengebilde von F in X ist. Man
betrachte die folgende Monade

b(A a(A
0— Ox(cr — d) 22 Ox(c1 — d) ® E ® Ox(d) 2 0y (d) — 0.

Die Abbildungen a(4) und b(A) sind wie folgt definiert.

b(A) == (A1, —F)', a(A) = (F.1n.2), Aek

TA =(TIA,T2A,...,TIN)
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Fir se E(U) = E/(U)® Ey(U)--- @ E(U) mit s=(s1,82,...,8), si€ E;(U) gilt
also

Ty As=Ttily Asi+-+ 1y AsieOx(d)|y,

da NE = Ox(c)) fiir 1 <i </ sind.

Fiir 2 # 0 ist es klar, daB b(1) bzw. a(1) exakt auf Ox(c; — d) bzw. Ox(d)
ist. Sei jetzt A =0. Fiir p ¢ Yr ist F, eine Einheit in Ox(c; — d)p =~ Ox,. Damit
ist a(0), surjektiv bzw. b(0), injektiv.

Fir pe Yr existiert ein ¥; mit p¢ Y;, da YeNY N ---NY, = ist.

T, = (rj'p,r;_) €lUx, ® Uy, = Ej,

Also ist 7 oder 77 eine Einheit und damit a(0)

g , surjektiv bzw. b(0), injektiv.

Lemma 2.3.1. Kera(4)/Imb(A) ist lokalfrei vom Rang 2I. Fiir A # 0 ist
Kera(A)/Imb(A) = E.

Beweis.: Sei 1#0. Zu zeigen, daBl Kera(d) = Ox(cy —d) @ E ist. Sei U
offen in X. Sei

(x,¥,2) € Ox(c1 —d)(U) ® E(U) @ Ox(d)(U)

F
mit Flyx+ 7ty A y+4z=0. Es folgt dann z = —lx—r

1 Also ist

A
U

>l

Kera(4)(U) = {(x, $.2) € Ox (1 — d)(U) ® E(U) ® Ox (d)(U)|

A z}.
U X

Definieren wir ¢ : Kera(4) — Ox(c; —d)@® E mit

F
z=—lx—r

A

y

¢U(.x,y,—fi—ux—r A ;) = (x,y) € Ox(c; —d)(U) @ E(U).

U

Offensichtlich ist ¢ ein Isomorphismus. ¢ o b(4) = (4,7) ist eine Abbildung von
Ox(cy —d) nach Oy(c; —d)@E, die mit b(4) vertriglich ist. Um Kera(4)/
Imb(A) =~ E zu zeigen, muB man die Exaktheit der Sequenz

0 Oy(er - d) -1 Op(cr —d) @ E Z2 E—0
nachweisen.

Sei (x,y)€Ox(c; —d)(U)@® E(U) mit tx—Ay=0. Setzen wir v=-¢€

EIR

X

Av
Ox(c; —d)(U). Es folgt dann (rv) = (y
fir 4#0. Kera(0) ist lokalfrei vom Rang 2/+1. Sei peX. Eine der

). Also ist Kera(d)/Imb(A) = E
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Komponenten von
b(0), = (0,7} .7} ..., 7}, 7}, Fp)

ist eine Einheit, da YN Y{------ NY, = ist.
O.E. sei F, eine Einheit. Kera(0), = (Of‘,i“

Imb(0), = {(t11, 712, .., 70, T, Fpv) [0 € Oy, },
wobel t,’l; >15;€0y, 1 <i<l je{l,2} und F, = Fpe(ﬁxp sind. Definieren wir
) 2
y : Kera(0),/Imb(0), — O

mit y(x,y) = yi, —pr, wobei x e @ifﬁ, ye Oy, und 7,:=(711,712,---,711,712)
sind. Fir (7, F,)veIm b(0), ist #1Fpo — Fyi,v — 7 = 0. Also ist y wohldefiniert.
y ist injektiv, da aus yp(x,y) =0 xzﬁp"yfp folgt. y ist surjektiv, da Fp eine
Einheit ist. Also ist Kera(0)/Imb(0) lokalfrei vom Rang 2/ ist.

Proposition 2.3.2. Sei H'(E(-d)) =0, E#E' ® Ox(ci —d) und 2d # c,.
Dann ist Kera(0)/Imb(0) # E.

Beweis.: Man betrachte die folgende Darstellung der Monade von Stremme.

la(o)

0 0
0 — Ox(ci—d) — Kera(0) — D — 0
‘ 5(0)
0 — Ox(cy —d) —> Ox(ci —d)PE®Ox(d) — B — 0

Ox(d) = 0Ox(d)
0 0,

wobei B := Coker b(0) = Ox(c; —d) ® (E ® Ox(d))/Im(z, —F) ist. Aus der
Voraussetzung YN Y N ---NY; = & folgt, daB E @ Ox(d)/Im(z,—F) lokalfrei
vom Rang 2/ ist.

Annahme: D = Kera(0)/Imb(0) >~ E. Dann ist die Sequenz:
0— E— B— Ox(d) - 0eExt'(Ox(d),E) ~ H' (E(-d)) = 0.

Also ist B~ E@® Ox(d). Aber E2 E'® Ox(c; —d) und d # ¢y —d. Das ist ein
Widerspruch. Damit sit Kera(0)/Imb(0) # E.

Lemma 2.3.3. Sei die Monade

* b * * * a *
Py0x(c) —d) = P}Ox(c) —d) ® PYE® P}0x(d) > P{Ox(d),
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wobei Py=X xA— A mit A:=Specklu] die zweite Projektion ist, wie folgt
definiert:

b= (Ll ®k 1, | ®k T, | ®/\' (—F))I, a = (] ®kF7 1 ®kTA,u®k 1)
Dann ist Kera/Imb lokalfrei vom Rang 2I.

Beweis.: X4 ist ein k-Schema von endlichem Typ. Also sind die abge-
schlossenen Punkte von X4 dicht in X4. P4:X4— A ist eigentlich. Alle
abgeschlossenen Punkte (k-Punkte) von X4 sind in Fasern iiber k-Punkten von A4
enthalten.

bIXx{).} = (}'a 7 _F) = b(l), alXx{).} = (F‘TAv'l) = a(l),

wobei A ek, {1} ein abgeschlossener Punkt (k-Punkt) von A ist.
(Ker/Imb), ist lokalfrei vom Rang 2/ fiir einen k-Punkt p € X;. Da die k-
Punkte dicht in X, sind, ist (Kera/Imb) lokalfrei vom Rang 2/.

Korollar 2.3.4. Es existiert eine Familie ¥  von 2I-Biindeln tiber X, mit
2] > dim X, so daf} aufer tiber einem Punkt ty € A iiber allen anderen Punkten t € A
v, = 0% gilt.

Sei jetzt X =~ P} oder X, und / = 1, d.h. E eine lokalfreie Garbe vom Rang
2 auf X. Vorausgesetzt ist nun, daB FE normiert ist mit d(E)=h. Sei
d > h. Unter den Bedingungen t e H°(E(d — ¢;)) mit (z), von der Kodimension
2 und F € H(Ox(2d — ¢;)) mit Y¢ N (z), = & untersuchen wir die Eigenschaft von
D = Kera(0)/Im 5(0).

Fiir A =0 gilt die folgende Darstellung der Monade von Stremme:

0 0
0 — Ox(c)—d) — Kera(0) — D — 0
b(0)
0 — CQX(C| —d) AN C(»'X((‘] —d)@E@Cox(d) — B — 0
la(o) l

Ox(d)

l

0

I
S
>
=

S

Lemma 2.3.5. BY(c;) =~ Kera(0)
Beweis.:  Sei h(0) := (0,7, —F)', a(0) := (F,tA,0). Es gilt

B~ (9,\/(C1 — d) @ (E(-B (Cx(d))/lm(‘t, —F).
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N(d) := (E @ Ox(d))/Im(z, —F) ist lokalfrei vom Rang 2 und
BY = Ox(d —¢)) ® (N(d))".
Aus der exakten Sequenz:

0— Ox(c1 — d) 0 E@ 0y (d) — N(d) — 0

folgt ¢;(N) =0, c2(N) =d* —dc; + c;. Damit ist N(d)" =~ N(—d). Also ist
BY (1) = Ox(d)® N(c) —4d).

Der Garbenhomomorphismus

l/l : N(C] - d) = (E((‘] - 2d) @ @X(Cl - d))/Im(r, —F) —>@X(C| - d) ®F
wird durch folgenden Prigarbenhomomorphismus  definiert. Man bemerke
auch, daB (7, —F) hier als (7, —F) ® id¢,(,,—24) Zu verstehen ist.

Seien x € E(c; —2d)(U), ye Ox(c; —d)(U) fir U offen in X.

P(x @y + Im(z, ~F)(V)) = ~tly A x® (Flyx + 1y )

Betrachten wir die folgende Sequenz

0— (E(c) — 2d) @ Ox(c) — d))/Im(z, —F) @ Ox(d)

v
ldl"x(d)

M 0v(er — d) ® E® Ox(d) “D 0x(d) — 0.

Es ist a(O)o( v ):0. Um

idl'x(d)

7

Kera(0) = Im{ .
( ) <1d("x(d)

) = BY (c1)
zu zeigen, mull man die Exaktheit der obigen Sequenz zeigen.
Sei peX. (x@®@y+Im(c.—F),)®ze(N(ci —d)® Ox(d)),. Dann gilt

(idf(d)>(x® y+Im(t,-F), ®@z) = -1, Ax® (Fpx+17,») ®2z=0.

Es folgt z = 0. Seien x = (x1,x2) € Oy, ® Ux,, 1, = (11,72) € Uy, @ COx,. Fiir den
Fall p¢(t), ist O.E. 1, eine Einheit. Aus 7, A x = 1/x; — 72x; folgt x| =

T1 ..
—Xx;. Damit ist
T2

X2
X = (x1,x2) = —=(11,72)-
72

Also ist x=70 mit veOx(ci—2d), Aus 0=F,x+7,y=Fu+1y=
t,(Fpv + y) folgt y = —F,v. Daraus folgt

x+y+Im(r,—F), ®z=0€N(c; —d), D Ox(d),.
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Falls pe (7)) ist, ist p ¢ (F),. Also ist F, eine Einheit in Ox(2d —c1),. Aus

1 -y
Fyx+ 1,y =0 folgt x = —Fprpyz T"(Tp) und

x® y= (1, —F,,)(—;—y) € Im(z, -F),
»

(id@fu,) ist injektiv.
Sei peX mit p¢ (1), 1, = (11,72) € Ox, ® Ox, mit 7, eine Einheit, y ~
(y1,92) €0x, ® Ox,. Aus Fyx+1, A y=0 folgt y = Fpti—f- ?yz. Gesucht
2 T2

sind we E(c; —2d), und ve Ux(c —d), mit —t, Aw=x, Fpw+r7o=y Es
gilt
w = (w,w;) € Oy, @ Oy,

T (%)
Wi

Aus —

= x folgt x = tow| — T\ ws.

Aus Fp(wi,w2) + (11, 72)v = (), ;) folgt: Komponentenweise gilt F,w; + 7jv
_n
=
Fwa+t0=y,=Fw,+y,=y, Fir pe(r), ist p¢(F), Also ist F, eine

. b
=y und Fyws + 100 = y,.  Setzen wir w; = —, v Daraus folgt wy = 0 aus
T2

L 1 .
Einheit. Aus Fyx+71, A y =0 folgt x=1, A (——y). Setzen wir w = 1 ¥,
F, Fp

v=0. Dann
gilt:

1 1
-7, A pr(—B (F,,pr+rp0> ®:z

=x®y®ze Kera(0)

Kera(O):Im( v )

ida’x (d)

(_ v )(w(—Bv+Im(r,—F)p)®z
idoy(a)

Sei ¢ € Ext!(Iy, Ux(c; — 2d)) die durch 7 induzierte exakte Sequenz, wobei Iy die
zu (1), gehorige Idealgarbe ist.

Proposition 2.3.6. (i) d(D) = d, (ii) (D) = F*&, wobei &(D) die zu D gehorige
Standardextension, und (iii) die zu £(D) gehdrige Idealgarbe stimmt mit der zu E
gehdrige Idealgarbe Iy iiberein.

Beweis.. Um BY (c;) = Kera(0) in die Darstellung der Monade von Stremme
einsetzen zu koénnen suchen wir einen Garbenhomomorphismus von Oy (c; —d)
nach N(c¢; —d) @ Ox(d), der mit

(0,7,—F)'=b(0)
_—_—

(0)((6‘1 —d) (9,\/(('1 ——d)@E@(O)((d)
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vertrdglich ist. Setzen wir a: Ox(c; —d) — (E(c; — 2d) @ Ox(c) — d))/Im(z, —F)
@ Ox(d) mit a(x) = (0@ x)/Im(z,—F) ® — Fx fir x € Ox(c; —d)(U), U offen in

X, dann ist
0
Y
(id)a(x) = (_r;x) .

o ist der gesuchte Garbenhomomorphismus.
Die Darstellung der Monade von Stremme ist dann das folgende Diagramm:

0

|

(0,id,—F) (E(C| — 2d) @ @X(Cl — d))
Im(z, —F) ® Ox(d)

|, l

0 — Ox(e — — Ox(ci —d)®E® Ox(d) —

0 — (9,\’61 d)

we—— O «—©o
!
o

Ox(d)

l

0

I
S
=
&

—

=

wobei (E(c; —2d) @ Ox(c; —d))/Im(z,—F) ® Ox(d) = BY(¢;) mit N(c; —d) =
(E(ci —2d) @ Ox(c1 —d))/Im(r,—F) ist.
Daraus bekommt man das folgende Diagramm mit exakten Zeilen.

® idg (e, -
0 — Oy(er —2d) —C2 pgy 2, — 0
r [ \l
0 —» Oy UDN N 29— o
P
I [ |

0 — 0xQ2d—c¢) - Dd-ea) 22 5, — o0

Wie die obige Darstellung der Monade von Stremme zeigt, ist
D(d—c)) = (N® 0Ox(2d — ¢,))/Im(0,id, —F).

Py ist die Projektion von E(—d) nach N. Pr; und Pr, sind die Projektionen
von N bzw. Ox(2d — c¢y) nach D(d —¢|). Pryo(0,id) = Prjo F ist klar, da fiir
xe Ox(U), U offen in X (0,x,—Fx) e Im(0,id, —F) ist. Die erste und zweitte
Komponente der Abbildung (t A,0,0) von D(d — ¢|) nach Iy entsprechen genau
der Abbildung (t A,0) von N nach Iy. Damit ist die letzte Zeile eine exakte
Sequenz. Aus der obigen kommutativen exakten Zeilen folgt dann die
Behauptung.
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Satz 2.3.7. Es sei char(k) # 2. Seien D und E zwei 2-Biindel auf X = X,
oder P} mit d(D)=d > d(E)=v. Zusitzlich sei M(d) ein grober Modulraum.
Es existiert eine exakte Sequenz

& :0— Ox(c)—d) > E—Iy(d)— 0

mit Y = Y (D), wobei Y (D) das zur Standardextension von D gehérige Unterschema
von X ist. Vorausgesetzt ist

0 =h'(Ox2d — ¢1)) = h'(Ox(c) —d — v))
=h'(Ox(cy —d —v—(0,1))) = h'"(Ox(c; —d — v — (1,0)))

fiir X = X,. Existiert ein Fye H*(Ox(2d — ¢\)) mit V(F))NY = &, und ist die
durch Fy induzierte Abbildung

H'(E(~d)) 25 H'(E(d - c1))

surjektiv, dann ist D in den Typ v deformierbar.

Beweis.: Sei G ein 2-Biindel, das der Mittelterm von ¢ e Ext'(Iy(d),
Ox(c) —d)) ist, dann ist G nach Voraussetzung vom Typ v.

Da V(Fo)NY = ist, ist G mit dem Mittelterm von Fozé lokalfrei.
Betrachten wir die Abbildung

9: H(Ox(2d — ¢1)) x Ext'(Iy(d). Ox(c) — d)) — Ext'(Iy(c; — d), Ox(d)).

wobei ¢(F, &) := F2& ist.

Nach Bemerkung 2.2.7 ist M(d,v) € M(d) abgeschlossen in M(d), wobei
M(d,v):={DeM(d)|D ist in den Typ v deformierbar} ist. Wir fassen Definition-
bereich und Bildbereich von ¢ als affine Schemata auf. Dann entspricht ¢ einem
Morphismus. Um die Behauptung zu zeigen, braucht man also nur zu zeigen,
daB ¢ dominant ist. Aus 0 — Iy — Oy — Oy — 0 folgt, daB dim Ext'(Iy, Ox) =
hl(ly(fx)) =degY und dim Eth(Iy(('| — d)@x(d)) = hl(ly(C| —2d+ Ay)) =
deg Y + h'(0x(2d — ¢1)) sind. Nach Voraussetzung ist h'(0y(2d — ¢;)) = 0. Also
ist

dim Ext' (Iy, Ox) = dim Ext' (Iy(¢c; — d),Ox(d)) = deg Y.

Um zu zeigen, daB F, : Ext'(Iy, Ox) — Ext'(Iy(c) — d), Ox(d)) ein Isomorphismus
ist, braucht man nur zu geigen, daBl Fy injektiv ist.

Hom(ly. o) angewendet auf 0 — Oy 25 Ox(2d — 1) — O, (2d — ¢1) — 0
ergibt die lange exakte Sequenz

0— Hom(Iy, (Ox) — Hom(ly,(OX(Zd - C|)) — Hom(Iy,(on(2d — Cl))
— Ext'(Iy, Ox) 3 Ext!(Iy, 0x(2d — ¢1)) - - -.
Hom(e, L) angewendet auf 0 — Iy — Oy — Oy — 0 liefert

0 = Hom(Oy, L) — Hom(Ox. L) — Hom(ly. L) — Ext (Oy, &),
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wobei £ lokalfrei vom Rang 1 ist. Da Y lokal vollstindiger Durchschnitt von
der Kodimension 2 ist, ist

Hom(Oy, L) = Ext), (Oy, L) =0.

Es folgt dann Howm(ly, L) = How(Ox, £L).
Da V(F)NY =g ist, ist Hom(Ily,0Of(2d —c1)) = H* (O (2d — ¢1)).
Daraus folgt, daB

0— Hom(Iy,(QX) — Hom(ly,(0x(2d - C[)) — Hom(Iy,@p(,(zd - C|)) -0
exakt ist. Also ist Fy injektiv. Definiere
B: H(0x(2d — 1)) x Ext'(Iy, Ox(c) — 2d)) — Ext'(Iy, Ox)

mit B(F,&) = Fol + 2F¢,.
Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

2

H(0x(2d — c1)) — H(Ox(2d — 1))
l(m) lco
H(Ox(2d — ¢1)) x Ext' (Iy(2d — 1), 0) 2 Ext!(Iy, Oy)
- I
Ext'(Iy(2d - ¢1), Ox) 2, Ext'(E(=d), Ox)

Ext'(Ox(c) — 2d), Oy)
=~ Hl(@x(zd - C|)) =0.

&, und p stammen aus der vorgegebenen exakten Sequenz &,. y ist definiert als

Ext!(Iy(2d — ¢1), Ox) 3 Ext!(Iy, 0x) 2 Ext' (E(~d), Ox)

Pr, ist die zweite Projektion von H°(Ox(2d — ¢1)) x Ext'(Iy(2d — ¢1), Ox) auf
Ext!(Iy(2d — 1), 0x). Da E(=d) — Iy 2 Iy(2d — ¢;) aquivalent zu E(—d) 2
E(d—c)— Iy(2d —c) ist, faktorisiert p durch die Abbildung Fp:
Ext'(E(d — ¢1),0x) =~ H'(E(—d)) — Ext!(E(—d), 0x) =~ H'(E(d — ¢,)), wobei die
Abbildung nach Voraussetzung surjektiv ist. Mit der Surjektivitit von
E(d —¢)) = Iy(2d — ;) ist y auch surjektiv. Damit ist f surjektiv. Das Dif-
ferential dp von ¢ im Punkt (Fp, &) ist gleich Fof = F2&+2FF&, und zwar
surjektiv. ¢ ist glatt im Punkt (Fp,&,), damit auch platt im Punkt (Fp,&;). Da
Plattheit eine offene Bedingung ist, existiert eine offene Umgebung V von (Fy, &),
so daB ¢ auf V platt ist. Da ein platter Morphismus eine offene Abbildung
ist, ist @(V) offen. Damit ist ¢ dominant. An Stelle des affinen Raums
Ext'(Iy(¢; — d). Ox(d)) betrachten wir den projektiven Raum

P(Ext' (Iy(c; — d), Ox(d))")
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fir Ext'(Iy(c; —d),0x(d)). Das Bild von ¢ (k-Punkte) mit Ausnahme des
Ursprungs {0} in P(Ext'(Iy(c; —d),0x(d))”) ist dicht. Da die Menge der
exakten Sequenzen aus Ext!(Iy(c; —d),Ox(d)), die einen lokalfreien Mittelterm
(2-Biindel vom Typ d) besitzen, nach dem Beweis von Proposition 1.1.10 offen in
P(Ext!(Iy(c; — d),0x(d))) ist, folgt die Behauptung.

Wir kombinieren Satz 3.7 und 4.19 Satz von [Kr]. Sei Y ein 0-dimensinales
Unterschema von X = X, oder P,f mit Linge(Y) =d? —dc; +c,. Y erfiille die
folgenden Bedingungen: Y sei ein Gorensteinschema mit der Cayley-Bacharach
Eigenschaft bzgl. wy ® Ox(2d — ¢;) und h°(Iy(d —v)) # 0, h°(Iy(d — v — (1,0)))
=h'Iy(d —v—(0,1))) =0 bzw. h°(Iy(d —v—1)) =0, h' (Ox(2d — ¢c; — (0,1))) =
R (Ox(cy —d —v)) = h'(Ox(c; —d —v—(0,1))) = h'(Ox(c; —d —v—(1,0))) =0,
dann sind alle 2-Biindel D von Typ d mit Y(D) =Y in den Typ v deformierbar.
In dem folgenden Satz zeigen wir, daB3 unter gewissen Bedingungen die Kodi-
mension von M(d,v) explizit angegeben werden kann.

Satz 2.3.8. Sei char (k) #2. Seien M(d) und M(v) zwei grobe Modulrdiume
fiir 2-Biindeln auf X = X, mit d > v > (0,0). Sei Ox(2d —c) ein sehr amples
Geradenbiindel. Es gelte

H'(Ox(c) —d —v)) = H' (Ox(c; —d —v—(1,0))) = H' (Ox(c; —d — v — (0,1)))
= H' (Ox(d —v—c| + Hy)) = H (Ox(d — v+ Hx)) = 0 und
(dz —vy)—(dy —v))e =0,2v; —c12 — Quy—cn)e= —1,dy —v =1

Falls h°(Ox(d — v + Ay)) = v® — ve) + ¢y ist, dann enthilt M(d;v) eine irreduzible
Komponente von der Kodimension dim Q(d) — dim Q(v) + 1. Damit ist M(d,v) von
der Kodimension dim Q(d) — dim Q(v) + 1.

Beweis. Sei {E} € M(v). Betrachten wir die folgende Standardextension &
fir E.

étoﬁwx(l))ﬁE—)I)/(Cl—v)ﬁO
f@@x(d—(‘]+fx):0—->(9x(d+l)—(‘|+fx)—>E(d—C1+fx)

—>1y(d—v+fx)—>0

Es gilt Hi(E(d— 1+ Ax)) = H(Iy(d — v+ Hy)) fir i # 0.
Da h°(Ox(d — v)) = h°(Ox(d — v+ Hx)) = h®(Oy) = v? — vy + ¢, ist, existiert
Y mit

h'(Iy(d — v)) = h*(Iy(d = v)) = h'(Iy(d — v+ Hx)) = hF*(Iy(d — v+ Hx)) = 0.

Damit ist A(d;v) c M(v) die offene Menge von E mit H'(E(d —c| + Ax)) =
H(E(d —¢))) =0 fir i # 0 nicht leer. Es gilt

=(-2,-2—e).
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Sei f eine Faser mit fNY = ¢. Dann gilt:
0— (0',/:(171) — E|f — (QP‘!(c“ —v)—0
ist exakt. Daraus folgt, daB E|, = (OPku(vl) ® Oy (e11 —v1). Tensoriert man die
Sequenz
0— 0x(0,~1) L 0y = 0 — 0
mit E(d — v+ A7), so erhdlt man
0—Ed—-—c—-(2,2+e+1) = E(d—c —(2,2+¢))

— Opi(di —cnt =2+ 01) @ Opi(dy — v = 2) = 0.

Es folgt wegen d; —v; > 1, daB3
H*(Ed—-c¢ —(2,2+e+1))=H*E( - c; + Hx)) = 0.

Wiederholen wir das gleiche Verfahren, so folgt H2(E(d — ¢; — (2,2 4 2¢))) = 0.
Ebenso ist

0 E(d—c—(2,24€) = Ed—ci — (2,1 +¢))
= Op(dr—cn—2401) @Oy (di —v1 —2) -0

exakt. Es folgt dann H'(E(d —c) — (2,1+¢))) = HY(E(d — c; + H#x)) = 0.
Ohne Einschringung nehmen wir an, daB der Schnitt Cy von X,Y nicht schneidet,
dh. CoNY =¢. Dann erhilt man:

élCO 10— @P/:(Uz — vle) — EICO — (OP;:(Clz — Uy + (01 — c“)e) — 0.

Da nach Voraussetzung 2v; —cj2 — (21 —c¢j1)e > — 1 ist, ist E lc, zerlegbar.
Tensorieren von

7:0—- 0x(—1,0) - Ox — Oc, > 0 mit O¢, = (91,,:

ergibt NEd—-—ci—(1,14+¢€):0>Ed—-c —(2,14+e)) > E(d—c -1,
1+€)) — (Qp’:(dz — C12 — (d] — c“)e -1+ v, - vle) &) @pi(dz — Uy — (dl—
v)e—1) > 0. Fir e=0 ist &y —cp—1+v;> —1. Fir e#0 ist d — dje >
cpp—cpe+1

5 , da Ox(2d — ¢;) ein sehr amples Geradenbiindel ist. Zusitzlich mit
ci2 —cpe — 1

den Voraussetzungen v, — vje > 3

und (dy —v2) — (dy —v1)e =0 ist
dann
hY(E(d - ¢ — (1,1 +e¢))) =0.

Betrachten wir das sehr ample Geradenbiindel Oy (H) =~ Ox(1,1 +¢), dann ist
E(d — ¢1) O-regulir bzgl. H, d.h. h'(E(d —ci — H)) = h*(E(d — ¢, — 2H)) = 0.
Aus der Standardextension fiir E ist H(E(d — ¢1)) nach dem Verschwindungssatz
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von ([Mu] Lecture 14) global erzeugt. Es existiert ein te H'(E(d —¢;)) mit
codim(z), = 2 (siche Beweis von [Wa] Lemma 3.3 (ii)). Man erhilt

0> 0x - E(d—c1) = 132d —c¢)) -0

mit Linge(Y) = c2(E(d — ¢1)) =d? —dc; +¢;. Wir wenden Hom an und
erhalten  Hom(, ® Ox(c1 —d), Ox(ci —d)):0 - Hom(Iy(d), Ox(c; —d)) —
Hom(E,Ox(ci —d)) —  Hom(Ox.0x) —  Ext'(Iy(d),0x(c; —d)) —
Ext'(E,0x(ci —d)) — 0---. Es gilt Ext'(E,Ox(c —d)) =~ H'(E(d — ¢, + AY))
=0 und

Hom(E,Ox(c; —d)) =~ HX(E(d — ¢; + #¥)) = 0.
Also ist dim Extl(l)-,(d),cox(c] —d))=1. Es sei
Z :={(E,[x])|E € A(d:v).1€ H*(E(d — ¢1)),t # 0,codim(t), = 2},

wobei [t] e P(H(E(d — ¢1))") die Klasse von t ist.

Seien (E,7v), (E',7'V)eZ mit (1), =(7')y, dann ist E~E und 7.7
dquivalent unter der natiirlichen Aktion von Aut(E) auf HY(E(d —¢;)). Sei &
eine lokale Familie von 2-Biindeln iiber X x U, U offen in M(v).

Fir EeA(d;v) gilt H(E(d—c))=0 fir i#0 und y(E(d-c)))=
hO(E(d —c1)). Sei V:=UNA(d;v). Sei &|y,,:=%. Fir & gilt der Basis-
wechselsatz auf V. Betrachten wir das folgende kartesische Diagramm.

idxn

X X PPy ) —— X xV

ql lprz

P(Pry,#") —— V¥

g: X X P(Pr3.#Y) — P(Pry. %) sei die zweite Projektion.

Die natiirliche Surjektion 7n*Pry,.#Y — O(1) — 0 liefert einen injektiven
Garbenhomomorphismus j: @ — n*Pr,# ® O(1). Sei W eine offene Menge in
P(Pry,#"), so daBl ¢(1)|,, trivial ist. j|,, entspricht einem globalen Schnitt s von
n*Pra.#|,,. Wegen der Giiltigkeit des Basiswechselsatzes ist

'Pry,F = g.(id x n)* .

Also ist s ein globaler Schnitt von H(X x W, (id x n)*%). Dieser s liefert dann
einen Garbenhomomorphismus 6: ¢ — (id x n)"%|,,,. Fir (E[7))eZNW
liefert 0]y, (g ) einen Koszulkomplex

f,:o—>(9x—>E(d—€1)—->1y(2d—C|)—>O.

Nach Proposition 1.4.3 ist s|,4, ein Schnitt der Kodimension 2. Folglich
existiert eine Idealgarbe # von X x (ZN W) platt iiber L:=ZNW. Nach der
universelle Eigenschaft vom Hilbertschema H der 0-dimensionalen Unterschemata
von X mit Linge = d? — dc; + ¢, existiert ein Morphismus ¢ : L — H, so daB
F = (id x ¢)* # ist, wobei ¢, die universelle Idealgarbe von X x H ist. Mit L



Vektorbiindel vom Rang 2 auf rationalen Regelfliichen 407

ist (L) auch irreduzibel. Fiir eine offene Menge N in der offenen Menge L ist
@(N) dicht ¢(L). Damit ist @(L) := c/(p(L)) die abgeschlossene Hiille der Menge

R:={(z)y e H|(E,[z]) € Z}.

Da L ein integres Schema iiber k ist, faktorisiert ¢ durch das integre Schema
@(L). Nach [Ha] Kap. 2 Aufg. 3.22 ist

dim (L) = dimM(v) + y(E(d — ¢)) — h°(&nd E).

Aus der Koszulkomplex &, folgt y(E(d —c1)) = x(Iy(2d —¢;))+ 1. Aus der
exakten Sequenz 0 — Iy(2d — ¢;) — Ox(2d — ¢;) — Oy — 0 folgt

x(Iy(2d — 1)) = x(Ox(2d — 1)) — (d* — dey + ¢3).
Nach Korollar 2.2.4 ist
dim Q(d) = v* — x(Ox(2d — ¢1)) + 3(d* — dc) 4 ¢2) — 2
=2 — y(Iy(2d — ¢1)) + 2(d* — dcy + ¢3) — 2
=2 4+ 2(d* —dey + ¢3) — y(E(d — ;) — 1.
Es folgt
codim @(L) = 2(d* — dey + ¢2) — x(E(d — 1)) — (dim M (v) — h°(&nd E))

Also ist codim @¢(L) = dim Q(d) — dim Q(v) + 1.

Da Ox(2d — c¢;) ein sehr amples Geradenbiindel ist, existiert ein globaler
Schnitt F in H°(Ox(2d — c;)), der das in Satz 2.3.7 vorgegebene 0-dimensionale
Unterschema Y von X nicht schneidet. Die Voraussetzungen von Satz 2.3.7 sind
erfilllt. Folglich enthdlt M(d,v) eine irreduzible Komponente von der Kodi-
mension dim Q(d) — dim Q(v) + 1. Nach Bemerkung 2.2.7 ist dann

codim M(d; v) = dim Q(d) — dim Q(v) + 1.

Korollar 2.3.9. Sei char(k) # 2. Fiir 2-Biindel vom Typ d auf P, x P, mit
cp=c; =0 ist

codimM(d; (0,0)) = max{2(d, — 1)(d, — 1) — 1,0}.
Beweis.: Korollar 2.2.4, Satz 2.2.8, Satz 2.3.8.

Bemerkung 2.3.10. Fiir den Satz 2.3.8 entsprechenden Satz im Fall P} siche
man [St] 4.7 Theorem.

Sei E ein 2-Biindel von Typ v > (0,0). Fiur (0,0) < b < d — ¢| + v betrachten
wir die zu HY(E(d —c; — b)), H°(Ox(b)) und H°(E(d —c|)) gehdérendenden
projektiven Rdume. Man betrachte den folgenden projektiven Morphismus:

P(p(b)) : P(H*(E(d — 1 — b))) x P(H(Ox (b)) — P(H*(E(d — c1)))
mit ¢(b)(t, F) = tF e H'(E(d — ¢1)).
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Es ist klar, daB dimIm ¢(b) <h%(E(d —c; — b)) — 1 + h%(Ox (b)) = 1 und
Im ¢(b) abgeschlossen in P(H(E(d — c))) ist. Vorausgesetzt sei
dimP(H°(E(d — ¢1))) = h°(E(d — ¢1)) — 1 > dim Im ¢(b)
fir alle b mit (0,0) <b < (d —c; +v). Dann sind alle (7), fir

re HYE(d - ¢ )\ Im ¢(b)

0,0)<b < d c+v

von der Kodimension 2. Also ist die Menge der 2-codimensionalen globalen
Schnitte von HY(E(d — ¢|)) offen in P(H°(E(d — ¢))).

Jetzt stellen wir einige hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der 2-
codimensionalen globalen Schnitten von H°(E(d — ¢;)) fiir den Fall

W (Ox(d — v+ Hy)) < v* —ver + 2

auf.

Der Fall (1): Es sei h°(Ox(d —v)) > v?> —vey +¢o. Im diesen Fall werde
(dy+v2—cn—2—-e)>(di+vi—ci)e und (dy —v3 —2—e) > (d, —v))e vor-
ausgesetzt. Dann ist h'(Ox(d +v—c; — b)) = h'(Ox(d — v — b)) = 0 fiir

d—v—b=>(0,0), (0,0)<b=(b,b)<—-Hx=(2,2+e).
A(d;v) :

{{E} e M(0)|°(Iy(g)(d — v — b))
max {/°(Ox(d —v— b)) — (v —ve; +¢),0},0 < b < d — v}

A(d;v) ist offen in M(v). Betrachten wir die Tensorierung der Standardextension
&g von E mit Ox(d — ¢, — b):

05 0x(d+v—c1—b)— E(d—c —b)—>1y(5)(d—v—b)—>0.
Da nach Voraussetzung h'(Ox(d +v —c; — b)) =0 fiir d — v — b > (0,0) ist, ist
h(E(d — ¢ — b)) = h°(Ox(d + v — ¢ — b)) + h*(Iy(gy(d — v — b)).

Zu zeigen ist i°(E(d — ¢;)) — 1 —dimImg(b) > 0 fiir E € A(d;v) und alle b mit
(0,0) <b< (2,24 ¢€). Es reicht fiir b mit

R (Iy(g)(d — v — b)) = h°(Ox(d — v — b)) — (¥ — vey + ¢2) >0
zu zeigen, daB3
I(b) == h®(Ox(d — v)) + h°(Ox(d + v — 1)) — h°(Ox(d + v —c; — b))
— h%(Ox(d — v — b)) — hi°(Ox (b)) + 1 > 0 ist.
Nach Proposition 1.3.1 gilt

KO () — K(Ox (f = b)) = (f; + )(bz—%e) b (,3 N/ ;boe) |
fir f = (fi,/2) = b mit f > fie und (f2 — b2) = (f1 — b))e.
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Aus den Voraussetzungen folgt 2d> —cj2 — (2d) —¢11)e > 4+ 2e. Dann
gelten die folgende Ungleichungen. Setzen wir h%(0x(0,52)) = b+ 1 und f =
d—v,d+v—c —b in 30,b;) ein. Dann ist 3(0,b7) = by(2d; — ¢y + 1) > 0.

Fiir den Fall b= (1,b;) mit e < by <2+ e ist

S(I,bz) =2dy—c1p— (2dy —cen)e+ 2dy —ci1 —2)b2+ 1+ 2e > 0.
Fir b; = 1,0 < by < e ist
1,by) =2dr —c12— (2dy —cen)e+ (2dy —c1p — )b +2+ e > 0.

Fir e 20 und by = e, 1 +e ist h°(Ox(2,by)) =2(by + 1) —e. Im diesen Fall ist
8(2,b2) =2(2dy — 13 — (2dy —cnn)e) + (2dy —ci1 —4)b2 +3+e > 0.
Fir e#0 und b =2, 0< by < e ist

-9(2,1)2) = 2(2d2 —C12 — (2d1 — C11)€) + (Zdl -1 — 3)b2 +4>0.

Fir e=0 ist 3(2,b;) =2(2dy —c12) + (2dy — 11 —5)b +2 > 0. Fir jedes E e
A(d;v) mit den Bedingungen vom Fall (1) existiert eine nicht leere offene
Untermenge von P(H®(E(d —c;))), so daB jedes Element davon ein Null-
stellenschema von der Kodimension 2 fiir den entsprechenden globalen Schnitt
besitzt.

Der Fall (2): Es sei Ah°(Ox(d —v)) <v?>—vep+c; mit dy +vy —cpp >
(di +v1 —ci1)e und Ox(d —v) sei ein sehr amples Geradenbiindel auf X. Im
diesen Fall setzen wir

A(d;v) = {{E} € M) [ K(Iy(g)(d — v) = 1A (Iy(gy(d — v — b)) = 0,b > (0,0)}

Da nach Voraussetzung ein O0-dimensionales Unterschema Y (Ldnge(Y) =
v? — vy + ¢2) von X mit A°(Iy(d —v)) = 1 und h°(Iy(d — v — b)) = 0 fiir (0,0) <
b < (d — v) existiert, ist A(d;v) nicht leer. A(d;v) ist lokalabgeschlossen in M(v).
ZusammgefaB3t haben wir die folgende

Proposition 2.3.11. Sei d > v > (0,0) und Ox(2d —c)) ein sehr amples
Geradenbiindel auf X = X,. Dann ist M(d;v) nicht leer, falls die folgende
Bedingungen erfiillt sind.

Ist x(Ox(d — v+ Hy)) = h%(Ox(d — v+ Hy)) = v* — vey + ¢z, so gelte

' (Ox(ci —d —v)) =0, 20y —cpa— (20, —cpy)e> — 1,
dz—UzZ(d1—Ul)e und d; — vy > 1

Ist h°(Ox(d — v+ Ax)) < v® —vey +ca, so gelte Fall (1):h°(Ox(d —v)) > v? -
vey + ¢ mit

d+vy—cp—2—-e>(di+vi—cnu)e undd, —v; —2—e> (d) —v))e.

Fall (2): ho(@x(d —)) < 2 — vep+c2 mit dy+vy—cip > (dy + 01 —cip)e und
Ox(d — v) sei ein sehr amples Geradenbiindel auf X.
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Beweis.: Fiir die Existenz der notwendigen globalen Schnitte bei der An-
wendung von der Monade von Stromme siche man den Beweis von Satz 2.3.8
und das obige Argument fiir den Fall (1) und (2). Die Bedingung, daB das
Geradenbiindel 0x(2d — ¢;) sehr ampel ist, garantiert die Existenz eines globalen
Schnitts in H(Ox(2d — ¢)), der das vorgegebene 0-dimensionales Unterschema Y
nicht schneidet. Nach Lemma 2.3.1, 2.3.3 und Proposition 2.3.6 folgt dann die
Behauptung.

Bemerkung 2.3.12. Es kann sein, da auch wenn die Bedingungen von
Proposition 2.3.11 nicht erfiillt sind, M(d;v) nicht leer ist. Man vergleiche Satz
2.2.8 und Bemerkung 2.2.9. Bis jetzt ist d* — dc, + ¢; = v® — ve, + ¢, immer ertiillt,
falls ein 2-Biindel vom Typ d sich in den Typ v deformieren ldBt. Ist dies auch
eine notwendige Bedingung dafiir, da} ein 2-Biindel vom Typ d in den Typ v
deformierbar ist?

Sei char(k) #2. Seien M(d), M(v) zwei grobe Modulriume von den
instabilen 2-Biindeln vom Typ d bzw. v auf X = X,.

Unter den Bedingungen von Proposition 2.3.11 fiir den Fall
h°(Ox(d — v+ Ax)) < v> — vey + ¢, untersuchen wir eine mogliche Abschitzung
von dimM(d;v). Fiir den Fall (2) brauchen wir zusitzlich noch die folgende
Voraussetzungen:

W' (Ox(d+v—c)) =h"(Ox(ci —d —v—5b)) =0, b=(0,0),(0,1),(1,0).

Da nach Voraussetzung h'(Ox(d —v)) =0 fir i#0 ist, ist y(Ox(d —v)) =
h°(Ox(d —v)). Also ist

2Iyg)(d = v)) = h*(Ox(d —v)) = (v — vey + ¢2),

wobei Iy(g) die zu E gehorige Standardidealgarbe. Zuerst betrachten wir den Fall
(1) x(Iy(d —v)) >0. Da h°(Ox(d —v)) > v> — vey + ¢, ist, ist

R (Iy(g)(d — v)) = h°(Ox(d — v)) — (¥ — vey + ¢2) > 0.
Z = {(E,k*t")|E € A(d;v),7 € H(E(d — ¢1)) mit codim(z), = 2}
Aus der langen exakten Sequenz fiir
E(E): 0= Ox(d+v—c1) = E(d—c1) = Iyg)(d—v) =0

folgt dann h'(E(d —¢))) =0 fiir i#0 und x(E(d-c)) = h°(E(d—c1)). Sei
(E,t¥)e Z mit F e A(d;v). Es gilt der folgende Koszulkomplex

E0— 0y > E(d—c)) 5 Iy(2d — ¢) — 0.
Hom(&, ® Ox(c1 — d), Ox(ci —d)) : ---0 — H"(Ox, Ox)
— Ext'(Iy(d), Ox(c; — d))
— Ext'(E, Ox(c; —d)) = 0---
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Es folgt dann dimExt'(Iy(d),Ox(ci —d)) =1+ h"(E(d —c| + Ax)). Aus der
langen exakten Sequenz fiir £(E) ® Oy (Ay) folgt wegen h!'(Ox(d + v — ¢) + Ay))
=0 die Gleichung h'(E(d — c| + H)) = h'(Iy(g)(d — v + H¥)).

Aus der langen exakten Sequenz fiir

0 — Iye)(d — v+ Hy) — Ox(d — v+ Hy) = Oy — 0
folgt h'(Iy(gy)(d — v+ Hx)) =0+ h’(Iyg)(d — v+ A)), wobei
d:=v* —vey + ¢y — h'(Ox(d — v+ Hy)) ist.
Da E e A(d;v) ist, ist hi°(Iy(g)(d — v+ Ay)) = 0. Also ist
dim Ext' (Iy(d). Ox(c) —d)) = 1 +6.

Es lduft dann wie im Beweis von Satz 2.3.8. Der Unterschied ist die Dimension
von Ext!(Iy(d), Ox(c) — d)). Damit enthilt M(d;v) nach [Ha] Aufg. 3.22 Kap. 2
eine irreduzible Komponente héchst von der Kodimension

dim Q(d) — dim Q(v) + 1 + 4.

Fir den Fall (2) x(Iyg)(d —v)) = h"(Ox(d —v)) — (v* — ver + ¢2) <0 existiert
Y(E) mit A°(Iy(g)(d —v)) = 0. Also ist die Menge
A(d:v) = {E € M(0) | Ky (d — v)) = 1z KTy (d — v — b)) = 0, b > (0,0)}

nicht mehr offen in M(v). Da Ox(d — v) nach Voraussetzung ein sehr amples
Geradenbiindel ist, bestimmen h"(Ox(d —v)) — 1 Punkte in X eindeutig eine
Kurve. Die iibrige 2 — ve; + ¢ — h%(Ox(d — v)) + 1 Punkten kénnen sich nur auf
dieser Kurve frei bewegen. Also 2(h°(Ox(d —v)) — 1) Freiheiten sind fiir die
Punkte, die die Kurven bestimmen. Nach dieser geometrischen Vorstellung sollte

dim A(d; v) = 2(h°(Ox(d — v)) = 1) + v — vey + ¢ — (B°(Ox(d = v)) = 1)
+ 02 —vep 4~ 1
=2(v% — vey 4 ¢2) + h(Ox(d — v)) -2
= dim M(v) + h°(Ox(d — v)) — 1 — (v® — vey + ¢2) sein.

Die Aussage von dim A(d;v) bleibt noch zu iiberpriifen!

Zu zeigen ist h' (E(d — ¢1)) = v*> —vey + ¢ — h°(Ox(d — v)) + 1. Es folgt aus
der langen exakten Sequenz fiir &(E), daB h'(E(d — c1)) = h'(Iyg)(d — v)) ist.
Wegen der langen exakten Sequenz fiir die exakte Sequenz der Idealgarbe
Iy(g)(d — v) gilt h'(Iy(g)(d — v)) = v? —ver + ¢ — h°(Ox(d — v)) + 1. Folglich ist

dim A(d; v) = dimM(v) — h' (E(d — ¢1)).

Fir die lokale Familie von 2-Biindeln & iiber die offen Menge U einer irreduziblen
Komponente von A(d:v) gilt der Basiswechselsatz, da #'(E(d — c;)) konstant ist.
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dim P(Pr, &) = dim A(d; v) + h°(E(d — ¢))) — 1 = dim M(v) — y(E(d — ¢;)) — 1

Es lduft wie im Beweis von Satz 2.3.8 und durch die Benutzung von [St] 4.11
Lemma (eventuell mit Modifizierung). Dann enthdlt M(d;v) eine irreduzible
Komponente mit maximaler Kodimension dim Q(d)—dimQ(v)+1+4. Ich
denke, daB3 sich dies mathematisch prizise durchfiiren 148t.
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