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Vektorbiindel vom Rang 2  auf rationalen Regelflächen
und auf 13 7, x

Von

Shih-kung Lo

Einleitung

Aufgrund der Ähnlichkeit der lokalen Strukturen zwischen rationalen Regel-
flächen (X, =  P( Op i e p l(—e)) 1 3

1
1, )  und Pi erwartet man bei der Klassifizie-

rung und D eform kationsvk e rha lten  von  2-Bündeln auf rationalen Regelflächen
ähnliche Resultate wie diejenigen, die Stromme für Pi bewiesen hat. So kann
man jedem normierten 2-Bündel E  a u f  X  = X, o d e r  P  x Pik"  ein Zahlenpaar
d(E)=(di,d2) e N_1 x No (N_I := NU {-1 , O } ) ,  d e n  T y p  v o n  E ,  zuordnen
( Korollar 1.3.2.). Ein 2-Bündel E auf X  = X, b z w .  P  x P;:1 heißt im folgenden
stabil, wenn H° (X, E . ) =  0, und andernfalls instabil. D er Schwerpunkt der
vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung von instabilen 2-Bündeln auf X .  Auf
X  = X, oder Pi existiert ein instabiles 2-Bündel vom Typ d > (0 ,0 ) bzw . 0  und
den Chernklassen Cl, c2 genau dann, wenn d 2 — dc i c 2 >  0 ist. Für instabile
2-Bündeln v o m  T y p  d  m it  d 2 — dc2 +  c 2  >  0  o d e r  d 2 —  dci + c2 = 0 und
h 1 (ex(2d — Cl)) = 0 existiert eine glatte, irreduzible, quasiprojektive und rationale
Varietät M(d) mit der Dimension

dim M(d) = max{3(d2 — dci + c2) + h l (e x (2d — ern— 1,0f,

die als grober Modulraum für solche Bündel dient.
Über die Deformierbarkeit von instabilen 2-Bündeln auf X, erhält man das

folgende Ergebnis: Auf X , (e = 0 oder ungerade) läßt sich jedes 2-Bündel vom
Typ (di , d2 )  mit d i c {0, 1} oder d 2 c {0, 1} ins triviale 2-Bündel deformieren.

D ie von Strom m e benutzte M onade kann m an auf X  = X, oder 13 ;,' x
verallgem einern (K ap.2 Abs.3). Es existiert eine Fam ilie von 2/-Bündeln auf
X  (2/ > dim X), in der alle bis auf eines trivial sind. Im speziellen Fall / = 1 und
X  = X, ist das eine direkte Übertragung der M onade von Strom m e. M it H ilfe
der Monade von Stromme für diesen speziellen Fall erhalten wir die folgende
Behauptung (Prop. 2.3.11) für

M(d; v) := IF c M(d) IF ist in den Typ v deformierbar} d> v.

This paper is an improvement of the author's thesis presented to the Department of Mathematics,
Universität Osnabrück, Germany. The author appreciates the referee's valuable assistance in making
the improvments.
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F ür X  = X ,  is t M  (d; v) ,  wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
2d2 — c12 > (2d1 — cH)e > 0, und
a) Ist z((9x(d — V + )f x )) h

°
 ((P x (d — v + „)f x )) > v 2 — vci + c2, so sei

h l (ex(c] — d — v)) 0 , 2v2 — C 12 —  (1)1 —  ell )e —1

und d2 — v2 (d i — vi)e, d1 — v11 .
b) Ist h°

((9x(d — v + Yirx)) <V 2 — vc] + C 2 , so gelte

entweder (1) h°
 (0 x  (d — v)) > v 2 —  vc + c2 mit

d2 + v2 — c12 — 2 — e (di + vi — el i)e und d2 — v2 — 2 — e (di — vi)e

o d er (2 ) h° (&x (d — v)) v2 — vci + c2 mit d2 + v2 — c12 (c/1 + v 1 — c i i ) e  und
(9x (d — v) sei ein sehr amples Geradenbündel auf X .

Auf 11  x 13
/
1, (char(k) f  2) gilt das folgende Korollar 2.3.9: Für 2-Bündel

mit verschwindenden Chernklassen ist

codimM(d; (0, 0)) — max{2(d ] — 1)(d2 — 1) — 1, 01,

wobei das triviale 2-Bündel das einzige 2-Bündel vom Typ (0,0) ist.
In dieser Arbeit werden die Begriffe und Resultate von [Ha]: Algebraic

Geometry vorausgesetzt. Wie üblich werden Vektorbündel und lokalfreie Garbe
identifiziert.

Kapitel 1. Klassifizierung von Vektorbiindeln vom
Rang 2 auf rationalen Regelflächen

1.1. Charakterisierung von Vektorbiindeln vom Rang 2  auf X  = X , oder
x Pik"

Lemma 1.1.1. S ei E  eine lokalfreie Garbe auf  einem  reduz ierten Schem a X ,
f  : X  — + Y  ein Morphismus v on S chem ata, H ° (Xy , El x , ) = 0 Vy E V. Dann folgt
H ° (X  , E) = 0.

B ew eis.: Seien U = Spec B c  X  offen, V = Spec A  cV offen mit  f l u :  U
V  und El u  e xr1 u . Sei 0 : A  —> B der zu fl u  assoziierte Ringhomomorphismus.
Sei s E H ° (X , E). e H ° (U  (9 u) Br, p e Spec A .Up  S p e c  Bp  1 pBp . Nachxr 1 -== 
Voraussetzung ist .s] u =  0 , V p e Spec A . Daraus folgt, daß jede Komponente von

u  nilpotent in B  ist. A lso  is t s l u  =  0, da X  reduziert ist.

S e i n : X e P  ( 0  p i C) (—e)) —> 131 d ie rationale Regelfläche m it e e N o .  Sei
Co Xe ein Schnitt w in Ir m it C  =  — e. Bekanntlich ist Pic X e = Z  Z  mit
Erzeugern Co und f wobei f  eine Faser von 7E ist, d .h . bC 0 + cf  (b , c )  E
Z  Z .  (vgl. [H a] Chap. 5 §3.2)

Ist E  eine kohärente Garbe auf X (  und sind b, c E Z, so wird mit E(b, c) die
Garbe E C)(0, , ex, ( b C 0  ( I )  bezeichnet.
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Lemma 1.1.2. S ei X , w ie oben. S ei E eine lok alf reie Garbe auf  X e . D an n
existiert ein nE ENO, so daß V n > nE, H

°
(X ,E (0 ,— n ))  0 und H

°
(X ,E(— n, 0) = 0

gilt.

B ew eis.: N ach  de r Projektionsformel g ilt ir E(0, —n) 7 4 ( E ) ( — n ) .  Benut-
zen wir die Larry Spektralsequenz für E(0,— n), gilt es also

H
°
(Xe , E (0 , —n)) H

°
r t E  ( 0  ,  — n ) )  H

°
 (11, ir* (E)(— n)) = 0

für n groß genug. Da für generische Punkte y  E Pj, und n groß genug E(—n,O)ly

p i (a) C) (O ,(b)(b ) m it a, h < 0  g ilt , is t  7i E(—n, 0 )  eine N ullgarbe. Daraus folgt
dann, daß (X,, E(—n, 0)) L H

°
(P , rt E(—n, 0)) = 0 ist.

Für P7, x P IT mit m , n  l ist Pic(P;', x Z  Z  mit x P ' und  P in, x Hpr

als Erzeugern, d.h. b(HK, x P ikn) + x H p ) (b, c) E Z  ()Z , wobei FIK  bzw.
Hpi7 Hyperebene in  P;: bzw. P;7

,
1 ist.

Korollar 1.1.3. S ei X  = X , oder P x 11
;

7
,

1 m it  n ,  m > 1 . Pic X  L Z CI Z .  E
sei lokalfreie Garbe auf X . Dann existieren 11,12 E NO, so daß H

°
(X ,E(— t1,0)) =

0 , H
°
 (X , E(0, —t2)) = 0, V/1 11, 12 12.

B ew eis.: Lemma 1.1.1, 1.1.2.

Für eine lokalfreie Garbe E  auf X  = X , o d e r  P  x  P r  mit m , n > 1 existiert also
(a, b) E ZEEZ, s o  daß H° (X , E(a, b)) 0 , H° (X , E(a — 11,b —12)) = 0 V(/1 12) e
No @No\ { (0,0)} .

Bemerkung 1.1.4. Sei E  eine torsionsfreie kohärente Garbe auf X  = P Es
existiert eine nichtnegative ganze Zahl to, so daß H

°
(E(— t)) = 0 für alle t > t o  gilt.

B ew eis.: F ü r E" := ,Y fo-wz(E , x )  existiert eine exakte Sequenz

C■Cx (r) —> 0,

wobei 0 0 x  endliche direkte Summe von O x  und  r  groß genug ist. M it dem
Funktor Yc9()-m(• , (9x) angewendet auf bekommen wir dann eine exakte Sequenz

0 —+ (E
v

)
v
 (—r) C)(9x ,

wobei (E ")"  die duale Garbe von E "  ist. D a  E  torsionsfreie ist, ist E durch den
natürlichen Garbenhomomorphism von E nach (Ev) V  e ine Untergarbe von (E l '  .
Daraus folgt die Behauptung.

Proposition 1.1.5. S e i  X  X ,  o d e r WI ', x Pr m it  m  + n  2. F sei ein 2-
B ü n d e l au f  X  m it H

°
 (F )  0  und  H

°
(F(-1)) = 0  für alle 1 = (11,12) E N o  x

N o\{ (0,0)}  (bz w . 1 E N  im  Fall X  = D a n n  g i l t  f ü r  s  E  H
°
(F) , S  f  0:

Entweder ist (s) 0 von der K odim ension 2 oder (s) 0 = Ø .

B ew eis.: F ü r  X  = 13 ;  x  P '  m it m • n 1 gilt: I s t  (s) 0 ,  so spaltet F.
D a F" — > p  x p r  eine exakte Sequenz

0 —> Op ; !x p

,
k4c.,(Fv))F V C 0
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induziert, folgt daraus und aus

Ext I (Cp : x p r xp r (ci (F
v

))) H i (Cp p r(c i(Fv ))) = 0

die Spaltung von F. Sei (s) 0  von der Kodimension 1. Dann enthält (s) 0  eine 1-
codim ensionale K om ponente. Sei D  der dieser Komponente entsprechende
Divisor, dann folgt

SE H
°
(F(— D)) = 0.

Das ist ein Widerspruch.

Der obige Schnitt s  liefert einen Koszulkomplex

0 —4 (Ox - +F I y  C)detF —> 0

Ist X  = X ,  oder P ik!  x Pk m i t  m ,n > 1, so heißt E  normiert, wenn für die erste
Chernklasse ci (E) =-- (cii, ci2) von E  gilt, daß c 1 1, c12 E { — 1, 0 } . Is t X  = P , so
heißt E  normiert, wenn c i (E) e 1-1,01.

Jedes Vektorbündel F  vom  R ang 2  auf X  läßt sich durch Tensorieren mit
einem Geradenbündel normieren. Es sei jetzt E  ein normiertes 2-Bündel auf X
m it H

°
(E )  0. E heißt v o m  T y p  d = (d1,d2) e No 0 No (bzw. d E No im  F a ll

X  = 13 ;,'), wenn Hc
)
(E (— d ))  0, H

°
(E(—d — 1)) = 0 für / E No x No \ {(0, 0)} (bzw.

/ E  N  im  Fall X  = P;c1).
E in  S ch n itt s E H

°
(E ( — d ) ) ,  s  0  defin iert dann  nach  P rop . 1 .1 .5  e ine

Extension
(1) : 0 —> Ox (d) —> E —> I y (ci — d) —> 0,

wobei I y  die Idealgarbe von (s) 0 ist.
Für 1 3

/  x  P '  m it  n ,m  > 1  ist der kanonische Divisor ;Y(p :„ p r (—n — 1,
— 1) ([Ha] Chap. 2. Auf. 8.3). Also ist die dualisierende Garbe w p : x p r  a u f

P /1,1 x  p r  mit m n  0 isomorph zu e x ( — n —1,—m — 1). F ü r  X  = P ik'  bzw. X, gilt
— 1) bzw. Cx,(-2, —2 — e).

Sei Ox (H ) eine sehr ample invertierbare Garbe auf X  mit C p : (H )  Cp ;  (1) für
X  =  P . D a s  H ilb e rtp o ly n o m  v o n  E  bzgl. Cx (H )  hängt nach dem  Satz von
Hirzebruch-Riemann-Roch nur von Chernklassen c i(E )  u n d  e2(E) ab . D am it
hängt das Hilbertpolynom von / y  bzgl. Cx (H) nach der exakten Sequenz (1) nur
von d  und c1 (E), c2(E) ab.

Wir haben die exakte Sequenz

(2) : 0 —> I y  —> ex —> —> 0,

wobei / y  die Idealgarbe von (1) ist. Also hängt das Hilbertpolynom von C y  aus
(2) bzgl. Cx (H ) nur noch von d  und ci (E), c2(E) ab. Sei p  das Hilbertpolynom
v o n  C y . W ir bezeichnen m it i t i t : 6  das Hilbertschema der abgeschlossenen
Unterschemata von X  mit festem Hilbertpolynom p .  Sei 4 ( die assoziierte uni-
verselle Idealgarbe auf X  x ,Y 6(41, Y  := S upp(C /f) , w obe i C :=  ex„,y6ff,i) : die
Strukturgarbe von X  x ,:Y e'itIc  i s t .  W e ite r  s e i  Yh :=  Supp(0 O c , Ic(h)11.4 ) für
h E ,Y6*(4/,1'., wobei O c h  k ( h ) .  dim Yh = r ist der Grad von p  ([Hal p. 52).
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Lemma 1.1.6. Hp  :=  {h e I f y ,  ist lok a lvo llständ iger Durchschnitt der
Kodimension n — r} ist offen in .Y6641; ,  w o b e i r  der Grad von p  und n die Dimension
von X ist.

B ew eis.: F ü r  h e ' ( i der E igenschaft, daß lokalvollständiger
Durchschnitt der Kodimension n — r ist, existiert für jeden Punkt x E  1711 f ] ,
f 2 • • • J;,_ r E  x ,  so  d a ß  (f y h )x  d u rc h  .11 Op ), 1, f u _ r  Or ! , 1  erzeugt ist. W enn
f y ,  nicht lokalvollständiger Durchschnitt der Kodimension n — r ist, existiert ein
xo E f y „  so  daß  (f y „ ) ,  nicht durch n — r Elem ente von (A ,), erzeugbar ist.

Seim : X  x i t a i e q  die Projektion.

U = Ix e X x Y fi(61n (x ) = h ,  ( i y h )x  = k (h )  is t du rch  n — r Elemente
von Gity 0 x  erzeugbar} ist offen

Also ist n(Y \U ) abgeschlossen in . lt i(6 ; , da  n  eigentlich ist. E s  g ilt  so m it
Hp =  Yei(41\n(Y\U) offen, da it surjektiv ist.

Sei f : X  —> Y ein Morphismus zwischen Schemata. Man definiert wie folgt
relative Sx•i'-garben.

Seien (9x-Moduln. M an bilde eine injektive A uflösung I. von 6:

0 —> —> /0 —> 11 • • • .

Wir bezeichnen mit e z i if p die i-te Kohomologie des Bildgarbenkomplexes
f,„Y 604n(„F l.). Für die Funktoren f,,Y(04n und F  erhält man die Grothendieck-
Spektralsequenz

Efq := HP ( Y °  6 1 ) (. , = E P "  (man siehe [Lan])

Diese Spektralsequenz induziert eine kurze exakte Sequenz, die niedere Term-
sequenz:

0 —4 H I ( Y, —> Ext l
x (gr-,, 6) —> H ° ( Y, 6x/)(gr, 6))

—> H2 ( Y, Lyt-0 . ( , -  61)

Ist f  ein eigentlicher Morphismus zwischen noetherschen Schemata X , Y und sind
kohärente & x - M o d u ln ,  dann  sind  d ie  re la tive  E x t-G arbe

kohärente C y-Moduln.
Für ein kartesisches Diagramm

X' X

f
'

Y'

mit einem platten Morphismus f  und für einen kohärenten & x -M o d u l  3 ‚7 , der platt
über Y  ist, gibt es ein C y -linearen Basiswechselhomomorphismus:

(g) : g* ex /R .97  , e ) , gi* 4).
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S a tz  1 .1 .7 . S ei f : X  --> Y  ein platter eigentlicher M orphism us z w ischen
noetherschen Schem ata X  und Y . Seien 9  kohärente (9x-Moduln, platt über Y.
Es sei q > 0 und es sei y  e Y . Dann gilt: &'(g) ist genau dann Isom orphism us für
jede A bbildung g in einer Um gebung von g - 1 (y) Y ' f ü r i = q  (b z w . f ü r i = q ,
q —  1), w enn die A bbildung & x 1(9e) — > Extx

i
,  6' y  f ür i = q surjek tiv  ist

(bzw. ex.11(..F, 4 z usätz lich f rei ist).

B ew eis. Man siehe [BP] Satz 2.

S a tz  1 .1 .8 . Die V oraussetzungen f ü r  f ,  7 , 6  se ien  w ie  in  S atz  1 .1 .7 . Ist
entweder Y  reduziert und ‘x ,e1 ,  (97

y , e y ) = 0 f ür alle  q  q o ,  q o  E N  und für alle
y e Y , oder ist Y  regular (glatt), dann gilt:

Ist die Funktion y — > d im k  E x t( ,„  e y ) für ein q konstant, so ist Sz .11(9 7  . 6)
lok al f rei, und für jedes y E Y  gilt : ex t" i

f (F ,e ) y  c y  r (ey , y 1my ) = e y )
für i = q, q —  1.

B ew eis.: Man siehe [BP] Satz 3.

Satz 1.1.9. Sei f : X  --> Y  platter, abgeschlossener surjektiver Morphismus von
noetherschen S chem ata. S ei .  k ohärente G arbe auf  X  und platt über Y .
Dann ist

U = fy  e Y  I lokal frei)

offen in Y .

D ie M engen H ip  : =  fh e Hp  dimk Ext. ! (fy, (c1 — d), Ox (d)) = j}, j e  N  sind
lokalabgeschlossen in H p , da  / ( c ,  — d )  u n d  (9(d) kohärent und flach über H p

sind. ([Bäl; Satz 3)
werde mit der reduzierten Struktur versehen.

Sei := (id x i)*  /, w obe i i : Hip —> Hp  d ie  Ink lusion  ist. D ann  ist

e;  := sz4,2 (4(c, -  d), (9(d)) lokalfrei,

wobei f i (c, — d ):= (9x (c, — d )(  D  j , (9(d) := Pr i' e x (d )  u n d  P r, :  X  x Hip  —>
X ,  Pr2 : X  x Hip  —) Hip  d ie  e rs te  b z w . z w e ite  P ro je k tio n  is t. S e i P (6 7  )  d a s
projektive Bündel des Duals von 6'1 u n d  g: P(67 ) —+ Hip  d ie  P ro jek tion . E in
P u n k t z e P(67 ) w ird  m it d e m  P u n k t h = g(z) E 1-11

1, und der dazugehörigen
Extension (modulo k (h)*) identifiziert:

0 —> (91,(d) —4 E, —> iy h (ci — d) 0 auf X  xk k(h).

Proposition 1.1.10. M ( j , d, e i , c2) := {z E P ( ) E z  ist lokalf rei}  ist of fen in
P(7 ) .

B ew eis.: Betrachten wir das folgende kartesische Diagramm:

X  x P(6,7 ) d x 9 X H jX  x

n 1Pr2

p(eiv ) g Hi
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S e i Op (6 7  ) (1 )  die universelle invertierbare G arbe . D ie  zugehörige  Surjektion

g *(L V )O pV .7 ( 1  ) liefert einen injektiven Garbenhomomorphismus:
, „

0 Cp (6 7g *  k .6 v_9 u p ( 6 7  ) (1)

&x17,1 ((id x g)* fj (e. —  d), x  p( 6.) , )(d) 7r* (9
1)(67 )( 1))•

Sei U  eine affine offene M enge in P ( ' )  m i t  Op (67 )( 1 )1 —  p(67) 1u•
M an hat die niedere Termsequenz:

0 —+ H I ( U, ((id x g)* A (c i — d), (9x x u(d)))

Ext i
x  x u ((id x g) * A(ct — d), ex x u(d))

_> H ow  , e x 17,1((id x  g )* fj (c i —  d),(9x x u(d))

—4 H2(U,n * Y(.0040 ,((id  x g)
*
f i (ci — d), Cxxu(d)))•

Der erste und der letzte term verschwinden. Also ist

Ext l
x x  u (id x g)*(A (ci —  d),

ex x u(d)) H ° (U ,‘ x / ( ( id  x g) * / ., (ci —  d),Cxxu(d)))•

si t,  liefert eine Extension auf X  x U:

—> Cxxv(d) _> —> (id x g ) * / .(l —  2 d)lx xu —> 0.

g -- ist flach über U, da die beiden anderen Garben flach über U sind. Für z E U
ist die assoziierte Extension (modulo k (g(z ))*) äquivalent z u  lx x l z } .

Also gilt ..*--/m z ,r- 14' E . N a c h  S a tz  1.1.9 folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.1.11. Seien c1 und c2 und  d  vorgegeben. Für X  =Pr_ oder
13 7, x P l",1 is t  M (j , d,c 1 ,c2) nur für endliche viele j  nicht leer.

B ew eis. Aus der langen exakten Sequenz für Hom((1), ex (d)):

0 — * Hom(Iy(ci —  d),(9x(d)) Hom (E,Cx(d)) Fl0 m (ex (d),Ox (d))

—> Ext i (Iy(ci —  d), (9x(d)) — > Ext i (E,(9x(d)) — > 0 • • •

und

Hom(E,(Ox(d)) 1-1° (E(d — e1)), E x t ' (E , (9x(d)) 11 1(E(d — ci))

folgt

dim Ext i (/y (c, — d ) , x (d ) )  = dim Hom(/ y (c, — d), ex(d)) —  h ° (E(d — e i ))

+1  + h i ( E(d —

Da dim Hom(4(ci — d), ex (d)) h°(E (d —  c1)) ist, ist

dim Ext I (/y(ci — d), Cx (d)) < h i (E(d — c 1 )) + 1.

Nach [Mar3] ist h i (E(d — c i ) )  beschränkt (vgl. auch Bemerkung 2.1.10 und dem
Beweis von Prop. 2.1.9).
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1.2. Berechnung von dimk Ext I (i y  (ci — d), 2x ) fü r  X = X , oder P 1
2, und die

Existenz der Vektorbiindeln vom Typ d

In  d iesem  A bschnitt se i X = X ,  o d e r  P . N a c h  d e m  D u a litä tssa tz  v o n
Serre ist

dilTlk EXt i (/y(Ci —  d). (9x(d)) = h l (X , I y(ci — 2d) cox),

wobei cox die dualisierende Garbe auf X  ist.

co6 e pi ( - 3 ) ,  cox, (0x, ( —2, —2 — e)

Aus 0 —> /y —> —> y —> 0 folgt

0—* /y(ci — 2d) C) cox  —> ex (ci — 2d) c o x  — > y —> 0.

Nehmen wir die lange exakte Sequenz der obigen exakten Sequenz, dann folgt:

0 —> H ° (X, (9y) —> H I (X , /y(ci — 2d) C) cox) —> H l (X, Cx(ct — 2d) 10 cox) —> 0.

Es gilt nun h 1 (X , /y(ci — 2d) C) cox) =  h° (X ,  y )  +  hi (X, (9x(C1 — 2d) C) c o x ) . Da
Y  v o n  d e r  K o d im e n s io n  2  is t , g ilt  H I (X , CO y )  =  H 2 (X, (9 y )  =  0. A ls o  g i l t
x ((9  y) = h

°
(X, (9y ) = deg Y = Länge( Y).

Aus den beiden exakten Sequenzen:

0 —> ( (d )  —> E —> I y  (c — d) —*0( 1 . 1 )

0 —> I y —> x  —> —> 0 (1.2)

k ö n n e n  w ir  L ä n g e (  Y )  b e re c h n e n . A u s  (1 .1 )  fo lg t z(/y) = z(E(d — (. 1 )) —
x(e x (2d — c1)). A u s  ( 1 .2 )  f o lg t  x(C y )  =  Länge( Y) = z((9x) — z(E(d — cl))+
Z((Px(2d — ci )). S e i  e eine lokalfreie Garbe von Rang r auf einer Fläche. Dann
folgt aus dem Satz von Riemann-Roch:

Z(&) = 17 ((x )  +  Ici(e)(ci(e)— , ( x)— c2(e),

wobei drx der kanonische Divisor auf X  ist. E s  fo lg t

Z(E(d — ci )) 2 + 1(2d —  cl)(2d —  c i  _  i (x ) — ((d — c1) 2 + ci(d — ci) + c2)•

wobei c1 = ci (E), c2 = c2(E) ist.

Z((c x (2d — ci)) = 1 +1(2d — ci)(2d — ci — Irx)

und somit

z(C y ) = Länge( Y) = d 2 — c i d + c 2 .

Also ist dimk Ext 1 (/ y (c 1 — d), (Ox  (d)) = d 2 — de l + c2 + h i (X, x (ci — 2d) 0 cox)•
Für X = X , oder P,2,  braucht man also keine Stratifizierung wie für P'h! x P m i t
n + m > 2. N u r  f ü r

d 2 — del C2 h  (X, (x(C i —  2d) C) cox)
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is t  M (j,d ,c 3 ,c 2 )Ø .  Z u r  Abkürzung schreilben w ir s ta tt  M( j, d ,c i,c 2 )  jetzt
M (d) für den Fall X  = X e o d e r  P .

Proposition 1 .2 .1 .  Sei X  = X e oder P .  2-B ündel von Typ d  auf  X  existieren
genau dann, wenn d 2 — dci c 2 >  0  ist.

B ew eis.: S e i Y e in  0-dimensionales Unterschema von  X  m it d 2 — dci + c2
einfachen Punkten. Man betrachte die globale Ext-Gruppe Ext 1 (/y , Cx  (2d — c i )),
wobei /y d ie  zu  Y gehörige Idealgarbe. Wir benutzen die niedere Termsequenz
für die Spektralsequenz

= H P (x ,ex e l ( l y , (9x  (2d — c1)) EP+q E x t r  (I y  , x (2d —

Dies ist die folgende exakte Sequenz:

0 —> H i (X  , Y eam(Iy,(9X (2d -  C 1 )) ) Ext I, Ox (2d —

H ° (X, &x,ee l (Iy , (9x  (2d — c 1))) --+ H 2 (X , Y eam(I y , x (2 d  —  C l) ) )

D ie exakte  Sequenz ( * )  0  —> I Y (9xy  — ›  0  induziert die lange exakte
Sequenz:

0 —+ ,Y(.6m(e y , (O x (2d — (.0) ffom(( x , (O x (2d — c1))

.Y(4-49,e(I y , (9x (2d — I)) x ( ( 9  y , x (2d —  1)) • •

D a  Y lokalvollständiger Durchschnitt von der Kodimension 2 ist, ist

6 x ( 0 y , e x  (2d — c i )) = 0 für i 0, 1 ([G1-1] s. 690).

Daraus folgt ,kom(iy, (Ox(2d —  c l )) YI'von(ex, ex(2d  —  cl )) ex (2d —  ). Man
setzt dies in die niedere Termsequenz ein:

0 —> H I (X , ( x  (2d —  I)) —> Ext i (I y , (9 x (2d —  ci))

—) H° (X , ex » (I y ,(9x (2d — ci))) —+ H 2 (X  ,(9x (2d — cl)).

Da die Komponente von 2d — c i nicht negativ ist, ist

H 2 (X , (9 x  (2d — c i )) H ° (X  , x(c1 —  2d + ,Y (x ) )"  = 0.

Es gilt also

0 H I (X  ,(cx (2d — ci)) Ext i (I y (cx  (2d —  I))

H t ) (X , .27.1 1 y  ,(  x  (2 d  —  I ))) 0.

U m  Ext I ( l y , ( 9 x  (2d —  c1)) zu verstehen muß m an ex» ( i y ,  ex (2d — c i )) berech-
n e n . A u s  (*) f o lg t  6'04/1(/y, (Ox(2d — ci )) ex / 2 (e y , Ox (2d — c i )). Da
lokalvollständiger Durchschnitt von der Kodimension 2 ist, ist

ex / 2 (6 y , (9x (2d — c l )) ,Y(ome,y (det /y/4, (9 y  (2d — cl))
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nach den lokalen fundamentalen Isomorphismus ([AK] s. 12-14, [GH] s. 690-692),
wobei C y(2d — ci ) := e x (2d —  ci)O rÄ ,(9 y  ist.

D a  C y  0-dimensional ist, ist

e y (2d — c i ) C y  d e t  / y // .

Daraus folgt, daß ex 2 (e y , Ox(2d — ‘ x ,e 1 ( I y  ex (2d —  )). Also ist
0 --> H1 (X , (9 x (2d — c1)) —+ Ext l (I y x  ( 2 d  —  )) H ° ( Y, (Oy ) - 4  0. W ählen wir
eine Extension : 0 --> e x  (2d — ei) E (d  —  ) —> /y  --> 0 aus Ext I (/y ,
(9 x (2d — c i )) , die  nach 1 E H° ( Y, y )  abbildet.

D a &x,è  I ( ly  ‚ex (2d — c  )) t = Ext (iv, h ex, t (2d — ci)) für t E X  ist, definiert
eine Extension: 0 —> x„(2d — ci) E t (d — —> I y  — + 0 ,  d ie  1 t i n Y ,t

entspricht.
D a l t den  ex, -M odul ExtL,(/y, X,1(2d —  )) (9y, f  erzeugt, ist E t (d — ci )

nach dem Lemma von Serre ([0S1 s. 98) lokalfrei. Also ist E lokalfrei von Rang 2.

Bemerkung 1.2.2. D er obige Beweis stammt aus ([OS] 5.1.1 Theorem)

1.3. Berechnung der 121(X  , ,Y towi(E,E)), 0 i 2  für 2-Bündel E  mit
H °  (E )  0  auf X  = X, oder

U m  ht(X  Y eo m (E ,E ))  0 i < 2  zu berechnen m uß m an zuerst hi (X , ,29 )
0 < i < 2 für Geradenbündeln .9' auf X  = X, oder P  berechnen. W ir benutzen
d ie  Larry-Spektralsequenz f ü r  Vektorbündel ü b e r  X ,.  E s  g i l t  E T  1-1”
(RP 7c.,*7 ) HP+q („ ) .  Daraus folgt die folgenden Isomorphismen

H i (Y;) H °  (R I rc,,g7 ) H 1(7-( )
H o(

5
) H o(7 .t * 2 .-)

H 2 (,af' ) H 1 (R 1 n,„97 ).

N ach der Projektionsformel gilt

Ir* e x , ( a ,b ) n.e x ,(a,0) 0 CE1 (b)

R I n,,ex ,(a,b) R 1740 x (a, 0) C) Cp ,!(b).

Es gilt R I 7r,,e x,(a,0) (74(9x,( — a —  0 ))v( A 2(ep i! (9
p e))) v ([Ha] Chap. 3

Aufg. 8.4). Im  F a ll a < 0  is t n.,Cx, (a, 0) = 0.
Im  Fall a > 0  gilt nun

n*ex., (a, 0) S a ((O  C) CFI ( - e)) p), ir,i ( — e) 0  • • 0  ( 9 ,( —ae)

Es gilt n* C(a,b) pl(b) 0 Opi! (b — e) 0  •  •  • (b — ae) f in  a > 0  und

R 1 7E* 6 x,(a, b) (b + e) e Fl(b + 2e) 0 • • • pl(b — (a + 1)e)

für a < — 2. Für andere Fälle sind beide gleich 0.
Zusammengefaßt haben wir die folgende
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Proposition 1.3.1. Sei a, b e No. X -= Xe . Dann gelten die folgenden A ussagen:

im Fall ae < b : h °
((Ox,(a,b)) = (a + 1)(b + 1 — 7 )

h i (e x (a,b)) = h 2 ((9x (a,b)) = 0

im Fall (a — i — 1)e b  < (a —  i)e , 0  i < a —  1  : h 2 ((9 x (a,b)) 0

h° (0 x  (a , b)) -= ( 0  x  (a — i — 1, b)) = (a — i) (b + 1
(a — i —1)e)

2

((2a — i)e
h i (ex (a,b))

=  ( i  +  2  
b  1 )

f ü r a 0, b > 0 : h° ((Px (a,— b)) = h 2 ((9x (a,— b)) = 0

h 1 (0x (a, — b)) = (a + 1)(b + _

f ü r a> 0 , b  > 0: h ° ((Ox( —a,b)) = h 2 (ex ( —a,b)) = 0

h i (e x  (— a, b)) = (a —  1)(b + 1 +7).

Korollar 1.3.2. Der Typ eines norm ierten V ek torbiindels E vom  R ang 2  auf
X  = X , oder P7, x P;c

n ist eindeutig bestimmt.

B ew eis.: Es reicht die Behauptung für normiertes instabiles 2-Bündel E  auf
X  = Xe o d e r  r i c

i X P tkn  m i t  n x  m  0  z u  z e ig e n . S e ie n  d, d' > 0, O m it
Angenommen seien d  und  d ' die Typen von E .  Betrachten wir die Standard-
extension für E  bzgl. dem Typ

: 0 —> Ox (d) —> E —> ly(ci — d) —> O.

D urch  d ie  lange  exak te  S equenz  fü r (9x(—d') f o l g t  H ° ((9x(d — d'))
H ° (E (— d')). Nach Prop. 1.3.1 bzw. dem Künnethformel gilt H ° ((9x (d — d ')) = 0.
Das ist ein Widerspruch gegen die Voraussetzung, daß E  auch ein Typ von d ' ist.

Sei E  : 0 —> Cx (d) —> E 4 ly(ci — d) —> 0  d ie  im  A b sc h n itt  1  e rw ä h n te
Standardextension für ein 2-Bündel E  vom  Typ d  auf X  = X e o d e r  P .

n (E  E ) : 0  — 4  ,Y(am (E x (d)) ,Y(om(E , E) ,Y(Dm(E , I y  (c — d)) —> 0

Die exakte Sequenz ,Y(om(E, E )  ist äquivalent zu der exakten Sequenz

E "  0 : 0 --* E(CI — C I )  —> E" E  — > E ( — d )  l y —* 0.

Aus der langen exakten Sequenz für E s' 0

0 —> H ii (E(d —  ci)) _> H o ( E v  0  E )  _> H o ( E (  d )  0  I  f )  .

folgt hii (E(d — el)) hii (Ev E) < h ii (E(d — ci)) + 11 ° (E(—d) Jr).
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: 0 —> Iy —> (9x y  •  0

E ( d ) : 0 E(— d) 0 I y E ( — d )  E y  — > 0

Es folgt aus der langen exakten Sequenz für E(—d) daß

h° (E(— d) 0 I )  h ° (E( — d)) ist.

Sei /y  O x . E s fo lg t dann  aus E  0  ex(d — daß

H ° ((9 x  (2d — c i )) H ° (E(d — c l ))

ist. A u s  /6)),n(E, folgt, daß idE E Hom(E, E )  nach  yo E Hom(E, / y  (c i — d))
0 ) abgebildet ist. D am it ist h° (E(—d) 0  I y )  = 1. Also gilt

ho (E "  0  E )  h o ( E ( d  c 1 ) )  + h ° (E(— d) 0 I v )  = h ° (0 x (2d — ci)) + 1.

Sei /y  e x  Für X  = P',‘" ist

Ext i (Cx (ci — d), e x (d)) H I (C x  (2d —  cl)) = 0.

Also ist die exakte Sequenz m it E  e x ( d )  0  x  (ci —  d) gespaltet. F o lg lic h
ist Y eom(E, E) e X X(C1 - 2d) 0 x  (2d — 0  x  •

Im  folgenden betrachten wir nur X  X , o d e r  P .  D a  Y  von  de r Kodi-
m ension 2 is t , is t  h° (E y) = 2h° (X ,C y ). Zuerst betrachten wir den Fall
I ' (9x. Aus der exakten Sequenz  c y  folgt h ' (/y ) = h° (X , (9 y) —1, h 2 (/y ) = 0.
Aus der langen exakten Sequenz für E 0  (Ox (d — ci ) folgt dann

h l (E(d —  ci)) = h l ((O x (2d — c 1)) + h l (I y ) = h l ((9 x (2d — ci)) + h ° (X , e y ) — 1

und h2(E(d —  cl)) = 0 , da nach Proposition 1.3.1 h2(ex (2d —  c1)) = 0  ist.
Aus der langen exakten Sequenz für c y  0 C x  (c —  2d) folgt h2 (/y (c i — 2d)) =

0  u n d  h  (/y(ci — 2d)) = h°(X , (9y) hl (0 x  (ci —  2d)). Aus der langen exakten
Sequenz für 0  e x ( d )  bekommt man die folgenden Resultate:

hi (E( — d)) = h i (I y  (ci —  2d)) = h ° (X  ,C y) + hi (Cx(ci —  2d))

h2(E(— d)) = h 2(Iy(ci —  2d)) = h 2 (0 x (ci — 2d)) = h ° (ex(2d —  ct + ,Y(x)).

Aus der langen exakten Sequenz für E( — d) 0  y  bekommen wir dann

(E(— d) 0 I v )  = h i (E (—d)) + 2h
° (X ,(9 y) ((9x(ci — 2d)) + 3h ° (X , C y ) und

h2(E( — d ) 0  I y ) -= h 2(Iy (ci —  2d)) = h ° (0 x (2d — c1 + Y (x))

Zusammengefaßt k an n  m an  d ie  D im en sio n en  d e r  Kohomologiegruppen von
ew d (E ) aus der langen exakten Sequenz für Y towz(E, E )  endgültig bestimmen.
Es sind die folgenden Resultate für den Fall /y

h° (6' N. c (E)) h° (0 x  (2d — c1)) + 1,

h i (6. (E)) = h i (E(d —  cl)) + h i (E (— d) 0  y )

h' ((9(2d —  ci)) + h l (0 x(ci —  2d)) + 4h
° (X , (9 y) - 1

h2(ew.el (E)) = h 2(E(— d) 0 I y ) = h ° (C x  (2d — c i .Y (x )) .
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Im Fall / y  =  e x  mit Ext I (e x (c i — d), (cx (d)) h i ((P x (2d — ci)) 0 0 unterscheidet
man zwischen der trivialen Extension und den nichttrivialen Extensionen.

Bemerkung 1.3.3. Auf X  = 13
1
1,  x Pi, oder F l ist h l ((9x (2d — c I) )  stets gleich

0. A u f  X  = X e m it  e > 0  ist h ((9 x (2d — ei)) = 0, wenn 2d2 — c12 (2 d i —  c i )e
ist. (Proposition 1.3.1)

F ür h i ((c x  (2d — c1)) 0 0 ist entweder E  ex (d ) 0  ex (C i - d )  oder

E  ex (d) x  (c i — d).

Falls E x(d) C) (9x (ci —  d) ist, ist

& n d (E )  ex e ex(C1 - 2d) 0  (9x(2d — el) 0 (9x.
Also sind

h° (eN d(E)) = 2 + h° (t9 x (2d — Cl)),

h i (end  (E)) h l ((c x  (2d — el)) + h l ((cx (ci — 2d))

und h2 (ex ,c/(E)) =  h2 ((9x(ci — 2d)) = h° ((Px(2d — c + ,-Y(x)).

F ür E 4 (9x (d) ,0 (9x (e i —  d)) gelten wegen der langen exakten Sequenz für
.Y6-02(E, E )  die folgenden Gleichungen:

e(gn.c/(E))  h ° (Ev  0  E) = h ° (E(d — c 1)) + 1

h l (end  (E)) = h i (E.' E ) = h i (E(d — c1)) + h i (E(—d))

= h i (E (d  —  c i))  + ((c x(ci — 2d))

h2 (& a(E ))  = h 2 (E( —d)) = h 2 (6 ° x (c i —  2d)) = h ° (c x  (2d — c 1 + Y (x)).

Aus ex (d  - C l) folgt nun

h° (c x  (2d — c1)) h° (E(d — c 1)) h° x  (2d —  c1)) + 1.

Entsprechend ist h i ((9 x  (2d — ci)) — 1 < hi (E(d — c1)) h i ((9 x (2d — i))• Insge-
samt haben wir die folgende

Proposition 1.3.4. S e i E  ein 2 -B ündel v o m  T y p  d auf  X  = X e o d e r P i m it
d2 — del + c2 > 0. Dann gelten die folgenden A ussagen:

h° (6' N.c1 (E)) h° (( 9 x  (2d — c I )) + 1

h l (6' Nci (E)) = h i V 9 x (2d — el)) + h i ((9 x (ci — 2d)) + 4(d 2 — del + c2) — 1

h2 (e (E)) = h 2 ((9 x  (2d — Cl + ,Y(x)) •

S e i E  e in  2-B ündel vom  T y p d  a u f  X  X e o d e r P 1
2,  m it d 2 — de l + c 2 = 0  und

h l (ex (2d —  ci))=- 0  o d e r E  (9 x (d )(D 0 x (c i — d ) . Dann gilt

h° (eN d(E ))= 2 + h° ((cx (2d — el)) + h ° ((cx (c — 2d))

h i (Sn. d (E)) = h i ((c x (2d — ei)) + h i ((c x (ci — 2d))

h2 (eild (E )) = h ° (( 9 x (2d — Ci + ,Y( x))•
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S ei E ein 2 -Blinde! vom T y p d auf  X  = X e ( e  > 0) m it d 2 —  del + c2 = 0,

h i (0x(2d —  cl)) 0 u n d  E  e x (d ) ( )  O x (c i — d).

Dann gelten die folgenden Ungleichungen

h° (6 x (2d — c1)) h ° ( ‘ N d ( E )  h ° (e x (2d — ci)) + 1

h i (6) x (2d — c1)) — 1 h i (6'Nd (E)) ( e x (2 d  c l) )

und die Gleichung

h2('n,c1 (E)) = h ° (ex(2d —  c1 + ,Y( x))•

1.4. Die universelle Eigenschaft von M (d) fü r  X  = X e oder Pt,

Definition 1.4.1. Sei e eine lokalfreie Garbe vom Rang 2 auf X T .  e heißt
Bündel vom  reinen Typ d  genau dann, wenn R 2 P T . (d +  S -x )  lokalfrei vom
Rang 1 ist, w obei T  k-Schema von endlichem Typ ist.

Lemma 1.4.2. S e i e IT  eine Fam ilie v on V ek torbündeln v om  R ang 2  auf
X T .  e ist vom reinen Typ d genau dann, wenn P T , ( - d )  lokalfrei vom Rang 1 und
der Basiswechsel auf T  gilt.

B ew eis.: Es folgt aus dem Satz über die relative Dualität, funktoriell in N:

D° : P T .(e (-d )0  P;-.N) Yeowz(R2 P T .(6" (d + N)

ist ein Isomorphismus für jede quasi-kohärente Garbe N  a u f  T  ([K 1] Satz 21).

Proposition 1.4.3. Sei A B ein lokaler Ringhomomorphismus von lokalen
noetherschen R ingen. Sei k  der R estk lassenkörper von A , und sei M  ein B -M odul
v on endlichem  T y p. W enn (f ,) 1 ,,, eine Folge v on E lem enten des m ax im alen
Ideals von B  und (g i ) 1 ,,,,. ihr B ild  in  B O A k ist, dann sind die folgende A ussagen
äquivalent:
(a) Die Folge (g,) 1 , i , p. ist M  OA  k -regulär und M  ist A -platt.
(b) Die Folge ist M-regulär, und M 1 1 f ,M ist A -platt. ( [BS] Chap.
5  Prop. 1.9 s. 167)

Lemma 1 .4 .4 . S ei e IT  v om  reinen T y p d, dann ist der natürliche Garben-
homomorphismus pip T , (e ( -d ) ) ,  6"(—d) iujektiv.

B ew eis.: Sei t  ein k-Punkt von T. P;-,PT .(g(— d) 
Aus dem kartesischen Diagramm

X = X x { t } ic i >X x T
Pr t I P T

{t}
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erhält man das Diagramm

(id x j ) * P P T * (
eval

&(—d)) 4(-d)

Pi.i * PT.(e( — d))
eval et (-d )

Basiswechsel

       

eval
H

°
( (—d)) 0  ex — 4

eval c o t  entspricht einem Schnitt von &,(—d), der nur in Kodimension 2 versch-
windet. Also ist eval yo, injektiv. Es folgt nach der obigen Proposition 1.4.3, daß
coy fü r  y e .X x { t}  injektiv ist. D a  PT eigentlich ist, bilden alle k-Punkte von XT
nach k-Punkte von T  a b . D a  m it  T  auch X T k-Schema von endlichem Typ ist,
sind k-Punkte (abgeschlossene Punkte) von X T  d ich t in  X T . Daraus folgt die
Behauptung.

Im folgenden werden wir zeigen, daß jede Familie von 2-Bündeln e IT  vom
reinen Typ d  einen Morphismus von T  nach M(d) liefert. PT*(‘(— d)) ist
nach Definition von & IT  lokalfrei vom Rang 1 und der Basiswechselsatz gilt auf
T. Sei u i U, = T  eine offene affine Überdeckung von T  m it Y l u, =  u,

eval v, ,
Da 0 —> (id x j)/="7 —̀.99 a )  — >  (C I — 0

e x a k t is t  m it e in e m  0-dimensionalen Unterschema Y, von {X } x { t} , indu-
ziert 0 —+ xu i Q i  0 einen Isomorphismus  Q  i s i 0
det e(—d)l u, ,  w o b e i  fs, die Idealgarbe des Nullstellengebildes ist, das zu dem
Schnitt s ,  gehört (P roposition  1 .4 .3). Sei H  das Hilbertschem a Hp  m i t  p =
d 2  — dc! + c2 > 0 wie in Lemma 1.1.6 definiert. Dann existiert ein Morphismus

: U, H  mit (id x IP,) 5 /  4 ,  wobei die universelle Idealgarbe von H
ist. A, ist p la tt über U,.

Lem m a 1.4.5. Für die relativ e & x l-Garbe ex4„(/ ® det 60 (-uol u ,, exu,)
gilt der Basiswechselsatz.

B ew eis.: E s b rauch t nu r fü r jeden  k -P unk t t e  U 4 x / 2
p u , (A., 0 det e(— d),

= 0 gezeigt zu werden.

0 —> ex —> 4(-d) — 2d) —+ 0 induziert eine lange exakte Sequenz

: 0 —> Hom(f, (CI — 2d), (Qx ) —3 Hom(4( — d), ex) Hom( ) x, ( 4 )

---* EXt i (f ,(c —  2d), e x ) Ext 1 (4( —d), e x ) —> Ext. (ex , ex)
Ext 2 (I,, (CI — 2d), ( x ) —> Ext 2 (4( — d ) ,  x) —' • •
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Da Ext. I (0x, Ox) =  H I ((9x) = 0 und Ext 2(E(—d), (9x) = H ° (E(—d + .Y (x )) = 0 ist,
ist Ext 2(f (ci — 2d), (9x) = 0.

det xu,)t Ext 2 (f si, (c —  2d), ) 0

ist surjektiv. D am it ist nach Satz  1 .1 .8

gx 1 2(f s , C) det S( —d), ex u , / t 0  T, ter, t/mt Ext 2x, (to (ei — 2d), e x ) = 0.

D a  e x 4 u, (A , d e t  (-d)lu,,(9Xu,) kohären t ist, ist & x 4 urd e t
(9xu ), nach dem Lemma von Nakayama gleich 0. Da T k-Schema von endlichem
Typ ist, sind die  abgeschlossene Punkte  d icht in  T. A lso  fü r  t e  U , gilt der
Basiswechselsatz.

Bezeichnen wir mit die Standardextension:

Selbstverständlich ist E s  g ilt  Q i= ®nu  

det e ( — d ) l x  . W ie im Abschnitt 1 liefert die niedere Termsequenz einen Iso-
morphismus

Ext lx u ,C ) de t S ( — d)I x ) 0  det 6'( —d)l u , • Ox, ))•

Die mittels s , konstruierte Extension 4,
 liefert ein Element aus

Ext l
x u , (

) :
, det

also aus H°( Ui, 0 ,  f( det e(-d)l u ,, ex u ,)). Das entsprechende Elements,
o-

i e  H ° ( Ui , det e(-d)l u ,, exu,) ist n u lls te lle n f r e i ,  d a  d ie  E in s -
chränkung auf jeder Faser ein Bündel, also ein nicht spaltendes Elem ent aus

(ci — 2d), e x ,)  für alle k-Punkte t e  U , liefert und der Basiswechselsatz
gilt (Satz 1.1.7; Lemma 1.3.5). W enn U; klein genug ist, dann ist det S( —d )1 u i

Piex (c i —  2 d ) nach dem folgenden

Lemma 1.4.6. Sei eine lok alf reie G arbe v om  R ang 1 auf  X  x  T  m it
= (9x für alle k -Punkte t e T . Dann ex istiert es eine of fene überdeckung Uc T

mit P6x 1u,.

B ew eis.: Betrachten wir das folgende kartesische Diagramm.

idxj
X X  { t }  - >  X  x  T

P,I I P T

{t}

Nach Voraussetzung gilt der Basiswechselsatz für alle t e  T  und es existiert eine
offene Umgebung V  v o n  t, so  d a ß  PT. ,97 1V CTIV ist. E s se i de r na tü rliche
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Garbenhomomorphismus : P * PT. ,97 1pi l v v•

(id x j ) * P;-PT. 371 V
eval v,

(id x

PT ' V )

10(x, " i t )  0 (9
X

D a  h° (X, gp) =  1 fü r a lle  t' E V  is t, is t eval p,, e in  Isomorphismus. p  ist ein
Isomorphismus, d a  X T k-Schema von endlichem Typ.

Also können wir zusätzlich annehmem, daß det S(—d)l u , P ; - ( 9 x (ci — 2d).

ist.

 

F ür H  gilt der Basiswechselsatz. Also

1/4 x 4 „ ( k ( c i — 2d), (9x,) Z lip u ,( 4 ( C — 2d), exu , ).

S e i p, E H° (Ui,tfr,*Sx/ I
p , ( f z (c — 2d), (9 x„) d a s  z u  a ,  entsprechende Element.

D ieser nullstellenfreie Schnitt p.  e inen  surjektiven Garbenhomomor-
phismus:

iii; x/IpH(44z(ct — 2d), x,) v

Also existiert es ein H-Morphismus

P(x4„ (iz(ci —  2d), ex, )v ) := P

H

Da co I .n u j = und Iu,n u;  = u, n u , sind, verkleben sich die lokalen
Morphismen zu einem globalen H-MorPhismus

P(Sxt` ip„ (fz(ct — 2d), exiv ) := P

Es ist klar, daß p  durch M(d) faktorisiert (vgl. Prop. 1.1.10).

eval (o,

eval v,

    

ex
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Es gilt die folgende

Proposition 1.4.7. S ei e  eine Familie von 2 -Bündeln v on reinem  T y p d m it
d 2 — cici + c2 > 0  au f  X  x T . Dann ex istiert ein M orphism us : T  — > M (d), so
daß jeder Punk t t E T  auf  den el, entsprechenden Punkt in M (d) abgebildet wird.

Korollar 1.4.8. Sei die V oraussetzung w ie in Proposition 1.4.7. Es existiert
far t e T  eine of fene Um gebung W  von (t), so daß (id x v)*Y --  ist, wobei
37 eine lok ale Fam ilie über W  ist.

B ew eis.: Seien t e Uy und yo(t) e P := P(e ort' i
p ,(44

z (ci —2d),(9 x„)v  ), wobei U3

und P  wie oben von Proposition 1.4.7 gem eint ist. Sei W eine offene Umgebung
von yoj (t) , so  daß über X  x W  ein 2-Bündel g; wie im Beweis von Proposition
1.1.10 existiert. D a n n  g ilt  ( id  x (of  ) =  e y  für jeden y e V  := v i l ( W ) .  Es gilt

H ° (Xv, Ytomco,,,,,,(el x v , (id x vi )*Sr-)) H°( V , Pv.ieowlex v (61x v , (id x

wobei (id x vi )  auf X v  beschränkt ist.
D a  P  m it H  reduziert und H°(X y, A'omex,(el  (id x Ix, ) )  fü r  alle

y  e  V  k o n s ta n t  is t ,  g il t  d e r  Basiswechselsatz a u f  V. N a c h  S a tz  1.1 .8  ist
x )  l o k a l f r e i .  D a  el x x { ,} u n d  ( id  x Soi)%Flx.It} SO

morph ist, gibt es eine offene Menge 1-/- c  V , die diesen Isomorphismus liefert, d.h.
ein Schnitt

12 P v- (Y69-mc. x  ( 61x,,s e H ° ( , (id x yoj )*,Fl x v ))) mit det(s) 0.

Daraus folgt die Behauptung.

Bezeichnen wir mit .4 (d ) den kontravarianten Funktor:

.4(d)(T ) = {2-Bündeln e von reinem Typ d auf - X x T}/

wobei T  k-Schema von endlichem  Typ ist und e, e ,  genau dann gilt, wenn
6'2 C) P4 .̀..r mit einem Geradenbündel Y  a u f  T.

F ü r  X  = X , o d e r  P  m i t  d2 — dci + c2 0  gibt es nach Proposition 1.4.7
eine natürliche Transformation r: M (d)(T) Hom(T, M(d)) mit .4(d)(Spec k)
Hom(Spec k , M (d )) . Ist d2 — dci + c2 = 0 und h i ((Ox(2d — c I)) = 0, so ist M(d) =

und  ge(d)(k ) = { [ex(d) (9x (ci —  d)11 = Hom(Spec k ,B (d )), wobei B (d) ein
Punkt ist.

S e i tfr : a(d) Hom(—, N )  e ine  andere  natürliche Transformation durch
einen k-Schema N .  D a lokal auf M (d) nach dem Beweis von Proposition 1.1.10
eine universelle Familie 2-Bündeln existiert, existiert ein Morphismus : M(d)
N .  Sei T  ein beliebiges k-Schema von endlichem  T yp und e .4 (d ) (T ) . Nach
Korollar 1.4.8 existiert eine offene Überdeckung Ti von T m i t  17,, =  g,*(,.97 ,), wobei
g -= t ( ) E  Hom(T, M(d)) mit gi :-= g . M (d); und 3,7

; d ie  zu  T1 entsprechende
lokale Familie von 2-Bündeln auf M (d) ist.

111()1 7., = IWI T ) = Igg7( )) = I497 ,) . gi =

Daraus folgt, daß 0( ) = o  rw .  Es gilt der folgende
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Satz 1.4.9. S e i  X  =  X ,  o d e r P .  F ü r d 2 - dci + c2 > 0  is t M (d) e ine
irreduzible, glatte, quasiprojektive und rationale V arietät mit

dim M(d) = 3(d 2 -  dc, + c2) + ( e x (2d - c i )) - 1.

A ußerdem ist M (d) ein grober M odulraum  für den Funk tor .4(d). Für d 2 - dci +
c2 = 0  m it h l (ex (2d  - c i)) = 0  ist B (d) Spec k. Z ur V ereinfachung schreiben
wir i m  f o l g e n d e n  s t e t s  M ( d )  s t a t t  B ( d ) .  F a r  d 2 - del + c2 = 0  mit
h' (& (2d - ci))  0  gibt es k ein groben M odulraum  für den Funk tor aber eine
vollständige Fam ilie auf  X  x  V , w obei V  = H I (ex (2d - cl)).

B ew eis.: H d 2_d e i + , ,  mit d2 -  dci + c2 > 0 ist eine glatte irreduzible projektive
Varietät von Dimension 2(d 2 -  dci + c2) (Man siehe [Fol). M it Kapitel 2 Prop.
7.10 von [Ha] folgt die erste Behauptung. Die beiden anderen sind klar.

Korollar 1.4.10. S ei M (d) ein grober M odulraum . Der T an gentialraum  an
dem  Punk t x  E M (d), der die Isomorphieklasse des Bündels E repräsentiert, iden-
tif iz iert sich mit dem Kern der kanonischen A bbildung

Ext l (E , E) Ex t. (e x  (d), y  (c - d)).

B ew eis.: E s b rauch t nu r de r F a ll d2 -  dc ] + c2 > 0 behandelt zu werden.
Sei x E M (d) der Punkt, der die Klasse {E} repräsentiert. D ann identifiziert sich
d e r  Tangentialraum a n  x E M (d )  m it  d e r  m ö g lic h e n  k-Morphismen von
T  = Spec(k[e]) (E 2 =  0 ) n a c h  M (d ) a n  d e m  P u n k t x. S e i 0  ein  solcher k-
Morphismus. Dann liefert dieses 0 nach dem Beweis von Proposition 1.1.10 eine
exakte Sequenz

0 -* ex T (d) E o  -> I f ,(c i -  d ) 0.

E 0  entsprich t e inem  E lem ent in  Ext I (E , E ) , w obei Ext I (E , E) 1 1 1 (E v  E )
gerade der Raum der Isomorphieklasse von 2-Bündeln E 0  auf X T  m it Eo lx  E
ist. N ach  L em m a 6.6 von [Mar2] existiert eine lokale Liftung auf X T  von der zu
E  gehörigen Standardextension

- 4  Ox(d) E  -> Iy (ci - d) - 4  0 .

Also liefert für E0 E Ext 1 (E , E ) nach Korollar 5.2 von [Gr] ein Element

c(E0 ) e Ext I (e x (d), I y (c ] -  d ) ) I l l (X, Yt'eon(Cx (d ),I y (c i -  d ))) ,

das das Hindernis zur Existenz einer globalen Liftung v o n  
E
 a u f  X T  mit E l:, als

Mittelterm darstellt, d.h. solch eine globale Liftung existiert genau dann, wenn
c(E0 ) = 0 ist. Umgekehrt liefert eine solche globale Liftung einen k-Morphismus
0, d a  M (d) ein grober Modulraum ist.
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Kapitel 2. Deformation von Vektorbiindeln vom
Rang 2 auf X  =  X , oder Pi.

2.1. Quotschema von 2-Bündeln vom Typ d

Der Begriff der Stabilität soll folgendermaßen definiert werden.

Definition 2.1.1. Sei E  e in  2 -

stabil genau dann, w enn H ° (X , E„ = 0 ist. Entsprechend heißt E  instabil,
2-Bündel a u f  X  =  X , oder P jc! x E  heißt

wenn H ° (X , E, n  ttom  ,

Sei jetzt stets E  norm iert, d.h. c i(E) = (c 11, c 12) mit c11, c12 E 1-1, 01 für
X  = X , oder P ik' x 13 ;:" m it n> 1, m  > 1; ci(E) E  { —1, 0} für X  =1";! m it n> 1.

D e r  T y p  d ( E )  fü r e in  stab iles no rm iertes 2-Bündel E  bezeichnen wir
d (E )= — 1 für X  =13

k̀l; d ( E )  = ( -1 , 0 )  fü r  X  = X , oder 13;,' x  Pk m i t  n 1 ,
m > 1

D er Begriff des stabilen 2-Bündels a u f  13 7, fällt m it dem  von Takem oto-
Mumford zusammen. d = (di,d2) j  =  ( 1 1 ,12 ) bedeutet, daß d i j i , d2 h  ist.

W enn zusätzlich noch d1 > j i o d e r  d 2  > 1 2  is t , d a n n  h e iß t d = (d i , d2) >
= (11,12).

H
°
 (X, , (9x(a,— b)CD Ox ,(— c, d)) = 0,

wenn a, b, c, d e N o m i t  b, c 0  ist.
Also ist die Klasse von stabilen 2-Bündeln nicht leer. Analog gilt auch nach

der Künnethformel, daß die Klasse von stabilen 2-Bündeln auf P X Wk
n  nicht leer

ist. Insbesondere existiert ein nicht spaltendes stabiles 2-Bündel auf X e  m it e 0.

Lem m a 2.1.2. S ei E  ein stabiles 2-B ündel auf  X  = X ,. Es gelten die f ol-
genden beiden A ussagen:

Falls c 1 (E) = (0,0) ist, ist c 2 (E ) > 2.

Falls ci(E) -= (-1,0), (0, —1) oder (-1,-1) ist, ist c 2 (E) 1.

B ew eis.: H ° (E) = H 2(E) T e ( E ( — c1 + Jrx))v =  0

X (E) = 2  + (E)(ci(E) — irx) — e2(E) = —h I (E )  0.

Bemerkung 2.1.3. Für stabiles 2-Bündel E auf Pi gilt c2 (E ) > 2 oder 1, wenn
c i (E )= 0 bzw . —1 ist.

Lemma 2.1.4. r :  X eP Sei E ein stabiles 2-B ündel auf  X , m it c i (E ) =
(ci1,c12) und E 1c ( n ) ,C)Cp ), (c i i  —  n), wobei 4, die Faser von 7r über k-Punkt
y  P  ist.

Falls c i (E ) =  (0,0) oder (-1 — 1), dann ist n c2 (E) —1.

Falls ci(E) = (-1, 0) oder (0, —1), dann ist n c2(E).

Nach der Berechnung von Kapitel 1 Abs.3 ist
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Beweis.:
: 0 —> c x ( - f y ) — ex — —> 0

ex  -  fy ) 0 4 0 ,  - 0 ,  =

E :0 —> E(0, —1) —4 E —  e l,q (n) 0 (C11 — n) —+ 0

Wie im Beweis von Lemma 2.1.2 gezeigt ist x(E) = — h l (E ) < 0. D ann  fo lg t d ie
Behauptung aus der langen exakten Sequenz von E

Bemerkung 2.1.5. Bekanntlich ist der generische Typ von stabilen 2-Bündeln
auf P  beschränkt. (m an siehe ([0SP

Für 2-Bündel E  auf X  = X , oder P7, gilt nach dem Satz von Riemann-Roch:

Z(E) = 2 + ct (E)(ci (E) — X.x) — c2(E).

Sei H  = (a,b ) m it b> ae , a > 0 für X  = X , bzw. a > 0, b  > 0  fü r X  = P  x PT
m it n,m  > 1. D a n n  i s t  e x ( H )  sehr am ple  auf X  = X , oder ricz x PT, wenn
C (H) e x ( l )  auf X  = P t

ic'  vereinbart ist.
W ir benutzen die B egriffe und Ergebnisse, die M . M aruyam a in seinen

Arbeiten ([Mar 1], [Mar3]) gestellt hat. Für beliebigen kohärenten e x -M odul E
bezeichnen wir mit d (E ,e x (H )) den Grad der ersten Chernklasse von E  bezüglich
O x(H ) und m it r(E ) den Rang von E.

Definition 2.1.6. Seien al, , oc,-1 eine Reihe von rationalen Zahlen. Ein
torsionsfreier kohärenter e x -M odul E  von R ang r  h e iß t v o m  T y p  (  .......■a] otr ]
bezüglich e x (H ) genau dann, wenn für beliebigen nicht-trivialen, quotienten ex -
Modul F  von E  gilt:

d (E  , x  (H)) I r(E) — d(F , (9x (H)),

wobei s = r(F) (1 < s < r —  1) ist.

Lemma 2.1.7 ([Mar 1] Lemma 1.2). Ein torsionsfreier kohärenter e x -Modul E
vom Rang r auf X  ist vom Typ (a ] ,...,a ,-1 ) genau dann, wenn far beliebigen nicht-
trivialen ex -Untermodul G von E gilt:

d(E, (9x(H))+ (r —  s)a r , ls  d ( G ,e x ( H ) ) 1 r( G ) ,

wobei s r(G) (1 s r — 1) ist.

Lemma 2.1.8. S ei (7 vorgegeben. Für alle instabile 2-B andeln E vom  T yp
d  < J au f  X  = X , oder P ̀ki X rk

n m it festen Chernk lassen ex istiert eine rationale
Z ahl a, so daß E v om  T y p a im  S inne v on M aruy am a ist.

B ew eis.: Sei G ein nicht-trivialer ex -Untermodul von E  m it r(G ) = 1, dann
ist (Gv) V  eine lokalfreie G arbe vom  Rang 1 (m an siehe [O S] s. 154). Es gilt

(Gs' ) v ( E v E.

ci(G) := ci((G v )v  ).
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Für instabiles 2-Bündel E  vom  Typ d  gibt es eine Standardextension

c E : O x (d )— E — )I y (c l —  d)--> O.

A u s  E  kann man einsehen, daß H °(E(a, b)) = 0 für a < — d1 oder b < —d2 im Fall
X  = X , oder P'k' x  P;:' mit m n  0 bzw. H °(E (a))= 0 für a < — d im  Fall X  =P I",
ist. D araus fo lg t, daß  c1(G )< d ist. F ü r  in s ta b ile  2-Bündeln E  vom Typ d < d
existiert eine gemeinsame Zahl a, so daß E  vom Typ a im Sinne vom Maruyama
ist.

Proposition 2 .1 .9 .  Z u jedem  d gibt es ein he N , so daß für alle 2-Bündeln E
m it festen Chernk lassen auf  X  = X , oder P1

2, m it d(E) < d gilt:

H I (X  , E(hH)) = H 2 (X  , E(hH)) = 0

und E(hH) ist global erzeugt.

B ew eis.: Für stabile 2-Bündel E  mit c1 (E) -= c1 auf X  = X , oder P i gilt

H 2(E (nH ))= H °(E(— nH —  c1+Y (x ))v =- 0 für n 0.

Also ist x (E(nH)) = h °(E(nH)) — h l (E(nH )) für n 0. A u s  x (E(nH)) > 0 folgt
H °(E ( n H ) )  0. D a  x (E )._  0 ist, existiert eine nur von c2 (E )  und H  abhängige
ganze Zahl no> 0 , so  d a ß  H °(E ( n 0 H ) )  0 ist. F ü r  je d e s  s ta b ile  2-Bündel E
existiert eine ganze Zahl n E  m it H ° ( E ( n E 1 1 ) )  0  u n d  H °(E((nE — 1)H)) = 0.
Wir zeigen die Behauptung dieser Proposition nur für X  = X e , weil der Beweis für
X  = 13

/
2,  genauso läuft. Nach Lemma 1.1.1 und Lemma 2.1.4 braucht man nur

eine nur von c2 abhängige ganze Zahl t, um H
°(E(n E H —  (t,0)))= 0 zu erreichen.

Es golgt, daß (a, b) m it H °(E(a, b)) f  0  und H
° (E(a —  1, b)) = H ° (E(a, b — 1)) =

0 existiert. S o lc h e  (a, b) sind für stabile 2-B ündeln auch beschränkt, d.h. a,
b e [—v, v] fü r e in  v  E  N . S e i s E H °(E(a,b)), s  0, dann ist (s) 0  wie nach dem
Beweis von Proposition 1.1.5 von der Kodimension 2. s liefert eine exakte Sequenz

:0 — > x E  ( a  b )  — > y  (c + 2(a, b)) 0,

wobei /y die Idealgarbe bzgl. s  ist.
Aus 17 sieht man ein, daß H

°(E(ti, t2)) = 0 für t i <  —a oder t2 < —b ist. S e i
G ein nicht-trivialer Cx-Untermodul von E  m it r(G )= 1. E s  g il t  d a n n  c i(G )<
(a, b). Da solche (a, b) für stabile 2-Bündeln unr endlich möglich sind, findet man
mit Lemma 2.1.8 dann eine ratinale Zahl al, so daß alle 2-Bündeln vom Typ d < d
vom Typ al im  Sinne von M aruyama sind. Nach [M ar3] existiert ein algebra-
isches k-Schema T , so  daß  a lle  2-Bündeln in der Familie  d e r  to r s io n s f re ie n
kohärenten G arben vom  Rang 2 vom  Typ at über X T sind. D ie  M en g e

:=  It E T ist lokalfrei}

is t  o f fe n  in  T. Definiert ist k• := ,F•1 7--. D a  i '  quasikompqakt ist, existiert
endliche viele affine k-Schemata T,  = Spec Ai ,  so daß T  = U  et  ist. S e i  :  X —>
P v  d ie  pro jek tionseinbettung  bezüglich  ex(H ). D ann ist (p*Cp 7 (1)= (9 x (H).
Betrachten w i r  d a s  p r o j e k t i v e  S c h e m a  X  x  -11 , d a n n  i s t  Cx(H)
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(yo x zf ) e p 7 . ( l )  für alle k-Punkte t e wobei i t d ie  Inklusion von {t} nach i)
ist. E s ex istiert e ine  ganze  Z ahl nj  m i t  R ' Prt (n) = 0 für alle n n j  und
i =  1, 2 . D a H 3( j7(nH)l 1) = 0 für alle t E gilt' dann (mH)11)= 0 für
alle t e i  und i=  1,2  ([Hal chap. 3 Theorem 12.11). Es existiert auch eine ganze
Zahl 4, so daß :F1 7--/(/) für alle global erzeugt ist. Damit ist ?fl,(1H) für alle
t e 7) und / global erzeugt ist. Nehm en wir ri = max{rii , /i }, dann folgt die
Behauptung.

Bemerkung 2.1.10. Analog existiert für alle instabilen 2-Bündeln E mit festen
Chernklassen auf P'k' x Pik"  m it d ( E )  d  auch ein ñ c N, so  daß H )) = 0
für i f  0  und E (hH ) global erzeugbar sind.

S e i  h E N  w ie  in  P ro p o s it io n  2 .1 .9  g e w ä h lt . S e i V  H ° (E (h H ) )  ein
h
°
(E(ril

-
1))-dimensionaler k-Vektorraum. Es sei

V (— hH):= V  Ok ex (— h H ), V T (— hH):= V O k  X T  (—hH)

für beliebiges k-Schema T  von endlichem Typ.
Bezeichnen wir mit Quot das Grothendiecksche Quotschema der Quotienten

V(—hH) —> F m it Hilbertpolynom

x (F(pH )) = 2 + (pH) 2 + c i pH —  X -
pH — .1Y(xei — c2

im  Fall X  = X , oder LI, wobei c1, c2 die von uns betrachteten ersten und zweiten
Chernklassen sind . E s se i

Qi := {q E Quotl q: V (— hH) — > F, F lokalfrei vom Rang 2}

N ach Satz 1.1.9 is t  Qi offen in  Quot.

Q 2 :=  fq E Q i  q: V (— hH) — > E, H ° (E(— d1 —  1,0)) = H ° (E(0, —d2 — 1)) = 0}

bzgl. X  =

bzw. Q 2 :=  { q e Qi I q : V(—hH) —> E, H °
(E(—d — 1)) = 0} bzgl. X  = 13

/
2,

Q := { q E Q2 1 q: V (— hH) — > E, V  H
° (E(hH))1

Sei K  der K ern von q C x ( h H ) .  Dann existiert eine exakte Sequenz

: 0 —* K —> VO k ex —> E(hH) —> 0.

Man betrachte die lange exakte Sequenz für 4
0 H o

( K
) H o( v o k o x )  H o ( E ( ñ H )  H  (K )  _ )  0 . .

D a  V :4' H° (E (h H )) is t ,  is t  H ° (K ) = H I (K )  0. Es existiert eine universelle
exakte Sequenz auf X Q

Ox e  : 0 -+ VQ(—riH) 37, —4 0 .

= K  und xQ(h1-1)1x, = E=  mit Ar 0 ex, (h11)1x,
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A lso ist Q  offen in  Q u o t. Q  heißt das Quotschema fü r 2-Bündeln auf X  = X ,
oder II m it T yp  < J.

Bemerkung 2.1.11. S ei E  ein normiertes 2-Bündel a u f  X . W e n n  E  die
Bedingungen:

H °(E( — dt, 0)) 0 ,  l e (E(0 , - c12)) 0,

H ° (E(—di — 1,0)) = H ° (E(0, —d2 — 1)) = 0

erfüllt, dann ist d(E) = (dt, d2).

V on Deformationstheorie haben wir die folgende

Proposition 2.1.12. S ei q : 0 —> K —> V(—h11) F —> 0  ein abgeschlossener
Punkt von Q. si := ,Y (oiN(K ,F). Dann gelten die folgenden A ussagen:

(i) Der Tangentialraum TQ, q  an dem  Punk t q E Q ist isom orph z u H ° (sal)
(ii) h° (.91) — h ' (.1) < dim(Qq ) h° (d ) .

B ew eis.: (man siehe [Lau], 4.2.4)

Korollar 2.1.13. Sei v  := h ° (F(hH)). Dann gilt die folgende Ungleichung:

v2 — x ( S n d  F )  dim QI  v 2 — x (w d  F) + h 2(gw d F)

Q  ist glatt im  Punk t q genau dann, w enn h 2(6'N d F) = 0  ist.

Beweis.:

,Y(.0m(q, F) :0 —> Y fem(F F) —> .Y eoyfi(V(— hH), F) —> ,Y täm(K F) —> 0

Die lange exakte Sequenz für die obige exakte Sequenz ist

0 H o m (F ,F )  —> H° (F(hH)) 0 V  — > H ° (d) — > H i (end F)

—> 0 —> H i (V )  —> H2(6'wel F) —> 0 —> H 2(s1) — * 0.

Daraus folgt h2( ii.d F) = h i ( W ), h °(s1) = 112 -  h
°
(&Nd F) + h i ( n.{ / F)

h °  (d) — 11 1(d )  =  v 2 — x(6 'N.€1 F).

2.2. Deformation von 2-Bündeln au f X  = X , oder P/
2,

Definition 2.2.1. Sei E  ein 2-Bündel m it d(E ) = d  auf X  = X , oder 11.
heißt in den Typ v < d  deformierbar genau dann, wenn ein irreduzibles k-Schema
von endlichem Typ T  mit einer Familie von 2-Bündeln ,F  auf X  x  T  existiert, so
daß to, t] E T  m it A o E ,  d ( )  =  v  und v < d(A) < dV t E T  existieren.

Nach dem  Satz von Riemann-Roch gilt

x (end E ) = 4  +  et (&n.ci E)(ci(Snd E) —  Y (x) —  c2(;?.(1 E).

(5'Nd E E "  E ,  c i ( E v E )  =  0 ,  c 2 ( E v  E )  =  4 c 2 (E) — ci(E)2
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Also ist ( d  E )  =  4— 4c2 (E) + ci(E) 2 . Sei Q  d a s  in  Abs.1 definierte Quot-
schema für 2-Bündel E  auf X  = X e o d e r P  d(E) < J. Betrachten wir die
Stratifizierung bzgl. /42 - "  ( J+  ,)f x ) über Q, wobei ,*"-'  die universelle Familie der
2-Bündel m it Typ < d  über X Q  is t . B eze ich n en  w ir  m it Q (d )  d a s  lokalabge-
schlossene S ch em a  v o n  Q  m it d e r  f la c h e n  stratifizierten S tru k tu r , so  daß
R 2 „97' (d + .1(x ) lokalfrei vom  R ang  1  über Q (d) ist. ,Fl x . o d )  is t a lso  vonPQ*
reinem Typ d, d.h. 4 0  =  d  für alle q E Q(d) und der Basiswechselsatz gilt. S e i
M (d) der grobe Modulraum für instabile 2-Bündel vom Typ d  auf X  = X e oder
P .  d .h. d 2 — dci + c2 > 0  o d e r  d 2  — dc] + c2 = 0 m it h l (ex(2d —  c1)) = 0, wobei
cl, c2 die erste und zweite Chernklassen der betrachteten 2-Bündel sind.

Bemerkung 2.2.2. Bekanntlich ist M (-1 )  nicht leer und zw ar ein grober
Modulraum mit dim (M(-1)) = 4c 2 + c1 —3 fü r X  = P 0  w e n n  4c2 + ci —3 > 0.

Es existiert ein Morphismus

fl(d) : Q(d) —> M(d)

Proposition 2 .2 .3 . y o(d) ist glatt v on relativ er Dim ension v 2 — h° (SIt. c E),
w obei E ?).---q f ür e in  q  e Q (d )  u n d  v  h ° (E(hH)) w ie bei der Def inition von Q.

B ew eis.: Sei A  ein artinscher lokaler Ring über k  mit maximalem ideal m.
Wenn man ein Morphismus 6  für das folgende kommutative Diagramm findet, so
daß er m it den anderen Morphismen kommutiert, dann ist yo(d) glatt.

Spec(A//) > Q(d)

Y? d )

Spec A M(d)

Sei E  das 2-Bündel, das den Punkt 0(Spec A ) entspricht.

EA (idx x E, E A R  := (id x  x 1// y) * E

N a c h  d e m  infinitesimalen K rite riu m  v o n  Schlessinger ([Sch]) re ich t es  d ie
Behauptung für den Fall / = EA mit M E  = 0  zu zeigen. N ach L em m a 6.6 von
[Mar2] existiert eine offene affine Überdeckung (U,) 1 , , , ,  von X  mit EI u, 6 2

u , , so
daß

EA(hH)Iu,A 0

eine lokale Liftung für

0K A / /  —> V(—hH) —> EA11 0 ist.

v• einem Element von W (E A (hH)1 1_,,y .  Das v, entsprechende Element
v o n  H ° (EA (hH)1 u , , ) 1: w e rd e  a u c h  m it  vi bezeichnet. A nalog  en tsprich t W
idcA A// (i/ H ) einem  E lem ent von 1-1° (EA R (hH)) u,  d a s  w ir  m it  w  bezeichnen.



392 Shih-kung L o

Also gilt

V du w , wi :=- 11'1U1 A o'All

S e ien  (M I < 0 , ,  d ie  Übergangsfunktionen v o n  E A  b z g l .  d e r  Überdeckung
( UiA )i<o<t•

(gji vi u iA n —  VJ U  nnu n  U:IA/I = 0

E:= n H° (EA  O H )  n H °  (E ( h H )  n u;  )u,A u JA n

Sei i < j  <  a•

guigii vi I u,A n u,A n u„ n uf A  n u„A

— (god vi uiA n uf A  n u„ — v. uiA  flL  n )

gai vi u iA  n UjA n u„ — v. u,A nu  flu = 0

A lso entspricht (pi i ) i einem Element von H I (E (hH ) v)  = 0. Dann existiert
(s1) 1, 1< , E H

°
(E (hH )I H° ( EA (hH )lu im ) , 1 i t  mit

gJlvi , fl 1A uiA n uj A g i i s i  u iA  n uJA  •

Definieren wir v := (v1 + s i ), < ; ‹ , E H ° (E (hH ) v) ,  d a n n  is t  v I,xx spec AR — w. Also
is t  0 —> KA R — 4  VAII(— hH) —> — >  0  a u f  X  x Spec A  global liftbar. Damit
existiert ein Morphismus

: Spec A  —> Q.

Nach dem Beweis von Proposition 1.4.7 existiert eine Familie von 2-Bündeln
über X  x  U , w obe i U  eine offene Menge in M (d) ist. D u r c h  t/i bekommt man
eine exakte Sequenz

: 0 —  (9 XA EA(—d) —> I y 4 (ci — 2d) —> 0.

0 --* ex E(— d) — > I y(ci —  2d) — > 0

4 ,  is t f la ch  über X A .  D a  1-1
°
(1y4 (ci — 2d)l x ) = H

°
(/y (c i — 2d)) =- 0 ist, i s t

PSpec A* (Iy(ci — 2d)) = 0, wobei P Spec A  : X  x Spec A  —> Spec A  die zweite Projek-
tion ist. E s  g ilt  d a n n

PspecA*OXAe s p e c  A 74-= PSpec A*EA(
—

d).

Das bedeutet gerade, daß E A  vom reinen Typ d  ist. N ach der E igenschaft der
Flachheitssratifizierung ([Mu] Lecture 8) faktorisiert S durch Q (d ) , d.h.

Spec A  ±.> Q(d) Q  mit io 5 =5 ,

wobei z  d ie  injektion ist. D a ra u s  fo lg t ,  d a ß  ( d )  glatt ist. A u s  d e r  la n g e n
exakten Sequenz für f f v oz (g, E) : 0 6'»d E — > ,k ,oyn(V  (— hH),E) — > Y tom(K  E)
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—> 0 folgt die folgende exakte Sequenz:

0 —> H ° ( E)E) — > H ° (E(hH)) 0 V  — > Hom(K, E) H I (e.d E) —> 0.

Es ist klar, daß To d ) ,q := r i Tm(d) ,{E} ein Unterraum von 7 '  Q, q  =  Hom(K, E ) ist.
A lso ist yo(d) glatt von relativer Dimension v2 — h° (ex,{1 E).

Korollar 2.2.4. Für d 2 —  dci + c2 > 0  ist Q(d) glatt m it

dim Q(d) = v 2 — h° (e x (2d —  ci)) + 3(d 2 — dc i + c2) + h l (e x (2d — c1)) — 2

= v2 — x(CA
, (2d —  el)) + 3(d 2 —  dci + c2 ) — 2.

Für d 2 — de l + c2 = 0  m it h l (ex(2d —  c i )) = 0  ist Q (d) glatt m it

dim Q(d) = v 2 — h° ((9x (2d — c i )) — h° (ex(ci —  2d)) —  2.

B ew eis.: Satz 1.4.9 und Proposition 2.2.3

Lemma 2.2.5. Enthält Q(d) eine irreduz ible K om ponente von Q, dann ist

dim Q ( d )  v 2 —  x(eNd E),

w obei (end  E ) = 4 + c — 4c2 m it {E} E  Q(d) und c1 = c1 (E), c2 = c2(E) ist.

B ew eis.: Enthält 0 (d )  eine irreduzible Komponente, dann enthält Q (d) die
offene Menge Q\ andere irreduzible Komponenten. Daraus folgt

dim Q ( d )  dim Qg v 2 —  x(end E),

wobei q  in der obigen genannten offenen Menge enthalten ist.

Lem m a 2.2.6. S ei q : 0 —> K —> V(—hH) —> E —> 0  ein k -Punk t v on Q  m it
d(E) d, d> v . E ist in den T y p v  deform ierbar genau dann, w enn q E Q(v ) ist.

B ew eis.: S e i e  e in e  irreduzible F am ilie  von  2-Bündeln a u f  X  x  T  mit
d(et ) v, Vt E  T .  O.E. s e i  T  so  k le in , d aß  P r,e ( h H )  trivial von R ang v
h° (E(hH )) ist. E s  ex is tie r t a lso  e in  Isomorphismus

V ® ( x , , T P ; - P T (hH).

D ie  e x a k te  S e q u e n z :  V  (P xxT — 3—  PiPT,,e(hH) — > ChH) — > 0  liefert e in e n
Morphismus T — > Q. Der generische Punkt von T(Typ v) landet in  Q(v).

Bemerkung 2.2.7. W enn M (d) ein grober Modulraum ist, dann ist

M(d; v) := {D E M(d) ID ist in den Typ v deformierbar}

abgeschlossen in M (d ) .  Sei zusätzlich M(v) ein grober M odulraum. D a  (d)
glatt von relativer Dimension v2 — h° (Sw,c/ E) ({E} e M(d)) ist, ist

codim M(d; v) > dim Q(d) — dim Q(v) + 1.
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M an betrachte  nun  2-Bündel a u f  Xe m it verschwindender erster und zweiter
C hernklasse. D a H I ((Ox ) =  0  ist, ist O x  e cx  das e inz ige  2-Bündel vom Typ
(0,0). Im  folgenden ist v als h° (E(hH)) für {E} e Q wie bei der Entstehung von
Q gem eint. D a h° (end(O x  C) (Ox)) = 4 ist, ist nach Korollar 2.2.4 dim Q(0,0) =
v2 — 4. Es gilt dann d 2 — dci +c2  =  d 2 =  2d 1 d2 — d ? e .  Für d  = (0, d2 ) ist d 2 = 0.
D a  h i ((1x(2d)) = 0 ist, ist (9x(0,d2)(:)(9x(0,— d2) das einzige 2-Bündel vom Typ
(0, d2). E s  g i l t

xe (0, d2) e x,( 0 , —d2) n *( d 2 )  0 (Op) (— d2))•

Wir haben eine Extension

0 - 4 (Qpi - d2) CFI Eli) Op), (d2) — > 0

aus Ext l (e pi■ (d2), Op), (
—d2)) H i (13

1
1,,(9 p i! (-2d2)). Nehmen wir die affine Gerade

A', die  u n d  0  e  H ° (131, ( -2d2)) verbündet, dann ist das 2-Bündel CED (d2) e
(O ( -d 2 ) in  d a s  t r iv ia le  2-Bündel (O L if te n  w ir  d ie s e
Deformaion auf X e ,  dann sind alle 2-Bündeln vom Typ (0, d2 ) in das triviale 2-
B ündel ex ,C , (Ox , deform ierbar. W egen  S ym m etric  von  X  =  P  x  1 31  is t  a u f

x P l
k a u c h  2-Bündel v o m  T y p  (4  0 )  m it  a l l >  1  in  d a s  t r iv ia le  2-Bündel

deform ierbar. (4 0 ) 2 =  — 4e ist negativ, falls e  > 1 und dI >  0 ist. A uf X  =
m it e > 1  existiert kein 2-Bündel vom  Typ (di, 0) m it dI >  1. Für andere Fälle
brauchen  w ir e tw as kom pliz iertes argum ent. Für e  ungerade ist (1, d2) 2 =

2d2 — e 0. Also ist auf X  = X , mit ungeradem e der Typ (1, d2 ) mit d2 < 2

leer und 2-Bündel vom Typ (1, d2) mit d2
e + I

nicht zerlegbar. Es gilt
2

x(Cx ,(2(1,d2))) = 1 + (1 , d2)(2(1, d2) + (2,2 + e)) = 6d2 —  3e + 3.

N ach  K o ro lla r  2 .2 .4  is t d an n  Q (1 , d 2 ) = v 2 — 5 . S e i  J =  (1 , e +
2

 1
)  f ü r  e

ungerade. Q  ( 1 , e +2 1)0 ( 1 ‚ e +2 1) . 
E s is t Q(0, d2) Q(0 , 0 ) ( d 2

e +
2  ) .

W äre Q(1, e  +
2

 1
)  ¢  0 (0 , 0 ), so wäre Q(1, e  +

2
 1

)  \ Q(0,0) eine nicht leere offene

M enge in  Q .  Es folgt dim Q(1, e +
2

 1 )  V 2  -  4 (vgl. den Beweis von Lemma

2.2.5). D as ist e in  W idersp ruch . A lso  ist Q (1 , e  +
2

 1
)  i n  -0(0,0) enthalten.

D araus folgt aus L em m a 2.2.6, daß 2-Bündel vom  T yp  (
1 , e  + 2  1 )

 a u f  X , (e

ungerade) in das triviale 2-Bündel deformierbar sind. Für den Fall X0 betrachten
w ir d =  (1, 1), dann folgt m it dem  gleichen A rgum ent das Resultat Q (1.1) c
60(0,0). D urch Induktion folgt dann, daß 2-Bündel vom Typ (1, d2 ) auf X e m it
ungeradem e  oder e = 0  in  das  tr iv ia le  2-Bündel deformierbar. Aufgrund der

e + 1
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Symmetrie sind auch 2-Bündel vom Typ (d1, 1) auf X  = Plc x  P  in das triviale 2-
Bündel deformierbar. Für e  =1  ist (d1, 1) 2 =  d1(2 – d1). Daraus folgt, daß auf
X1 k e in  2-Bündel vom Typ (d1, 1) mit d1 > 2 existiert. Es ist schon gezeigt, daß
2-Bündel vom Typ (1, 1) auf X I in  das triviale  2-Bündel deformierbar sind. D a
h I (ex(4, 2)) 0  ist, ist M(2, 1) kein grober M odulraum. Also ist dim Q(2,1) für
den Fall X  = X1 unbekannt. M an weiß nicht, ob 2-Bündel vom Typ (2,1) auf X1

in das triviale 2-Bündel deformierbar ist. F ü r  e = 2t +1, t E N  ist (d1, 1) 2  =  2 d1 –
d e  =  d 1 (2 – d ie ) .  A u f  Xe m i t  e  = 2 t +1 , t E  N  existiert kein 2-Bündel vom
Typ (dh 1) m it d1 > 1. Zusammengefaßt haben wir den folgenden

Satz 2 .2 .8 . A uf  X e m i t  e  0  ex istiert k ein 2-B ündel von T yp (d1,0) m it
verschwindenden Chernklassen. A lle  2-B ündel v om  T y p  (0, d2) (ex (0, d2)
Cx(0, –d2)) sind auf  X , in das triv iale 2-Bündel deform ierbar. A uf  X  = X e m it

ungeradem e existieren 2-B ündel vom Typ (1,d2) genau dann, wenn d2 —

e  + 1  
ist;

2
und zwar sind alle in das triviale 2-Bündel deform ierbar. Insbesondere existieren auf

x Pic alle 2-B ündel von Typ (d 1 ,d2) m it d i E  {0,1} oder d2 E {0,1 },  die alle in
das triviale 2-Bündel deformierbar sind.

Bemerkung 2 .2 .9 . In der Arbeit von Stromme ([St]) sind 2-Bündel vom Typ 1
und 2  auf P/

2,  nach dem gleichen Argument in das triviale 2-Bündel deformier-
bar. M i t  d e m  gleichehen Argument wie oben für verschiedenen Chernklassen
cl =  (-1 , 0), (0 , –1) oder (-1 , – 1 )  m it c2 = 0 bekom m t m an die ähnliche Re-
sultate wie Satz 2.2.8.

2 .3 .  Verallgemeinerung der Monade von Stromme

Sei E = E 1 E 2  0  •  •  •  0  E1 e in  Vektorbtindel a u f  X  = X e o d e r  Pii z x ric",
wobei E, für 1 < i <1  mit 2/ > dim X  2-Bündel auf X sind. Z usätz lich  se i c1 d ie
erste Chernklasse von E, für 1 < i  < 1 .  Sei T (ri , T2, ,  T 1 )  E  H ° (E(d – c i )) ein
globaler Schnitt mit T, E  H

°
(E,(d -  C I ) ) ,  1 < i <1 , wobei 2d – c1 > 0, d – ci > 0

bzw. 2d – c 1 > (0, 0), d – c i >  (0 ,0) je  nachdem  ob Pic(X) Z  oder Z x Z ist.

{/3 6  X1Ti(P) = 0 }

Vorausgesetzt sei die Existenz von F E  H ° ((9x (2d – c 1) )  m it  F  0  u n d  YE fl
171 n  • • •  n  Y 1 =0 , w o b e i Y E  d a s  Nullstellengebilde v o n  F  i n  X  ist. M a n
betrachte die folgende Monade

0 — > Ox(ci – d) 1 >)  ̀C x (c i –  d )C ) E  C e x ( d )  (1 ) > Cx (d) —> O.

Die Abbildungen a(.1.) und b(A ) sind wie folgt definiert.

b() := T, – F)`, a(A ) := -- (F ,T  , 1E k

T  A  :=  ( T i  A  , A  , -17 A  )
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F ür SE E ( U )  = E i( U )  E2(U) • • • 0  E i (  U) mit s = (si,s2, si c E1(U ) gilt
also

T1U A  s  =  f l u A  S I +  • •  •  +  T d u  A Si E (2 X( d )1U 1

d a  A2E ; & X ( C I )  fü r  1  <  i < I  sind.
F ür A 0  is t  e s  k la r ,  d a ß  b(1) bzw. a(1) exakt auf Cx(ci — d )  bzw. ex (d)

ist. S e i je tz t A = 0. F ü r  p  YF ist Fp eine Einheit in Ox(ci —  p ex p . Damit
ist a(0) p  surjektiv bzw. b(0) p  injektiv.

F ü r p E  YF existiert ein Yj  m it  p Y ,  da  Y F  n 171 n n = 0 ist.

TJ p ECX 0 e x n E  j

A lso ist r! oder T? eine Einheit und dam it a(0) surjektiv bzw . b(0) injektiv.
.1P

Lemma 2.3.1. Kera(2)/Imb(A) ist lokalfrei vorn Rang 21. F ü r  A  0  ist

Kera(2)/Im b(2) E.

B ew eis.: Sei A 0. Z u  ze igen , daß  K er a(A) Cx(ci — d )  0  E  ist. S e i  U
offen in X .  Sei

(x, y,z) E Cx(ci —  d)(U) 0  E(U) 0  (9x (d)(U)

m it Fl u X  +Tu  A y+ Az = O. E s  fo lg t  d a n n  z =
A

A  — .  Also ist

  

Kera(A )(U) =  { (x , y ,z ) E ex(ci — d)(U) 0  E (U ) 0  (9 x(d)(U)1

Z = — T

 

Definieren wir 0 : Ker a(2) ex(ci —  d) 0  E  m i t

Ou (X, Y,
A

u  X T A
—Y) =  (X , y) e x (c i —  d)( U) E ( U ) •

u x

Offensichtlich ist 0 ein Isomorphismus. b(2) = (A, r)  ist eine Abbildung von
Ox (ci — d )  nach  Ox (ci — d) E ,  d ie  m it  b(A ) verträglich ist. U m  K er a(2)/
Im b(2) E  zu zeigen, muß man die Exaktheit der Sequenz

(=) (r,-2)
0 — >  (C I — c/x kCI — ) 0 E

nachweisen.

S e i  (x, y) e Ox(c, — d)(U)  0  E ( U )  mit -rx — Ay = 0. S e t z e n  w i r  v  =  E

ex (ct —  d)(U ). E s  f o lg t  d a n n  ( 11v)  = ) . A lso  is t K e r a (A )/Im  b(A) E
rv y

f ü r  A  0 .  K e r  a ( 0 )  is t  lo k a lf r e i  v o m  R a n g  2 /  +  1 .  S e i  p e X .  Eine der
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Komponenten von

b(0) p  = (0, T1,  , , Ti2p, Fp )

ist eine Einheit, da Y F fl Y1 ...........  n y l = 0 ist.
O .E. sei Fp  eine Einheit. Ker a(0)p (021+1

Im b(0) p{ (T11 , T12,• • • ,r/I, 172, Pp ll) I V E COXp l ,

wobei t E  x,„ 1 i 1 ,  j  E {1, 2} und Fp E ,  E CA'p sind. D efinieren w ir

y: Ker a(0) p /Im b(0) p  -+ (9 24

m it y(x, y) = yip  -  xfrp ,  wobei x e C 2 y  e  e x p u n d  p  :=  (T 1 1 , T 1 2 , •  •  •  1 1 7 1 '1 7 2 )

sind. F a r  ( i p , t p )v e Im b(0)p  is t  O p t) - Fp f-
p v  - =  0. Also ist y wohldefiniert.

y  ist in jektiv , da  aus y(x , y ) = 0  x  =  Pp
- 1  y ip  fo lg t. y  is t  su r je k tiv , d a  Pp eine

Einheit ist. Also ist Ker a(0)/Im b(0) lokalfrei vom Rang 2/ ist.

Proposition 2.3.2. S e i H I (E (-d ))  = 0 ,  E  E '  O x (c i -  d )  u n d  2 d  c .
Dann ist K e ra (0 ) / Im b (0 )  E.

B ew eis.: Man betrachte die folgende Darstellung der Monade von Stromme.

0 0

ex ( e, _ d) Ker a(0) 0

o( 0 )
ex (C  —  d) 

b
e x ( c i  -  d )  0  E  C x (d)B 0

ta (0 )

ex (d) (9x(d)

0 0,

wobei B  := Coker b(0) O x ( c i  -  d) e C x (d ))1 Im (r,-F) ist. A u s  d e r
Voraussetzung YF fl Yi (1 • • • fl 171 = 0  folgt, daß E C) 9x (d )11m (r,-F) lokalfrei
vom Rang 2/ ist.

A nnahm e: D  = Ker a(0)/Im b(0) E .  Dann ist die Sequenz:

0 E B e x (d) -p 0  e Ext l (Ox (d),E) H I (E ( -d ) )  = 0.

Also ist B  E  C  )  C x  (d ). Aber E  E '  C x (c , -  d )  und d  c 1 -  d .  Das ist ein
W iderspruch. Damit sit Ker a(0)/Im b(0) 4 E.

Lemma 2 .3 .3 . Sei die M onade

(9x (c 1 -  d ) P*A (9x(ci - d) P : 4 E  P * 4 0 x ( d )  4  Pi" Cx(d),
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wobei PA  = X  x  A m it A  := Spec k[u] die zw eite Projek tion  is t, wie folgt
definiert:

b := (u O k  1, 1 Ok  , 1 0 k ( — F )) 1, a := (1 O k  F ,1 Ok T A, u Ok  1).

D ann ist Kera/Im b lokalfrei vom Rang 21.

B ew eis.: X A  ist e in  k-Schem a von endlichem  Typ. A lso sind die abge-
schlossenen Punkte von X A  d ic h t  in  X A . PA  : XA —> A ist eigentlich. A lle
abgeschlossenen Punkte (k-Punkte) von XA sind in Fasern über k-Punkten von A
enthalten.

(2,r,— F) = b( 1 ), aixx{ A }bixx{,11 (F, T A,  A) = a(A),

wobei A e k ,  {A} ein abgeschlossener Punkt (k-Punkt) von A  ist.
(Ker/Im b)p  ist lokalfrei vom Rang 21 für einen k-Punkt p e X A . D a die k-

Punk te dicht in X A  sind, ist (Ker a/Im b ) lokalfrei vom Rang 21.

Korollar 2.3.4. Es ex istiert eine Fam ilie '17" von 21-B ündeln über X A  mit
21 > dim X , so daß außer über einem Punkt to e A  über allen anderen Punkten t e A

0 21 gilt.

Sei jetzt X  P  o d e r  X , u n d  1 = 1, d.h. E  eine lokalfreie Garbe vom Rang
2  a u f  X .  V o rau sg ese tz t is t n u n , d aß  E  n o rm ie r t  is t  m it  d(E) =  h . S e i
d  >  h .  Unter den Bedingungen r E H(E(d —  cl)) m it (r) 0 von der Kodimension
2 und F E H ° ((x  (2d — ci )) mit YFFI ( r) c, = Ø  untersuchen wir die Eigenschaft von
D  = Ker a(0)/Im b(0).

Für 2  =  0  gilt die folgende Darstellung der Monade von Stromme:

0  — >  (9X  (C1 — d )  — >

     

0  — >  (.0x ( c — d)
b(0)

rx (ci d ) 0 eX (d ) 0

la (0 )

Ox(d) ex (d)

 

Lemma 2 .3 .5 . B" (c1) Ker a(0)

B ew eis.: Sei h(0) := (0, 1", — F)', a(0) := (F,T  A , 0). E s  g i l t

B  C x (ei — d) $  (E x (d))11m(T, —F).
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N ( d ) := ( E  O x (d))11m(r, — F) ist lokalfrei vom  Rang 2  und

By Ox(d — e l) C) (N(d)) v  .

Aus der exakten Sequenz:

0 — >  (e l — d) E C) Cx (d) —> N(d) 0

folgt c1 (N )  = 0 , c2 (N ) =  (12 —  dci + c2. D am it ist N (d) v N ( — d ) .  Also ist

By (c1):=._ 6.4(d)C)N(ci — d).

D er Garbenhomomorphismus

t/i : N(c i — d) = (E(ci —  2d) C) ex(ci —  d))/Im(T, — F)— >ex(ci —  d)C)E

w ird durch folgenden Prägarbenhomomorphismus  i  definiert. M a n  b e m e rk e
auch, daß (T, — F) hier a ls (r, —F)C) _2d) zu verstehen ist.

Seien X E E(ci — 2d)(U), y e ex(c, — d )(U ) fü r  U  offen in X.

I(x y  + Im (r,— F)(U )):= T u  A  x (FI u x + "( uY)

Betrachten wir die folgende Sequenz

0 —> (E(c i — 2d) C) Ox (ci — d))/Im(T, —F) C) (.9x (d)

ex(Ci —  d) E  C )  O x (d) 2 4a e x ( d )  —> 0.

Es ist a(0) o ( i d e ( d ) )  =  0 .  Um

Ker a( 0 ) Im ( id :( d ) ) Bv (c [ )

zu zeigen, m u ß  man die Exaktheit der obigen Sequenz zeigen.
Sei p e  X .  (x  C) y  +Im(r,— F) p ) C)z E (N (c i — d) ( 9 x (d)) p . Dann gilt

(ideq:x(d))(xC) y + Im(T, —F)p  z )  = — r p  A  x  (Fp x  + rp y) e  z = 0.

Es folgt z =  0 .  Seien x  (xi, x2) E ex p e  exp, 7,, (r1,r2 ) E Cxp 0  C x p . Für den
F a ll p  (T) 0 i s t  O .E . 1 2  e in e  E in h e it . A u s  Tp A  X tix2 — T2x1 fo lg t x i =
Ti

Damit ist
1 2

\ X2
( X I  X2) = r2)•1 2

A l s o  i s t  x  =  Tp v  m i t  v e e x  (ci — 2d)p . A u s  0  =  Fp x  + rp y  F p rp v + rp y  =
rp (Fp v  + y ) folgt y = — Fp v. Daraus folgt

+ y + Im(T, —F)p C)z = 0 e N(c i — d)pC)Cox(d)p.
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Falls p e (0 0  i s t ,  i s t  p  ( F ) 0 . A lso ist Fp  e ine  E inhe it in  (9x(2d – c i )p . Aus
1 YFp x  + rp y  = 0 folgt x  =  –  T p y = rp )  und

rP

X  0  y  = ( Tp , – Fp )
(

)  e Im(r, –F) pFp

4 ,(d )
)  ist injektiv.

,  

m it 1 2  eine Einheit, y

(Yi Y  2  E  X, Xp . A u s  Fp x  + Tp A  y  =  0  f o lg t  y i =  Fp —
X  

+  y2 • G e su c h t
12 1 2

sind w e E(ci – 2d) p  und v e O x(ci –  d) p  m i t  — Tp A  W  =  x , Fp w + TpV = y. E s
gilt

W  (WI, W 2) e OX„ 69X,

Aus – II 12
11)1 14, 2

= x folgt x = r2w1 – r 1 w2.

   

AusFp (wi, w 2) + (ri,r2)v  = (y i , y2 ) folgt: Komponentenweise gilt Fp wi + T i v
= y i u n d  Fp w2 +  T2V = Y2. Setzen wir w 1 = v = —

Y 2

. D araus folgt w2 = 0 aus
121 2

FpW 2 +  1 20  =  Y 2  —  FP W 2 + Y2 = Y2 • F ü r  p E (T) 0 i s t  p  ( F ) 0 . A lso  is t Fp  e ine
1E inhe it. A us Fp x  +rp  A  y =- 0  fo lg t X  =  T p  A  

( 
— —

F p  
y ) .  Setzen wir w =

Fp
= 0. Dann

gilt:

IP )

(iv 0 v + Irn(' r , – F ) )  0  z  - -rp y  ( Fp  —1 y + Tp 0) z
4 0 ,„ ( d ) Fp Fp

=x 0 1  y C )z e  Ker a(0)

Ker a(0) = Im ,
lac,

x (a)

Sei e  E x t 1 (4, (9x(ci – 2d)) die durch T induzierte exakte Sequenz, wobei /y die
zu (r) o  gehörige Idealgarbe ist.

Proposition 2.3.6. (i) d(D) d ,  ( i i )  ( D )  =  F 2 , w o b e i  (D) die zu  D g e h ö r ig e
Standardextension, u n d  (iii) d i e  z u  (D ) g e h ö r i g e  Idealgarbe s t im m t m it  d e r  z u  E
g e h ö r i g e  Idealgarbe I y  überein.

B e w e i s . :  Um B" (e 1 ) Ker a(0) in die Darstellung der Monade von Stromme
einsetzen zukönnen suchen wir einen Garbenhomomorphismus von Cx(ci – d)
nach N(c i –  d )  e x ( d ) ,  der mit

(0,r,-F)'=/7(0)
(9X(CI d) ) Cx(ci – d )  0  E i3 ex (d)

Sei p e X  m it P  ( r )O• (T1,r2) E  Xp6 9 X p



0 —> ex (ci — 2d)

IF
E(—d)

I P N

I Pr]

A
y 0

( T A O )

T idc,fr i -2d)

(Old)
I y 0
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verträglich ist. Setzen wir a : C x (ci — d) —> (E(c i — 2d) 0 Ox (c i — d))/Im(z- , —F)
ex (d) mit a(x) = (00 x)11m(r, — F) 0 —  Fx für x e ex(ci — d)(U), U offen in

X, dann ist
0

( id )a(x )  = (T x
— F

)
x

a ist der gesuchte Garbenhomomorphismus.
Die Darstellung der Monade von Stromme ist dann das folgende Diagramm:

0 0

(0,1c1,—F) (E(Ci — 2d) 0 ex(ci — d)) 
—F) 0  ex (d)

0 —  d) 0

wobei (E(ci — 2d) C) Cx(ci — d))/Im(t, — F) 0 9x(d) (ci)
(E(ci — 2d) 0 ex (c , - d))/im(r, — F) ist.

Daraus bekommt man das folgende Diagramm mit exakten Zeilen.

0  — >  e x (c — d) --> ex (ci
I 1

—  d) 0 E 0 e x (d) - .— B ---* 0

ex(d) =  e x ( d )
I

1 1
0 0,

m it N(c i — d)

0 — > ex(2d —  el) Pt2 (t A  ,0,0)
D (d  — CI)I  i y  — >  0

Wie die obige Darstellung der Monade von Stromme zeigt, ist

D(d — el ) (N e ex(2d — c i ))11m(0, id, —F).

PN  ist die Projektion von E(— d) nach N .  Pr i und Pr 2 sind die Projektionen
von N  bzw. (x (2d —  el) nach D(d — el ). Pr2 o (0, id) = Pr i o F  ist klar, da für
x c e x (U ), U  offen in X  (0, x, —Fx) E Im(0, id, — F) ist. D ie erste und zweitte
Komponente der Abbildung et A ‚0,0) von D(d — el) nach /y  entsprechen genau
der Abbildung er A, 0) von N  nach / y . Damit ist die letzte Zeile eine exakte
Sequenz. A us der ob igen  kom m utativen  exakten  Z eilen  fo lgt dann d ie
Behauptung.
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S a tz  2 .3 .7 . E s sei char(k) f  2. S eien D und E zw ei 2-B ündel auf  X  = X ,
oder P m it d(D )= d> d(E )= v . Z usätz lich  sei M (d) e in  grober M odulraum .
Es existiert eine exakte Sequenz

o :0 ex (c i -  d )-> E l y ( d ) -  0

mit Y  = Y (D), wobei Y (D) das zur Standardextension von D gehörige Unterschema
von X  ist. V orausgesetz t ist

0 = h l (Cx (2d - cl)) = h i (Cx (ci - d - v ))

= h i (e x (c i -  d  -  v - (0 ,1 )))  = h i (Cx (ci - d - v  - (1,0)))

f ür X  = X . Ex istiert ein  Fo E  H ° ((Ox (2d - el)) m it V (F0)f l Y  = 0, und ist die
durch Fo  induzierte A bbildung

H i (E (-d )) Hi (E(d - c l ))

surjektiv, dann ist D in den Typ v  deform ierbar.

B ew eis.: S e i G  e in  2 -B ü n d e l, d a s  d e r  M itte lte rm  v o n E Ext 1(4 (d ) ,
e x (c i -  d ) )  ist, dann  ist G  nach Voraussetzung vom Typ v.

D a  V (F0 ) f l  V  =  Ø  is t ,  i s t  G  m it d e m  M itte lte rm  v o n  F R  lokalfrei.
Betrachten wir die Abbildung

le (C x ( 2 d - c i )) x Ext I (I y ( d ) ,( c x ( c i  - d ) ) - E x t i (I y (ci -d),(O x (d)),

wobei y9(F, ) := F 2 i s t .
Nach Bemerkung 2.2.7 ist M(d, v)  M (d) abgesch lossen  in  M (d), w obe i

M(d, v):= {DEM(d)ID ist in den Typ v deformierbar} ist. Wir fassen Definition-
bereich und Bildbereich von ç als affine Schemata auf. Dann entspricht q einem
M orphismus. Um die Behauptung zu zeigen, braucht man also nur zu zeigen,
daß (0 dominant ist. Aus 0 -> /y -> (9x ->  y -*0 folgt, daß dim  Ext i (I y(Qx) =
h i (I y  (S -x )) =  deg Y und dim Ext. ! (/y(ci d), (9x (d)) = h i (I y  (c i -  2 d  + ,Y(X)) =
deg Y + h l x  ( 2 d  -  c i) )  sind. Nach Voraussetzung ist h i (Ox  (2d - ci)) = 0. Also
ist

dim Ext (/y, ex ) = dim Ext (/ y (c , -  d),(Qx (d ) )= deg Y.

Um zu zeigen, daß Fo : Ext I (/y (Qx) -4 Ext 1(/y (ci d ),e x (d ))  ein Isomorphismus
ist, braucht man nur zu geigen, daß F0 injektiv ist.

„,e0wi(4,41, ) a n g e w e n d e t a u f  0  ->  (9x  -1-°> Ox(2d - ci) -4 CF0 (2d -  c i ) -p 0
ergibt die lange exakte Sequenz

0 -> Hom(/y, (9x) -> Hom(/ y , (Qx(2d - v3)) Hom(/y, (9F0 (2d - ci ))

Ext I ( Iy  ,e x ) L0> Ext I (/ y  , Ox  (2d - c i )) • • .

,Y(om(4), SP) angewendet auf 0 -> / y  -> — > y 0 liefert

0 -> ,Ytvw1((Qy , „T ) -+ , Y 6  ( ( Y:e m (I y  , ,q)) -+ (g' ((9 y ,
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wobei lokalfrei vom Rang 1 ist. D a  Y lokal vollständiger Durchschnitt von
der Kodimension 2 ist, ist

Y eom(e y , Y )  ex4x (ey , Y ) =0 .

Es folgt dann Ye: 4')1(1 y Y eam(0 x SP ).
Da V(Fo) fl Y  =  0  ist, i s t  Hom(/y, e F0(2c1 6 '1)) = (69 Fo(2 d  C l ) ) .

Daraus folgt, daß

0 Hom(/ y , (9x ) H o m ( / y ,  ( 9 x  (2d — ci)) —> Hom(I y , e F „ (2d — el )) —> 0

exakt ist. A lso ist F0 in je k t iv . Definiere

ß : H ° (C. 0 x  (2d —  ci)) x Ext 1 (I (9 x(ei — 2d)) —* Ext i (I x)

m it ß ( F ,)  =  F0 +  2F().
Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

H ° (LVx (2d — ei))

1(2,0)

H ° (e x (2d —  ei)) x Ext I (I y  (2d c i ) ,  x )

Pr,

Ext 1(/ y  (2d — ) ,  ex)

2
((cx (2d — CI ))

Ext I (I y ,(Qx)

I P

Ext I (E (— d), x )

Ext I (Cx(ci — 2d), (cx)
H I ((cx (2d — ci)) = 0.

o und p  stammen aus der vorgegebenen exakten Sequenz y ist definiert als

Ext 1(/ y  (2d — ci ), Cx) Ext I
 (J r ,  ( x ) L  Ext I (E(—d), (cx)

Pr2 ist die zweite Projektion von H ° ((cx (2d — ci )) x Ext I (/ y  (2d —  ), ( c 4 )  a u f
Ext I (/ y  (2d — ci ), (cx). D a E(—d) —> I y  l y (2d —  cl) äquivalent zu  E(— d)>.°

E(d — ci) —> Iy (2d — el) ist, faktorisiert y  d u rc h  d ie  A b b ild u n g  Fo
Ext I (E(d —  ei),(cx) H I (E(—d)) —> Ext l (E(— d),(cx) H 1 (E(d — c i )), wobei die
A bb ildung nach  V o ra u sse tz u n g  su r je k tiv  is t . M it d e r  Surjektivität von
E(d — el) —> y (2d — e i )  is t y  auch surjektiv . Damit ist ß  su r je k tiv . Das Dif-
ferential dq) von yo im  Punkt ( F o , i s t  g l e i c h  Foß =  FR  + 2F0F 0 und zwar
surjektiv . yo ist glatt im Punkt (Fo , damit auch platt im Punkt (Fo Da
Plattheit eine offene Bedingung ist, existiert eine offene Umgebung V von (Fo‘ 63,),
so daß au f V  platt ist. D a  e in  p la tte r  Morphismus eine offene Abbildung
ist, i s t  yo( V )  o ffe n . D am it ist yo dom inant. A n  Stelle  des affinen Raums
Ext i q y  (ci — d), ( d ) )  betrachten wir den projektiven Raum

P(Ext I (I y (ei — d), 
(c

 x (d))v )
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für Ext I (iy (ci — d ) ,  ( x ( d ) ) .  D a s  B ild  v o n  yo (k-Punkte) mit Ausnahme des
U rsprungs {0} in P(Ext I (iy(ci — d),(9x (d))" ) is t  d ic h t. D a  d ie  M e n g e  d e r
exakten Sequenzen aus Ext (i y  (ci — d), ( d ) ) ,  die einen lokalfreien Mittelterm
(2-Bündel vom Typ d) besitzen, nach dem Beweis von Proposition 1.1.10 offen in
P(Ext i ( iy  (V I -  d),(9x (d))) ist, folgt die Behauptung.

Wir kombinieren Satz 3.7 und 4.19 Satz von [Kr]. Sei Y ein 0-dimensinales
Unterschema von X  = X , oder II mit Länge( Y) = d 2 —dc 1 + c2. Y  e rfü lle  d ie
folgenden Bedingungen: Y sei ein Gorensteinschema mit der Cayley-Bacharach
Eigenschaft bzgl. cox 0  ex(2d —  ci) und h° (/y (d — v)) 0 ,  h° (/ y (d — v — (1, 0)))
=  h° (/ y (d — v — (0, 1))) + 0 bzw. h° (/y (d — v — 1)) = 0, h (ex(2d — c1 — (0, 1))) =
h i (Cx(ci — d —  v)) =h 1(0x(ci — d — v — (0, 1))) = hi (Cx(ci — d — v — (1, 0))) = 0,
dann sind alle 2-Bündel D  von Typ d mit Y(D) = Y in den Typ v deformierbar.
In dem folgenden Satz zeigen wir, daß unter gewissen Bedingungen die Kodi-
mension von M(d, v) explizit angegeben werden kann.

S atz  2 .3 .8 . Sei char (k) 2. Seien M(d) und M(v) zwei grobe Modulräume
f ü r 2-Bündeln a u f  X  = X ,  m i t  d > v  (0, 0). Sei Cx(2d —  c1) ein sehr amp/es
Geradenbündel. Es gelte

H I (ex(ci —  d —  v))= (ex(vi —  d —  v—  (1,0))) = 11 1(Cx(ci — d — v— (0 1 )))

= (0  x (d  —  v  —  + )) = H 1 (ex (d v  + d (x ) )  = 0 und

(d2 —  v2) —  (di  —  vi)e 0, 2v2 — cl2 — (2v 1 — c i i )e —1,d1 — v l > 1

Falls h ° (Cx (d — v + .7(x )) > l l 2  -  VC' +  C 2  ist, dann enthält M (d;v) eine irreduzible
Komponente von der Kodimension dim Q(d) — dim Q(v) + 1. Dam it ist M (d,v ) von
der Kodimension dim Q(d) — dim Q(v) +1.

B ew eis. Sei {E} E M (v). Betrachten wir die folgende Standardextension
für E.

: 0 —> Cx (v) E —> I y (c i — v) —> 0

ex(d —  c; + X -x) : 0 --> ex(d + v — c; + x) —> E(d — c'i + irx)

I y (d — v + ,Y(x) --> 0

Es gilt H i (E(d — c i + J(x )) I P ( I y (d — v + ;)fx ) )  für i 0.
Da h ° ((9x(d — v)) > h° (ex (d — v + Jrx)) > h o(

(9
1 )  _  2

U VC! +  C 2  ist, existiert
Y mit

h l (I y (d — v)) = h 2 (I y (d — v)) = h l (I y (d —  v + d(x)) = h 2 (1y(d —  v + )(x)) = O.

Damit ist A(d; v) M (v )  d ie  o f fe n e  M e n g e  v o n  E  m it 1-P(E(d —  c 1 + irx ))  =
H i (E(d —  c1)) = 0  fü r  i L  0  n ich t leer. E s g ilt

= (-2, —2 — e).
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Sei f  eine Faser mit f  f l Y = Ø . D ann  g ilt:

0 ! 7 i ( v i )  —  E lf cop (c i i  — vi ) o

ist exakt. Daraus folgt, daß Elf ( Q p i  ( V 1 )  0  ( 9  ( C 1 1  -  v 1 ) .  Tensoriert man die
Sequenz

0 —> Ox(0, —1) —> ep i —p0

mit E(d —  v  + ,(), so erhält man

0 E(d — ci — (2,2 + e + 1)) —> E(d — ci — (2,2 + e))

(d 1  -  C 1 1  - 2 + v i ) (=> Otq(d i — vi —2) 0.

Es folgt wegen di —Vi > 1, daß

H 2(E(d — e l — (2, 2 + e + 1))) = H 2 (E(d — e i +  i (x )) = O.

Wiederholen wir das gleiche Verfahren, so folgt H 2 (E(d — ci — (2,2 + 2e))) = 0.
Ebenso ist

0 —> E(d — ci — (2,2 + e)) —> E(d — e l — (2,1 + e))

— e l l  — 2 + e (d1 —01 — 2) —4 0

exak t. E s fo lg t d an n  H i (E(d — Cl — (2,1 + e))) = (E(d —  ci + ,Y rx))= 0.
Ohne Einschrängung nehmen wir an, daß der Schnitt C o von X , Y nicht schneidet.
d.h. Co fl Y = Ø . D ann erhält m an:

* o : 0C pil (v2 — Vie) —> Elco( C i 2  0 2  +  ( v i eii)e) —> 0.

Da nach Voraussetzung 2v2 — c12 — (2c1 — ci )e —  1 ist, ist El co zerlegbar.
Tensorieren von

0 —> Cx (-1 ,0 )— > x —> e —> Om it 9c0 pi

ergibt E(d — e i —  (1,1 + e)): 0 —> E(d — ei — (2,1 + e)) —> E(d — c i — (1,
1 + e)) — > eN(d2 —  Cl2 (d1 c ii) e  —  1  +  v 2  —  vie) CD e (d2 — v2 — —
vi)e — 1) —> 0 . Für e = 0 ist d2 — c12 — 1 + — 1. Für  e 0 ist d2 — d i e >
c12— cue + 1 , da Ox (2d — el) ein sehr amples Geradenbündel ist. Zusätzlich mit2

C12 — eile — 1den Voraussetzungen 0 2 —  e  und (d2 — v2) — (d1 — vi)e 0  ist2
dann

hi (E(d — c1 — (1,1 + e))) = 0.

Betrachten wir das sehr ample Geradenbündel e x (H ) .-  9 x (1 ,1  +e ) , dann ist
E(d — e i ) 0-regulär bzgl. H, d .h .  hi (E(d — c i —  H)) = h 2 (E(d — e l —  2H)) = 0.
Aus der Standardextension für E  ist H ° (E(d — Cl)) nach dem Verschwindungssatz
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von ([M u] L ecture 14) global erzeugt. Es existiert ein  YE H °(E(d - c i ) )  mit
codim(r) 0 = 2 (siehe Beweis von [W a] Lemma 3.3 (ii)). Man erhält

:0 -> E (d  -  e l ) -> I y (2d - el) -* 0

m it L ä n g e (  Y )  =  (E(d - c1)) = d 2
 -  c k i +  c 2 . W ir  w e n d e n  H o rn  a n  u n d

erha lten  H om g , 0  C x (c i -  d ) ,  (  x  (c i -  d ))  : 0  ->  H o m (4 (d ) , (9x(c1 - d))
Hom(E, ex (ci - d)) -> Hom((9x , (9x) Ext1(137(d),Cx(ci - d)) ->
Ext l (E, (9x(ci - d)) -> 0 • • • . Es gilt Ext l (E, (9x(ci - d)) H I (E(d - v i + 1 x ) )
= 0 und

Hom(E, (9x(c, - d)) H 2 (E (d - c i + :1(x )) = 0.

Also ist dim Ext l (4 (d ) , (9x(c, -  d)) =  1. E s  s e i

Z  := { (E, [-c] )IE E A(d; v), z u H ° (E(d - c 1)),r 0, codim (T) 0 =  2},

wobei [T] e P(H °(E (d - c 1))" ) die Klasse von z ist.
Seien (E, r" (E ' , r ' )  E Z  mit (T) 0 = (T') 0 ,  d a n n  i s t  E  E '  u n d  z,

äquivalent unter der natürlichen Aktion von Aut(E) auf H °(E(d - c i )). Sei
eine lokale Familie von 2-Bündeln über X  x  U , U  offen in M(v).

Für E u  A (d ; v ) gilt H i (E(d - c i )) = 0  f ü r  i 0  u n d  x (E(d - c i )) =
h° (E (d - c i )). S e i V  := U fl A(d; v). S e i  elx . v := Für g-", gilt der Basis-
wechselsatz auf V. Betrachten wir das folgende kartesische Diagramm.

X  x P(Pr2 4 .37 ' ) X  x  V
v(2

P(Pr2 ") V

g : X  x P(Pr2 45 ' )  ->  P (P r2 4 .' )  sei die zweite Projektion.
D ie natürliche Surjektion n*Pr2 v -> (9(1) -> 0 liefert einen injektiven

Garbenhomomorphismus j : 6), 7r*Pr2,2T- 0 C ( 1 ) .  Sei W eine offene Menge in
P(Pr2,F°' ), so daß e(1)1 w  trivial ist. fl w  entspricht einem globalen Schnitt s  von
n*Pr2„g7 I w . Wegen der Gültigkeit des Basiswechselsatzes ist

7r*Pr2,-97 g . ( i d  x  rt) *

Also ist s ein globaler Schnitt von H °(X  x W, (id x  m) 4 . ). D ie s e r  s liefert dann
‚ . xeinen Garbenhomomorphismus : - >  (id x 7-c)* x w ..ül F ü r  (E.[T]) E z n w

liefert (91 x x (E ,1 -
 einen Koszulkomplex

: 0 -> E (d - c .1) -> I y  (2d - c i ) -> 0.

N ach P roposition  1 .4 .3  ist si z n  w  e in  S chn itt der K odim ension  2 . F o lg lich
existiert eine Idealgarbe v o n  X  x  (zn W ) platt über L  := zn W . N ach  der
universelle Eigenschaft vom Hilbertschema H  der 0-dimensionalen Unterschemata
v o n  X  m it  L ä n g e  d 2 -  dc i +  c 2 existiert ein Morphismus :  L  H , so daß

=  (id x (p)* ist, wobei A i  die universelle Idealgarbe von X  x H  ist. M i t  L
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ist 9(L) auch irreduzibel. F ür eine offene Menge N  in der offenen Menge L  ist
q(N ) d ich t ( L ) .  Damit ist (o(L ) := cl(kL )) die abgeschlossene Hülle der Menge

R:= { (-c) 0 e  H I (E,H) E Z } .

D a L  ein integres Schema über k  ist, faktorisiert y9 durch das integre Schema
(9(L). Nach [Ha] Kap. 2  Aufg. 3.22 ist

dim (9(L) = dim M(v) + x(E(d — ci)) — h
°
 (619d E).

A u s d er Koszulkomplex fo lgt x(E(d — C l) )  x ( l y (2d —  ci)) + 1. Aus der
exakten Sequenz 0 —> /y(2d — ci) —> ex(2d — cl) 0  folgt

X(/)
,
(
2
d — c1)) = Z(ex( 2 d — ci)) — (d 2 — del + c2).

Nach Korollar 2.2.4 ist

dim Q(d) =  V2  —  Z( 6 X( 2 d  — CI)) 3 ( d 2  —  dCi + C 2) —  2

= v 2 — x( /y (2d — ci)) + 2(d2 — dci + c2) —2

= v 2 + 2(d 2 — dci + c2) — x(E(d — c1)) — 1.

Es folgt

codim ö(L) = 2(d 2 — dc i + c2) — x(E(d — c 1)) — (dim M(v) — h
°
(&x.ei E))

Also ist codim 0(L ) = dim Q(d) — dim Q(v) +1.
D a (9x (2d —  c1) ein sehr amples Geradenbündel ist, existiert ein globaler

Schnitt F  in  H
°
((x (2d —  ci)), der das in Satz 2.3.7 vorgegebene 0-dimensionale

Unterschema Y von X  nicht schneidet. Die Voraussetzungen von Satz 2.3.7 sind
erfüllt. Folglich enthält M (d, v) eine irreduzible Komponente von der Kodi-
mension dim Q(d) — dim Q(v) + I. Nach Bemerkung 2.2.7 ist dann

codim M (d; v) = dim Q(d) — dim Q(v) + 1.

Korollar 2.3.9. S ei char(k) 2 .  Für 2-B ündel vom  Typ d auf  P , x P m i t
C 1 =  C 2  =  0 i s t

codim M (d; (0,0)) = max{2(di — 1)(d2 — 1) — 1, Of.

B ew eis.: Korollar 2.2.4, Satz 2.2.8, Satz 2.3.8.

Bemerkung 2 .3 .1 0 . Für den Satz 2.3.8 entsprechenden Satz im Fall 13
/
2,  siehe

man [St] 4.7 Theorem.

Sei E ein 2-Bündel von Typ v  >  (0 ,0 ). F ü r (0 ,0 ) <  h < d —  ci + v betrachten
w ir  d ie  z u  H

°
(E(d —  ci —  b)), H

°
(e x (b ) )  und  H

°
(E(d —  ci)) gehörendenden

projektiven Räum e. Man betrachte den folgenden projektiven Morphismus:

P(ç(b)) :P(11
°
(E(d — c i —  b))) x  P(H

°
((cx (b))) P(11

°
(E(d —  ci)))

mit v (b)(r,F) = tF  E  H
°
 (E(d —  el)).
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E s is t k la r , d a ß  d im  Im  y9(b) h
°
 (E(d — c — b)) — 1 + h

°
 (( x (b)) — 1 u n d

Im yo(b) abgeschlossen in P(H
°
 (E(d —  ci))) ist. Vorausgesetzt sei

dim P(H
°
 (E(d — c 1 ))) = h

°
 (E(d — c 1)) — 1 > dim Im yo(b)

für alle b  m it (0,0) <  b (d  —  c i + v ) .  D ann sind alle ( 0 0 fü r

T E H
°
(E(d —  ci))\U Im yo(b)

(0,0)<b

von der K odim ension 2. A lso ist die M enge der 2-codim ensionalen globalen
Schnitte von H

°
(E(d —  ci)) offen in P(H

°
(E(d — c i ))).

Jetzt stellen wir einige hinreichende Bedingungen für die Existenz der 2-
codimensionalen globalen Schnitten von H

°
 (E(d —  c1)) für den Fall

h° (e x (d — v + .)tx )) < v 2 — vci + e2

auf.
D e r  F a ll (1 ) :  E s  se i h

°
(e x (d — v)) > l l 2 —  V CI -I- C2. Im diesen Fall werde

(d2 + v2 — c12 — 2 — e) ( d i + v 1 —  cii)e  und (d2 — v2 — 2 — e) ( d i  —  v i ) e  vor-
ausgesetzt. D ann ist h i ((O x (d + v — c 1 —  b)) = hi (e x  (d — v — b)) = 0 für

d— v — b (0 ,0 ) , (0 ,0 )  <b  = (b 1 , b 2 ) < — = (2, 2 + e).

A (d; v) : = {1E1 E M(v)lh
°
(I y ( E ) (d — v — b))

= max fh
°
(ex (d — v — b)) — (v

2
 — vc + c2) , 01; 0 < b <d —  vl

A (d; v) ist offen in M(v). Betrachten wir die Tensorierung der Standardextension
von E  m it ex(d — ci — b):

0 — > x  (d + v — c — b) E  (d —  c —  b) I y  (E )(d — v — b) 0.

Da nach Voraussetzung h i (ex (d + v — c1 — b)) = 0  fü r d — v — b (0,0) ist, ist

h
°
(E(d — el — b)) b

°
 (0 x (d + v — c 1 —  b)) + h

°
 (I y(E)(d — v — b))-

Z u  zeigen ist h
°
 (E(d — c1)) — 1 — dim Im yo(b) > 0  fü r E c A (d; v ) und alle b  mit

(0,0) < b < (2,2 + e). Es reicht für b  mit

h
°
 (I y ( E ) (d — v — b)) = h

°
 (6 x (d — v — b)) — (v2 — vc i +  c 2 ) > 0

zu zeigen, daß

0(b) := h
°
 ((Q x  (d — v)) + h

°
 ((9 x  (d + v — c1)) — h

°
 (0 x (d + v — c 1 — b))

— h
°
 (C. 0 x  (d — v — b)) — h

°
 ((9x(b)) + 1 > 0 ist.

Nach Proposition 1.3.1 gilt

b
°
(ex (f  )) — b

°
(e x ( i

.
 — b)) = (f i + 

1
) (b2 — e) + bi (f 2 —  b2 + 1  ( f l

2  
bi)2

für I  = ,f2) 19 mit .12 >fi e und (f —  b2) — bi)e.
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A u s d en  V o rau sse tzu n g en  fo lg t 2d2 — c12 — (2di — cii )e 4 + 2 e .  Dann
gelten die folgende Ungleichungen. Setzen wir h

°
((cx (0, b2)) =  b2 + 1 und  f  =

d— v, d + v — ci —b i n  0(0,62) ein. D a n n  is t  3 (0 , b2) =  b2(2d1 — ell + 1) > 0 .
Für den  Fall b = (1, b2) m it e < b2 2 + e  ist

0(1, b2) = 2d2 — c12 — (2d1 — ci )e ( 2 d 1 — cii — 2)b2 + 1 + 2e > 0.

Für b i = 1,0 < b 2 < e ist

9(1,b2) 2 d 2 — C12 —(2d1 — CI i )e + (2d 1 — C11 — 1 )b 2  +  2 + e > 0.

Für e 0  und b2 = e, 1 + e ist h
°
((cx(2,b2)) = 2(b2 + 1) — e. Im diesen Fall ist

9(2,b 2 ) = 2(2d2 — c12 — (2d1 — cii)e) + (2d1 — cii — 4)b2 + 3 + e > 0.
Für e 0  und bi 2 , 0  <  b 2  < e ist

0(2, b2) =  2(2d2 — c12 — (2d1 — cii )e) + (2d1 — ell — 3)b2 + 4 > 0.

F ü r  e  = 0  ist 9(2,b 2 ) = 2(2d2 — (12) (2di —  cii —  5)b2+ 2  >  0 . F ür jedes EE
A (d; v ) m it den  B ed ingungen  vom  F a ll (1 )  existiert eine nicht leere offene
U nterm enge von P(H

°
(E(d —  ci))), s o  d a ß  jedes E lem ent davon e in  N ull-

stellenschema von  de r Kodimension 2 für den entsprechenden globalen Schnitt
besitzt.

D e r  F a l l  (2): E s  s e i  h
°

(ex(d —  v)) < v2 —  vc i +  c2  m i t  d2 + 1)2 — C l2 >
+ vi — c ii)e  u n d  Cx(d —  v) se i e in  sehr amples Geradenbündel a u f  X .  Im

diesen Fall setzen wir

A (d ; I)) { { E }  E M(V) h
°
 y (E)(d — v)) = 1 , b

°
 (I y(E)(d — v — b)) = 0 , b > (0 , 0)1

D a  n a c h  V o ra u sse tz u n g  e in  0-dimensionales Unterschema Y (Länge( Y) =
V2 — vci + c2) von X  mit h°(/ y (d — v ))  =  1  und h°(/ y (d — v — b)) = 0  für (0,0) <
b < (d —  v) existiert, ist A(d; v) n ich t lee r. A(d; v) ist lokalabgeschlossen in M(v).
Zusammgefaßt haben wir die folgende

Proposition 2.3.11. S e i d > v  > ( 0 ,0 )  und x (2d —  C O  ein  sehr am p/es
G eradenbündel au f  X  = X ,. D ann ist M (d; v ) n ich t leer, f alls d ie  f o lgende
Bedingungen erfüllt sind.

Ist x(Ox (d — v + Y fx)) = h
°
(ex(d —  v + J(x )) v

2
 —  vci + c2, so gelte

h ' (9 (c 1 — d — v)) = 0, 2v2 — c12 — (2v1 — ci )e — 1,

d2 — — vi ) e  und d i — vi 1

ist h
°
((9x (d — v + ,Y6()) 2< l l 2 — VC1 + C 2 , so gelte  Fall (1) : h

°
(e x (d —  v))> v —

vci + c2 mit

d2 + v2 — c12 — 2 — e (di + v i —  cii)e und d2 — v2 — 2 — e (d i —  v i)e .

F a l l  (2) : h
°
(ex (d — v)) < v 2 —  vci + c2 m i t  d 2 + v2 — ci2 (d i + vi —  ci ) e  und

ex(d —  v) sei ein sehr amp/es Geradenbündel auf X .
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B ew eis.: Für die Existenz der notwendigen globalen Schnitte bei der An-
wendung von der Monade von Stromme siehe man den Beweis von Satz 2.3.8
und das obige Argument für den Fall (1) und (2). D ie Bedingung, daß das
Geradenbündel ex(2d —  ci) sehr ampel ist, garantiert die Existenz eines globalen
Schnitts in H ° (ex(2d —  c1)), der das vorgegebene 0-dimensionales Unterschema Y
nicht schneidet. Nach Lemma 2.3.1, 2.3.3 und Proposition 2.3.6 folgt dann die
Behauptung.

Bemerkung 2.3.12. Es kann sein, daß auch wenn die Bedingungen von
Proposition 2.3.11 nicht erfüllt sind, M(d; v) nicht leer ist. Man vergleiche Satz
2.2.8 und Bemerkung 2.2.9. Bis jetzt ist d 2 — dc1 + c2 v 2 — vci + c2 immer erfüllt,
falls ein 2-Bündel vom Typ d  sich in den Typ v deformieren läßt. Ist dies auch
eine notwendige Bedingung dafür, daß ein 2-Bündel vom Typ d  in den Typ v
deformierbar ist?

Sei char(k) 2 . S e ien  M (d ), M (v ) zw ei g ro b e M o du lräum e vo n  d en
instabilen 2-Bündeln vom Typ d  bzw. v auf X  = X ,.

U n te r  d e n  B e d in g u n g e n  v o n  P ro p o s it io n  2 .3 .1 1  fü r  d e n  F a ll
e ( e x (d — v + Y ( x ) )  < v 2 — vci + c2 untersuchen wir eine mögliche Abschätzung
von dim M(d; v). Für den Fall (2) brauchen wir zusätzlich noch die folgende
Voraussetzungen:

h l ((9x (d v  —  ci)) = h l ((cx (c i — d — v — b))= 0, b = (0,0),(0,1), (1,0).

Da nach Voraussetzung h
i
(( (d — v)) = 0  f ü r  i 0  i s t ,  i s t  x((9x (d — v)) =

h° ((9x(d —  v)). Also ist

Z(IY(E)(d — = h ° ((-0x(d — v)) — (v 2  — V C ) + c2)

wobei /y(E) die zu E  gehörige Standardidealgarbe. Zuerst betrachten wir den Fall
(1) x (l y (d — v)) > 0. D a  h° ((9x (d — v)) > v2 — vci + c2 ist, ist

h° (I y ( E ) (d — v)) h°
((cx (d — v)) — (v 2 — vc ic 2 ) >0 .

Z { (E,k*-cv )1E E A (d;v),r e H ° (E(d — c1)) mit coditn(r) o = 2}

Aus der langen exakten Sequenz für

(E) : 0 —> Cx (d v — cl) —> E(d — c1) —> I y (E )(d — v) 0

folgt dann hi (E(d — c i )) = 0  fü r  i 0  u n d  x(E(d — c i )) = h ° (E(d — c i )). Sei
(E, T v  )  E  Z  mit E E A(d; v). Es gilt der folgende Koszulkomplex

0 —+ ex E(d — ly(2d — c i ) —>0.

H om( ex (c: — d),ex(ci — d)): • • • 0 —> 11 ° (ex ,ex )

—4 Ext I (I y (d),(Px (c i — d))

- Ext l (E, e X (C — d)) —> 0. •
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Es folgt dann dim Ext. ! (I y (d), (9x(ci —  d)) = 1 + h i (E (d — c1 + j ( x n .  A us der
langen exakten Sequenz für (E ) C ) x( 3 (x )  folgt wegen h i ((9 x (d + v — ci + ,l(x))
= 0 die Gleichung hi (E(d —  c + J6()) = hi (I Y (E)(d — v + ,Y(x)).

Aus der langen exakten Sequenz für

0 —> ly(E)(d —  v + Irx) —> x(d — v + ,Y rx) y(E) —4 0

folgt hi (I y(E)(d —  v + SX )) = 6 + h ° (I y(E)(d —  v + i(x)), wobei

6 := v 2
 — vci + c2 — (e x (d  —  V + ,)f x )) ist.

D a  E E A (d; v) ist, ist h(
 y (E)(d —  v  + S .x )) = 0. A ls o  is t

dim Ext. I (I y (d),Cx(ci —  d)) -= 1 +6.

Es läuft dann wie im Beweis von Satz 2.3.8. Der Unterschied ist die Dimension
von Ext 1 (I y (d ) , x (c i —  d )) . Damit enthält M(d; v) nach [Ha] Aufg. 3.22 Kap. 2
eine irreduzible Komponente höchst von der Kodimension

dim Q(d) — dim Q(v) + 1 + 6.

F ü r  d e n  F a ll  ( 2 )  x(/y(E)(d — v)) = h
° (Cx (d — v)) — (v2 — ye1 + c2) < 0 existiert

Y (E) m it h° (/ y ( E ) (d —  v)) = 0. Also ist die Menge

A(d; v) := {E E M(v) I h° (I y ( E ) (d — v)) = h° (I y ( E )(d — v — b)) 0, b >  (0,0)1

nicht m ehr offen in  M (v). D a (9 x (d — v) nach Voraussetzung ein sehr amples
Geradenbündel ist, bestimmen h()((cx (d —  v)) —  1 Punkte in X  eindeutig eine
Kurve. Die übrige v 2 — vc] + c2 — h

° (0x (d — v)) + 1 Punkten können sich nur auf
dieser K urve frei bew egen. A lso 2(0 (6 x (d — v)) — 1) Freiheiten sind für die
Punkte, die die Kurven bestimmen. Nach dieser geometrischen Vorstellung sollte

dim A (d; v) = (2(h ° (C x  (d — v)) — 1) + v
2
 — vc + c2 — (h ° (0 x (d — v)) — 1)

+ ll
2 — V C' + C2 —

= 2 (v 2 — e e l  + C2) + h ° x  (d — v)) — 2

=  dim M(v) + h° ((Ox(d — v)) — 1 — (v2 —ye ] +  e 2 ) sein.

Die Aussage von dim A(d; v) bleibt noch zu überprüfen!
Zu zeigen ist h i (E(d — c 1 )) = V2 — VC] e2 — h° (6) x (d —  v)) + 1. E s fo lg t au s

der langen exakten Sequenz für (E ) , d a ß  h i (E(d — c I )) = h i (I y ( E ) (d —  v)) ist.
W egen der langen exakten Sequenz für die exakte Sequenz der Idealgarbe
I y ( E ) (d — v) gilt h i (I y (E )(d —  v)) = ll

2 — V C  + e2 — h ° (e X (d — V )) + 1. F o lg lich  is t

dim A (d; v) = dim M(v) — h l (E(d — e i )).

Für die lokale Familie von 2-Bündeln 6' über die offen Menge U einer irreduziblen
Komponente von A(d; v) gilt der Basiswechselsatz, da h i (E(d — c I ) )  konstant ist.
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dim P(Pr2 "  )  =  dim A(d; v) + h
°
(E (d  -  c l))  -1  = dim M ( v )  x (E(d - c 1)) - 1

E s  läuft w ie im  B ew eis von  Satz  2.3.8 und durch die  B enutzung von [S t] 4.11
L em m a (even tue ll m it Modifizierung). D a n n  e n th ä lt  M (d; v) e in e  irreduzible
K o m p o n e n te  m it  m a x im a le r  K odim ension dim Q (d ) -  dim Q(u) +1 + (5. Ich
denke, daß sich dies m athem atisch präzise durchfiiren läßt.

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
SCHOOL OF SCIENCE
MING CHUAN UNIVERSITY

Literaturverzeichnis

[AK] A. Altman and St. Kleiman, Introduction to Grothendieck duality Theory, Lecture Notes in
M ath . 146, Springer Verlag, 1970.

[Ba] W . Barth, M oduli of vector bundles on the projective plane, Invent. M ath., 42 (1977).
[13ä] C. Bänica, Topologisch triviale holomorphe Vektorbündel auf P"(C ), C relle 's J., 344 (1983).
[Br] J. E . B rosius, Rank-2 Vector Bundles on a Ruled Surface I, II, Math. Ann., 265 (1983) und

266 (1983).
[BP] C . Bänicd, M . Putinar and G . Schum acher, Variation der globarlen Ext in  Deformationen

kompakter Komplexer R äu m e , M ath. Ann., 250 (1980).
[BS] C . Bänicä and  0 . S ta n a s ild , Algebraic Methods in the global Theory of complex spaces,

New York, W iley, 1976.
[FK] 0 .  Forster and  K . K norr, Über die Deformationen von Vektorraumbiindeln auf kompakten

komplexen R äum en , M ath. Ann., 209 (1974).
[Fo] I . F o g a r ty , Algebric fam ilies on an algebraic surface, Am er. J. M ath., 90 (1968).
[Fu] W . Fulton, Intersection Theory, E rg. der M ath., 3.Folge, Band 2 , Springer Verlag, 1984.
[GH] P. Griffiths and J. Harris, Principles of Algebraic Geometry, J. W iley & Sons, New York,

1978.
[Gr] A. Grothendieck, Techniques de construction et Th6or6mes d6xistece en g6om6trie alg6brique:

Les sch6mas d e  H ilb e r t, S6m. Bourbaki 1960/61, exposé 221.
[Ha] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer Verlag, 1977.
[Has] R. Hartshorne, Stable vector bundles of rank 2  on  P 3 , M ath. Ann., 238 (1978).
[Ho] H . J . H o p p e , Modulräume stabiler Vektorbündel vom Rang 2  auf rationalen Regelflächen,

M ath. Ann., 264 (1983).
[HS] H. J. Hoppe and H . Spindler, Modulräume stabiler 2-Bündel auf Regelflächen, Math. Ann.,

249 (1980).
[Hu] K . H u lek , Stable rank-2 vector bundles on P 2 w ith  ci o d d , M a th . A n n ., 242 (1979).
[K11 S. Kleiman, Relative duality for quasi-coherent sheaves, Composition Math., 41 (1980).
[Kr] M . K reu ze r, Vektorbündel und  der S a tz  von  Cayley-Bacharach, Dissertation Universität

Regensburg, 1989.
[Lan] S. Lang, A lgebra, Addison-W esley, 3. edtion, 1993.
[Lau] 0 .  A . L a u d a l, Formal moduli of algebraic structures, Lecture notes in Mathematics 754,

Spinger Verlag, 1979.
[M a r l]  M . M aruyam a, Stable vector bundles on an algebraic surface, Nogoya Math. J., 58 (1975).
[M ar21  M . M aruyam a, M oduli of stable sheaves, II. J. M ath. K yoto U niv., 18 (1978).
[M ar31  M . M aruyam a, O n boundedness of families of torsion free sheaves, J. Math. Kyoto Univ.,

21 (1981).
[Mat] H . M atsum ura, Commutative Algebra, W . A. Benjamin, (1980).



Vektorbündel vom Rang 2 auf rationalen Regelflachen 413

[Mu] D. Mumford, Lectures on curves on an algebraic surface, Annals of Math. Studies 59.
[Mum] D. Mumford, The Red Book of Varieties and Schemes, Lecture Notes in Mathematics 358,

Springer Verlag.
[OS] Ch. Okonek, M. Schneider and H. Spindler, Vector bundles on complex projective spaces,

Birkhäuser, 1987.
[SchalU. Schafft, Nichtsepariertheit instabiler Rang-2-Vektorbiindel auf P 2 , Dissertation Göttin-

gen, 1980.
[Sch] M. Schlessinger, Functor of Artin Rings, Trans. Am. Math. Soc., 130 (1968).
[St] S. A. Stremme, Deforming vector bundles on the projective plane, Math. Ann., 263 (1983).
[Wa] C. H. Walter, Components of the Stack of Torsion-Free Sheaves of Rank 2 on Ruled

Surfaces, Laboratoire de Mathematiques; Universite de Nice, 1993, preprint.


