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INTERPOLATION DANS LE POLYDISQUE DE C"

BY

ERIC AMAR

Introduction

Soit Dle disque unit6 de C et T {z C; [z 1 le tore de dimension un
muni de la mesure de Lebesgue .
On note, pour p positif, H’() les classes de Hardy"

HP(2) fanalytique dans D, t.q. sup f(rz)l d.(z)- Ilfll < +o

H(2) Ifanalytique dans D, t.q. sup f(z)l Ilfll < + o I"
Soit a une suite dans D, o- {z, k e N}, et consid6rons l’opdrateur Tp ddfini

sur H(2) ainsi"
V f HP(2), T, f {(1 [Zil2)I/Pf(zi), N};

L. Carleson [9] a caract6ris6 les suites a qui sont d’interpolation H (2), c.a.d.
telles que T H(2)=/(N)" il faut et il sumt que

inf aII, Zi--ZJ (c)

H. Shapiro et A. L. Shields [12] ont montr6 que la condition (C) 6tait 6gale-
ment ncessaire et suflisante pour que, pour p > 1, T,H’(2) =/’(N) et V. Kab-
aila [13] a obtenu le mme r6sultat pour 0 < p < 1;de plus P. Beurling [14] a
montr6 que si (C) 6tait v6rifie alors il y avait extension linaire born6e de
/(N) dans H(2), c.fi.d, il existe un oprateur Uo born de/(N) dans H(2)
tel que To U identit6 de/(N).
Dans ce travail on 6tudie ce type de probl6mes dans le polydisque unit6 D

de C. Ap.r6s avoir d6fini convenablement les classes de Hardy H’(2)et l’op6r-
ateur T, associ fi une suite de D on obtient tout d’abord le"

THEOREME 1. Soit a une suite d’interpolation pour H()n) et Tp l’opkrateur
associb" on a alors"

(i) TpHP(2n)= /P(N), pour p >_ 1;
(ii) il existe une extension linbaire bornbe Up de /P(N)dans HP(An), pour

p>0.
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On utilise, pour montrer ce th6or6me l’6tude que nous avons faite dans [3] et
le th6or6me d’extension lin6aire de I(N)dans H(2,)dfi i A. Bernard [2] et
qui g6n6ralise le r6sultat de P. Beurling.
On peut remarquer que mme dans le cas du disque D le r6sultat ii) n’6tait

pas connu, de plus, avec essentiellement la m6me preuve le th6or6me 1 reste
valable en remplaqant le polydisque de C" par un domaine strictement
pseudo-convexe.
Dans le cas n 1 on a rappel6 que la r6ciproque du th6or6me 1 6tait vraie

mais si n > 2 il n’en est plus de mme fi cause du contre-exemple 6tudi6 dans
[1]"

THEOREME 2. II existe une suite a dans D2 qui est telle que T2 H2(,2) /2(N)
mais qui n’est pas d’interpolation H(,2).

On consid6re 6galement des suites d’interpolation pour H(2,)qui sont
sym6trisables et on montre que, pour ces suites on a TH"(2,) =/"(N), ’ p > 0,
ce qui compl6te le th6or6me 1 dans ce cas.
On introduit ensuite, comme dans [4], la notion d’ensemble de type S dans

D" et on caract6rise de plusieurs mani6res les suites cr situ6es dans W D, off
West de type S dans D"-1, qui sont telles que TpHP(2,) =/P(N); on montre en
particulier:

THEOREME 3. Soit cr une suite dans W x D, off W est de type S dans D"-1
alors si pour un p > O, TpHP(2,)

Enfin dans le dernier paragraphe on montre que tous nos r6sultats se g6n6ra-
lisent aux fonctions analytiques fi valeurs vectorielles.

Je tiens fi remercier E. Kronstadt et C. Neville pour de tr6s interressantes
correspondances sur le sujet.

1. Notations et premieres definitions
Soit

D"= {z (zl, z") C", z’l 1, i- 1, 2,... n}
le polydisque unit6 de C",

T"= {z (zl, z") 6 C", 1, i= 1, 2,...n}
le tore de dimension n que l’on munit de la mesure de Lebesgue normalis6e 2,.
Pour p > 0 on note HP(2,) les espaces de Hardy classiques"

H"(2.) lf analytique dans D" t.q. sup f If(rz)l" d2.(z)= f IIg < +
r<l Tn

et

(2.) Ifanalytique dans D" t.q. sup f(z) Ilfll < / t"
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Soft a {z,, k N} une suite dans D" et p t.q. 0 < p < +oo, on note Tp
l’op6rateur d6fini sur HP(2,)ainsi: Tpf {((1- [z,[z))l/Pf(z,), k N} pour
THP(2,) et avec la convention k/ z D", z= (z, z"), on pose
((l- Iz12))= IzJIZ),

DEFIYITIOYS. (i) On dit que (r est d’interpolation HP(2,) si
Tp(HP(2,)) >/P(N).

(if) On dit que a est fortement d’interpolation HP(2,) si, de plus, il existe
C > 0 avec Vf HP(2n), Tp flip <- c f[lp.

(iii) On dit que a a la propriktb d’extension linbaire bornke si il existe un
op6rateur lin6aire Up de if(N) dans HP(2,) et une constante D > 0 tels que

Tp Up(ok)-- ok et Up(ok)lip < oll oll , V

I1 est clair que la propri6t6 d’extension lin6aire born6e implique celle
d’interpolation.
On note, V z reio D, /0 [0, 2t],

1 ?.2
Pz(O)

1 + r2 2r cos (0 4))
le noyau de Poisson de z; de m6me si z (zX, z") D" et 0 (0, 0")on
note

2. Resultats generaux

On va montrer le th6or6me suivant.

THEOREME 2.1. Soit a une suite d’interpolation H(2,) alors:
(a) pour tout p > O, a a la propribtb d’extension linkaire bornke;
(b) pour tout p >_ 1, l’opbrateur Tp est bornb de HP(2.)dans if(N), c’est it-dire

a est fortement d’interpolation HP(2,).
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Dans le cas n 1, si a est d’interpolation HP(,I), pour un p > 0, alors a est
d’interpolation H(21); ce n’est plus vrai pour n > 1 fi cause de"

THEOREME 2.2. II existe une suite a dans D2 qui estfortement d’interpolation
H2(22) mais qui n’est pas d’interpolation H(22).

Le thtortme 2.2 a 6t6 dtmontr6 dans [1]; montrons le thtortme 2.1.
(a) Supposons d’abord p > 1, soit a {zi, N} une suite d’interpolation

dans H(R)(2,) de constante C > 0, c’est-a-dire V 09 I(N), 3fe H(R)(2,) t.q.
T f= 09 et fll -< cI oll (R); une telle constante existe toujours grace au thtor-
6me de l’application ouverte.
On sait qu’alors il existe une suite de fonctions {ei, N} de H (2,) telles que

(2.1) V i, j N, ei(zj)= tSij et I,(z) -< c2, v z D"
i=1

On dtfinit alors l’optrateur Up comme suit:

e(p) Dn;V 09 @/P(N), to ((_Di, i N), Up(CO)(()= E O’)iC(Zi) -1 zi (;)i(), ;
i=1

on a alors, grS.ce fi (2.1)et au fait que e(zi)=c(zi)((1 Izil2)) -I/p,
Tp Up(CO)= 09; d’autre part

i=1

par H61der

d2n,

mais (2.1)implique (E, e,(;)[q)plq < C2p et et,.,P. est normalis6 dans HP(2,)done

p

puisque c(z)-
Supposons que 0 < p 1, il existe un entier m tel que p’= mp > 1; posons

alors

On a, bien stir,

(2.2) f, I1 ep’) I1: 1 et L(z) (e"(Z)) cm(Z, p’)((1 [z 12)) 1/p.

Posons alors Up()= ET: ’c-m(z" P’)L,(;)e,(;), V {,, 6 N} 6/P(N).
Clairement (2.2) Tp Up()

i=
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mais par H61der,

i= /=1 i=

avec q’ conjugu6 de p’ mp d’ofl prenant les racines me, ]Z Lc]P
(Z I, L, i-.w I.’)./.’,,,:, I, mais, puisque m > 2, on a (
Z ],L]" et (2.1)implique (Z ],]"’)"/"’C2" on en d6duit donc
][U,()]] C2"a-""]]][, puisque, par (2.2)]j;[[= 1, ce qui ach6ve la
preuve du (a).
Montrons le (b), nous ferons la d6monstration dans D2, le cas g6n6ral se

montrant de mani6re identique.
On consid6re la fonction; pour p 1,

i=1

On a, comme pour U(), []9()[] C2"a7"]]]] Soit alorsf H"(D2) il vient

<_ c-"(q)lloll, lllll.
et en d6veloppant

Z 9,c(z,) -x )" e,()f()e;q() dX2()

Z o,((1 z, car ,(z,)-- 1.

Puisque o9i est arbitraire dans/q(N), on en d6duit

y’. (( z, i. )) /(z,) I" _<

ce qui achSve la preuve du th6or6me 2.1.

Remarque. Le thSor6me 2.1 est tr6s g6n6ral et vaut dans le cadre des algSbres
uniformes d6fini dans [3, chap. III].

En effet, soit A une alg6bre uniforme, // son spectre et 2 une mesure de
probabilit6 sur ///.
On d6finit les espaces de Hardy usuels, si p _> 1 HP(2) est l’adh6rence dans

LP(2) de A; H(R)(2)est l’adh6rence faible 6toile de A dans L(R)(2).
On note, pour rn //, I f A,f(m)= m(f)= 0}.
Soit enfin, pour p >_ 1,

gv m e //, t.q. 3 f e HV(2), fd2:C0et (f 9) f(l d2 O, V g e lml.
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Comme pour p 2 [3, chap. III], on pose: V rn g, e un vecteur de HP(2)
tel que Ile)l]p 1, (e), 1) > 0 et V 9 I, (e), 9) 0. Soit f A, m ,
on a

(,)
il suffit de poser/= f-f(m)l et de remarquer quef-f(m)l 1; cela permet
de d6finir, si f 6 H(2), f(m)par

f(m)= (f e)
(1, e))

d6s que m pour p 2 1; (clairement = , sip’< p) et on v6rifie
comme

Soit alors a une suite dans , on consid6re Tp l’op6rateur de H(2) dans
l’espace des suites ainsi d6fini:

1 1
VfHP(2), Tvf={(fe)),maq} off 1.

P q

Avec les d6finitions analogues fi celles pour le polydisque, on a alors (lip +
l/q) 1) le th6or6me suivant.

THEOREME 2.1’. Soit a une suite dans ///x d’interpolation poue H(2) alors"
(a) V p >_ 1, T. est continu de HP(2)darts/P(N);
(b) si p est tel que a c //gpa c et qu’il existe 6>0 t.q.
(e, e) , V m a p, alors il existe une exteion linOaire bornOe U.

de/"(N) da
Preuve. Identique au cas du polydisque car le th6or6me de [2] vaut de fan

abstraite.

DEFINITION. On dira que la suite tr {(Zk, Z,), k e N} de D" est d’inter-
polation sym6trisable (I.S.) si toutes les suites obtenues en conjuguant de toutes
les faqons possibles les composantes des points de tr sont d’interpolation pour
H(D"); exemples tr {(z., w.), n e N} c a2 est (I.S.)si tr et {(z., us,)}
sont d’interpolation H(D2).
On a alors le th6or6me suivant.

THEOREME 2.3. Soit tr une suite I. S. de D" alors:
(a) V p > 0, el existe une extension linkaire bornke de/P(N) dans
(b) V p > 0, Tp est bornk de HP(2,)dans IP(N).
Preuve. I1 faut montrer le (b); on fera la d6monstration dans DE, le case

g6n6ral 6tant identique.
Soit tr- {(Zk, Wk), k N} une suite I.S. dans DE et # la mesure

#-- Z ((1-
kN
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Sif L2(/],2), notons f l’int6grale de Poisson de f,

on a alors"

(z) fzf(g)P,(g)d22(),

LEMME 2.1. Pour toutef dans L2(/2), f positive, on a l’inoalitk

fz d# 2CZllfllzz.

Preuve. Soit fla transform6e de Fourier de fet posons, 0, 4 e [0, 2r]"

fl (0, dp)
lO,mO /O,m<O

f3(O, 4)= E f(l, m)eiq+mO); f4(O, )= E f(l, m)eiq+mO).
/<O,mO /<O,m<O

On remarque que, les 6tant orthogonales dans L(2) on a
4

(2.3) f=f +... +f et

et

i(z, w)= ?(l, m)ztw"; L(z, w)= Z ?(l, -m)ztfvm;
1>0, m>O 1>0, m>O

2(z, w) ’. f(-l, m)’w et f,(z, w) E f(-l, -m)lftin.
1>0, m>O 1> O, m>O

Posons enfin

0,(z, w)=7,(z, w);
9a(z, w)=3(, w) et

o,.(z, w)=L(z, );
9,(z, w)=/4(,

il est clair que,

(2.4) V i= 1, 2, 3, 4, gi

Calculons alors"

i--1

(2.5) 4

I _< 2i, f iGI

d’ofl



366 ERIC AAR

mais l’hyooth6se I.S. nous affirme que 0" 2 {(Zk, Vk) k N} est aussi d’interpo-
lation H(22)done [2.J2 dp < C2[[92! et de mme pour i= 3 et 4; portant
cela dans (2.5)il vient f2 d/ < 2C2 ,=x [[9i[[ utilisant (2.4) puis (2.3) on a
enfin I9 d# < 2C2 f 2

2"

Preuve du (b) du thborkme 2.3. Pour p > 0 consid6rons f e H(2,), et, sif*
d6signe les valeurs au bord de f, posons 9 If* 1/; 0 est dans L2(22)et
positive et on peut donc lui appliquer le lemme 2.2.

E 2Cz 2cllfl .
Mais If /2 est pluri-sousharmonique donc If(z) /2 Io(z) et

E ((1 Iz l ))l f(zu)l 2czllf[l,
ken

ce qui ach6ve la preuve du th6or6me 2.1.

Remarque. I1 existe des suites d’interpolation pour H (Dz) qui ne sont pas
I.S. (D. Amar, communication priv6e).

3. Ensembles de type S dans D"

Les r6sultats de ce paragraphe ont 6t6 montr6s dans [4]; nous allons en
rappeler quelques uns.

Soit a une suite dans D", on dit que 0- est s6par6e si il existe 6 > 0 tel que V z,
V w 0-, z 4: w, do(z, w) > 6, o6 do d6signe la distance de Gleason pour H (2,)
[5].

DEFINITION. Si West inclus dans D", on dit que West un ensemble de type
S si toute suite a de W s6par6e est d’interpolation pour H(D"), la constante
d’interpolation de 0- ne d6pendant que de la constante de s6paration de 0-.

Remarque. S W D, il est de type S si et seulement si on a l’kquivalence

{0- s6par6e} {0- interpolation H (2a)}
pour 0- W.
En effet, consid6rons les cellules

2tl
(k, l) N2, Ck IZ re’ D, 2 -k-1 < 1 r < 2 -k <0< (/+1)

celles-ci recouvrent D.
Consid6rons la suite Oo ainsi obtenue:

0-0 {Zk, t, (k, l) I}
off Zk,, Ck, W avec I {(k, l) 6 N2, t.q. Ck,c W 4: }. On a que 0-0 est
l’union de 4 suites de W s6par6es (voir lemme 4.1) c’est-fi-dire
0-0 0-1 L3 0"2 k.) 0-3 L3 0"4
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Commeai est s6par6e, elle est d’interpolation pour une constante Mi’, las
measure associe/ Z (1 z]2)6 est done de Carleson (voir Section 4)
de constante Ciet la mesure Po 4= P’ est encore de Carleson de constante
Co Y- C,.

Soit maintenant une suite a c W s6par6e par une constante > 0 dans
chaque Ck, donc on pent 6crire a U/ut= si avec au plus un point de sdans
chaque Ck, .

LEMME. La mesure lY Z Vi (1 z est de Carleson de constante C’o
indpendante de C.

Preuve.

on a

Soit
0 h

Sh o !Z rei4’, 1 h < r < 1, <<o+ ,,
2

v,(Sh, 0) Z (1 z I).
vi Sh,

Mais chaque point z de v se trouvre dans un disque de centre z’ de ao et de
rayon o(1 Zo 12), est tel que V z, w Ck, z, dg(z, w)< 6o; on en d6duit,
posant h’= (1 + 26o)h, que

vi(Sh, o) <_ (1 + 6o)Po(Sh, o)<-- (1 + 26o)2Co h.

On en db.duit que la mesure v z (1 zlg)a est de Carleson de con-
stante C’= (1 + 26o)2Co S(6)et donc que a est d’interpolation pour H(21) de
constante ne d6pendant que de 6, Co 6tant fix6e par W, grice au th6or6me de
Carleson [9].

Le premier exemple 6tudi6 fut le rayon [0, 1] dans D [9]. Plus g6n6ralement,
on dira que Fzo est un c6ne de sommet Zo e T et d’angle > 0 si

Fzo c D w {Zo} et V z rzo, Arg (z Zo) [-(z, +1.
I1 est facile de voir que Fzo est un domaine de type S, et donc aussi une union
finie de tels c6nes.

L’exemple suivant g6n6ralise cette remarque. Soit (0,), r une suite de r6els
positifs tendant vers 0 exponentiellement; par exemple 2-"-1< 0, < 2-".
Soient Ft,) une famille de c6nes d’angle _> 0 telle que V n N,

Ft,=)T=(ei"} et UFt,=)cT={1} U {el"}
n_>l

Posant W r,() alorsU._>a . on a t’q"

PROPOSITION. W est un domaine de type S.
Sis est un arc de courbe de classe C dans D, alors s est de type S dans D,

quelque soit l’ordre de tangence de s avec T. (Ce r6sultat m’a 6t6 eommuniqu6
par E. Kronstadt.) On a 6galement 6tabli que [4]:
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(3.1) Si W1, Wk sont de type S dans D", w J=l wiest de type S dans
Dn"

(3.2) Si wl,..., Wk sont de type S dans D alors w w x x Wk est de type
S dans Dk; plus g6n6ralement, la mme preuve donne que si w est de type S"’
alors w x Wk est de type S dans D"l+’+"k.

Soit maintenant une suite dans D x W oO W est de type S dans D"-a.
Partitionnons W en cellules fi la Carleson [7], {Ck, k N), disjointes et telles
que V k N, V z, w e Ck, do(z, w) < 6, off do repr6sente la distance de Gleason
dans H(;,_ 1); on peut faire cela pour tout 6 > 0, la famille {Ck, k e N} d6pen-
dant 6videmment de 6.
Posons’keN, ak=ac(DCk) et

6k {z e D, t.q. y e Ck avec (z, y)e ak},
c’est-fi-dire que 6k est le projection sur la premi6re coordonn6e de o-k.

Utilisant alors le th6or6me de N. Varopoulos [6] et celui de A. Bernard [2] on
a montr6 le th6or6me suivant.

THEOREME 3.3. Soit a une suite dans D x W off West un ensemble de type S
dans D"-1. Pour que a soit d’interpolation H(2,) il faut et il suffit que"

(i) soit siparke"
(ii) 3 6 > 0 tel que V k N, la suite crk soit d’interpolation pour H (21) de

constante indbpendante de k, c’est--dire / k N,

inf I-I
ze

wp

_>6’> 0,

6’ indbpendant de k.
Ce th6or6me donne une description "concr6te" des suites d’interpolation a

de D W. Utilisant un th6or6me d’approximation dfi i E. Kronstadt [8] on a
aussi obtenu une description abstraite de ces suites.

THEOREME 3.4. Soit a D x W off West un ensemble de type S dam D"-1.
Pour que cr soit d’interpolation H(2,) il faut et il suffit que il existe une suite
d’idempotents ilimentaires uniformbment bombs dans

Rappelons que si a {zi, N}, une suite d’idempotents 616mentaires est
une suite {i, e N} telle que ei(zj)= 6i et ei e H(R)(2,), ’ e N.

Les r6sultats rappel6s dans cette section g6n6ralisent des r6sultats dfi fi E.
Kronstadt [8], et ce par des m6thodes tr6s diff6rentes.
Nous aurons encore besoin de la notion suivante. Soit {el, e,} s

[0, 1]" et convenons que

Z Z s ei 1

i si % 0.
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DIFINITION. W Dnest de type S compl6tement symetrisable (S.C.S.) si
pour tout e [0, 1] l’ensemble I4A) {(zl, z.) e D., (z,, zn e W) est
de type S.

Clairement, si W D est de type S.C.S. il est de type S. On montre en
utilisant exactement les mmes preuves que pour les ensembles de type S que
les ensembles S.C.S. v6rifient:

(3.3) toute union finie d’ensembles S.C.S. est encore S.C.S.;
(3.4) tout produit fini d’ensembles S.C.S. est encore S.C.S.

4. Interpolation Hp

THEOREME 4.1. Soit # une mesure sur D, positive et telle que pour un p positif
vizrifie l’inkgaliti HP(2,), alors # est une mesure de Carleson dans D.
La r6ciproque de ce th6or6me, vraie dans le cas n 1 [9], est fausse en

g6n6ral pour n > 1 cause d’un contre exemple de L. Carleson [10].

Preuve du thkorme. Supposons d’abord p > 1. Soit alors l’ensemble Sh, o et
consid6rons le pont z z, o ((1 h)ei,..., (1 h)ei); associons lui le
noyau de Cauchy Szeg6 noalis6 dans HP(2,):

A (1 z 12)TMep)
:1
t (1-)

I1 est facile de v6rifier que pour ( e Shj oj on a

1
1 -(JI (1- Iz lZ)’

6 6tant une constante strictement positive absolue. On en d6duit que V ( Sh, ,
(1 ]zj])1/ 1

P)

mais z Zh, o donc V Sh, o,

21/ (hlh2 h.)/"

Appliquons fi ep) l’in6galit6 HP(2.) de l’hypoth6se, il vient

e 1 d > e(g)] d(g)w h,O
2 hh2"’" h

Comme ep) est normalis6 il vient

2c
(Sh, ) G h hE h,,

donc est bien de Carleson.
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Soit maintenant 0 < p < 1. I1 existe un entier rn N tel que p’ mp > 1. Soit
f HP’(2,)alors fm Hp(2,)et on a a. If p dla <_ CIIf’I[ done

j >.l s I"’  -ell Sll".’,

et l’on est ramen i la preuve ci-dessus. Pour p 2 eeei est un case trs
particulier de l’6tude [3 chap. III], et la preuve est analogue.
On va maintenant donner une r6ciproque de ee th6or6me dans le eas oti la

mesure/ est dans D West de type S dans D"-1.

THEOREME 4.2. Soit laune mesure positive portke par D W off W est un
ensemble de type S dans D"- 1. Alors si # est de Carleson elle vbrifie les ingalits
HP(2,), V p > 1.
Ce th6or6me sera cons6quence des lemmes suivants.
Consid6rons la partition de D en "cellules" i la Carleson V k N, V N,

1<2k,

Ck, l’-" {Z-- rei D, 2 -k-1 < 1 -r _< 2 -k
2rtl 2rt

(1 4- 1)2k <0<-
Un ealcul elassique montre qu’il existe une eonstante absolue M > 0 telle que

k, V l, V z C,, on a

(4.1) P(O) < MPw(O), V 0 [0, 2g]
De mme, posant k (k, k,) N", !-- (l, 1,) N" on recouvre D"

par les "cellules" Ck, Ck, x x Ck,,.
Soit maintenant W un ensemble de type S dans D et consid6rons la famille

d’indices A {(k, !) t.q. C,. c W 4: 0). Pour tout (k, !) A notons zk,, un
point de C, c W; notons aussi a la suite a (zk, , (k, I) A). On a alors le
lemme suivant.

LEMME 4.1. La suite a est l’union d’au plus 4" sous-suites er telles que V i= 1,
4", ai soit siparke, donc d’interpolation H(2).

En effet, en une dimension posons:

J1 {(k, l) t.q. k 0 (mod 2), 0 (mod 2)},

J2 {(k, l) t.q. k 0 (mod 2), -= 1 (mod 2)},

J3 {(k, l)t.q, k =- 1 (mod 2), 0 (mod 2)},

J4 {(k, l)t.q, k 1 (mod 2), l= 1 (mod 2)}.
Soit alors e [1, 4] et (k, l) e J, (k’, l’) e Ji, (k, l):/: (k’,/’); on voit facile-
ment qu’il existe une constante absolue 6 > 0 telle que V z Ck, , V W Ck,, r,

do(z, w) >_ 6 > O.
Dans D", faisant tous les produits possibles, on obtient 4" familles d’indiees
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K,, K4, v6rifiant: V 6 [1, 2, 4"], V (k, l) 6 Ki, V (k’, i’) 6 Ki, (k’, i’)@
(k, 1), V z Ck, ,, V w Ck,, ,, on a do(z, w) 6 > 0.
Posons alors, V 6 [1, 2, 4"], A, A K et {zu,,, (k, I)6 a} on a

bien que a a, et V 6 [1, 2, 4"] est s6par6e. Comme de plus
W, V 6 [1, 2,..., 4"], et que W est de type S, est bien d’interpolation

().
Preuve du thOorme 4.2. On fera la d6monstration dans D"+ pour utiliser

les notations ci-dessus.
Soit une mesure de Carleson port6e par W x D, o0 West ensemble de type

S dans D".
Recouvrons W par les cellules CR, l, et posons, si k N, < 2k,

Sk,,=z=reiOD,O<l_r2_k, 22 0<2 (/+ 1)};
de mme dans D"" Sk, Skl,l X X Skn, ln; on a, avec les notations du lemme
4.1,

z(zu,, e Cu,, c W), 2 -kl 2 -k" < 2"((1 I,,, )).
Pour (k, i) A d6finissons la mesure k, ainsi" pour tout bor61ien B de D, on
pose

1
i(B) ((1 Zk,, ))i (c,, B);

on voit que k, est une mesure de Carleson dans D de constante ind6pendante
de (k, l) car, si Sh, o est un ensemble de Carleson dans D il vient

1 2 -kl ---2 -k"

[k’i(Sh’o) ((1 ]Zk, l]2))[(Ck’l X Sh, o) Ah
((1

o0 A est la constante de #.
Soit f analytique dans D"+ et continue dans l)"+ 1;on a

(4.2) j IS(,, w) l. 2 If(", w) l.
W D il= (k, i) Ai Ck, D

Etudions un terme de cette s6rie

(4.3) j
C, xD

avec

Posons

< 2"Ah,

If(z, w)l" d < sup If(z, w)l" dil$,k,l(W) ((1 Iz,, ))
zCk,

((1- Izlsup
12zC,, ((1-Izk,,

9k,,(W) sup f(z, w)I;
zCk,
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c’est une fonction sous-harmonique car V z e Ca,,, If(z, w)IP/Z est sous-
harmonique.

Posons

9a, ,(e’) sup If(z, e’) ’/2,
zCk,

puisque d#a, est de Carleson de constant A inddpendante de (k, 1) dans D, il
vient 14]

[- gk..(w) d.... .(w) < Cllg’. 1122

soit

sup IS(z, w)I" c sup IS(z, ei) p dO

Ck, Ck, 2

Portons dans (4.2)
den

]f p dt < Cy . E ((1 za,, )) sup If(z, dO.
i=1 (k,l) Ai zCk,

Soit 2k, i(0 un point de Ck,,Ofi le SUpzeck, If(z, ei)l est atteint (0 fix6,f(z, e)
est continue en z) et 6changeons somme et int6grale"

I 0 12 e’)lp dOIf 1" d. _< yC sup ((1 ]Za,, ))lf(za,,,
/(k, i) Ai

0 quitte i mettre yen facteur et puisque {Zk, m,On peut 6changer 2k, en Z k,

(k, l) e A} est d’interpolation grace au lemme 4.1, on peut appliquer le thdor-
6me 2.1.b)et on a

e’)l" C’ ei)
(k, l) Ai

car la constante d’interpolation de {za, l(0), (k, !) e A,} ne d6pend pas de 0. I1
vient donc

Soit maintenant f e HP(D"+’) et {fk} e A(D"+ 1) une suite convergent vers f
dans HP(D"+ 1). Le lemme de Fatou nous donne (fk converge ponctuellement
dans D"+ vers f)

puis (4.5)

j.+, limk inf fkln d,u-- j+,lfln d,u _< limk inf !n+l Ifkip

j.+, If I" d#x _< limk inf cc’llA IIg-- 4":cc’llfllf,

ce qui ach6ve la preuve de ce th6or6me.
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Si W est (S.C.S.) on a mieux:

THEOREME 4.3. Soit It une measure de Carleson porte par W D, off W est
un ensemble (S.C.S.) de D", alors It vrifie les ingalits HP(D"+ 1), pour tout p
positif

Preuve. Exactement comme pour le th6or6me pr6c6dent on consid6re les
mesures de Carleson dans D, Itk, , (k, i) A de constante 2"A ind6pendante de
(k, l).

Soit f continue sur T"+ et positive, f(z, w) son int6grale de Poisson dans
D" x D; si z D" et w T, on note encore f(z, w)= T. f(, w)Pz() d2, de
mme si w D et z T", f(z, w)= f(z, ()Pw(()d2((). On a

(4.6)
(k, A k, lxD

(k, I) eA D

car y(z, w)= fPz "P,,, d2.+x et si z e Ck, l, par (4.1)it6r6"

f(z, w) < M.f(z, !, w).
Mais Itk, iest de Carleson de constante 2"A donc 3 A1 > 0 t.q., V (k, !) A,

f.fZ(zk,,, w)ditk,,(w _< A2 fTjTZ(Zk,,, W)d2,(w);

portant dans (4.6) il vient

(4.7) f ? dIt <_ AZl M2" Z ((1 ]zk,,]z)) f?2(Zk, i, W)d,l(W
(k, !) A T

Grice au lemme 4.1 on peut diviser r en au plus 4" sous-suites tr qui soient
d’interpolation H (2,) de constante C i; posant C sup C il vient, 1, 2,
4n,

(4.8) ((1- ]zk,, )) (zk,,, -7 w) < 2C2 ?2(z, w)d2,(z),
(k, I) Ai "Tn

gr.ce au lemme ., applicable car est d’interpolation H(,).
Darts (.7) on change somme et intgrale il vient

(k, !) A

en y portant (4.8) on arrive

f ATM  4 2. Cz f  + lfl2
1.

Soit maintenant f dans LE(T"+ , 2.+ ), f 2 0, et {fk, k N} une suite de
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fonctions positives de’rg(T"+ 1) qui converge versfen norme L2(2,+ 1)-On a que
fk converge ponctuellement dans D"+ vers j; appliquant le lemme de Fatou il
vient alors

j lim infjTk2 dla 2 dp < lim inf jT dp
k k

d’ofl, puisque les fk sont dans Cg(T"+ 1)

(4.9) 2 dp < 4"2AM2"C21 ill22, Vfe L2(2,+1).

On ach6ve alors la preuve du th6or6me 4.2 comme celle du th6or6me
2.3" soit p > 0 et fe H"(2,+ 1); If p/2 est pluri-sous-harmonique donc appli-
quant (4.9) i 9 If* [/2 e L2(2,+ 1)on en ddduit le thdordme 4.3.
On va donner encore une caractdrisation des suites d’interpolation H(2,+ x)

contenue dans D x W off W est de type S dans D".
A une suite a {Zk, k e N} on associe la mesure sur D"+1

n+l

2 1--I (1 z12)6zk.
ken j=l

THEOREME 4.4. Soit a une suite contenue dans D x W, off W est un ensemble
de type S dans D". Pour que soit d’interpolation H(2,+ 1), ilfaut et il suffit que
t7 soit skparOe et que #() soit de Carleson.

Si a est d’interpolation H(2,+ 1), a est clairement sdparde; la mesure asso-
cide t(a) est de Carleson comme cela a 6t6 montr6, dans un cadre plus gdndral,
dans [11] et dans [3, chap. III].

Rdciproquement supposons a sdparde et t(a) de Carleson dans D"+ 1. Re-
couvrons D"+1 par les "cellules" Ck,. Puisque a est sdparde, dans chaque
cellule Ck, il y a au plus nk, points de a avec nk, _< N < + m. On peut donc
diviser r en N sous-suites ai telles qu’il n’y ait qu’un point de ai dans chaque
cellule Cu,. Grice fi (3.1) il suffit de montrer que ai est d’interpolation
H (2,+ 1)- Appelons donc encore a cette sous-suite a i. Elle a la propridt6 suiv-
ante: si nous recouvrons W par des "cellules" Dk, c D" et si nous appelons
ak’’= {(z, w) , w D,,} puis

6’’ ’= {z e D, t.q. w Dk, ,, (z, w) },
c.fi.d, la projection sur la premi6re coordonn6e de ’ , alors" la suite 6k’ est
s6par6e uniform6ment par rapport fi (k, !)(4.6).

D’autre part, choisissons dans Dk,, le point

(l 2--kj-1)eiZnlj2-kj}.Wk, {(Wl,l, Wk, l) W,!
Alors, comme pour la preuve du th6or6me 4.2 la mesure tk, ainsi d6finie" V B
borlien de D,

1
#k, ,(B) p(a)[B x Dk’ ’] l-Ij:l" (1 w,,, 2)
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est de Carleson dans D de constante ind6pendante de k, !. Mais la mesure

vk,,--- Z (1-

est telle que vk, _< tk, , gr.ce au choix de wk, , donc vk, jest de Carleson dans D
de constante ind6pendante de k, 1: la suite k’ est donc d’interpolation
de constante ind6pendante de k, et on peut alors appliquer le th6or6me 3.3
pour conclure puisque a est dans D x W avec W de type S.

COROLLAIRE 4.1. Soit une suite de D W, off W est de type S dans D"-1.
Pour que r soit d’interpolation H(2,) il faut et il suffit que tr soit fortement
d’interpolation HP(2,) pour un p > 1.

Si est d’interpolation H (2,) alors grace au th6or6me 2.1, a est d’interpola-
tion HP(2,), V p > 1.

Si est fortement d’interpolation HP(2,), p > 0, alors le th6or6me 4.1 nous
affirme que /() est de Carleson. Pour appliquer le th6or6me 4.4 il reste fi
v6rifier que est s6par6e, ce qui est fait dans le lemme suivant:

LEMME 4.2. Soit une suite de D" et p > 0 t.q. V z, w a, z 4: w, il existe
K > 0 etf HP()n)avec Ilfllp<_ K et ((1 IzlZ))l/Pf(z) 1,/(w)= O, alors la
suite a est skparke.

La preuve est tr6s simple si p 2 [3, chap. II] mais sans la factorisation en
fonction int6rieure et ext6rieure c’est plus long. Soit p > 0 et f HP(2,) alors

(4.10) ((1 Iz]2))l/.I f(z)l C"(p)Ifl ;

en effet pour n 1 la mesure (1 z 12)6z est de Carleson dans D donc v6rifie
les in6galit6s Hn(21), V p > 0.
Supposons la vraie dans D"-1, et soit f Hn(2.) on a V z e D"-1, w e D,

f,(z, w)l"((1 Izll )) C,(p, n- 1) )" If,(;, w)l

avec fr(,1)=f(r,r1); mais, fix6, f(,r/) est dans Hn(21)donc
fr(, w)In(1 [w [2)_< Cn(p) f,(g, r/)In d21(r/)d’ot en reportant, V r < 1,

((1 ]zl2))(1 Iwl -)l f,(z, w)l _< Cp(p)Cp(p, n- 1)

d’ofi, laissant tendre r vers 1, l’in6galit6 cherch6e avec C(p, n)= C"(p).
Soit 0<h<l et (z,w)C2 t.q. Izl <l-h; ]w[ <l-h; posons

r 1 h/2 et z’= z/r, w’= w/r on a

(4.11)
1 2w

1
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en effet posons p (1 h)/r, on a z w r[ z’- w’[, ’w’[ < p2 d’ou

[1-w[ -rE 1 _,w,

(4.11)

II-’w’[ 4rll-’w’ I.1-p

(a) Soit alors a, z, w etfcomme dans le lemme 4.2 la preuve 6tant faite dans
D2 et supposons de plus que z (z 1, z2); w (w 1, w2) avec zll 1 hi;
1-2hl < Iw l <_ h et leVI N Iw l posons

r 1 h/2; r 1 h/2. Posons

G(, ) f(r , r2 )h/p/pl

on a par (4.7),

IIGII 4C2(p)[ 4C2(p)K;
d’autre part, posant, z’= (z/ra, z2/r2); w’= (wa/ra, w2/r2), il vient G(z’) k et
G(w’) 0 donc il existe 6 > 0 ne d6pendant que de K, C(p) tel que,
do(z’,w’)6>O; utilisant le fait que, ;eDz, eDz, do(;,)=
max [do(, ), do(2, q2)] et (4.8), on a que

(b) Supposons que lz 1 h et ]w < 1 2h, 0 < h < , alors on a

z w 1 h (1 2h) 1
1-w l-(1-h)(1-2h)

donc d(z, w) . Les autres cas se traitent comme (a)ou (b)et cela prouve le
lemme 4.2 et ach6ve la preuve du corollaire 4.1.

COROLLAIRE 4.2. Soit une suite contenue dans D x W off West un ensemble
(S.C.S.) dans D"- 1. Pour que rr soit d’interpolation H(2,), ilfaut et il suffit que r
soit fortement d’interpolation HP(,n) pour un p > O.

Preuve. La n6cessit6 r6sulte du th6or6me 4.3 et la suftisance de la preuve du
corollaire 4.1.

5. Fonctions analytiques d valeurs vectorielles

Soit E un espace de Banach de dimension strictement positive, E’ le dual de E
et E] la boule unit6 de E’.
On dit qu’une fonction f de D" dans E est analytique fi valeurs dans E si

V El, f(z) est une fonction num6rique analytique dans D"; on note cet
espace C(D", E).
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On dtfinit V p > 0,

HP(2n, E)= {f C(D", E); sup
r<l

otif designe la fonction fr(z)=f(rz)et Ilall est la norme de a dans E;

E) f C(D", E), sup
zsD

De mme,

(, f (, g; sup sup
eel, r<

Pour p 2 1, U,e et 1,. sont des normes sur H(2, E) et H(2,, E) qui
vdrifie V fe H(2,, E), f ,, f , e. Ces normes sont, en gdnral, non
quivalentes.
De marne, on ddfinit

i=1

et

/(N, E)= coi 6 E, sup l(co,)I= IIo11,, < + }.
El’ i=1

Ces deux espaces sont difftrents en gtntral et, bien stir, IP(N, E)c I(N, E).
Soit a une suite de D", a {Zk, k e N} et Tp l’optrateur lintaire ainsi dtfinit

Tpf= {((1 Iz, lZ))’/f(z,), k N}, Vfe HP(2., E);
de mEme T,. sera l’optrateur

T.,. f= {((1 Iz, lZ))’/.f(z,), k N}, Vf n*"(2., E).

DEFINITIONS. On dit que--tr est d’interpolation HP(,,n,
Tp HP(2., E)_ lP(N, E).
--a est fortement d’interpolation HP(2., E), si, de plus, 3 C t.q.

((1 Iz12))llf(z)ll cllfll,, vf n(., E).

E) si

--a a la propriktk d’extension linkaire bornke de lP(N, E) dans HP(2., E)si il
existe un optrateur lintaire Up de tP(N, E) dans HP(2., E) tel que
V 09 lP(N, E),

u()ll, cIlo I,, et rp Up(co) co.

De mtme avec HP,, l, et Tp, ,.
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THEOREME 5.1. Soit E un espace de Banach non trivial et tr une suite d’interpo-
lation H (2,, C) alors

(a) 0 < p <_ +o, a la propritk d’extension linb.aire bornie de lP(N, E)
dans HP(2,, E).

(b) 1 <_ p <_ +, tr est fortement d’interpolation HP(2,, E).
(a’) 0 < p <_ + az, tra la propriitb d’extension linkaire bornke de/(N, E)

dans H(2,, E).
(b’) 1 <_ p <_ + o, r est fortement d’interpolation H(2,, E).

De plus toutes les constantes sont indkpendantes de l’espace de Banach E.
De mme le th6or6me 2.3 admet une version vectorielle.
THEOREME 5.2. Soit tr une suite d’interpolation symbtrisable pour H (2,) dans

D" alors
(a) 0 < p < +, il existe une extension linkaire bornke de /P(N) dans

E).
(b) 0 < p <_ + , tr est fortement d’interpolation HP(2,, E).
(a’) 0 < p <_ +, tra la proprikti d’extension linizaire bornke de/,(N, E)

pdans H,(2,, E).
(b’) 0 < p <_ +, tr est fortement d’interpolation H,(2,, E).
De plus toutes les constantes sont indkpendantes de l’espace de Banach E.
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