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INTERPOLATION DANS LE POLYDISQUE DE C"

BY
ERIC AMAR

Introduction

Soit D le disque unité de Cet T = {z € C;
muni de la mesure de Lebesgue 4.
On note, pour p positif, H?(4) les classes de Hardy:

z| = 1} le tore de dimension un

HP(1) = {fanalytique dans D, t.q. sup J | f(rz)|P dA(z)= | f]|5 < +o0 };

r<i

H*(A) = {fanalytique dans D, t.q. su;l)) [f@)] =|Ifllo < +oo:.

Soit ¢ une suite dans D, o = {z,, k € N}, et considérons 'opérateur T, défini
sur H?(A) ainsi:

Vfe H (), T, f= (1 — | )7 (). i N};

L. Carleson [9] a caractérisé les suites ¢ qui sont d’interpolation H* (1), c.a.d.
telles que T,, H*(A) = [*(N): il faut et il suffit que

inf []
ieN j#i
H. Shapiro et A. L. Shields [12] ont montré que la condition (C) était égale-
ment nécessaire et suffisante pour que, pour p > 1, T,HP(A) = IP(N) et V. Kab-
aila [13] a obtenu le méme résultat pour 0 < p < 1;de plus P. Beurling [14] a
montré que si (C) était vérifiée alors il y avait extension linéaire bornée de
I1*(N) dans H*(4), c.a.d. il existe un opérateur U, borné de [*(N) dans H* (1)
tel que T, U, = identité de I°(N).
Dans ce travail on étudie ce type de problémes dans le polydisque unité D"
de C". Apres avoir défini convenablement les classes de Hardy H?(4,) et 'opér-
ateur T, associé¢ a une suite de D" on obtient tout d’abord le:

Z; — zj

- Zizj

>46>0. ©

THEOREME 1. Soit ¢ une suite d’interpolation pour H*(A,) et T, l'opérateur
associe; on a alors:

() T,HP(2,) = I"(N), pour p > 1;

(ii) il existe une extension linéaire bornée U, de IP(N) dans H?(4,), pour
p>0.
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On utilise, pour montrer ce théoréme I'étude que nous avons faite dans [3] et
le théoréme d’extension linéaire de I1°(N) dans H*(4,) dd a4 A. Bernard [2] et
qui généralise le résultat de P. Beurling.

On peut remarquer que méme dans le cas du disque D le résultat ii) n’était
pas connu, de plus, avec essentiellement la méme preuve le théoréme 1 reste
valable en remplagant le polydisque de C" par un domaine Q strictement
pseudo-convexe.

Dans le cas n =1 on a rappelé que la réciproque du théoréme 1 était vraie
mais si n > 2 il n’en est plus de méme a cause du contre-exemple étudié dans

(1]

THEOREME 2. 1l existe une suite o dans D? qui est telle que T, H*(1,) = I*(N)
mais qui West pas d’interpolation H*(,).

On considére également des suites d’interpolation pour H®(4,) qui sont
symétrisables et on montre que, pour ces suites ona T,H?(4,) = I?(N),V p > 0,
ce qui compléte le théoréme 1 dans ce cas.

On introduit ensuite, comme dans [4], la notion d’ensemble de type S dans
D" et on caractérise de plusieurs maniéres les suites o situées dans W x D, ou
W est de type S dans D"~ !, qui sont telles que T, H?(4,) = I°(N); on montre en
particulier:

THEOREME 3. Soit o une suite dans W x D, ou W est de type S dans D" *;
alors si pour un p > 0, T,H?(A,) = I’(N), o est d’interpolation H*(4,).

Enfin dans le dernier paragraphe on montre que tous nos résultats se généra-
lisent aux fonctions analytiques a valeurs vectorielles.

Je tiens a remercier E. Kronstadt et C. Neville pour de trés interressantes
correspondances sur le sujet.

1. Notations et premieres definitions
Soit
D'={z=(z!,...,2")eC", |Z| <1,i=1,2,...n}
le polydisque unité de C",
T'={z=(z',...,2")eC" |Z| =1,i=1,2,...n}

le tore de dimension n que I'on munit de la mesure de Lebesgue normalisée 4,,.
Pour p > 0 on note H?(4,) les espaces de Hardy classiques:

HP(2,) = { f analytique dans D" t.q. sup f | f(rz)]P dAy(z)= | f|2< + oo}
of r<1 °T
H*(4,) = {fanalytique dans D" t.q. sup | f(z)| = | f]le < +oo=.
ze D"
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Soit ¢ = {#, k € N} une suite dans D" et p t.q. 0 <p < 400, on note T,
Popérateur défini sur HP(4,) ainsi: T,f = {((1 — |z|*))"*f (z), k € N} pour
fe HP(4,) et avec la convention YVzeD", z=(z!, ..., z"), on pose

(@ = [2P)=TT-:(0 = |Z]).

DEFINITIONS. (i) On dit que o est dinterpolation HP(A,) si
T,(H"(2,) > P(N).

(i) On dit que o est fortement d’interpolation H?(A,) si, de plus, il existe
C>0avecVfeH"A,), |T, I, <C| fl,

(i) On dit que ¢ a la propriété d’extension linéaire bornée si il existe un
opérateur linéaire U, de IP(N) dans H?(4,) et une constante D > 0 tels que

TLUjfw)=w et |Uyo)|, <D|ol, Voel(N)
Il est clair que la propriété d’extension linéaire bornée implique celle

d’interpolation.
On note, V z=re'* e D, ¥ 0 € [0, 2n],

P(0) = 1 —r?
1412 —2r cos (0 — @)

le noyau de Poisson de z; de mémesiz = (z!,...,z") e D"et0 = (6*,...,0") on
note

Pz(e) = Pz(el) e Pzn(en)‘

Soit 1 <p< +o0 et zeD, le noyau de Cauchy-Szegé normalisé dans
HP?(A,) sera noté

(L—|zp)e 1

(1-2) " p
et la constante c(z) = c(z, p) vérifiant 0 < a(p) < ¢(z, p) < B(p) ot « et B ne
dépendent pas de z € D; dans D" il vient alors

&2(() = ez, p) +$ —1,

(g) = en(c) - @) = el LN

avec c(z) = c(z') -~ e(z") et (1 — Z8)) = []1=, (1 — 2Y).

2. Resultats generaux

On va montrer le théoréme suivant.

THEOREME 2.1. Soit ¢ une suite d’interpolation H*(1,) alors:

(@) pour tout p > 0, o a la propriété d’extension linéaire bornée;

(b) pour tout p > 1, Popérateur T, est borné de H?(4,) dans I?(N), C’est a-dire
o est fortement d’interpolation H?(A,).



362 ERIC AMAR

Dans le cas n = 1, si o est d’interpolation H?(4,), pour un p > 0, alors o est
d’interpolation H*(A,); ce n’est plus vrai pour n> 1 a cause de:

THEOREME 2.2. Il existe une suite ¢ dans D? qui est fortement d’interpolation
H?(2,) mais qui nest pas d’interpolation H*(1,).

Le théoréme 2.2 a été démontré dans [1]; montrons le théoréme 2.1.

(@) Supposons d’abord p > 1, soit ¢ = {z;, i € N} une suite d’interpolation
dans H*(4,) de constante C > 0, c’est-a-dire V w € I*(N), 3fe H*(4,) tq.
T, f=wet| f| .o < C|®|»; une telle constante existe toujours grice au théor-
éme de I'application ouverte.

On sait qu’alors il existe une suite de fonctions {¢;, i € N} de H*(4,) telles que

(2]

(2.1) Vi jeN,elz)=9

@

G et Y le(z)| <C*,VzeD”

i=1

On définit alors I'opérateur U, comme suit:
Vo el'(N), o= (o, ieN), Ufo)l)= Y ocz) e )e(). § € D
i=1

on a alors, grice a (2.1) et au fait que €P(z;)= c(z)((1 — |z*))" ',
T,U (w) = w; d’autre part

joslls = | £ octe) e dino)
par Holder

U2 = (S lorcta) e ©F (3 lao)t | aa

mais (2.1) implique (}; |&(5)[9)"" < C?? et e’ est normalis¢ dans H?(4,) donc
U@} < C*a"(p)] o]
puisque ¢(z;)" ! <oa™"

Supposons que 0 < p < 1, il existe un entier m tel que p’ = mp > 1; posons
alors

£.0)= (@), ze D", {eD"

On a, bien sir,

22) [Ll=1e"1F=1 et fz)= ()" =c"@p)N1 - |2[)"""
Posons alors U (w) = Y21 w;c”"(z;, P') f,(0)edC), V o = {w;, i e N} € IP(N).
Clairement (2.2)= T, U () = w; calculons |U ,(w)|?:

U@z =|

a0

3 e @ )00 | dA)

i=1
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mais par Holder,

mplq’

St [ (& tonnr (5 o

avec ¢’ conjugué de p'=mp d’ou prenant les racines m, |>; w, f. ¢ <
S o ™2 |&]¥)P", mais, puisque m>2, on a (3. |, f,,["")'™ <

|w; f,,]7 et (2.1) implique (3 |&|*)® <C?*” on en déduit donc
[U ()5 < C*a~™"||w||5, puisque, par (22) | f,[5=1, ce qui achéve la
preuve du (a).

Montrons le (b), nous ferons la démonstration dans D?, le cas général se
montrant de manicre identique.

On considére la fonction; pour p > 1,

Vo e F(N), g,(&)= 3 wic(z) e ()e(l).
i=1
On a, comme pour U(), [|g,(&)]4 < C*% 4| wl|%. Soit alors f € HP(D?) il vient

[ o dis| < @)l 11,

T

et en développant
@l 1 > [ oicte) * [ @ (e) 10|

car g(z;) = 1.

> (Z of(1 = |z*))"""f (z)

Puisque w; est arbitraire dans I4(N), on en déduit
L=z @) < c2ra (@) 15

ce qui achéve la preuve du théoréme 2.1.

Remarque. Lethéoréme 2.1 est trés général et vaut dans le cadre des algébres
uniformes défini dans [3, chap. III].

En effet, soit A une algébre uniforme, .# son spectre et A une mesure de
probabilité sur /.

On définit les espaces de Hardy usuels, si p > 1 H?(1) est 'adhérence dans
IP(A) de A; H*(A) est 'adhérence faible étoile de A dans [°(A).

On note, pour m € M, 1,,={f € A, f(m) = m(f)=0}.

Soit enfin, pour p > 1,

M, = me/fl,t.q.erH"(A),J.fdl#Oet <f,g>=.‘.fg“di=0,‘v’gelm}.
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Comme pour p = 2 [3, chap. III], on pose: V m € .4,, e’ un vecteur de H?(A)
tel que ||e?], =1, (&P, 1> >0etVgel,, (e, g>=0.Soit fe A, me 4,
ona

(*) <L e8> = F(m)1, e,
il suffit de poser f= f — f(m)1 et de remarquer que f — f(m)1 € I,,; cela permet
de définir, si f € H*(1), f(m) par
1
1, e

dés que m e .4, pour p > 1; (clairement .#, > .4, si p' <p) et on vérifie
comme

Soit alors ¢ une suite dans .#, on considére T, I'opérateur de H?(A) dans
I'espace des suites ainsi défini:

fm)=<f, &>

VieH(A), T, f={f,e@> mean .M} ou % +% =1

Avec les définitions analogues a celles pour le polydisque, on a alors (1/p +
1/q) = 1) le théoréme suivant.

THEOREME 2.1.  Soit ¢ une suite dans .#, d’interpolation poue H*(A) alors:

(@) Vp=>1,T,est continu de H?(1) dans IP(N);

(b) si p est tel que o My,con M, et quil existe >0 tgq.
| <@, &P | > 6,V m e o n M, alors il existe une extension linéaire bornée U,
de IP(N) dans H"(2).

Preuve. Identique au cas du polydisque car le théoréme de [2] vaut de fagon
abstraite.

DEFINITION.  On dira que la suite o = {(z{, ..., z}), k € N} de D" est d’inter-
polation symeétrisable (I.S.) si toutes les suites obtenues en conjuguant de toutes
les facons possibles les composantes des points de ¢ sont d’interpolation pour
H>*(D"); exemples o = {(z,, w,), ne N} = D? est (LS.) si ¢ et ¢ = {(z,, W,)}
sont d’interpolation H*(D?).

On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 2.3. Soit ¢ une suite I. S. de D" alors:

(@) V p>0, il existe une extension linéaire bornée de I1P(N) dans H"(1,);

(b) Vp>0, T, est borné de H?(A,) dans IP(N).

Preuve. 1l faut montrer le (b); on fera la démonstration dans D?, le case
général étant identique.

Soit ¢ = {(z, wi), k € N} une suite LS. dans D? et p la mesure

p=2 (1= [z]*)o.

keN
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Si f'e I?(4,), notons f Pintégrale de Poisson de f,
@)= [ JEPE) dna(e)
on a alors:

LEMME 2.1.  Pour toute f dans I>(1,), f positive, on a linégalité

[72 du <22 11

Preuve. Soit f la transformée de Fourier de f et posons, 0, ¢ € [0, 2x]:

A0.8)= S Tamen e L0 0= T mene;

0,m=0 120,m<0
BOD = T Tmen s 08— 3 7 metens,
1<0,m=0 1<0,m<0

On remarque que, les f; étant orthogonales dans I?(1,) on a

e3) F=fitethe o 1fB= 313

et

Rew)= 3 Jlmdws Daw)= 3 F —men

120,m>0

fa(z, W)=z Y f(=LmEwm et fazw)= Y f(=1 —m)wn

>0,m=>0 1>0,m>0

Posons enfin
g1(z, w) = fi(z, w);  ga(z, w) =]2(z, Ww);
g3(z, w) =F3(2, w) et ga(z, w) =fa(2, W);
il est clair que,

(24) Vi=1,2,34,g,€ H*4,) et |g:|.= |/l

Calculons alors:

- - - 4 _ 1/2 ]2
I= ffz dp = _“fl +o At fofdp < [Z (f | fil? d#) ] d’ou

i=1

4 ~
1<2y [ |7 du

i=1
et | | 71 |> du={ |g1|* du < C?||g, ||} car g, € H*(1,), grace au Th. 2.1 (b).

[17P de=3 (= 2P0~ [wP) Falee wP

= Zk: (1 = |z)(1 = [wel*)92(zi W) 2

2.5)
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mais hypothese 1.S. nous affirme que o, = {(z, W), k € N} est aussi d’interpo-
lation H*(4;) donc | | f,|*> du < C?| g, | } et de méme pour i = 3 et 4; portant
cela dans (2.5) il vient | f2 du < 2C* Y} ||g;||3; utilisant (2.4) puis (2.3) on a
enfin {2 du <2C?| f|3.

Preuve du (b) du théoréme 2.3. Pour p > 0 considérons f'e€ H?(4,), et, si f*
désigne les valeurs au bord de f, posons g = | f*|??; g est dans I*(4,) et
positive et on peut donc lui appliquer le lemme 2.2.

2 (1= [z)]g(@)* <2C?|g]3 = 2C?| 13-

k

Mais | f'|P’? est pluri-sousharmonique donc | f(z)|"”* < |g(z)| et

2 (= =) f @) <2 f13,

keN

ce qui acheve la preuve du théoréme 2.1.

Remarque. 1l existe des suites d’interpolation pour H*(D?) qui ne sont pas
LS. (D. Amar, communication privée).

3. Ensembles de type S dans D"

Les résultats de ce paragraphe ont été¢ montrés dans [4]; nous allons en
rappeler quelques uns.

Soit ¢ une suite dans D", on dit que o est séparée si il existe 6 > Otelque V z,
Vweo,z+#Ww,dy(z, w) > 9, oud, désigne la distance de Gleason pour H*(4,)

[5].

DEFINITION.  Si W est inclus dans D", on dit que W est un ensemble de type
S si toute suite o de W séparée est d’interpolation pour H*(D"), la constante
d’interpolation de o ne dépendant que de la constante de séparation de o.

Remarque. Si W < D, il est de type S si et seulement si on a I'équivalence
{o séparée} <> {0 interpolation H*(4,)}

pour g = W.
En effet, considérons les cellules

k,)eN?C,,, = {z:re"’eD,Z‘"‘1<1——r32"‘, gzll 50<27n(l+1)}

celles-ci recouvrent D.
Considérons la suite o, ainsi obtenue:

Go = {Zk,l, (k’ l) € I}

ouz ,e€C.,n WavecI={kI)eN?tq. C,,n W@ Ona que g, est
l'union de 4 suites de W séparées (voir lemme 4.1) Ccest-d-dire
00=01U02U03U04.
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Comme og; est séparée, elle est d’interpolation pour une constante M;; las
measure associée ;= Y , ., (1 — |z[*)d, est donc de Carleson (voir Section 4)
de constante C; et la mesure pu, = ) {_ y;est encore de Carleson de constante
Co= 2?:1 C.

Soit maintenant une suite ¢ = W séparée par une constante 6 > 0 dans
chaque C, , donc on peut écrire o = ( J¥9) s; avec au plus un point de s; dans
chaque C, ;.

LEMME. Lamesure v;= .., (1 — |z|*)d, est de Carleson de constante C,
independante de C.

Preuve. Soit
_‘ =re' 1 — 0—h ﬁl
Sh,G—‘Z—re’l hSr<1, 2 S¢<0+2‘>

ona
v(Sno)= X (- [z[)
zeviNSh 0
Mais chaque point z de v; se trouvre dans un disque de centre z’ de o, et de
rayon o(1 — | zo|?), ou d, est tel que V z, w € C; 1, d (2, w) < ,; on en déduit,
posant b’ = (1 + 2d,)h, que

VilSh,0) < (1 + 8o)tto(Sh,0) < (1 + 280)*Co h.

On en déduit que la mesure v= ), _, (1 — |z|*)d, est de Carleson de con-
stante C’' = (1 + 23,)*C, N(J) et donc que o est d’interpolation pour H®(4,) de
constante ne dépendant que de J, C, étant fixée par W, grace au théoréme de
Carleson [9].

Le premier exemple étudié¢ fut le rayon [0, 1] dans D [9]. Plus généralement,
on dira que I',, est un céne de sommet z, € T et d’angle o > 0 si

IL,eDu{z}etVzel,, Arg(z—z)e[—oa +a]
I1 est facile de voir que I', est un domaine de type S, et donc aussi une union
finie de tels cones.
L’exemple suivant généralise cette remarque. Soit (6,), .y une suite de réels

positifs tendant vers O exponentiellement; par exemple 27" ! <0, <27"
Soient I''® une famille de cénes d’angle o > 0 telle que V¥ n € N,

P N"T={% et UT® nT={1} ) {”}.
n>1
Posant W = { J,.; I'®, on a alors [4]:

PROPOSITION. W est un domaine de type S.

Si s est un arc de courbe de classe C! dans D, alors s est de type S dans D,
quelque soit I'ordre de tangence de s avec T. (Ce résultat m’a été communiqué
par E. Kronstadt.) On a également établi que [4]:
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(3.1) Siwy, ..., w,sont de type S dans D", w = ( J*_; w;est de type S dans
D".

(32) Siwy,...,w,sontdetype Sdans D alorsw = w, X -+ x w,estde type
S dans D*; plus généralement, la méme preuve donne que si w; est de type S™
alors wy X -+ X w, est de type S dans D™ ",

Soit maintenant ¢ une suite dans D x W ou W est de type S dans D" !,
Partitionnons W en cellules d la Carleson [7], {C,, k € N}, disjointes et telles
que VkeN, Vz weC,d,|(z, w) <J,oud, représente la distance de Gleason
dans H*(4,_,); on peut faire cela pour tout 6 > 0, la famille {C,, k € N} dépen-
dant évidemment de d.

Posons Vk e N, ¢* =06 n (D x C) et

*={zeD,tq.y e C, avec (z,y) € ¢},

C’est-a-dire que G* est le projection sur la premiére coordonnée de o*.
Utilisant alors le théoréme de N. Varopoulos [6] et celuide A. Bernard [2] on
a montré le théoréme suivant.

THEOREME 3.3. Soit o une suite dans D x W ou W est un ensemble de type S
dans D"~ . Pour que o soit d’interpolation H*(1,) il faut et il suffit que:

(i) o soit séparée;

(i) 36 >0 tel que V k € N, la suite 6" soit d’interpolation pour H*(A,) de
constante indépendante de k, C’est-a-dire ¥ k € N,

inf ]
zeok weok
wFz

zZ—w

—[>d >0,
1—zw

&' indépendant de k.

Ce théoréme donne une description “concréte” des suites d’interpolation ¢
de D x W. Utilisant un théoréme d’approximation di 4 E. Kronstadt [8] on a
aussi obtenu une description abstraite de ces suites.

THEOREME 3.4. Soit o = D x W ou W est un ensemble de type S dans D"~ 1.
Pour que o soit d’interpolation H*(4,) il faut et il suffit que il existe une suite
d’idempotents élémentaires uniformément bornés dans H*(A,).

Rappelons que si o = {z;, i € N}, une suite d’idempotents élémentaires est
une suite {¢;, i € N} telle que ¢(z;) = J;; et &, € H*(4,), Vie N.

Les résultats rappelés dans cette section généralisent des résultats dd a E.
Kronstadt [8], et ce par des méthodes trés différentes.

Nous aurons encore besoin de la notion suivante. Soit &€ = {¢, ..., &} €
[0, 1]" et convenons que

i i

ZE.' Si 8,' = 1,

=Zi Si 8i=0'
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DEFINITION. W < D" est de type S complétement symetrisable (S.C.S.) si
pour tout ¢ € [0, 1]” I'ensemble W® = {(z!, ..., z") e D", (z), ..., z) € W} est
de type S.

Clairement, si W < D est de type S.CS. il est de type S. On montre en
utilisant exactement les mémes preuves que pour les ensembles de type S que
les ensembles S.C.S. vérifient:

(3.3) toute union finie d’ensembles S.C.S. est encore S.C.S.;
(3.4) tout produit fini d’ensembles S.C.S. est encore S.C.S.

4. Interpolation H”

THEOREME 4.1. Soit u une mesure sur D", positive et telle que pour un p positif
w verifie inégalitée HP(A,), alors u est une mesure de Carleson dans D".

La réciproque de ce théoréme, vraie dans le cas n=1 [9], est fausse en
général pour n > 1 a cause d’un contre exemple de L. Carleson [10].

Preuve du théoréme. Supposons d’abord p > 1. Soit alors I'ensemble S, 4e¢t
considérons le pont z = z, o= ((1 — hy)e”, ..., (1 — h,)e’®"); associons lui le
noyau de Cauchy Szegé normalisé dans H"(A ):

# — ¢ )l‘[ — |Z/[)"
e = c(z ———-_——
j=1 JC})
11 est facile de vérifier que pour {/ € Sh, 0,00 2
1 0

> .
|1=2¢] = (1= |ZP)
d étant une constante strictement positive absolue. On en déduit que V { € S, ¢,
n 1 _ |Zj |2)l/q n 1
)] > ———-——.——— = e

@ = o) 1 oy =0 I = oy

mais z = z, gdonc V{ e Sy o,
oo 1
| ()] ZET/—”(hl By - )P

Appliquons a el I'inégalité H?(A,) de 'hypothése, il vient

6P (Sh 0)

(p) (p) (p)
c||ev||v>j |ev|vdu>f 1@ du@) > == 5=

Comme ¢P est normalisé il vient

2c
(Sh o)~6p phlhz By,

donc u est bien de Carleson.
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Soit maintenant 0 < p < 1. Il existe un entier m € N tel que p’ = mp > 1. Soit
fe H”(4,) alors f™ € HP(J,) et on a [p. | f™|P du < C|| f™||5 donc

|11 dusclrly

et I'on est ramené a la preuve ci-dessus. Pour p =2 ceci est un case trés
particulier de I'étude [3 chap. III], et la preuve est analogue.

On va maintenant donner une réciproque de ce théoréme dans le cas ou la
mesure u est dans D x W est de type S dans D"~ 1.

THEOREME 4.2. Soit pu une mesure positive portée par D x W ou W est un
ensemble de type S dans D"~ 1. Alors si y est de Carleson elle vérifie les inégalités
H?(2,), Vp>1.

Ce théoréme sera conséquence des lemmes suivants.

Considérons la partition de D en “cellules” a la Carleson Yk e N, VI e N,
1< 2%

. 2nl 2
Coi= =z= re®eD, 27kt <1 —r<27k 2—’,f ge<-2§(1+ 1)}.
Un calcul classique montre qu’il existe une constante absolue M > 0 telle que
Vk,VI,VzeC; ,0ona

(4.1) P.(0) < MP,(0), V6¢€lO0,2n]

De méme, posant k = (kq, ..., k,) e N, 1= (I, ..., I,) € N" on recouvre D"
par les “cellules” Cy = Cy, 1, X =+ x Cy, 4.

Soit maintenant W un ensemble de type S dans D" et considérons la famille
d’indices A = {(k, 1) t.q. C,; n W + @}. Pour tout (k, 1) € A notons z, , un

point de C, , n W; notons aussi ¢ la suite ¢ = {z, ), (k, 1) € A}. On a alors le
lemme suivant.

LEMME 4.1. La suite o est l'union d’au plus 4" sous-suites o;telles que ¥V i = 1,
.., 4", 0; soit séparée, donc d’interpolation H®(4).
En effet, en une dimension posons:

Jy={(k, 1) t.q. k =0 (mod 2), | = 0 (mod 2)},
J,={(k, 1) t.q. k =0 (mod 2), | = 1 (mod 2)},
Jy={(k, ) t.q. k =1 (mod 2), | =0 (mod 2)},
Jo={(k, ) t.q. k=1 (mod 2), I =1 (mod 2)}.

Soit alors i € [1, ..., 4] et (k, ) e J, (k',I')e J,; (k, I)# (K, I'); on voit facile-
ment qu’il existe une constante absolue 6 > OtellequeVze Cy ,,VweCy
dy(z, w) > 6> 0.

Dans D", faisant tous les produits possibles, on obtient 4" familles d’indices
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K,, ..., Ky vérifiant: Vie[1,2,...,4",V(k, 1) e K, V (k,}) e K, (k,]) +#
k 1),VzeC, ,VYWeC,,  onadyz,w)>5>0.

Posons alors, Vie[l1,2,..., 4, Ai=A nK;eto,={z,,, (k,1) e A} ona
bien que o= J{, o, et Vie[l, 2, ..., 4] o, est séparée. Comme de plus
g cW,Viel[l,2,...,4", et que W est de type S, o; est bien d’interpolation
H*(A).

Preuve du théoréme 4.2. On fera la démonstration dans D"*! pour utiliser
les notations ci-dessus.

Soit ¢ une mesure de Carleson portée par W x D, ou W est ensemble de type
S dans D"

Recouvrons W par les cellules Cy |, et posons, si k € N, | <2,
Sci=1z=re?eD,0<1—r<27k 2 <0<22—7:(l+1)=;

2k =

de méme dans D": S, , = S, ;, X ** X S, 1,; on &, avec les notations du lemme
41,

(Zi,1 € Coy 0 W), 2751 - 270 <2Y((1 — |74, [%))-

Pour (k, 1) € A définissons la mesure y, , ainsi: pour tout borélien B de D, on
pose

ik 1(B) = ( #(Cy,y x B);

_ bt
(1= [zcal*)

on voit que p, , est une mesure de Carleson dans D de constante indépendante
de (k, 1) car, si S, , est un ensemble de Carleson dans D il vient

1 ) " 2 k1 ... "kn 0
Spo)=-——"—3UWCy i X Sy o) < Ah————— <2"Ah,

N L (S EWT&)

ou A est la constante de p.

Soit f analytique dans D"*! et continue dans D"*?; on a
4n

(42) | _1fewpd=% ¥ [ |f@w)Pd

i=1 (k,DeA; "Cx,1xD

Etudions un terme de cette série

63 [ sl dusy([ sup 17wl duio) = 1221)

Ci,1xXD D zeCy, )
avec
S = sup -z < (1 +6)".
cecn (= 1z4f?) ~\1 -0
Posons

g, 1(w) = sup | f(z, w)|*;

zeCk,1
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Cest une fonction sous-harmonique car Yze Cy,, |f(z, w)|[’? est sous-
harmonique.
Posons

gia(e®) = sup | f(z, )|,

zeCy,
puisque du, , est de Carleson de constant 4 indépendante de (k, 1) dans D, il
vient [14]
JD |94 1W)[* di\(w) < Cllgi 1 [13

soit

[ sup | £@wP di ) <€ [ sup | 762 e

D zeCy,) z € Ck,) 2

Portons dans (4.2)

J' | S|P du < Cy Z (e lzﬁ,llz))f sup | f(z, €?)|F d6.

i=1 (k,1) € A; T zeCy, 1

Soit z, ,(0) un pointde C, ;oulesup, ¢, , | f(z €?)| estatteint (0 fixé, f (z, €*)
est continue en z) et échangeons somme et intégrale:

[17Pdusre § [ ] s (@ = 122FD] S el |ao
i=1°T (k,DeA;

On peut échanger z} , en z, , quitte 4 mettre y en facteur et puisque {z, ,,
(k, 1) € A} est d’interpolation grace au lemme 4.1, on peut appliquer le théor-
éme 2.1.b) et on a

Y (= |ma PN S @ < C | S )] dile)

(k, D eA;

car la constante d’interpolation de {z, ,(6), (k, 1) € A;} ne dépend pas de 0. 1l
vient donc

J' | S du <492CC [ | [ dyir
pn+1 Tn+1

Soit maintenant fe H?(D"*') et {f} € A(D"*!) une suite convergent vers f

dans H?(D"*'). Le lemme de Fatou nous donne ( f, converge ponctuellement
dans D"*1! vers f)

[ timinf | g du= | | /] dp<lim ian' | Ail? du
Dn+1 k pr+1 k pn+1
puis (4.5)
[ 1f1 du <tim inf 32CC| 4 = 42CC 11
Dnt1 k

ce qui achéve la preuve de ce théoréme.
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Si W est (S.C.S.) on a mieux:

THEOREME 4.3.  Soit u une measure de Carleson portée par W x D, ou W est
un ensemble (S.C.S.) de D", alors u vérifie les inégalites HP(D"*!), pour tout p
positif.

Preuve. Exactement comme pour le théoréme précédent on considére les
mesures de Carleson dans D, y, ,, (k, 1) € A de constante 2"4 indépendante de
(k, ).

Soit f continue sur T"**! et positive, f(z, w) son intégrale de Poisson dans
D"xD;sizeD"et weT, on note encore f(z, w) = [1. f(§, w)P,(§) dA, de
mémesiw e Detze T, f(z, w) = (1 f(z )P,() dA,((). On a

ffzdu= > J [*(z, w) dp

(k,DeA “Ck,1xp

< M?* Z ((l_zkllz J (21, w) dpy, (W)

(k,DeA D

(4.6)

car f(z, w)= | fP,- P, dA,., etsize Cy,, par (4.1) itéré:

f@w)<M,f(z]1 w).
Mais p, , est de Carleson de constante 2"4 donc 34, >0tq, V (k,1) € A,

fbfz (Zi, 1 W) dpy (W) < 43 J:riz(zk,la w) dd;(w);

portant dans (4.6) il vient

@7 [Frde< A S (= [mal) [ P, w) diaw)

(k,DeA

Grace au lemme 4.1 on peut diviser o en au plus 4" sous-suites ¢; qui soient
d’interpolation H*(4,) de constante C; posant C = sup; C;il vient, i = 1,2,.
4",

ey

(48) Y (= )P, w) <2C | 726, w) dise),

(k, ) eA;

grace au lemme 2.2, applicable car o; est d’interpolation H®(4,,).
Dans (4.7) on échange somme et intégrale il vient

jf dp < AiM?" Z J > (1= |z, l'z))f (2,1, W) dA1(W);

T (k,)eA;
en y portant (4.8) on arrive d

ffdu < AZMP4r -2 - C? f |f 2 ey
1

Soit maintenant f dans I*(T"*!, 4,.,), f >0, et {f;, k € N} une suite de
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fonctions positives de' @(T"* ') qui converge vers fen norme I*(2,+1)-Onaque

7, converge ponctuellement dans D"*! vers f; appliquant le lemme de Fatou il
vient alors

J' lim inf 72 dy = J 7% du < lim inf J 72 du
K k
d’ou, puisque les f; sont dans €(T"*?)
(49) [ 72 du < a23M>C| f13, ¥ Se Bhi).

On achéve alors la preuve du théoréme 4.2 comme celle du théoréme
2.3:s0it p>0et fe H(A4,4,); | /|7 est pluri-sous-harmonique donc appli-
quant (49)d g = | f*|”? € I?(4,+,) on en déduit le théoreme 4.3.

On va donner encore une caractérisation des suites d’interpolation H*(4,,, ;)
contenue dans D x W ou W est de type S dans D"

A une suite o = {z,, k € N} on associe la mesure sur D"**

n+1

po)= 3 H (1= |=[*)
keN j=
THEOREME 4.4. Soit o une suite contenue dans D x W, ou W est un ensemble
de type S dans D". Pour que o soit d’interpolation H* (4, ), il faut et il suffit que
o soit séparée et que u(o) soit de Carleson.

Si o est d’interpolation H®(4,, ), o est clairement séparée; la mesure asso-
ciée p(a) est de Carleson comme cela a ¢té montré, dans un cadre plus général,
dans [11] et dans [3, chap. III].

Réciproquement supposons o séparée et u(c) de Carleson dans D"*!. Re-
couvrons D"*1 par les “cellules” C, ,. Puisque o est séparée, dans chaque
cellule C, , il y a au plus n, , points de g avec ny , < N < +00. On peut donc
diviser o en N sous-suites o; telles qu’il n’y ait qu’un point de o; dans chaque
cellule C, ,. Grace a (3.1) il suffit de montrer que og; est d’interpolation
H*(A,+1)- Appelons donc encore o cette sous-suite ;. Elle a la propriété suiv-
ante: si nous recouvrons W par des “cellules” D, ; = D" et si nous appelons
o%'={(z, w) € 0, w € D, } puis

“'={zeD,tq.we Dy, (z, W) ea},

c.ad. la projection sur la premiére coordonnée de %!, alors: la suite %! est
séparée uniformément par rapport a (k, 1) (4.6).
D’autre part, choisissons dans D, ,, le point

Wik = {(Wllﬁ,l’ cees W'I:,l); W{(,l = (1 - 2—kj_l)ei2n”2—kj}'

Alors, comme pour la preuve du théoréme 4.2 la mesure p, , ainsi définie: V B
borélien de D,

t(B) = p(o)[B x Dy ] - _1_ [wi 1P
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est de Carleson dans D de constante indépendante de k, 1. Mais la mesure

Vi = Z (1 — |z[*)é,
ZE (7
est telle que v, ; < u, ), grace au choix de w,_,,donc v, est de Carleson dans D
de constante indépendante de k, I: la suite ¢* ' est donc d’interpolation H*(4,)
de constante indépendante de k, 1 et on peut alors appliquer le théoréme 3.3
pour conclure puisque ¢ est dans D x W avec W de type S.

COROLLAIRE 4.1.  Soit ¢ une suitede D x W, ou W est de type S dans D"~ 1.
Pour que o soit d’interpolation H*(2,) il faut et il suffit que ¢ soit fortement
d’interpolation HP(A,) pour un p > 1.

Si ¢ est d’interpolation H®(4,) alors grace au théoréme 2.1, o est d’interpola-
tion H?(4,), V p > 1.

Si ¢ est fortement d’interpolation H?(4,), p > 0, alors le théoréme 4.1 nous
affirme que p(o) est de Carleson. Pour appliquer le théoreme 4.4 il reste a
vérifier que o est séparée, ce qui est fait dans le lemme suivant:

LEMME 4.2. Soit o une suite de D" et p>0t.q.V z, w € 0, Z+# W, il existe
K > 0et fe H?(A,) avec || f||, < K et (1 — |z|*))"/?f(z) = 1, f(w) = O, alors la
suite o est separée.

La preuve est trés simple si p = 2 [3, chap. II] mais sans la factorisation en
fonction intérieure et extérieure c’est plus long. Soit p > 0 et f € H?(4,) alors

(4.10) (@ = [z f@)] <@,

en effet pour n = 1 la mesure (1 — |z|*)d, est de Carleson dans D donc vérifie
les inégalités H?(1,), V p > 0.
Supposons la vraie dans D", et soit fe H?(4,)ona Yze D" !, we D,

| £z WP = [2]2) < Co(p, n = 1) [ 14 w)IP ds-1(©)

avec f(C n)=/S(rC, rn); mais, § fixé, f(l, n) est dans HP?(4,) donc
| /(& w)|P(1 — [w]*) <C(p) | | /(& n)|F dA,(n) d’ou en reportant, V r < 1,

(1= 2P = [wP)| Sz w)]” < CP(p)CP(p, n = 1) [ 1[5

d’ou, laissant tendre r vers 1, I'inégalité cherchée avec C(p, n) = C"(p).
Soit 0<h<1 et (z,w)eC?® tq. |z| <1—h; |w| <1—h; posons
r=1—hRetz =z/rrw=wrona

1
> —
4

zZ—w 7 —w

(4.11)

1 —zw 1—-2w
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en effet posons p = (1 — h)/r,ona |z—w| =r|z' —w|, |ZW| < p* dou

Sl

-

|1 —zw| =r*|5
(4.11) (1 )
?_
SFZ—I—_T |1 —‘EIW’l S4V‘1—2’W/|

(@) Soit alors o, z, w et fcomme dans le lemme 4.2 la preuve étant faite dans
D? et supposons de plus que z = (z!, z%); w= (w', w?) avec |z'| =1 — hy;
1—2hy < |w'| <1—hyet|z2|=1—hy; 1—2h, <|w?| <1— h,. Posons
ri=1-—hy/2;r,=1— h,/2. Posons

Gl n)=f(rlrs 'I)h}/phi/p

on a par (4.7),
1G]l < 4C*()| 1, < 4C*(P)K;

d’autre part, posant, z' = (z'/ry, 22/r,); W = (W'/ry, w?/r,), il vient G(z') > 4 et
G(w')=0 donc il existe 6 >0 ne dépendant que de K, C(p) tel que,
d(z,w)>06>0; utilisant le fait que, {eD? neD? d/n)=
max [d,({*, n'), d,(C% n*)] et (4.8), on a que

d,(z, w) zg

(b) Supposons que |z'| =1—hyet|w;| <1—2h;,0<hy <3, alors on a
o L—hy = (1=2h) >1
2T — hy){1 —2h,)

donc d,(z, w) > 3. Les autres cas se traitent comme (a) ou (b) et cela prouve le
lemme 4.2 et achéve la preuve du corollaire 4.1.

z! —wl
1__—1 1

COROLLAIRE 4.2. Soit o une suite contenue dans D x W ou W est un ensemble
(S.C.S.) dans D"~ 1. Pour que o soit d’interpolation H(4,), il faut et il suffit que o
soit fortement d’interpolation H(A,) pour un p > 0.

Preuve. La nécessité résulte du théoréme 4.3 et la suffisance de la preuve du
corollaire 4.1.

5. Fonctions analytiques a valeurs vectorielles

Soit E un espace de Banach de dimension strictement positive, E' le dualde E
et E} la boule unité de E'.

On dit qu'une fonction f'de D" dans E est analytique d valeurs dans E si
V1l € E}, | o f(z) est une fonction numérique analytique dans D"; on note cet
espace (D", E).
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On définit V p > 0,
H(Z,, E)={f e O(D", E); sup [ || f, ||} di,= || f]}, 5 < + o0}
r<i

ou f, désigne la fonction f,(z) = f(rz) et |a| est la norme de a dans E;

Ho (s )= |12 00" B) sup | = |/, < +o0 ]

ze D"

De méme,

Hy (1 E) = | € 000" ) sup sup [ [1- 4 dhy= 15,0 < oo

leEy - r<i

Pourp>1,|| |,zeet] |, «sontdesnormessur H?(4,, E) et H5(4,, E) qui
vérifie V fe H?(A,, E), | f], « < | flp e Ces normes sont, en général, non
équivalentes.

De méme, on définit

IP(N, E) = :wi € E, .Zl i |k = ||lo|5 &< +oo}

et

eEy i=

BN B)= o B sup $ [l = fofs., < +oo].
1 1

Ces deux espaces sont différents en général et, bien sir, I?(N, E) < I5(N, E).
Soit ¢ une suite de D", ¢ = {z, k € N} et T, 'opérateur linéaire ainsi définit

T, /= {1 = [))""/ (@), k e N}, ¥ feH(L, E);
de méme T, , sera lopérateur

T f= {(r- Izklz))l/pf(zk), k eN}, VfeH*(, E).

DerINITIONS. On  dit que—o est  d’interpolation HP(A,, E) si
T, H?(},, E) 2 (N, E).
—o est fortement d’interpolation H?(4,, E), si, de plus, 3 C t.q.
2@ = 1zPsf@NE<Clfl5e VSeH (4, E).

—o a la propriéte d’extension linéaire bornée de IP(N, E) dans H?(4,, E) si il
existe un opérateur linéaire U, de [P(N, E) dans HP?(4, E) tel que
VY w € I’(N, E),

" Up(w)“p»E = CHw”p,E et TpUp(w) = .

& p |p
De méme avec HY, If et T, .
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THEOREME 5.1.  Soit E un espace de Banach non trivial et o une suite d’interpo-
lation H*(4,, C) alors:

(@) 0<p< +o0, 0 a la proprieté d’extension linéaire bornée de IP(N, E)
dans H®(A,, E).

(b) 1<p< +o00, o est fortement d’interpolation H?(A,, E).

(@) 0<p< 400, 0 a la proprietée d’extension linéaire bornée de I5(N, E)
dans H%(4,, E).

(b') 1<p< +o0, 0 est fortement d’interpolation H:(4,, E).
De plus toutes les constantes sont indépendantes de l'espace de Banach E.

De méme le théoréme 2.3 admet une version vectorielle.

THEOREME 5.2.  Soit ¢ une suite d’interpolation symétrisable pour H*(A,) dans
D" alors:

(@) 0<p< +oo, il existe une extension linéaire bornée de IP(N) dans
H?(4,, E).

(b) 0<p < +o00, g est fortement d’interpolation H?(A,, E).

(@) 0<p< +o0, o a la propriété d’extension linéaire bornée de I5(N, E)
dans H%(4,, E).

(") 0<p< +o0, o est fortement d’interpolation HE(4,, E).

De plus toutes les constantes sont independantes de 'espace de Banach E.
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