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CONVERGENCE DE CERTAINES SERIES DE DIRICHLET
A COEFFICIENTS POLYNOMES

PAR
A. SEBBAR

Introduction

Les exponentielles-polyndmes apparaissent naturellement dés que l'on
s’intéresse aux solutions d’un Opérateur différentiel d’ordre infini, & coefficients
constants: soient 4 une fonction entiére dans C”, de type exponentiel nul et
h(D) lopérateur différentiel d’ordre infini associé (obtenu en substituant
d/0z; a z; dans le développement de k), si —A est un zéro de h et

- T (-)"apR

lv|l<m

une distribution, portée par { —A} et annulée par & (i.e., hT est la distribution
nulle), il est facile de vérifier que la fonction

Q(z)e—<>"z> = <T§’e<§yz>>

est solution de A(D)u = 0, Q(z) étant le polyndme ¥, _ ,,a,2z". D’autre part,
selon un théoréme de Martineau [6], toute solution u holomorphe dans un
ouvert U convexe, de f(D)u =0 est limite de solutions exponentielles-
polyndmes.

On appelera série d’exponentielles, a coefficients constants toute série

()= X ae®®

p=1

ou (a p) p=1 6t une suite de nombres complexes et (A ), est une suite dans
C” satisfaisant a

L = lim sup Log p < +o00.

p— + o0 |Ap|

Dans ce travail I'étude de ces séries suit celle faite par Valiron [8], Gallie [4],
Blambert et Berland [2] et Simeon [7] dans le cas d’une variable complexe. On
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CERTAINES SERIES DE DIRICHLET 433

donne la forme des domaines maximaux de convergence absolue suivant que L
est nul ou fini.

On appelle série d’exponentielles-polyndmes toute série de la forme

F(z) = X Q,(z)e”®®

p=1

ol (A »)p =1 €st comme ci-dessus et pour tout p, Q, est un polyndme de degré
p, tels que

lim ——=0.

Usant des propriétés de module minimum pour les polyndmes on associe
canoniquement, a toute série F(z), une série f(z) a coefficients constants dont
le domaine maximal de convergence absolue ne difféere de I’ensemble de
convergence absolue de F(z) que par un ensemble d’intérieur vide.

1. Notations
On se place dans C”, n > 2, muni de son pseudo-produit scalaire. Si

z2=(z4,---,2,), A=(A,...,0,),
{z,A\) =z;A{ + -+ +Z,A,.

On se donne une suite (A,),.1, A, € C" A, # 0 telle que (|A,]),., soit
strictement croissante tendant vers + oo et

Log p
|A

L = limsup
p— +oo

< +o00.
ol

On appelle série d’exponentielles de fréquences (X)), ., une série de la forme
o0
f(z) = E ape_<)‘p’z>, a, eC;, ze(C".
r=1

Pour tout entier p > 1 et pour tout z € C", on pose

 Logla,exp(~ (A, 2)
|A

d(P9z) =

ol

d4(z) = liminfd(p, z)
p—>+oo
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et, pour tout @ € R,
Dy o={z€C" dy(z)>a}.

Il résulte facilement de ces considérations que 'application d, est concave,
donc D, , est convexe pour tout réel a; elle est aussi continue ’il existe un
zy € C" tel que d 4(z,) soit réel.

On appelle série d’exponentielles-polyndmes de fréquences (A,), . toute
série de la forme

F(z) = % 0,(2)e D
p=1

ou, pour tout p, Q, est un polyndme de degré p, satisfaisant &

. 1
B= lim =% < +oo.

On suppose Q,(0) # 0, pour tout p (ce n’est pas essentiel, on peut toujours se
ramener a ce cas a 'aide d’une translation de l'origine). On désigne (suivant
[2]) par:

z(Q,)=2,={zeC%Q,(z) =0}
z=U z,

r=1

Z* = ’ensemble dérivé de Z.

Remarques. (i) Lorsque n > 2, les zéros d’une fonction entiére dans C”
ne sont pas isolés et on a

zz=NU2z,cz~
k p=k

(i) Si C"\ Z* + 0, pour tout z € C"\ Z*, il existe un entier p, tel que

Log|Q,(z)e” ™ 2]
L
p

soit réel pour tout p > p,.
On pose, alors, pour tout z dans C"\ Z*,

8.(z) = ETinogs(p; z),
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et pour tout réel a,

Dy o={2€C'\Z* 8,(z)> a}

2. Ensembles maximaux de convergence absolue
1. Cas des séries d’exponentielles-polynomes.

1.1 PROPOSITION. L’application 8, est Lipschitzienne sur les compacts de
C"\ Z*.

Ceci est basé sur I'inégalité suivante, dite inégalité de Leray [3].

1.2 LEMME. Soient P # 0 un polynome de degré total u et Z(P) [’ ensemble
de ses zéros. Pour tout z et tout z’ dans C"\ Z(P), on a

|P(z) 7" < lP(z)I’l{l L2z i 2 ]M,

,

d,. étant la distance de z’ a Z(P).

Pour prouver la proposition remarquons que, si z’ est dans un compact K
de C"\ Z*, il existe ¢ > 0, indépendant de z’, tel que d(z’,Z,) > . Ap-
pliquant le lemme ci-dessus a chaque Q, on obtient, pour z aussi dans X,

2,(2)
0,(z)

Log

< upLog(l + %) < p,Kl|z - z| (KZ ;13—),
et donc
18,(z") = 8,(z)| < M|z -z’
pour une constante M convenable.
1.3 THEOREME. Si 8 =0 et

Log p
[A

L = Limsup
p— =+ o0 pl

est fini, la série F(z) = L7_ IQ},(z)e_O‘P’z> converge uniformément et absolu-

ment sur les compacts de D | et diverge dans C"\ (D 4 U Z*).
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Observons d’abord que, si pour un &y 24 ,, # §: pour tout compact K de

D x4, €t pour tout & > 0, il existe une constante p positive telle que

sup |0, (2)e™ 2] < pe it

zeK
En effet, si u,(z) = log|Q,(z)e” *?| = —|A,|8(p, z) les fonctions
u,(z)/|A,| sont alors des fonctions plurisousharmoniques vérifiant
u,(z
lim sup p(2) = —08,4(z) < —a,,
p—>+00 |Ap|

et I'inégalité résulte du lemme de Hartogs [5].

Soit alors K un compact non vide de 9, ;. Pour tout z dans K on a
84(z) > L; comme 8, est Lipschitzienne sur les compacts de &, ; (Lemme
1.2) on peut trouver un réel a > 0 tel que §,(z) > a > L pour tout z dans K.
Si ¢ est un réel positif inférieur a (e« — L)/3 on a les inclusions suivantes:

Kc2 CD% a-2.CPx 1e

*, a—e
En prenant a, = a — ¢ dans la remarque précédente on a

IQP(Z)e—()\,,,z)I < Me——l}\p|(a—2£) < Me-])\p|(L+s),

ceci assure la convergence absolue et uniforme sur les compacts de 9, ;. Pour
prouver la seconde assertion du théoréme on considére un point z, hors de

Dy U Z* 1lyaalors un a > 0 tel que §,(z5) < —a et il existe une suite
d’entiers p, tels que

8(p,,zy) < —a, lim p, = +o0.
n— + o0

Donc,

10, .(z0)exp(— (A, , zo))| = exp(— X, |8(p,, 2o))
exp a|A

%

pnl
>1

et la série F(z) ne converge pas et le théoréme est prouvé.

Dans le cas particulier o L = 0, la série F(z) converge absolument et
uniformément sur les compacts de 9, , et diverge hors de D, ,, sauf,
peut-étre, en les points appartenant a Z*. Dans la suite on notera 2,
I’ensemble maximal de convergence absolue de la série F(z), cet ensemble
contient P ;.
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1.4 PROPOSITION. Soit 9y =D, N (C"\ Z*), si les fréquences X\, sont
telles qu’il existe A € C" vérifiant pour tout p,

A 1
e _ L
’P\pl AlszA (4>1)

Alors Dintérieur (2))° de D} est non vide chaque fois que ce dernier est non
vide.

Soit z, € 2, il existe r, > 0, tel que pour tout p, d(zy, Z,) > r,. Posons

0,(z)
Qp(z())

R(p,zq,2) = e Re(dpz-20)

On va montrer que R( p, z,, z) est inférieur ou égal & 1 pour z appartenant &
un voisinage de z,, indépendant des p assez grands. Soit C, , le cone

C,a={2€C" |z - 25| < ARe(z — z5,\)}
pour tout z dans C, , et hors de Z*, on a, par le lemme 1.2,

|z — zy|

R(p,zp,z) < |1 + —F———
(P Zy Z) < ( d(ZO,ZP)

Pp
) e—Re()\p,z—zo)'

Comme B = 0, pour p assez grand et ¢ <r, /24, R(p, z,, z) vérifie

|z — 24| N
R(p,z9,2) < |1 + ——— ex —
(p 29 Z) ( d(zO,Zp)) pllz — zy|

1A,

A 1
P N\ —- =
i)
< h(|z = zo))
ou pour x réel,
0= 122 ol 54
x)= " exp| (e, = 7 |x

et €, est un réel supérieur ou égal a

)4
=2 _ A
1A,

e

Or h(0)=1et h'(x) <0sie, <1/24 donc R(p, zy,z) < 1 pour p grand et
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sous les hypothéses zo€ 9, z € C, ,N(C"\Z*). En définitive, on a
montré que

U ¢, .n(c\z*) e (2r)°,

20ED}

ou encore

U Czo,A rNB(‘ZO"‘ZO)C (9:)0'
Z0EDYF,
A>1

Donc (2})° est non vide si 2} est non vide. Un cas particulier de cette
situation est lorsque la suite (A ), ., est telle que la suite

)
|}‘P| p=1

2. Cas de séries a coefficients constants; construction de Simeon.

converge vers A € C”, |A| =

Ce que nous venons de dire 4 propos des sommes d’exponentielles polyndmes
se transmet intégralement aux séries d’exponentielles & coefficients constants.
Les quantités 8( p, z) sont égales aux quantités d(p, z) définis au § 1. Les
ensembles &, , sont égaux aux ouverts D, , eton a:

2.1 COROLLAIRE. Soit f(z) = L%_,a,e~*»?) une série d’exponentielles &
coefficients constants; si

Log p
A

L = limsup

p-—->+oo pl

est fini, la série f converge absolument et uniformément sur les compacts de D  ;
et diverge hors de D, . En particulier, si L =0, D, , est I’ouvert maximal de
convergence absolue de f(2).

Dans [7], Simeon détermine, dans le cas d’une variable complexe et sous la
condition L < + oo, les domaines maximaux de convergence absolue de f(z).
Cette méthode s’étend au cas de plusieurs variables. On énonce, sans démon-
strations, les résultats qui sont une adaptation facile de [7].

Pour toute partie E de C”, et pour tout z € C”, on note

N {PEN* d(P,Z)mEE}
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On ordonne N}*, il est non vide, en une suite (n,), ; croissante et on pose

. Lo . e
= lim sup }\g LA N*; est infini
L(E)  p=te M
= —o0 si NJ* ;- est infini ou vide,

et
fol2) = ¥ apexp( =M, 2)

si N*; est non vide; fz(z) = 0 sinon.

Il résulte aussitdt de ces formules que L,(C") = L, pour tout z dans C”; que
L, est croissante en tant qu’application d’ensembles et que si E, est I’e-voisinage
de E et si Ly ,(E)=1lim,_ (,L,(E,), alors 'application E — L, ,(E) est
croissante & valeurs dans R*U{+ o0} U { —0}.

Si le point a 'infini de C” est noté oo et si z, € C”, on pose

d(20’°°)=1/|20|’
{0}, ={z€C"d(z,00) <&} ={z€C" |z| > 1/e},
A
Ny, = {P eEN*d(p,z)57 € {00}8}
A,
= {p e N*; |d(p,z)| > 1/8}.

On définit L,({o},) et Ly ,({c0}) comme précédemment et on a:

2.2 PROPOSITION. (a) Pour toute partic E de C", non vide, si E est
I’adhérence de E, on a

L*,Z(E) = L*,z(E) = lim L*,z(Ee)'
€—> 00

Et si E est compact, pour tout z € C" il existe z, € E tel que

L*,Z(E) = L*,z({zl})'

(b) Soient E,,1 <i <k, k partiesde C" et E = U, _,;_,E,, alors pour tout
z dans C",

Lz(E)= Sup Lz(Ez)
1<i<k

L*,z(E)= sup L*,Z(Ei)

l<i<k
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(c) Soientz,z’ € Dy o; 2,21 €C", 2, #0, z#+ 2. Si

- R A
z (] Z“_Z
1 |1|’ AN

Ly ,({2}) = Ly . ({2{})

on a

Prouvons, a titre d’exemple le point (c). On sait que
Ay
d(p,z)—d(p,z’) =Re| =%,z —2z').
1Al

Tenant compte de ’hypothése, on a
A A
z—d(p, )5 ]-[z —d(p,2) 5t ]
[ (= dp )X | nl

}\ e A ——
= |z — z’|{Re A P _Rel 2 ETZ \ Al
l)\ l |z — 2’| l}\pl lz4) "z = z7) [ |24l
Or, pour tout ¢ > 0, on peut trouver ¢ dans ]0,inf(e, |z,|)[ tel que pour tout p
dans N*

z,{z1}e?

>\ — ! >\ —_ !
(1) {Re 272 \p _Re[ A EZZ VAN E
|>\ |’ |z — 27| |>\p| l24] "z = 2| [ |2l |z — 2’|
Sinon, il existe & positif tel que pour tout & dans ]0; inf(e, |z,])[ il existe n,.
dans N*, , tel que

)
An, z-—2z \ An, zy, z—z'\ 7y €
Re < s ’ - Re T 1 T = .
{ < Angl |z = 2’| > [An,| < 12117 |z = 2] > |z, |z —z’

Mais n, € N¥ . , signifie que

<ée.

An,
(3) ld("e’,z)m—zl

Les familles

An,,
(d(ny,2)), et (d(n”"z)lA::fl)g
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sont alqrs bornées, il existe une suite (&} ), ¢, lim, _, , &, = 0 telle que les
deux suites

An,
(d(ne,k, z))kzo et (d(ne;(, z)ﬁn—l—
&' ) k=0
convergent vers / et [f respectivement, || = 1 et [ > 0 puisque d4(z) > 0,
par (3), on a z; = /0 et z;/|z;| = 6. On obtient une contradiction en écrivant
les inégalités (2) avec les indices n,, et en faisant tendre k vers infini, d’ou (1).
Ainsi, pour ¢/ <g N* |, C Nz"",(zi}z, et, par suite,

z{z1}e
L*,z({Zl}) < L*‘z({z{})‘

(1) Si Ly .({2z,))=0, on a aussi Ly ,({z{}) = 0; comme z’ est dans
Dy o, 0ona dy(z’)> 0 et donc z{ # 0. En posant

)\=Re<ill-,z—z’>,

|2,
de
z z] = A
! ! lz1]°
on déduit
z1 _ .4 2_ 1.
1z{l 1zl ’

par conséquent:

z{ z{
z{—zl=Re<I }I,z/—z>I jl
1 1

La symétrie des r0les de z; et z{ donne Ly ,({z{}) = Ly ,({z}).

(i) Si Ly ,({z,}) = — oo ona, nécessairement, L, ,.({z{}) = — oo; sinon,
Ly .({z{}) = 0, alors z{ # 0 et par symétrie Ly ,({z,}) = Ly ,({z{}) ce qui
est absurde.

2.3 COROLLAIRE. L’application de C" dans R*U{+ 00} U {— o0} qui a z,
associe Ly ,({z,}) (resp. qui a z, associe |z;| — Ly ,({z,}) est semi-continue
supérieurement (resp. semi-continue inférieurement) pour z fixé. En conseé-
quence, Si

Log p
|A

L = limsup
p— t+oo

< + o0,
ol
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il existe z0 € C" tel que
Jnf {lzrl = L ((2)) = 1271~ Ly .({2}).
On pose, pour tout z € C",
po= inf {1zl = Le.((2))
et, pour tout a réel,
A,={2E€ Dy, p,>a}.

La proposition générale concernant la convergence absolue des sommes d’ex-
ponentielles dans le cas L fini, non nécessairement nul est:

2.4 PROPOSITION. Si L est positif et A, est non vide, la série

f(Z) = i ape_<>\p’z>

p=1
converge absolument et uniformément sur les compacts de A . Elle ne converge

absolument en aucun point de C"\ A,. Ainsi, A, est I’ouvert maximal de
convergence absolue de la série f(z).

3. Ensembles de convergence absolue des séries
d’exponentielles-polynomes

Dans ce paragraphe, on considére des séries de la forme
o0
F(z)= % Q,(2)e 0w
p=1

ol on suppose

Lim S82 _

by
1 =0 et Q,(0)#0,Vp.

p—»+w IAP

p, désignant, pour tout p, le degré du polyndme Q,; s’inspirant de [8] et
utilisant la méthode des boules d’exclusion de [1], on va associer a la série
F(z), une série d’exponentielles, a coefficients constants f(z), dont le domaine
maximal de convergence absolue ne differera de I'ensemble de convergence
absolue de F(z) que par un ensemble d’intérieur vide.
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3.1 THEOREME. Soit F(z) = X%_,0,(z)e~*»?) une série d’exponentielles-
polynomes ot les fréquences (X)), et les degrés p, des polynomes Q, vérifient les
conditions ci-dessus. Soient, pour toutp > 1, A » la hauteur de Q » 2, I’ensem-
ble de convergence absolue de F(z) et D, le domaine maximal de convergence
absolue de f(z) = LX_,A,e~*»?, alors:

i D,c2,

(i) (2.\(D,V Z*)° =9,
(Z* étant 1’ensemble défini dans le § 1; on rappelle que la hauteur d’un
polynome est le plus grand des modules de ses coefficients).

3.2 LEMME. Sous les hypothéses du théoréme et s’il existe une constante
A > 1 telle que

1
_r _ —_—
AS2A’

Ae C, Al=1

alors D, C 2,.
Soit, en effet, z, € D,; considérons comme avant le cone

C,a=1{2€C" |z —z)] < ARe(z — z5,\)}

et un point z,, arbitraire dans C” (mais qui sera fixé dans la suite). On va
étudier le rapport

1Q,(z)e Rt 2]
Ape-—Re()\p,zl)

Rp,zo,A(Z’ zl) =

Les 4, sont non nuls par définition. Pour tout z dans C”,

10,(2) < A4,0(p,){max(1,|z])}",

6(p,) étant le nombre de termes dans un polyndme de degré total p,. Si de
plus z est dans C, ,,

R, . 4(z,z) <0(p,){1+ |z5| + ARe(z — 2o, A }H7 - e RePprzm2)

On distingue deux cas:
(@) ARe(z = zo,A) <1+ |z5|. Comme 0(p,) < (p, + 1)"*, il vient

R, .0a(2,21) S 207D (14 |zo])" - e7Re@rimm,
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tenant compte de 'hypothése p,/|A,| = 0, p > + 00, 0n a
Ry, 4(2,7,) < eMiReCema),

(b) 1+ |zy] < ARe{z — z4,A). Par des majorations faciles (z est dans
le cone et les A, vérifient la condition du lemme) on a

R, 0.4 a(z,2y) < (2n7247)Hr - emReComanA),

A’ étant une constante ne dépendant que de A4; donc, si ¢ est le méme que dans
le cas précédent, pour p grand,

RP z A(z,zl) =< eel)‘pl_ReOO_ZI,}\p)'
140>

Ce qui donne une majoration analogue au premier cas. Mais, puisque z,
appartient a louvert D,,ily aun r, > 0 tel que la boule {z € C", |z — z,| <
r,,} soit contenue dans D,; fixons maintenant z, par z; = —r, )\ + 2y, o1 A
est le conjugué de A, de sorte que Re(A,A) = 1.

Si, dans le cas (a), on prend soin de considérer ¢ inférieur a

A-1

24 w0

on aura, successivement,

elA,| —Re(z —z;,A,) =¢|A,| —Re{z —zp,A,) — rZORe<7\,}\p>

< {:3+rz0

Comme Re(z — z5,A,) > O et

A

I-iT - Al - r20}|7\p| — Re(z — z4,A,).

e+,

—p —
[\ prl Z9 24 Zo —

rZ
AN-—r, <e+ 5 —r, <0

il vient (dans le cas a)
Rp,zo,A(lel) = 1

Pour achever la preuve du lemme, on constate que, pour le méme z; et le méme
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€ que dans le cas (a), on a

- A
elA,| — Re(zg— z;,A,) = (e -, Re<}\, ——”~>)|)\p|

Re( A A A
< e—r, Re ,I—A—pl—— —r20|p|

Donc, dans le cas (b), on a aussi R, , ,(z,z;) <1 cela veut dire que si
— 340
zo € D, et z; = —r, A + z,, on a, pour tout z dans C, ,,

lQP(Z)e—()\I,,z)I < Ape_ReO\P’zl).
Comme la série de terme général A,e~Re» 21> converge, tout le cone (fermé)
C,,, 4 est contenu dans 'ensemble &, en particulier z, € Z,, ce qui acheve la
preuve du lemme.

Démontrons, 4 présent, la premiére affirmation du théoréme. Notons par A
la suite (A ), ., et a(A) ensemble des valeurs d’adhérences de la suite

Ao e

a( A) est compact, contenu dans la sphére unité S2"~! de C". Pour tout 4 > 1,
il existe k = k(A) points de $?"1, §,,...,¢,, tels que si

Vi={ze s |z-§| <1/24}.

Les V,, 1 < i < k, recouvrent S2"~1 (donc aussi a(A)). Soient

A
Nl={p€N*,|->—\—:TGV§1},

k—1 }\
N,={peN* (UM,—”*EV: :
i=1 IApI K

chacune des sommes partielles

E(z)= L 0,(s)e 0w

PEN,
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vérifie les conditions du lemme précédent, il en résulte que
0
2 1Q,(zp)le R0
p=1

est fini, si z, € D,.

Reste a prouver que (2,\ (D, U Z*))° = (. Supposons le contraire, il y a
donc un z, dans &, et un réel r, tel que

B(ZO’2rzo)C'9a’ B(ZO,ZrZO)ﬂ(BaUZ*)=¢.

Par application des inégalités de Cauchy aux fonctions analytiques on peut
trouver R > Vn tel que

lzo] <R et M(Q,,R)= sup Log|Q,(z)| = Log4,.
|zZ|<R

Comme z, est hors de D, la série f(z) = £5., 4, R*» 0> diverge, il existe

par conséquent, une suite d’entiers ( p,), tendant vers l'infini avec n telle que
(1) d(pn’ZO) < -«

ou « est un réel strictement positif. On peut extraire de la suite (p,), une
sous-suite qu’on note p(n, j); ., telle qu’il existe une suite de réels (p;);. o
avec 0 < p; < 1/e, satisfaisant en outre a:

(i) la suite

( Fp(n, )

A Logpj)

I’(ny/')| j=0
converge vers 0,

() X,,op < +o0.
On a besoin du lemme suivant.

3.3 LEMME (Avanissian [1]). Soit Q un polynome dans C", de degré total p,
0(0) # 0 et Wy o = Z(Q) N B(O, R), Z(Q) étant I’ensemble des zéros de Q.
Soit 7, 1 <7 <2, un réel tel que la réunion E des boules fermées de rayon
p = (7 = 1)R et centrées sur W p , ne recouvre pas B(O, R). Pour tout z,
|z} < R et hors de E, on a

_Ar elp(z
M(R,Q) = o < LoglP(2)

ou M(R, Q) = sup, . gLog|Q(z)| et A est une constante positive, ne dépendant
que de la dimension de I’ espace.
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Ceci dit considérons, pour chaque j, la racine 7; comprise entre 1 et 2 de

I’équation
o = exp( _ A )
J (x _ 1)2n ’

7; tend alors vers 1 supérieurement lorsque j tend vers linfini. Or, il existe jj,
tel que

BO(ZO, rzo) N IJ/"’ijQp(n.j) = ¢.

w, _ a la méme signification que dans le lemme 3.3.
TJR’QP(",J) q

Soit & < a/2 donné, puisque p; < 1 pour j grand, la premiére condition
imposée a la suite (p;); , o donne, pour j grand,

(2) pj_"p(n-/) < el
par le lemme 3.3, on a

A ypfren < e M(@pn iy R)g=Abp(n, (=D < IQp(n,j)(ZO)l .

p(n,j
Par suite,
A —Re(A .y Z0) < |Q

—~Re(A Y200 — M ;
p(n, HE (zo)le Ay 0)pj p(n,J),

p(n,j)
Comme z,, est dans &, pour j grand, on a,

1Qpnp(Zo)le™ R Prnn > < 1.
Donc,

(3) Ap(n,j)e—ReO‘P("-J)’z@ < pj_"‘p("‘j)_

Par définition des quantités d( p, z) définies au § 1, le premier membre de cette
derniére inégalité est e~ Pren.pld(2(m 1) 20); par (2) et (3),

- lxp(n,j)ld(p(n’ .I)’ ZO) < el}‘P(”s/)"
cela veut dire, compte tenu de 0 < ¢ < a/2, que
. a
d(P(n’])’ZO) > = 2

Ceci contredit (1) et achéve complétement la démonstration du théoréme.
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